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Matematica. — Sulla compatibilila dei sistemi di equazioni alge- 
briche ed analitiche. Nota™ del Socio F. SEveEri.- 


Il teorema che qui mi propongo di dimostrare é il seguente: 
Sieno: 


(1) MM kas eries hr 5 Ney 22 As) OG 9-05 fet he, a> Xr i Mn. y ale eNO 


r equazioni algebriche nelle x, a coefficienti funzioni raxionali delle X. Se per 
un particolar gruppo di valori delie X, le (1) ammeltono una soluzione 1so- 
lata), esse son compatibilt per un generico gruppo di valori delle i. 

Questo teorema contiene, come caso particolare, il cosidetto criterio di 
PLucker-Cuesscu, secondo cui le equazioni del sistema (1) son compatibili 
in generale, se per un particolar gruppo di valori delle A ammettono un 
numero finito di soluzioni (ciascuna delle quali ¢ dunque isolata). II criterio, 
come si sa, fu largamente usato da PLUckER ed enunciato in modo esplicito 
dal suo grande discepolo Crrescu, nella commemorazione che questi fece 
E del maestro nel 1871. Ma nonostante il largo uso, non sempre corretto, 
: di questo principio, non credo che di esso si conosca una dimostrazione 

completa e rigorosa, che si svolga nel dominio algebrico. La dimostrazione 


(a) Presentata nella seduta dell’8 gennaio 1933. 
(2) Cioé una soluzione (dr, d2,+++, ar) tale che in un conveniente intorno del punto 
(a1, @2,+***,4r) non cadano altre soluzioni. 


— 4 ———e 

che qui espongo (del teorema pitt generale) poggia invece soltanto sulla 
teoria dell’eliminazione e sulla continuita delle funzioni algebriche e fa parte 
di un complesso di ricerche, che ho compiuto in questi ultimi tempi, per 
precisare con tutto il rigore, da un punto di vista algebrico conforme alle 
vedute della Scuola geometrica italiana, i fondamenti della geometria alge- 
brica. La parte pil elementare di questi miei studii vedra Ja luce nel 
primo volume delle mie Lezioni di analisi d’imminente pubblicazione presso 
la Casa Zanichelli; la parte pil elevata in una Memoria che si sta pubbli- 
cando in Germania. 

Un teorema analogo vale anche pei sistemi di equazioni analitiche e 
risale in sostanza a POINCARE. 


1. Per la piena intelligibilita di quanto segue sara opportuno un breve 
richiamo sul metodo generale di eliminazione, dovuto a Kronecker. Sieno 


@) fo, pee | 


k equazioni algebriche nelle incognite x; ,+++, xr (k qualunque, rispetto ad r). F 
Determinato il m.c.d. D dei polinomii f:,-+-, fz, se questi non risultano 
primi fra loro, si ha intanto un insieme di co"—? soluzioni di (2), fornite 
dall’equazione D = 0. Soppresso da f,,+++, fz il fattore D, si ottengono a 
le equazioni 


(3) x Op =, 04 2.) ° 5 Op =O 


a" 


colle » prime fra loro. Se le » risultan indipendenti da x, , avremo sen- 
zaltro un sistema (3), da sostituirsi a (2), con un’incognita di meno. 
Suppongasi che invece qualcuna delle @ contenga x,. Allora i polinomii 


X=EQ tee + oepe , YS tess + mH, 4 


colle €,% parametri indeterminati, contengono x;, e son primi fra loro 
come polinomii rispettivamente nelle x.,+++,xr,&,-++,&  e nelle 
Kr ***yXr,%r,-°°', Me~ Il risultante R. dell’eliminazione di x, trae 
X=0,Y =o, éannullato, qualunque sieno le &,7, da ogni (y.,-++, yr) 
tale che esista qualche y,, in modo che (jy: ,y2, +++ , yr) sia soluzione delle 
(3); € viceversa. Poiché inoltre R e un polinomio nelle &,% i cui coefh- 
cienti v,,+++,% (J=1) son polinomii nelle x,, +++ ,x-, i gruppi di va- 
lori delle x,,+++,x, che annullano identicamente R, rispetto alle &,y, 
son tutte e sole le soluzioni del sistema: 


(4) ti =0,++-,W=o, 


colle r —1I incognite x,, +++, Xr. 
Se nelle (4) mancano tutte queste incognite, i primi membri son co- 
stanti non nulle (perché se no X, Y non sarebbero primi fra loro) e quindi 
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il sistema (3) € impossibile. In caso diverso, a (4) si potra applicare il 


procedimento applicato a (2), cominciando a determinare un eventuale in- 
sieme di co’~? soluzioni,comuni alle (4) e quindi alle (3) e quindi alle (2) 
(all’infuori delle co’—* gid determinate); e cosi proseguendo, Se nell’ap- 
plicare il procedimento non ci si imbatte prima in un sistema impossibile 
0 costituito da una sola equazione, si arrivera alla fine ad un sistema di pid 
equazioni con una sola incognita. Il risultante delle X =o , Y=0, rela 
tive ad un siffatto sistema, svanirA soltanto quando vi son radici comuni. 
In tal caso il m.c.d. dei primi membri di quelle equazioni, uguagliato a 
zero, dara un’equazione sola con una sola incognita; e dalle soluzioni di questa, 
tisalendo, si passera alle soluzioni del sistema primitivo, non ancora deter- 
minate durante il corso del procedimento. E per ogni gradino che si risale 
si avra da risolvere un’equazione con una sola incognita. 


2. Cio premesso, passiamo a dimostrare il nostro teorema. 

Supponiamo anzitutto che le (1) sieno incompatibili per generici valori 
delle A, cioe Vincompatibilita si verifichi in tutto un campo ad s dimen- 
sioni (complesse) delle 4, e applichiamo al sistema (1) il metodo di Kro- 
NECKER, considerando le (1) come equazioni nelle sole x e lasciando le A 
pienamente indeterminate. Restano naturalmente esclusi, in tutto il processo 
di eliminazione, quei particolari valori delle 4, che rendono indeterminato 
o infinito qualcuno dei coefhcienti delle (1) 0 delle equazioni dei successivi 
sistemi eliminanti, le quali contengono sempre razionalmente le 4. I valori 
esclusi delle % soddisfanno ad un’equazione algebrica effettiva nelle sole A, 
prodotto di un numero finito di equazioni analoghe; eppero i gruppi di va- 
lori delle 4 da escludersi son veramente particolari. 

I polinomii (1) nelle x son primi fra loro, per Vipotesi che le (1) 
non abbiano soluzioni, eppero son primi fra loro anche i polinomii 


X=E frites + & fr F Y=mfi tees + ofr. 


Sia x, una delle x che compaiono effettivamente nelle (1). L’elimi- 
nazione di x, fra le X =o, Y =O, conduce ad un sistema di equazioni 
9: = 0 (i =1,2,---) non contenenti piu x,. I polinomii g; son primi 
fra loro, perché, in caso contrario, le (1) sarebbero compatibili per gene- 
rici valori delle A. Se nelle p mancano tutte le x, esse riduconsi a poli- 
nomii non tulti identicamente nulli nelle 4; e la condizione di compatibilita 
delle (1) & espressa appunto dal fatto che le 4 verifichino le equazioni 
=O. 

Consideriamo ora l’ipotesi che le @ contengano complessivamente qual- 
cuna delle x: p. es. x,. Esse trovansi nelle stesse condizioni delle f. Cioe 


(1) Non occorre dunque escludere che le (1) possano, nel fatto, non contenere qual- 
Cunamdelles xn, warty +) 5167 


me 


per le A generiche non hanno zeri comuni, se no per quei valori delle 4, 
ne avrebbero le f. Si potra dunque applicare alle @ lo stesso procedimento 
applicato alle f, eliminando x,. Si perverra cosi ad un sistema eliminante, 
che non contiene n¢ x, n¢ x,. I primi membri delle equaziomi di questo 
sistema son di nuovo non identicamente nulli e primi fra loro, S’essi non 
contengono alcuna delle x, il sistema riducesi ad equazioni algebriche si- 
multanee fra le %, esprimenti le condizioni di compatibilita delle 9; = 0 
e quindi delle (1). Proseguendo in tal guisa ad eliminare successivamente le 
variabili x, si perverrd ad un sistema eliminante delle x, ,x.,+--,% (<r), 
tale che la successiva eliminazione da esso di una, x,,,, delle incognite 
restanti, ch’esso realmente contiene, conduce ad un sistema di equazioni 
effettive nelle sole A. Si concludera pertanto che quando le (1) son incom- 
palibili per le X generiche, 1 gruppi eventuali di valori delle X, per cui esse son 
compatibili, si distribuiscono in un numero finito di varieta algebriche di dimen- 
stoni =s—z. (Ved. il numero successivo). 


3. Com’é ben noto, dal metodo di Kronecker scende, quale corollario 
immediato, il teorema che gli zeri comuni ad un sistema di equazioni alge- 
briche, si distribuiscono in un numero finito di varieta algebriche irriduct- 
bili (e che la varieta costituita dalle componenti irriducibili di una stessa 
dimensione, ¢ razionalmente isolabile dalle altre). Si dimostra altresi elemen- 
tarmente che il punto mobile sopra una varieta algebrica irriducibile V; di 
uno spazio (lineare) S,, pud sempre considerarsi come funzione razionale 
del punto di un’ipersuperficie irriducibile di uno spazio S, 41; cioé che, 
indicate con x,,--+,xr le coordinate del punto di V;, sussiston relazioni 


del tipo: 
(5) Beer (bi tay e's tee 2) ois ria Or a tee ee > 
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colle @ funzioni razionali del punto (1, , t. ie -+,t,41) variabile sul!’ ipersu- 
perficie p =o. 


4. Sul fondamento di tali proprieta si stabilisce il 

Lemms, — Una Vz irriducibile ed un’ipersuperficie f(x; ,-++, xr) =0 
di S,, che passino per un medesimo punto A, hanno in comune una varieta 
algebrica a k—r dimensioni passante per A, oppure f =o contiene Vj. 

La proprieta & ovvia conseguenza dell’ordinaria teoria del risultante di 
due equazioni algebriche, se Vi & essa stessa un’ipersuperficie (k = r — 1). 
Nel caso generale, sostituiti nella f= 0 i valori (5), si ha un’equazione 
algebrica 0 (1, ,t2,+++,t41) =0, la quale, insieme a ) = 0, rappresenta 
nello S, +4, il luogo dei punti comunia V; e ad f=o. Ora, se 6 non sva- 
nisce su ) = 0 (non € identicamente nulla o divisibile per ), le equazioni 
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— if —— 
0, ) =o definiscono in S, ;, una varietd algebrica a k — 1 dimensioni, 
che contiene il punto imagine di A; e dunque il luogo dei punti comunia 
Vi e ad f =o & una variet’ a k —1 dimensioni contenente A. Se invece 
9 si annulla sopra p =o, la V; @ contenuta su f = 

L’applicazione replicata del Lemma conduce subito alla conclusione che 
« un punto comune a e=r—1 ipersuperficie dello S, appartiene ad una 
varieta algebrica almeno co’ di punti comuni». 

Tenuto poi conto che una Vj di S; pud sempre considerarsi (p. es. 
mediante Ja cosidetta rappresentazione monoidale, che pure consegue dal 
n. 3) come intersezione parziale di r —k’ ipersuperficie, ne segue altresi la 
dimostrazione algebrica rigorosa del fatto, tante volte invocato nella geometria 
algebrica, che «ogni variet’ comune a due varieta algebriche V;, Vy di 
Sr, se k +k’ =r, ha almeno la dimensione k + k’ 


1 De 


5. Permesso tutto cio, si supponga (siccome non é restrittivo) che le 
f:,++-+,fr sieno addirittura polinomii nelle 4, e s’interpretino x, ,+++, Xr, 
Ar,°++,As come coordinate di punto di uno spazio S,+.. Per A = A° (cioe 
Ay = 2 ,--+,As =A) le (1) abbian la soluzione isolata x = x°. Allora le 
ipersuperficie (1) dello S,,, hanno in comune il punto A (x%,-- wages 
Ar y***,A;), eppero una varietd algebrica W (irriducibile o riducibile), almeno 
co’, passante per A. Si puo anzi affermare che W ha proprio Ja dimen- 
sione s, perché lo spazio S; (Ar = Ai,-++,As = A:) sega W, nelle vicinanze 
di A, soltanto in A; onde (n. prec.) la dimensione di W non puo su- 
perare s. Pertanto lo S,4, (A, =2%2,:-+,As = Ar) sega W, nelle vicinanze 
di A, in una curva. Sia C una parte irriducibile di questa curva, passante 
per A. Essa avra una rappresentazione del tipo: 


Xy See ( Lateline Dv Or (by ta) Ar = (list) 
eo Ne OU 


ove 8 =o é la curva piana irriducibile, di cui C e trasformata birazionale. 
Il punto A corrisponda a ¢ = 1°: allora assume in #° il valore A? e 6 si 
annulla. Eliminiamo 1, fra le equazioni A; =p» e 6=o0. L’equazione ri- 
sultante R(t;,A;) = 0 ¢ soddisfatta per t; = 17,0, = d° e non svanisce 
identicamente, perché altrimenti la funzione razionale ) sarebbe indeter- 
minata su 6 = 0, mentre invece, nelle nostre ipotesi, essa assume un valore 
ben determinato in un generico punto di 8 =o. Pel teorema delle conti- 
nuita delle funzioni algebriche, Pequazione effeltiva R(t; , a1) = 0, che, per 


A, = 2°, hala radice 4, = 1”, ha qualche radice #, = f; prossima a 1’, quando 


A, assume un valore 4) prossimo a A’. Cid significa che ogni S; (A, = 2,, 
A, == AQ,+ ++, As = AY), per A) variabile nell’ intorno di 4°, sega W in qualche 
punto (isolato) vicino ad A. Tenuto ora fermo 2, e fatto variare 4,, € cost 
proseguendo, si conclude che ogni S, (Ar = A,, A. =Aj,+++,45 =A;), Ove 


mae oceans 


(Coe r».) sia in un intorno conveniente di (A°,-+-+,A?), sega W nelle vi- 
cinanze di A. 

Pertanto le (1) son compatibili in un intorno ad s dimensioni di 
(x°,-+-, 2°). Esse non posson dunque esser incompatibili per generici valori 
delle A, se no (n. 2) i gruppi eventuali di valori delle A, che le rendon 
compatibili, si distribuirebbero in varieta di dimension’ = s—1 e non po- 


trebbero riempire un campo ad s dimensioni. 


6. Aggiungeremo qualche altra riflessione. Consideriamo il caso par- 
ticolaré in cui i parametri 4 sono addirittura tutti 1 coefhicienti di r equa- 
zioni (1) di gradi assegnati, a coeflicienti indeterminati. Siccome quando 
le f si decompongono in prodotti di fattori lineari generici nelle x, le (1) 
hanno un numero finito > 0 di soluzioni (isolate), si potra affermare che 
le (1) hanno sempre soluzioni per valori generici dei coefficienti (confor- 
memente al teorema di Brzour). Introduciamo una variabile di omoge- 
neita x». Le f si trasformano in forme algebriche F, degli stessi gradi, 
ineX6',%15°% >,%r3 € le f si ottengono-dallei F peeing —.1 1h mctonomme 
KRONECKER, applicato alle Fi =0 (@=1,---,7), conduce, in ogni fase, 
a sistemi eliminanti omogenei nelle variabili che restano, perche il risul- 
tante di due equazioni in una variabile ¢ omogeneo nei coefficienti delle 
due equazioni. Pertanto l’equazione R(x., xr) = 0, che proviene dall’eli- 
minazione di x,,--+,x,—, dalle F; =o (a coefficienti pienamente inde- 
terminati, si ricordi) € omogeneo in x.,x,. Al variare continuo dei coef 
ficienti delle F, variano in modo continuo i coefficienti di R (che dipendono 
razionalmente da quelli) e se, per particolari valori dei coefficienti delle F, 
il polinomio R annullasi identicamente, le F; = 0 acquistano infinite solu- 
zioni (colle x),x:,--°+,X,r non tutte nulle); mentre, se tutti i coefficienti 
di R si annullano, salvo quello che contiene la sola x, le F:=o0 non 
hanno soluzioni fuori dell’iperpiano all’ infinito x, =o dello spazio S; in 
cui Xo ,X;, +++ ,Xr son coordinate omogenee di punto. Tenuto conto che 
due equazioni algebriche omogenee in tre e quindi in quante si vogliano 
variabili, hanno sempre soluzioni costituite da valori non tutti nulli delle va- 
riabili, ne segue (risalendo attraverso i vari sistemi eliminanti) che, pur 
nell’ultimo caso considerato, le F =o hanno soluzioni costituite da valori 
non tutti nulli delle x,,--+,x,. Insomma: 

La incompatibilita di r equazioni algebriche in r variabili non si presenta 
mai nello spaxio protettivo ad r dimensioni (cioe le date equazioni hanno 
sempre soluzioni comuni al finito o all’ infinito). 


7. Ritornando al sistema (1) coi coeflicienti dipendenti razionalmente 
dai parametri A, che non sono necessariamente tutti i coefficienti, come nel 
caso particolare precedente, ¢ opportuno osservare che le (1) possono essere 
compatibili per valori generici delle X e incompatibili per valori particolari. 


4 
. 


Invero, quando le A tendono con continuit’ a particolari valori, le 
soluzioni delle (1) variano con continuita (pel teorema di continuita delle 
funzioni algebriche); ma pud darsi che i loro limiti siano tutti infiniti. 
Allora le (1) diventano incompatibili (al finito) per quei particolari valori 
delle A. 

Introdotta la variabile d’ omogeneita x,, se il fatto segnalato si pre- 
senta, per quei particolari valori delle A le equazioni derivanti dalle F; = o 
per xX) =O, ammetton soluzioni comuni costituite da valori non tutti nulli 
di x,,x,,++-,x,r. E perché questo accada occorre (come si riconosce col 
solito metodo di eliminazione) che quei valori delle 4 soddisfacciano ad un 
certo sistema di equazioni algebriche. 

Insomma nello spazio S;, dove si possono rappresentare i gruppi di 
valori Ar, A2,+++,As, i punti particolari che rendono incompatibili le (1) stanno 
sopra un numero finito di varietd algebriche di dimensioni =s—1. 


8. Le (1) possono anche contenere algebricamente, anziché razionalmente, 
t parametri 2. Il teorema vale lo stesso. 

Invero, allora, aumentando i] numero dei parametri, si potranno sosti- 
tuire alle (1) equazioni (1’) contenenti razionalmente invece dei A certi 
parametri ps,u.,°°+, us, legati pero da equazioni algebriche. Nello spazio 
S: (ur, °*-, us) queste equazioni definiranno un numero finito di varieta 
algebriche irriducibili. E se, quando (ur, +--+, ws) & un punto-particolare 
di una di queste varieta, le (1’) ammettono una soluzione isolata, esse sono 
-compatibili allorché il punto (wr, +++, ps) & generico sulla varieta stessa. 


g. Un teorema analogo a quello dimostrato in questa Nota pei si- 
stemi di equazioni algebriche, vale anche pei sistemi di equazioni anali- 
tiche; e cioe: 

Sei primi membri delle (1) son funzioni olomorfe di x, +++ Xr yA. ,***,As 
in un certo campo T' (a 2r + 25 dimensioni reali), e se per un gruppo partico- 
lave di valori °,++-,d; dati alle 0 (in modo che lo spazio lineare hy = 2}, +++, 
As =A; traversi Pinterno di T), le (1) ammettono una soluzione isolata 
(x2, +++ ,x°), esiste un intorno del punto (A, --+-,A:) tale che per ogni 
(Ar ,*°+,As) di quest’intorno, le (1) son compatibili nell’intorno di (x. , +++, Xr). 

Questo teorema, che é in fondo una conseguenza del teorema di Caucuy 
concernente la continuita delle funzioni analitiche implicite di pil variabili, 
& sostanzialmente equivalente ad un teorema dato da Porncaré nella sua 
tesi del 1879 e precisato da Oscoop “), La proprieta ¢ ben pil significa- 
tiva dell’ordinario teorema di esistenza delle funzioni analitiche implicite di 
pit variabili, perché esso da una condizione sufficiente affinche dalle (1) si 


(1) Lehrbuch der Funktionentheorie (Leipzig, Teubner, 1929), I Bd. 1 Lf, p. 135. Cfr. 
pure Lerscuerz, Topology, « American Mathematical Society », 1930, p. 383. 
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possan trarre le x come funzioni (anche polidrome) delle 4, senza che 
occorra supporre che il determinante funzionale delle f rispetto alle x sia 
diverso da zero nel punto considerato ©, 

Da esso pud derivarsi una dimostrazione del nostro teorema, tenuto 
como, del n. 2. 


Meccanica. — Généralisation dun théoréme d Euler sur le mou- 
vement brachistochrone. (Da una lettera al Socio T. Levi—Civita). 
Nota® del Socio C. CaRATHEODORY. 


Le théoréme d’Euler que vous citez 4 la page 565%) peut Ctre tres 
facilement généralisé. Si Pon force un systeme conservatif quelconque a par- 
courir une courbe x;(s)(i=1,2,---,) dans l’espace des coordonnées 
genéralisées, les composantes de Ja réaction ont les valeurs 


op ee (Le 


R; = — 
dt %i ae 


et les composantes covariantes de la force normale les valeurs 


U 


Ni (see) SS LBEy ae Aa 


digas 


Or ici le probleme des brachistochrones consiste a trouver le minimum de 


l integrale 
J 
ee 


si on ne fait intervenir que des mouvements pour lesquels |’ énergie totale 
est b. On trouve alors tout de suite que les extrémales de ce probléme 
sont caractcris¢es par les equations 


eI 


(1) Teoremi generali, ma meno manevoli, concernenti il caso in cui il predetto de- 
terminante ¢ nullo, trovansi in lavori di Briss, CLEMEN'rs, DEDERIcK, Mac MiLtan, UrNER 
(cfr. OsGoon, loc. cit., pp. 141, 148). Il teorema di Porncarké pud ottenersi, collo stesso 
ragionamento del n. 5, come conseguenza del teorema, stabilito da VAN DER WAERDEN 
(Topologische Begriindung des Kalkiils der abzihlenden Geometrie, « Math. Annalen», Bd. 102, 
1929, p. 355) che una varieta comune a due varieta analitiche di dimensioni k, k’ nello S,, 
non puo mati avere dimensione minore di k + k’—r. 

(2) Presentata nella seduta dell’8 gennaio 1933. 

(3) T. Levi-Civira e U. Amatpt, Lezioni di Meccanica Razionale, vol. (11)o. 


C'est bien en cela que consiste le théoréme d’Euler. Il est donc exact pour 
les brachistochrones sphériques dans le champ de gravité terrestre et dans 
beaucoup d’autres cas intéressants. 


Mais il y a plus. Si l’on considére le probleme général 
/ (b —U)* /T dt = Min., 


on trouve de la méme manictre que les équations différentielles pour les 
extrémales peuvent ¢tre mises sous la forme 


3 

4 R; = (2a—1)Ni. 

Z Ce résultat contient, outre le théor¢me d’ Euler pour les brachistochrones, 
4 encore quelques autres cas particuliers intéressants. 

2 

: I : ae 

;. Pour ¢ = > oma effet R; = 0: c’est le principe de Maupertuis sous 
. 

, . . 

: la forme que lui a donné Jacobi. Pour a =o on a R; = —N;: c’est la 
4 généralisation du principe de Galilée pour le plan incliné. Si l’on force le 
4 systeme a decrire lorbite qu’il devrait parcourir lorsqu’on supprime les 
z forces extérieures, la réaction fait équilibre 4 Ja force normale. 

3 Je m’ai par contre pu trouver d’interpréctation satisfaisante pour les 


courbes R; = N; qui correspondent 4 « = 1. Elles coincident, il est vrai, 


a cause du principe de Maupertuis, avec les trajectoires que le systeme par- 
court quand on remplace le potentiel U par — () — U)?, mais c’est la un 
résuJtat factice. On Je voit bien dans les cas simples comme celui du champ 


: de gravité terrestre ol ces trajectoires sont des chainettes renvers¢es. 

Jai ete amené a m’occuper de cette question parce que la rédaction 
; des Oeuvres completes d’Euler m’a prié derni¢rement d’éditer les deux vo- 
lumes sur le calcul des variations. Or, dans un mémoire communiqué le 
; 10 juillet 1780 a PAcadémie de Saint-Pétersbourg et publie dans le t. VIII 
des « Mémoires de l’Académie » sous le titre: /nvestigatio accuratior circa 


- brachystochronas, Euler raconte qu’il a d’abord cru, apres avoir vérifié que 
: son théoréme est exact non pas seulement dans le cas ordinaire mais aussi 
dans le cas d’un nombre quelconque de points attirants, qu’il s’agissait d’un 
principe général de la nature. Ce n’est que dans le mémoire de 1780 qu'il 
montre que |’existence d’un potentiel est nécessaire pour son theoreme. Aupa- 
ravant il en avait déduit une détermination tout a fait erronnée des brachi- 
stochrones dans les milieux résistants, qui se trouve au Tome II de sa me- 
canique. Comme il ajoute «neque tamen quisquam eorum, qui opus meum 
mechanicum omni studio sunt perscrutati hunc defectum animadvertit » et 
comme cette erreur est assez cachée, je ine suis amus¢ a la rechercher. 


a 
j 


Elle se trouve dans les Opera omnia, Ser. II, t. 2 (« Mechanica », tomus 


alter, ed. Stickel), § 364, p. 162, 1. 6 4 partir du bas: l’équation 


ddw = Q-mn + K-ng 


n’est exacte que lorsque il y a un potentiel de forces. 

Il est dailleurs assez amusant que le théoreme d’Euler est vraiment 
invariant pour les systemes conservatifs, et donc, comme il l’avait cru, «un 
principe général de la nature ». 


Fisica (Fisica matematica). — Sulle deformazioni delle piastre 
elastiche. Nota W1® del Socio E. ALMaNstI. 


1. — Sia » una funzione armonica delle variabili x,y,z, che per 
y= +a soddisfi la condizione =? = 0; e consideriamo il sistema di ten- 
sion 

/ 2 o© 2 o? © 
Soni == == —_ 
Bee Oy Bye axdy ? “I~ Oya Ox? 
(x) 
| a0 29 
Ue a dy dz ? ey 7 8x Oz Sa ke O. 


Tenendo conto della equazione 


a a 2, Wi 
@, ox2 oy? ox? ot 


si riconosce facilmente che le tre condizioni di equilibrio 


OT xx OT x y OT 


Sie ty Bye tee 


sono soddisfatte. Inoltre, essendo la @ armonica, tali saranno pure le ten- 
sioni Txx,txy, ecc. Si ha pot T = trex + tyy + t2y =O. Saranno percid 
soddisfatte anche le sei equazioni del Beltrami. 
9 
Sulle basi, ove = == On sata ancora A is : oe “= 
R Ox Ox Oy OZ 
tx = 0, Ty =0. Essendo pure tz = 0, le basi saranno libere. 


O , quindi 


i 


(1) Presentata nella seduta del 18 dicembre 1932. 


: a. © ; eis > ro os - ‘ 
genie: il caso che la mnnone? armonica @ sia. ae 
nel ee caso, eee un segmento _ qualunque t normale alle ES) eae 


/ OV re OR: fe 


—a 


Cid posto, cerchiamo Je espressioni delle sollecitazioni. 


_ Le tensioni unitarie agenti sugli elementi del bordo hanno le componenti 
Fe 


= 


Ty Tye + TyyB 5 Ty Tee + TryP. 


3 a) x — Seeeaes + txyB . 


20 0 , vA aa 3? © 20 
Een SS ies eee 


_ Avremo allora dalle (4), sostituendo a try nella prima la prima, nella’ se- 
~ conda la seconda di queste espressioni, e us altre tensioni le loro espres- 


- sioni date dalle (1) ee 


+ a 
tydz, per le formule (5), 


5 - ‘saranno nulle. 


+a +a 
Per esprimere le altre tre sollecitazioni f; = a "02, My = L tx X aX, 


tyxdx , poniamo 


donde si ricava: 
ew (**e@ ew [7 ee a eee x dx 
Ox? =| Ox? es aie ees dy? > Ox dy ax dy" *? 
(6) } —a —Z 
SEED: x0? O 
| LS ce 5) 


Avremo dalla 1% e dalla 2* delle (5), e dalle prime tre delle (6): 
o> W o> W 


Ny = Sek eee 
02 W o2 W 
iy = 2 ay g— 2 Ox By 6 AW os 
Ovvero: 
2 aW | 2 30W . 
(7) js = 2 ve AW 5 COS a eae a 


Dalla 3* delle: (4) si ha: 


s he a? Chon 5a9 a0 eK) 
fa] Get =| al ee 


o@ o@ op o@ 
=(ye cue Bs, 


ove i due termini designano i valori della espressione fra parentesi nei punti 
estremi di un segmento ¢ del bordo. Possiamo anche scrivere 


eas 20 o@ i 2a Ch Nes e) 
f. = (32) — (=) = ey ek ee Pa) > 


considerando sui contorni delle due basi ga e g_, come’ funzioni di s, in 
quanto ad ogni valore di s corrisponde sul bordo un segmento f, nei cui 
punti estremi la funzione @ assume i valori @a e€ @_,. 

Riprendiamo ora l’ultima delle formule (6): da essa si deduce, tenendo 
conto della (2): | 


rT" O2@ se etin) 30 a0 9 
= —— — (i= — SS Gf 7 — ee BLL |p hee, Ay, ee ‘ 
Be. ag | =? cE) =(° Rh, (° ele 
d +3 wid o9 pegs : 
Ma essendo, per x= + a, oa =0, avremo AW =9,—@_,; quindi, 
sostituendo AW a ga —g_, nell’ultima espressione di f;: 


(8) po. 


o aa he ae bee aa 


¥ 


Le formule (8) e (7) ci danno per le sollecitazioni f; , mx, my le espres- 
sioni che volevamo ottenere. 

Chiameremo (C) questa terza classe di deformazioni. Si pud dimostrare 
che una deformazione di una piastra isotropa sollecitata soltanto sul bordo, 
e in cui la tensione tz; sia ovunque nulla, risulta sempre di una (A), di 


una (B), e di una (C). 


2. — In una deformazione (C), allorché la @ é dispari rispetto a z, 
la sezione mediana zy = O rimane inalterata. 

Infatti in una (C) un sistema di spostamenti che denoteremo con &, 
y, ¢ & dato dalle formule 


(9) Se Uae ex 2(1 +) e¢ 


Een 3) eye ees sed: 


ove E denota il modulo di elasticita; come si verifica facilmente osservando 


che le formule generali 


< = ; (txx — ATyy — Atzz) Cais re | a r) 
Co?) Js Fs = 


si riducono a identita se agli spostamenti &,7,€ si sostituiscono le loro 


espressioni (9), alle tensioni trx,tyy,--- le (1). 

Ormece— i sunzione—o ¢. dispar, per 7 = 0° sata .¢ = 0',. come 

op 9 ree : : ; 
Puc =>, =o; quindi-6=— 0, n =.0: la C €-nullain tutta la “piastea: 

meaty 

: rete ; : te : ; op . 
3. — Fra le funzioni armoniche, dispari in z, la cui derivata SI 

Cc 


annulla per 7 = + a, le pit semplici sono le fuzioni 


WER 
o =u sen —, 
2a 


ove uw & una funzione di x ed y che verifica equazione © 


nT\? 
Aie= (— | 105 
2 


m un numero dispari. 
Consideriamo, in particolare, il caso che sia n = 1), Invece di w scri- 


eee : 
veremo —, cid che semplifica le formule. Sia dunque 
y) 


u TX 28 Ne 
@ = —sen se , Au= (2 -U. 
a 


(1) Ved. Ciessca, Elasticité, p. 727. 


Le formule (8) e (7) daranno allora: 
Ou 


as : 7 ea 


20 du ae ou 
+ > My AN ee 
~ Tt : 


(10) 


Lae 


e= Dduzsen 


ove Je w: sono funzioni di x ed y che verificano le equazioni 
7 ha n;T \* 
ate Au; = |——)- u:, 

ae 2a 
e Je m; numeri dispari. Infatti la funzione @, come ciascuno dei termini di — 
cui ¢ lasomma, sara una funzione armonica, e la sua derivata rispetto a ca 
sianmullera per 7 =. a’. 


In particolare la @ potra essere la somma di tre termini, ed avere percid 
Pespressione 


ae 


oa nN, T% Ny Ts nN; T% 
(11) @ =u, sen 2—* + u, sen 2~* + u, sen BEA. 
: 2a 


a 2a Zid 


4. — Nella Nota J, § 4, abbiamo considerato Vintegrale 


: a v2 
E e J = | (sms + ymy — Fh] ds , 


ove 1? == x? + y?. Una forma notevole pud darsi a questo integrale allor- 


: che +; = 0, come avviene nelle deformazioni (A), (B), (C). sea 


Bee : 


tato paella eae Oo; non sopeeite a eee pee si ha per eta 
‘i -terna di funzioni regolari g,h,k: 


om oh ok - fon. —# 
txt ty tt <t(2 +5) 


2 ie 


_.  Poniamo: 


I I a 
Boe) eee 


Avremo: 


[c= + tyy)zdS = [ (x + 9% Ty —<r «| ae. 
S 


te) 


~ Introduciamo la quantita T = tex + tyy + Tz, la quale, supposto tz = 0, 
si ridurra a trex + tyy. Sara: 


[tus = [ (x + yety S19) doy. 


s fe} 


Nel caso di una piastra avente le basi libere potremo intendere che 6, 
_rappresenti il bordo. Onde, posto do, = ds-dz, si potra scrivere: 


5 Avg 
[reas = [asf (scr: + yy EPA = 
S s —a 

; +a +a v2 +4 | v2 

«| tx % dx ae | ty x aX —5 | Tx a = | (xm SF yy — 5 fx) ds 


j= { Teas. 


S 


ossia 


5. — In una deformazione (C) si ha T =o (§ 1); Vintegrale J & 
dunque nullo. Cid in particolare avverrd se la funzione g da dui dipende 
la (C) é@ data dalla formula (11). 

Si pud inversamente dimostrare che se le sollecitazioni fz ,.mx ,my sono 
tali che V integrale J risulti nullo, esistono infinite deformaxioni (C) formate 
mediante funzioni @ espresse dalla formula (11), a cui corrispondono le solle- 
citaxiom fz, Mx, My. 


RENDICONTI, 1933, Vol. XVII. 2 


Tee 


Rimanderd ad altra Nota la dimostrazione di questo teorema, sem bran- 
domi opportuno di dare, in queste prime, una veduta d’insieme della qui- 


stione di cui mi occupo. 
Da esso si deduce che esistono anche infinite deformazioni risultanti di 


una (B) e di una (C) a cui corrispondono date sollecitazioni f; , mx, my , 
per le quali l’integrale J & nullo. 
Si ha infatti per una (B) T = AV- x (Nota II, § 5), V denotando una 


funzione biarmonica; quindi 


= [aveds : 


iS 


Se [Avzds =o, sar’ J=o. Ora esistono infinite funzioni biarmoni- 


S 
che V che verificano l’equazione precedente, in particolare le V armoniche; 


quindi infinite (B) per cui Jo. Siano f), m’,m’ le sollecitazioni rela- 
tive ad una di queste (B); e poniamo: f; =f +f,» ecc. Anche per le 
sollecitazioni f. my, m, (come per le f;,mx,my, e per le f. ,m', m,) : 
integrale J sara nullo. Esisteranno dunque, per il teorema enunciato, infi- 
nite deformazioni (C) a cui corrispondono le sollecitazioni me M5 Mb wae 
per conseguenza infinite deformazioni risultanti di una (B) e di una (C) a 
cui corrispondono le sollecitazioni date fz , mx , my . 

Supponiamo ora che rer le sollecitazioni f,,mz,my, Vintegrale J 
abbia un valore J. diverso da zero. Anche in questo caso esistono infinite 
deformazioni risultanti di una (B) e di una (C) a cui corrispondono le sol- 


lecitazioni date. 
Costruiamo infatti una deformazione (B) per cui J abbia il valore J, . 


Dovra essere 


faveds as) 


S 


Potremo per esempio assumere V = x? —cy?(c = cost.). Sard allora 
AV = 2(1 —c), onde l’equazione precedente dara 


21-9 edS =), 


e da essa dedurremo il valore dic. 
Siano f”,m’,,m, le sollecitazioni relative a questa deformazione (B) ; 
ee 


e poniamo f; = f. + Jf’’, ecc. Per le sollecitazioni f” , m’’, m* Vintegrale J 
x q c f 


sara nullo: esisteranno quindi infinite deformazioni risultanti di una (B) e 


di una (C) a cui corrispondono queste sollecitazioni. Ma componendo due 
deformazioni (B) si ha ancora una (B). Esisteranno per conseguenza infi- 
nite deformazioni risultanti di una (B) e di una (C), alle quali corrispon- 
dono le sollecitazioni f;, mx, my, qualunque valore abbia per esse I’ inte- 
erale J. 

Pit in generale, date le cinque sollecitazioni fesfy sfc, mx, my, esi- 
steranno infinite deformazioni risultanti di una (A), di una (B), e di 
una (C), a cui corrispondono le sollecitazioni date. 


Mineralogia. — Sopra un geminalo di andalusite. Nota“ del 
Corrisp. P. ALotst. 


In un mio lavoro che, probabilmente a cagion della sua mole, quasi 
nessuno ha letto, fino dal 1919 ho descritto e figurato un singolare gruppo 
di due cristalli di andalusite, con tutto laspetto di un geminato ©); la cosa 
aveva, ed ha, un certo interesse, perche allora, e, per quanto so, anche oggi, 
geminati di andalusite non sono sicuramente conosciuti. I mezzi di studio, 
peraltro, che erano a mia disposizione nel 1919, non mi permisero di ri- 
solvere interamente il problema. 

Mi e sembrato che mettesse conto di ritornare sull’argomento, studiando 
il gruppo per mezzo della piattaforma Fedorow %); il minerale, data la sua 
potenza birifrattiva relativamente bassa, si presta ancora bene per |’applica- 
zione del metodo che, con evidentissima esagerazione, ¢ detto universale. 


* 
* OK 


Il gruppo in parola si trova in una sezione sottile di aplite tormalini- 
fera ad andalusite, del monte Perone, all’ isola d’Elba. 

E formato da due individui (fig. 1), parzialmente contornati da un man- 
tello di muscovite secondaria, giustaposti, con traccia del piano di unione 
assai netta, per quanto leggermente irregolare; in ogni individuo ¢ visibile 
un solo sistema di tracce di sfaldatura. Il caratteristico pleocroismo, dall’in- 
coloro al roseo, a chiazze, ¢ ten netto in ambo i cristalli, cid che, insieme 
al fatto della presenza di un solo sistema di tracce di sfaldatura in ciascun 


(1) Presentata nella seduta dell’8 gennaio 1933. 

(2) Il monte Capanne, p. 175. Pisa, 1919. 

(3) Quest’apparecchio ¢ chiamato, in alcuni lavori italiani, «tavolino », parola deri- 
vata evidentemente dal « Tisch» tedesco, ma il termine mi sembra poco appropriato; in 
altri lavori si trova « piatto», «piattello» e perfino «piattina», parole tutte provenienti 
dal francese « platine», ed ancora pili improprie; secondo me la voce pili adatta ¢ « piat- 
taforma ». 


2 A Qe 


individuo, fa ritenere che la sezione sia, per tutti e due, poco inclinata sul- 
Vasse [oor]. 

Da una parte, tra i due individui, c’e una spaccatura a forma di V, i 
cui lati corrono approssimativamente paralleli alle tracce di sfaldatura, ed 
in tale spaccatura si ¢ introdotto un cuneo di quarzo. 

Posta la sezione sulla piattaforma di Fedorow “, si vede subito che si 
tratta di una emitropia normale, con il piano di unione, cioé, coincidente 
con quello di geminazione, giacché portato il primo verticale e parallelo 
al filo N-S del reticolo, i due individui si trovano in posizione di uguale 
illuminazione, e lo sono anche quando il piano di unione, sempre verticale, 
& a 45° dalle direzioni di vibrazione dei nicol; in ambo i casi l’uguale il- 
luminazione si mantiene rotando attorno all’asse A, (K di Reinhard); le 
estinzioni sono simmetriche. 


In tutti e due i cristalli si possono raggiungere solo gli assi dell indi- 
catrice a e y; sul reticolato di Wulff, i poli di tali assi cadono, con suf- 
ficiente approssimazione, su di un medesimo cerchio massimo, sul quale si 
trova anche il polo del piano di geminazione (fig. 2). Da questo si deduce 
subito che i due cristalli hanno a comune l’asse B e, data l’orientazione 
ottica dell’andalusite (8 = b), si deduce pure che il piano di geminazione 
appartiene alla zona [oro]. 

Portando il polo di B nel centro, cid che equivale ad assumere come 
piano di proiezione {010}, i poli di « e y dei due individui, e quello del 
piano di geminazione, vengono a cadere sul cerchio base; i poli dei diversi 
elementi ottici e cristallografici (tracce di sfaldatura) sono disposti simme- 
tricamente rispetto alla traccia del piano di unione (fig. 3). 


(1) Ho usato una coppia di emisfere con » = 1,649; dato il valore dell’indice medio 
del?andalusite (circa 1,633), non € stato necessario far correzioni ai valori, letti diretta- 
mente, delle rotazioni attorno all’asse orizzontale, tanto pil che tali valori sono sempre 
stati assai piccoli. 


ra =_ 
* 


-del piano di geminazione, un angolo — 


35° € 36°; dato che nell’andalusite « = ce che, come ho detto, il piano 


Fig. 2. 


di geminazione appartiene alla zona [oro], tale angolo é anche quello fra 
i poli di {oor} e del piano di geminazione; d’altro lato si sa che (001): 
(401) = 35° 28’, onde si pud concludere che i due cristalli sono geminati 


_ secondo {101}. 


i) 
iS) 


Ho detto in principio che geminati di andalusite non sono noti con 
sicurezza ; soltanto una volta, infatti, in un lavoro del Gramann “), per ispie- 
gare delle divergenze negli angoli fra le facce della zona del prisma verti- 
cale, ¢ ammessa una geminazione ciclica secondo una piramide acuta di 
simbolo estremamente complicato. 

Maé poi il gruppo dell’aplite del monte Perone, veramente un geminato? 

Il fatto che esso é stato trovato una sola volta, pud far nascere dei 
dubbi assai fondati. D’altra parte, nel mio caso il piano di geminazione ha 
simbolo semplicissimo, corrispondente ad yna delle poche forme note e fre- 
quenti nell’andalusite; i diversi elementi ottico—cristallografici sono disposti, 
inoltre, regolarmente nelle posizioni che essi debbono avere in un gemello 
secondo {ror}. Questi fatti mi fanno sembrare pochissimo probabile che si 
tratti di una unione casuale. 

L’aspetto, poi, del gruppo, e Ja presenza di un cuneo di quarzo, il quale 
evidentemente si € fatto strada nella direzione di un piano di sfaldatura 
(v. fig. 1), e che separa in parte i due individui, mi fanno propendere ad 
ammettere che si abbia a che fare con un geminato di scorrimento. 

Come piani di scorrimento sono citati, per l’andalusite, { 100}, { oor} 
e non {101}; pero, dalla descrizione del Gramann ©), sembra che {100} e 


{oor} siano da considerare piuttosto piani di traslazione, che non piani di 
scorrimento in senso stretto. 


(1) A. Gramann, Ueber die Andalusituorkommnisse im rhdtischen Flitela— und Scaletta- 
gebiet und die Farbung der alpinen Andalusiten, « Vierteljahrsschr. d. Naturf. Gesellsch. in 
Zurich», XLIV, 302 (Ztirich, 1900). 

Qy) ILO Gi Ba, 
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MEMORIE E NOTE PRESENTATE DA SOCI 


Matematica. — Sulle direzioni concorrenti in una varield V,. 
Nota di C. AGOSTINELLI, presentata“ dal Socio T, Levi—Crvira. 


La nozione di direzioni concorrenti nel senso di Levi-—Civita fu intro- 
dotta da Myller, per le superficie ordinarie, in una Nota pubblicata nei 
«Rendiconti della R. Accademia dei Lincei», (5* Serie, vol. XX XIII, p. 3 39); 
successivamente fu estesa dallo stesso A. alle varieta ad m dimensioni ©). 

In questa Nota ho ripreso lo studio coi metodi vettoriali, che mi hanno 
permesso di assegnare alle condizioni di concorrenza una forma molto sem- 
plice e di dedurre quindi varie notevoli proprieta geometriche, che non sono 
finora state osservate da altri. 


1. Sia C una curva di una data varieta riemanniana V,, ,@& un vettore 
unitario tangente a V, nei punti Q della C, e quindi funzione di Q, e con- 
sideriamo i punti 


(1) Q,=Q4+ mu, 


con m funzione numerica di Q. Mentre Q descrive la curva C, il punto Q, 
descrive un’altra curva C,, e per uno spostamento ds del punto Q su C 
avremo: 


eed er LL du 
(2) dQ, =(3 me a nye 


Ora, secondo Myller, le direzioni w, tangenti a V, nei punti di C, si 
chiamano concorrenti nel senso di Levi—Civita, se si puo determinare m in 
modo che il vettore dQ, risulti normale a Vy in Q. Per questo e neces- 
sario e sufficiente che sia nulla la componente tangente a V, in Q (0 com- 
ponente fangenziale), del vettore dQ,, cio dvQ;=0, ossia, in virtu 
della (2): 

dm dyu 


G) é + rg agg Os 


(1) Nella seduta dell’8 gennaio 1933. 
(2) M. A. My Lier, Directions concourantes dans une variété meétrique a n dimensions 
(«Bulletin de la Société Mathématique de France», p. 1, 1928). 
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ove € = dQ/ds & il vettore unitario tangente alla curva C in Q e dy u/ds 
& la componente tangenziale di du/ds, o derivala superficiale di w nel senso 
di Boggio , 

if (3) costituisce la condizione di concorrenza richiesta, e quando essa 
& soddisfatta la curva C, descritta dal punto Q, la chiameremo curva di con- 
correnxa. 

Posto 


(4) dy ulds = cv, 


dove w ¢ un vettore unitario, la cui direzione, come é noto, ¢ detta, secondo 
la denominazione di Bianchi, direzione associata di w rispetto a C, mentre 
c é la curvatura associata della curva C rispetto ad w (Geom. diff. p. 261), 
la (3) Si puo scrivere: 


(3’) t oe “uu + mv =o, 


la quale mostra che i vettori t,uw,v, devono essere complanari, e poiche u,v 
sono fra loro ortogonali (come si deduce dal fatto che v é vettore unitario 
e quindi dy w XK w= 0), ne segue che gli angoli acuti che essi formano 
con € sono fra loro complementari. 

Moltiplicando la (3’) scalarmente prima per w@, poi per v e infine per #, 
essa si scinde nelle seguenti condizioni : 


“uxt+dmids = 


UXxt WG == 
(5) tf 
Dae Tu Xt + meu Xt=o0 
€ posto 
(5) Ww xt = cosa s © xX 6 = cost, 
si ha: 
dmids =—cosa 3; mc =—cosf 
(5‘) dm 


I+ Fe S08 % + MC COS Ci== 10% 


(1) Cfr. P. Burcarri, T. Boccio, C. Burari Forri, Geometria differenziale, pp. 178- 
257 (Zanichelli, Bologna, 1930). Quest’opera sara indicata nel seguito con Geom. diff. 

Il vettore dy w/ds, derivato superficiale del vettore unitario 2 lungo i puntidi una 
curva C, rispetto all’arco s di C, equivale a quello le cui componenti controvarianti sono 
dal prof. fon Civita indicate con (Dee); cfr. T. Levi-Crvira, Sur P’écart géodésigue (« Math. 
Ann.», B. 97, 1926), 


‘ 
3 


os eee eT eek 


On ee Ne 


wee 


La terza di queste, in virtt delle prime due, porge: 


sen? « = cos? 


6) 
e quindi 


, 
(6’) cos® = + sena, 


la quale conferma che gli angoli acuti che le direzioni 2, » formano con €, 
sono complementari. : 

Dividendo membro a membro le prime due delle (5’), ¢ tenendo conto 
acla (6 je si ha: 


log mids == "aS cts &, 
da cui si ricava 


Ss fares d 
(7) m = aets ooeee 
con a costante arbitraria. 


2. Cast particolart. 
a) Se il vettore e si sposta per parallelismo nel senso di Levi-Civita 

lungo C, risulta dy w/ds = 0, e la condizione (3) diventa: 
dm 


a) ar 0) 
ds " 


(8) t+ 
vale a dire a deve essere parallelo a ¢. Essendo w unitario si pud ritenere 
w = —t, e allora si ricava dalla (8) dm/ds = 1, e quindi: 


(9) i= Si -COSt 


Ne concludiamo: Affinché le direzioni determinate da wn vettoré vw che si sposta 
per parallelismo nel senso di Levi-Civita lungo una curva C di una Vn, siano 
concorrenti, é necessario che quelle direzioni siano tangenti, a C e quindi (per le 
proprieta del parallelismo), che la curva C sia una geodetica di Vn. 
Le curve C, di concorrenza risultano in tal caso, per la (9), le evol- 

venti di C. 

* _b) Se il vettore vw si sposta mantenendosi ortogonale a C, si ha 
Goch scosa—o0 , vxXt=cosp= + sena= +1, e'quindi le (5) 
porgono: 


(10) Bh is = O° 3,8 c= 1, 


dalle quali si ricava 


(11) Hes Ost ee Oe TH = Cost. 
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Possiamo quindi concludere: Affincht le direzioni determinate da un veitore 
unilario w che si sposta lungo wna curva C di Vn, mantenendosi orlogonale 
a C, siano concorrenti, ¢ necessario che la curvatura associala di C rispetto 
ad w sia costante. 

In tal caso la distanza dei punti Q, della curva C, di concorrenza, dai 
corrispondenti Q della C, risulta costante ed uguale, a meno del segno, 
allinversa della curvatura associata di C rispetto ad a. 

Se pil. in particolare ancora, il vettore a coincide addirittura colla nor- 
male principale relativa a V, della curva C in Q, ossia se 


2, ene ee t 
ea cree) mod ~~ : 
sisha per la (4)% 
(12) cv = dy u/ds = dy n,/ds. 


Ora, per le formule di Frenet generalizzate, risulta: 


dyM, _ I I 


ove t/p, ed 1/p, sono rispettivamente la prima e seconda curvatura relativa 
a V, della curva C in Q, ed 2, un vettore unitario parallelo alla seconda 
normale principale relativa a V, (binormale nel caso delle curve dello spazio 
ordinario). Ne segue: 


(14) cv = — tle. + mals. 


Ma nel caso in esame € vw = + €, percio ritenendo v = t e tenendo 
conto delle (11), si deduce: 


(15) T/Os=.0) = 3) eS Bios = iit cost. 


Si ha quindi il teorema: Affinché le normali principali relative a V, della 
curva C formino un sistema di direzioni concorrenti, deve essere nulla la seconda 
curvatura della C, mentre la prima curvalura deve essere costante. 

c) Se la curva C appartiene ad una ipersuperficie W,_, di V, ed a 
coincide col vettore unitario N normale alla W,_, in Q e tangente alla V, 
nello stesso punto, la condizione (3) diventa : 


dm dy N 


(16) tg er 


(1) Cfr. Srrum, Grundzitge der mehrdimensionalen Differenzialgeometrie, p. 74 (Berlin, 
1922). Cfr. anche: Pensa, Le formule di Frenet per le curve di un iperspazio (« Rendiconti 
R. Istituto Lombardo», 1925). 
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da cui, moltiplicando scalarmente, prima per N e poi per #, si ha: 


07) oe 


MW 


Ma se indichiamo con c, la curvatura della geodetica di W,—, tan- 


; ly N 
gente a Cin Q, risulta Se xX t = — cy (Geom. diff., p. 222 (12) ); segue 
perciO dalle (17): 
(18) Hirai 16 COSt 


Percio: Affinche le direzioni determinate dalle normali a una ipersuperficie 
W,—1 di una Vy, lungo una curva C della W, —,, siano concorrent, é ne- 
cessario che le geodetiche di W,—,, tangenti alla curva C nei vari punti di 
essa, abbiano la stessa curvatura nei punti di contatlo. 
d) Se il vettore w forma angolo costante colla curva C, ossia: 
Xt = COs & = cost, © quindi “anche :.ex<.¢ — =e sei a= costs nis 
sulta dalle (5’): 
AM as == COS. = COS = 5 2: JC = iae.sen & = cost. 


dalle quali si ricava 


(19): m = C, —s cosa ed =e = ——— + sctga, 


a 
a 
Dn 
oO 
=) 
R 
ar 
n 
© 
— 
R 


con C, costante arbitraria. 


3. Se nel punto Q di C poniamo U = mu, nel punto Q’ = Q+ dQ 

di C il vettore U assumera il valore: 
dm du 
5 


(20) UF =U + adU = mu + ( ae +m a) ds, 


e in generale il vettore U* non sara concorrente con U, ossia, ricordando 
la (3), sara in generale 


dm dy U 


(21) V=t+ e w+Mm a == 0 


Se indichiamo con dy e/ds la componente normale a V, in Q del vet- 
tore du/ds, la (20) si puo scrivere: 


Uv aA 
| U* = mu + (« +4 a w+m ae jis ae (m — — t)a 
7 : 


za Vas, 


<= ee 


dove si € posto 


ae UW d 
(23) U =mu+ (m aaa 7 AS. 


Dico che il vettore U’ & concorrente con U. Infatti, se poniamo 


OQ: 'O. U4) 3 OFS Oe Or ave 


risulta 


Q — Q.= iQ 4 U—U=aQ4+(m “oe —t}s=m ee 


a 


») 


ds 


che dimostra come il vettore Q’ — Q, ¢ ortogonale a Vy in Q, come si 
€ asserito. 


Cid posto calcoliamo l’angolo d@ formato da U* con U’; risulta: 


UU" 


ee ae mod U* - mod U’ | 


Ora dalle (20) e (23) si ricava, ricordando che w é vettore unitario 
e quindi de xK w=o, 


(UES Bitten ‘me |. fa w+ m | is < ie + ( ee, = t)d = 


ds 
boas COS & dlog m 
= m } I ( ee ake Jes + 
'( dn 1 de dlogm cosa], 
at ( ds ) Parties a ds m ae 


I 


ater slime Stork eal 
Star meer) 
r— 5p SE as + (SRY + (SEY J ae] + 
j[, tee 4 (oe 


paul Wer. d log m dlog m \? 1 (/du\? ; 
=a} ee as +|( ds Y —S(Gey ae et, 


+ 


e analogamente 


; Bee ees +(m dam t) ds) Pe = 

7 mod U’ a age ee, \ th 

‘ I COS & dy U I =. 

| = d : Bs 

m } ae a ( ds oA | 

4 sek ss, ee. dn U \? I — 3 cos? & Aes 

4 m m 2 ds a m? ine 


Sostituendo nella (24), trascurando gli infinitesimi di ordine superiore 
al secondo e tenendo conto che du K t = dv wu X t, e (du)? = (dv u)? + 
+ (dy, u)?, si ha facilmente: 


cos d0 = 1 —— (0) = 


| — 


Dat 


sew" Oo 4- mn? ( = ) + 2m eau x t ds? 


da On si ricava 
d@ \? 
(25) (=) = 


ovvero, per la (4) e la seconda delle (5,): 


d C dyu 
sen? @ + ne( a 1 21 ae! x ¢| ae 


(25°) Gal = [sen? « + m?c? + 2mcecosB]/m? = 
== [sen? « — cos? B + (mc + cos B)?]/m?. 


Se le direzioni U = me, sono concorrenti, abbiamo visto che sen? « = 
= cos? 8 ed mc + cosB =O, e-risu’ta guindi d0/ds—=o. 


4. Consideriamo ora due linee C e I di V,,, intersecantesi nel punto Q, 
e indichiamo con ds e $s 1 rispettivi elementi di arco e con v= dQ/ds, 
uw = §Q/8s, due vettori unitari diretti secondo le tangenti in Q a tali curve. 

Se vogliamo che siano concorrenti, tanto le direzioni determinate dal 
vettore w che si sposta lungo C, quanto le direzioni determinate dal vet- 
tore w che si sposta lungo I, dovranno essere simultaneamente soddisfatte 
le due condizioni: 


/ dm dy U ae 
(B= ae U + M1 As = 
(26) 


Ss 


dp SuU 
| eis pene (93 


con evidente significato dei parametri m, p. 


Moltiplicando scalarmente la prima delle (26) per 2 e la seconda per , 
ovvero la prima per w e la seconda per w, e confrontando, si ottiene: 


(a7) dm/ds = $p/8s = —u X ¥, 


ay Uu 8. 
(28) m — xv if ates 


Moltiplichiamo infine scalarmente la prima delle (26) per dv a/ds, e 
la seconda per 8, v/8s. Tenendo conto della (28), si ha: 


ibis 2 Su 2 
2 w(t} -(8) 


ossia 


(29') m mod oes += p mod 


Se indichiamo ancora con 2%, ,¥;, rispettivamente, la-direzione asso- 
ciata di av lungo C, e la direzione associata di v lungo I’, ossia, se poniamo: 


dy U dy U dv Vv out 
(30) ds = mod ete ©, = CU, ; 3s = mod ae 2 Oy == Kita 


dividendo membro a membro le (28) e (29’), si deduce: 


Gr) Uz KUO == vO, Xt, 


ossia, la direxione associata di u, lungo la curva C, deve formare con C lo 
stesso angolo, 0 V'angolo supplementare, di quello che la direzione associata di v, 
nei punti della curva V', forma con TY. 

La (29’), per le posizioni (30) si pud scrivere anche: 


(32) Le ry 


che mette in relazione i parametri m,p, delle due curve di concorrenza, 
colle due curvature associate. 


os aida 


Matematica (Algebra). — Sulla riduzione a forma canonica di 
una classe speciale di matrici, Nota 1 di S. AMANTE, presentata “ 
dal Socio F. Severt. 


Lo studio delle funzioni di matrici @) conduce alla considerazione di 
matrici della forma: 
ay ly a, ° ® (Oi me an 
O ay 5 - x an —2 Ay — 
O 0 ay a 2 Ay — 


3 


(1) Ave es 5 ; ‘ ; ; ‘ 


cioé di matrici normali aventi uguali gli elementi di ciascuna linea (ira- 
sversale) parallela alla diagonale principale. 
Se © infatti 


P'-.5 I 5 Oi by Ole tie eons O 

O Zama O) eran eine ODE egos 0 | 

eat Ailes Sy ha Ome Lal ae RRO: 0) 
B= 

Om Ow (OS 240) Ss; : I 

Og Og OU ag ess ? e 


una matrice di ordine 7, di forma canonica tipica, con una sola catena 
propria, presa una qualunque funzione analitica f(x), olomorfa in un in- 
tomo dilly =p, si ha: 


(1) Nella seduta dell’8 gennaio 1933. 

(2) Cfr. L. Fanrappré, Le calcul des matrices, « Comptes rendus des stances de l’Aca- 
démie des Sciences», t. 186, p. 169, 1928. In questa Nota l’A., utilizzando la teoria dei 
funzionali analitici lineari, determina lespressione generale di una funzione di una ma- 
trice qualunque, nella quale espressione ¢ implicita la (1)’ data poi da G. Grore1, Nuove 
osservazioni sulle funzioni delle matrici, « Rendiconti R. Accademia Nazionale dei Lincei», 
vol. VIII, serie VI, 2° sem., luglio 1920. 

Cfr. pure M. Creotta, Sulle matrici espressioni analitiche di un’altra, « Rendiconti del 
Circolo matematico di Palermo», t. 56, fasc. 1°, 1933. 
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FO). FO) SI ee 


I 


0 > COI ner) a) eee eae 


¥ 


yo J (8) 


0 , O > Ie) Eee Gane ae 


CC PeTIRCC ay Se IU Feuer RCT Teas PTE FORT D CANO) OFCOM Te. EA rr CE ONC oe 


che € appunto una matrice del tipo (1). 

In questa Nota mostrerO come, con un semplice procedimento di divi- 
sioni numeriche successive, si possano sempre determinare gli ordini delle 
catene nella forma canonica tipica A, di A, forma che, come vedremo, 
dipende unicamente da a, e dall’ indice del primo elemento non nullo della 
successione d,,4;,°°* ,4n. Sia infatti a;;, il primo elemento non nullo 
della successione predetta, e pero 


ese i >>I 


(2) t= if, see a=O0. 


Nelle nostre ipotesi, la caratteristica della matrice A—a,J &€ n—i, 
quindi, essendo m l’ordine di multiplicita della radice a, , Vindice della ra- 
dice a; € n—i“) e pero n—zi € il numero degli elementi eguali ad 1 
e contigui agli elementi principali della matrice A, . 

Indichiamo con ¢, ,¢,,+++,€ —; gli elementi contigui agli elementi 
principali in A, e che si trovano ordinatamente nelle righe 1,2,-+-,2—rT. 

Se i= allora A @ gia canonica con le ¢ tutte nulle. 

Sia dunque i<¢m ed U = |urs| una qualsiasi matrice che trasforma A 
inert ey Dero /taleche- 


(3) Untank Si 


E lecito supporre, senza menomare la generalita, (essendo n —i> 1) 
é, = 1; allora, dalla (3), confrontando la prima riga del prodotto UA con 
quella del prodotto A, U, segue: 
i they Gy = "Uig hee te 
Uyy Ay + Uy2 Ay = Myo Ay + Uo 


thrr Az Ur. A, + Uy3 Ay = Uy3 Ay + Uo; 


Oh 8. @: 0. 50) “ihe <0 0) ie) es’e fo) ee ‘elie: te ay (ee) e Je: elie -@ 10) ie, (euis- 6 sets celle) 6) 6 


Uy, An + Uys An—1 Ae OO OF Se Urn Ay = Uyn Ay + Uon 


(1) Cfr. M. Crrotia, Analisi algebrica, Palermo, 1921, p. 419. 


+ poet eel 


(5) ¢ 


donde, per le (2) - 


(4) Us, = U2. = syste 11) aCe 


Se i<¢ n< 21, dovra essere e, = O, perche se fosse ¢, = 1, dal con- 
fronto della 2* riga di UA con quella di A, U risulterebbe: 


| Ur Ay = May, + Uy 
Way A, + Uo24; = U2, + U0 


Uo A3 + U2A2 + Un30, = Uz34y + U3; 


PSA) 02 18) 0) 8-:8) a OB 8) * Ve, (6) 0,8). 016 8) h 0-0) 6) |») 2) 0) Pp! © (06 O09) © (6) 0,0, Os @.450716 26 6 Oe 


, UzrAn + Uy2An—1+°°* + U,iAy— 345 + Ui + a a bendy =U2nA; +U;n 


e tenendo presenti le (4) e (2) e che n—i<i (quindi a,_; = 0), segui- 
tebbe u;, = u;, = --- =Uz;n =O e la trasformatrice U sarebbe degenere. 
Si conclude pertanto. che se i<< un < 23 le catene proprie di A; sono tutte 
di ordine 1 al pit. 

Se 2i1<( mn < 37 non puo darsi che-tutte le catene proprie di A, siano 


di ordine 1, perché allora il numero delle ¢ eguali ad 1 sarebbe al pit E ; 


d’altra parte detto numero é precisamente m —i, quindi dovrebbe aversi 


“ nN 
Ree ES 
2, 


e perO 217, contro l’ipotesi. Si puo quindi, senza ledere la generalita, 
supporre €; = &, = I ¢ le (5), tenute presenti le (4), danno: 


(6) eh met 8 ess Wa gy = SS ag OO, 


E facile ora vedere che dovra essere ¢, = 0. Infatti, se fosse «, = 1, 
si avrebbero le relazioni: 
U3, Ay = U3, Ay + Myr 
ty: Ay + tz, Oy == Ugo Hr + Ue 


W313 + U3 A, + M3341 = W334, + M4; 


piste esen 6 ees rs: 1610.6 0.8. -3):0) 6) O10) @.0° © 0 +O: 6, 610) 6 6) 4) o |9. 10 O60 


aeoreereoeers eee e srs eor eee e iO) e116) © 161 Ores. pb 16 ie aces or ce ee ee 


U3, Ay 35 U32 An—1 RE DORON U3iUn—ity1 SPL As U3 21 Ay—2i +1 + 


A MILS BARE AO aaa tees + U3na, = U3zn Ay ae Ugn 
327+ 3 


RENDICONTI. 1933. Vol. XVII. 
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e in base alle (6) e (2) e all’ipotesi n —2i<i seguirebbe u,, = 44. = 
= +++ =u, = 0. Si pud quindi concludere che nell’ipotesi 2i1<C n < 31 
é 2 il massimo ordine delle catene proprie di A,. 

In generale, mostriamo che nell’ ipotesi : 


(7) Qicnsq + I)i 


il massimo ordine delle catene proprie di A, ¢ proprio q,. Infatti, se le 
catene proprie di A, avessero ordini non superiori a g, —1, il massimo 
numero delle « eguali ad 1 potrebbe al pit ottenersi ad es. per catene pro- 
prie tutte dell’ordine g; —1 tranne l’ultima che potrebbe anche essere di or- 
dine minore (detto massimo sarebbe espresso da m — 1 — numero minimo 


il minimo nu- 


delle ¢ nulle). Se mn — 1 @ un multiplo di gq; sara 


Qi 

mero degli zeri della prima trasversale, se m —1 non é un multiplo di q; 
n—I—S;. .. Pe a 
SU aE il minimo numero degli zeri della prima trasversale, es- 
sendo s; un conveniente valore tra i numeri I ,2,+++,¢,—1. Quindi, si 
puo sempre dire che nell’ipotesi di catene proprie di ordine non superiore 
ALG; — 1 e: 


sara 


~— ips, 


qu 


= minimo numero delle « nulle (Oo<s,< 9, —1r), 


quindi il numero di e eguali a r in A, sarebbe: 


n—I—S; 
n— {| ————_— 


VE: 


D’altra parte abbiamo visto che ¢€ m—zi il numero delle ¢ eguali a 1, 
quindi dovrebbe essere: 


: n—I—s 
qos ey eS 
qx 
e€ pero 
5 n—I—s 
[Si 
Gt 


Qxt==n+(qi—1 = Sy eee 


€ questa ¢ in contradizione con la (7). Pertanto: l’ordine massimo dei cicli 
propri di A, non puo essere minore 0 uguale a g; —1 e percid possiamo 
supporre, senza ledere la generalita, ¢, =e, = --- =e, =1. Restaa far ve- 
dere che, nell’ipotesi (7) € ¢,,,, =O per potere affermare che é proprio q, il 


massimo ordine delle catene proprie di A,. Essendo ¢; = 1(j =1,25+++59:) 
dalle relazioni: 


j | Ujyay = Ujr Ay = Ujptryr 
d 
\ 


b 


Ujy Az + Ujp Ay = Ujg Ay + Uj trys 


(8) ¢ DRE Se er O'S) ene! 2 /@).@) 0) @ « el.c eg 6 6 ee! oe « OREN Beer 6.) 6" Gls, Oe) He 
Ujr An + Uso Qyjao te 2) * 2 = ji Anita + Uji tian —i +- eee fp Ujn a, = Ujn ax =a Ujtar,n 
facendo successivamente j = 1,2, -++,9;:, si deduce ordinatamente: : 
(9) Wee Ys ii 8 = baa = 0 (a= 2535-54: + 1D: 


Se fosse ¢,,4; = 1, dalle relazioni (8) e (9) nelle quali si faccia j=q, +1, 
dalle (2), osservando che —gq;:i<i, seguirebbe ie eee ea) Pane Oe 
,»» = O ela trasformatrice sarebbe degenere. Denotando con p(x) 
il numero I o zero secondo che x é intero o fratto, dalla (7) si ha: 


eee et 5 


Passiamo ora a determinare l’ordine g, della seconda catena propria di A,. 
Dimostreremo che lVordine massimo delle catene proprie di A; successive 
a quella di ordine g, gia considerata ¢ uguale al numero gq, determinato 
dalla relazione: 


(10) e6—D<1—@+0s@+1)G—1 


Atay ST Wie dae rs 
Be) 


Il ragionamento e analogo al precedente. 

Osserviamo che il numero delle e eguali ad 1 che dovranno trovarsi 
nel rimanente tratto della prima trasversale di A,, cioe dopo la prima ¢ 
nulla, € »—i—q,. D/altra parte questo tratto ¢ formato da n — 1 — 
—(g; + 1) elementie pero, se ivi il massimo ordine delle catene proprie fosse 
non superiore a g, —1 allora il massimo numero di € eguali ad 1, calco- 


e pero: 


lato come precedentemente, sarebbe : 
n—1—(g; + 1)—S, 
2 


n—1—(q, + 1) 


ove 5, © uno dei numeri 0,1,2,°-+,9, —1.- Se ne deduce che dovrebbe 


aversi: | 
nm —1—(qr1 + 1)— 52 


q2 


n—i—q:,<an—t—(q: + 1)— 


e pero 
qi 2m $Hu—I1—g—i—s=n—(G +1I+(%—I1—s) Te 
cioe ; 

q2(i —1) = n—(G +1), 


contro la (10). Pertanto il massimo ordine delle catene proprie, oltre la 
prima, non pud essere minore di q,; per mostrare ch’esso € proprio q, SI 
deve provare che, supposto: 


Gq, +2) +1 = Sq trt2 St? =Kqtyta = ts 


risulta €(, 41)+@, 41) = 0+ Se fosse e%,41)+G,+% = 1, dalle relazioni (8) 
ove si faccia successivamente 


Cra) et Ga et ae oa ol pega 

si avrebbe 

(12) Uj tay: = Uti,2 = °°? = Uj+1,ji =O 

per tutti i valori (11) dij. Facendo poi nelle (8) stesse 7 =(q, + 1) + 


+ (q2 +1), in base alle (12) e alle (2), osservando che » — q,i —q.i —i <1, 
seguirebbe: 


Way +1)+Go2tdti: = Ug tyt+@tnoti2 Ht = 4G4t)4+¢@tvotus = 0 


e la trasformatrice sarebbe degenere. 
Determinato qg., lordine g, della terza catena propria, si dimostra in 
modo identico, ¢ determinato dalle disuguaglianze: 


GG — 2) << — (gs +1) = Ge + 1) Ge te 2) 


e cosi continuando si trovano i numeri g:,q2,-°++,9k,+**, (per i quali 


si ha q: 42 = --+ = qe=---) dati mediante la formula ricorrente: 
0— (4; 61) — Gt) ee 
(eaniatile af = (+1) orca (Qe—x + | — 
sare CrP LD) (a; I A ee wae I 
—e(" aay) as Ge ’)(o<b= 152,00). 


E da rilevare la grande rapidith con cui vengono a determinarsi eli 
ordini delle catene di A,, cio che permette di scrivere immediatamente la 
forma canonica tipica A, di A. 

Sul calcolo delle q. mi riservo di ritornare in una prossima Nota. 

In particolare se a, ==0., cioé se i = 1, si ha dalla (13) g. =n —1, 
cio¢ A, € costituita da una sola catena di ordine n —1, come del resto 
risulta dal fatto che, in tal caso, € n—1r1 Vindice di a, . 


‘ 
es ed 


Matematica (Geometria). — Intorno ad alcune serie invarianti 
di gruppi di punti sopra una superficie. Nota di L. CaMpEDELLI, 
presentata‘ dal Socio F. Enriques. 


1. La recente teoria delle serie razionali di gruppi di punti equivalenti 
sopra una superficie algebrica @), ha portato a brillanti interpretazioni geo- 
metrico-funzionali delle formule numerative che danno il numero delle curve 
di un fascio dotate di un punto doppio, e quello delle curve cuspidate ap- 
partenenti ad una stessa rete“). Si ¢ pervenuti cosi alla considerazione di 
due serie fondamentali sopra una superficie F: 

a) la serie Ss di Severi“, individuata dal gruppo 


(C); — (CC) — 2 (CC), 


dove (C); designa il gruppo dei punti della superficie F che sono-doppi per 
una curva di un fascio lineare |C|, mentre (CC) e (CC’) rappresentano, 
rispettivamente, il gruppo dei punti comuni a due C e quello delle inter- 
sezioni di una C con una curva C’ aggiunta a |C|. La S; é invariante 
solo rispetto alle trasformazioni birazionali della F che non introducono né 
eliminano curve eccezionali (invarianza relativa) ; 

b) la serie data da Enriques (5) che invece gode di invarianza asso- 
luta e che & costituita dalla totalita dei gruppi equivalenti a 


(C) — 12 (CC), 


essendo (C), il gruppo dei punti di F nei quali una curva della rete |C| 
presenta una cuspide. Questa serie risulta essere il doppio della somma 
della S; e della serie canonica S, definita dai gruppi delle intersezioni delle 
curve canoniche di F. Allora, ponendo (con lieve modificazione delle nota- 


(1) Nella seduta dell’8 gennaio 1933. 

(2) Cfr. F. Severt, La serie canonica ¢ la teoria delle serie principal di gruppi di punti 
sopra una superficie algebrica, «Commentarii mathemiatici helvetici », 1932; e Un nuovo 
campo di ricerche nella geometria sopra una superficie e sopra una varieta algebrica, « Me- 
morie R. Acc. d’Italia», vol. III, 1932. 

(3) Per queste e le altre formule numerative che si richiamano in seguito, e per le 
corrispondenti indicazioni bibliografiche, cfr. F. Enriques, Sulla classificazione delle super- 
ficie algebriche, particolarmente di genere zero, lezioni raccolte da L. CAMPEDELLI (di pros- 
sima pubblicazione nei « Rendiconti del Seminario della Facolta di Scienze della R. Uni- 
versita di Roma»). 

(4) Cfr. F. Severt, loc. cit. 

(5) Cfr. F. Enrtquss, Intorno ad alcune serie invarianti di gruppi di punti sopra una 
superficie algebrica, in questi « Rendiconti », seduta del 4 dicembre 1932. 


zioni usate dal prof. Enriques, modificazione la cui opportunita sara giustifi- 
cata dal seguito) 


Sy —— Ss + S:, 


la serie introdotta da Enriques ¢ data da: 


2S 129s ai S23 


e questa relazione funzionale traduce la nota formula di Noether“» che lega 
Yinvariante I di Zeuthen-Segre al gemere numerico pa e al genere lineare 
(relativo) p™ della F [si tenga presente che le serie Ss, 2S¢ e S; sono ri- 
spettivamente degli ordini 1+ 4, 24(pa + 1), p—t]. Alla S., invece 
che alla 2S., riserveremo la denominazione di serie di Enriques. 

Ora, accanto a questi risultati fondamentali, non sembra inopportuno 
mostrare, nello stesso ordine d’idee, l’interpretazione geometrico—funzionale 
che pud darsi di altre note formule numerative, come, ad esempio, quelle 
che esprimono il numero 7 dei punti di F che sono punti base doppi per 
un fascio di curve contenute in un sistema triplamente infinito | C |, ossia 
il numero dei punti cuspidali della curva doppia della superficie F* dello 
spazio ordinario immagine di |C|; e il munero 7 delle tangenti d’inflessione 
condotte ad F* da un punto O, cioe il numero dei punti di F che sono 
punti base con contatto tripunto (punti di osculazione) per fasci contenuti 
in una stessa rete. 

Saremo cosi portati alla considerazione di una nuova serie invariante, 
sempre pero esprimibile per la S- (o la Ss) e la S-, e si troveranno altre 
determinazioni della S; e della S- che non appaiono prive di interesse. In 
particolare definiremo direttamente la S- (e non pit soltanto il suo doppio) 
a partire dal gruppo dei punti tripli di una involuzione razionale co? I, (e 
da gruppi covarianti sopra la curva luogo dei punti doppi della I,). 


2. Sopra una superficie F (che possiamo supporre priva di singolarita) 
si consideri un sistema lineare triplamente infinito |C| (che, sempre per 
metterci nelle ipotesi pit semplici, si suppone semplice, irriducibile e privo 
di punti base): un punto P che sia un punto base doppio per un fascio di 
curve C, appartiene alle jacobiane C; di tutte le reti estratte da | C|, poicheé 
ogni tale rete ha in comune una curva col predetto fascio. Allora le jaco- 
biane di due reti contenute in |C]|, s’intersecano nel gruppo (C), dei pre- 
detti + punti P, e nel gruppo (C); dei punti doppi per curve del fascio co- 
mune a siffatte reti. Si ha cosi la seguente relazione di equivalenza fra gruppi 
di punti: 

(C)j + (Ce = (Cj CG) 


(1) Cfr. M. NoeTHER, Zur Theorie des eindeutigen Entsprechens..., «Math. Annalen», 
VIII, 1875. 


silat OS 

ossia .(essendo. | Cj.) = | C’ + 2.C}): 

(1) (SG oe) = KC Oe “Ope 
+ 6(CC!) + 3 (CC) — (C); 


da cui: 
2(C); —(C). = 3[(C);— (CC) — 2(CC’)] —[(C’ — OC) (C — ©)]. 


Ne segue che la serie individuata dal gruppo 2(C);—(C). differenza 
fra il doppio del gruppo dei punti doppi delle curve di un fascio contenuto in 
un sistema lineare triplamente infinito |C|, e il gruppo dei punti che sono base 
doppi per un fascio pure di |C|, é una serie invariante (relativa), ed é data da 


|2(C); — (C),| = 38; —Se = 382 —4&. 


Questo risultato traduce funzionalmente Vinvarianza (relativa) del nu- 


mero 
27—T = 36pa — 4p + 40 


. 


gia osservata da T. Bonnesen “. 


3. Passiamo a studiare la serie individuata dal gruppo (C); dei punti 
che sono punti base con contatto tripunto per le curve di un fascio con- 
tenuto in una rete |C| priva di punti base e di curve fondamentali. 

Supponiamo che la rete |C| sia segata sopra una superficie F* dello 
spazio ordinario (avente soltanto una curva doppia D, con punti tripli per 
D e per F*), dai piani per un punto O (esterno ad F*). Allora il gruppo 
(C); & costituito dai punti di contatto delle tangenti d’inflessione (tangenti 
con contatto tripunto) condotte da O alla F*: quindi per (C); passa la curva 
jacobiana C; della rete (che ¢ segata su F* - fuori di D — dalla superficie 
g polare prima di QO), e la superficie ¢’’ seconda polare di O. Pertanto (C); 
é dato dalle intersezioni della C; con la g’’, che pero non cadono sulla curva 
doppia D della F*: ne segue che, se indichiamo invece con G il gruppo dei 
punti comuni a C; e alla ¢’’ che sono sulla D, si ha: 


(C); + G = (nm — 2) (CC), 


essendo n il grado di |C|. 

Per avere la serie a cui appartiene il gruppo G, si consideri la curva 
C; + 2Dintersezione della F* con la ’ e si determinino i punti d’incontro 
delle due componenti C; e 2D. Esse s’intersecano nel gruppo (C), dei punti 
cuspidali di D, e, fuori di questi, in altri punti P in ciascuno dei quali la 


(1) Cfr. T. Bonnesen, Sur les séries lintaires triplement infinies de courbes algébriques 
sur une surface algébrique, «Bulletin de l’Académie de Danemark », 1906. 
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o’ tocca una delle falde della F* (il primo tangente comune passando per O): 
ma allora per i punti P passa anche la polare seconda 9’ di O, e percio 
essi non sono altro che i punti del gruppo G dianzi considerato. Poiché la 2D 
appartiene al sistema |(m — 1) C — C;| ,risulta: 


G+ (Ch =(@— 1) (CC) —(G @). 
Ne segue: 
(2) (C)i — (Che = (Gj Gj) — (CC): 
Da questa, sottraendo la (1), si ha come prima conseguenza: 
(C); — 2(C), — (CK) = (C);— (CC) — 2 (CC), 


dove |K| designa il sistema canonico della superficie. 

G10e8 

Se dal gruppo (C); —2(C), si sottrae un gruppo (CK) della serie residua 
della serie caratteristica di | C| rispetto alla serie canonica di | C| stesso, si ot- 
tiene un gruppo della serie Ss di Severt. 

Invece sammando la (1) e la (2) si ha: 


(C):i = 2(G CG) —(CCi) — ©) 


la quale — essendo ancora |K| il sistema canonico della superficie — si puo 
scrivere : 


(C); = 3(C; K) + 12 (CC) —[(C); —(CC) — 2(CC’) + (KK) ]. 


Ma il gruppo 
(C); — (CC) — 2(CC’) + (KK) 


appartiene alla serie S-, quindi la serie S- ¢ individuata dal gruppo di punti 
3(C; K) + 12(CC) — (C):. 


Questo risultato puo enunciarsi in altra forma, notevolmente suggestiva 
e che sembra possa avere ulteriori sviluppi. 

La serie S. si definisce a partire da una involuzione razionale doppia- 
mente infinita I,,, determinata da una rete generica di curve | C |, nel modo 
che segue: si consideri la curva C; luogo dei punti doppi dei gruppi della I, 
e sopra la Cj si determini il gruppo (C); dei punti che sono invece tripli 
per gruppi della I,. Allora un gruppo della serie S- di Enrigues, si ottiene 
prendendo dodici gruppi della I,, aggiungendo a questi tre gruppi della serie 
residua della serie caratteristica di | C;| rispetto alla serie canonica di | C;| stesso, 
e togliendo il gruppo (C); dei punti tripli della In. 

Abbiamo supposto che la rete | C| sia generica, senza curve fondamen- 
tali: ma sembra che questa restrizione possa eliminarsi, facendosi dipendere 
Ja definizione della S,. soltanto dalla I, e non dalla scelta di una rete par- 
ticolare di curve, rispetto a cui la I, sia definita come serie caratteristica. 
C’é qui un problema interessante per la teoria delle serie di gruppi di punti 
sopra una superficie, che ci proponiamo di investigare in successive ricerche- 


4S ar 
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Matematica. — Opérateurs linéaires. Matrices limitées. Nota di 
Ruy Luis Gomes, presentata“ dal Socio T. Levi-Civita. 


Soit (9) (@ = 1,2,+++m,---) un systéme complet de fonctions sa- 
tisfaisant dans l’intervalle (a,b) aux conditions ©: 


: = = I—i=k 
ih ior du = (9: , x) ae 


a 


o—i-ek 


Si nous représentons par c; les composantes d’une fonction quelconque f (1), 
4 module carré sommable, par rapport aus 9;, c’est a dire, 


Eee Ge i) ) 


nous aurons, vu la définition méme de systeme complet, 


b n 
lim / fu) — > 9; (u) 
n= CO | = 


2 ab oO 
w=] \f@rdu— QZ lat =o, 


n 


ou, ce qui revient au meme: Dd «9: converge en moyenne vers f(u). 


oo 
Cela posé, désignons par « un opérateur qui aplique 4 la fonction f (i) 
nous donne une nouvelle fonction, 4 module carré sommable, que nous 
voulons représenter par le symbole « f(u). 
Nous allons cercher les conditions sous lesquelles il nous est permit 
@écrire aussi 
b 
lim 
n=O y 
a 


a f(u) — > c:api(u)| du =o, 


c’est-a-dire, les conditions que doivent ¢tre remplies par « pour qu’on peut 
le traiter comme un opérateur linéaire. 
En posant 
aj = (%P:, Pj), 
nous aurons 


ab 


m 2 
api — DY aj | du = 0 


jt 


(1) Nella seduta del 4 dicembre 1932. 
(2) Les intégrales sont toutes prises au sens de Lebesgue. 


ou encore 
/ mL 
\«9 = > au; 9; + Oi, 
] ji 
] lim (Din , Din) = O. 
, m=00 


Nous pouvons donc écrire 


W m n n 
a f — Ds Ci 3 Xij Oi = a f — > Ci AQ: + > 6: Dim 
tf —s IF j 


f— 


et 


2 n |2 
du -[«i- cai | du 


t1=1 i 


| af— Da Dd «59; 


t= (ns 


ag [| >3 Ci Din di + flat De «ae: e ci Din ) du a 
Ay | Ge t=1 a 
+ [2 — Seas) (Sam) de, 


Fixons maintenant l’indice 7 et faisons tendre m vers |’infini. 
Il viendra 


(1) lim [ 


o. 


m 


af— Da = His Pj 


—1 j 


du = [ a f — > Ci KD; an ; 


ae 


vu que l’application de Vinégalite de Schwarz nous montre immédiatement 
que les deux autres intégrales tendent vers zero avec 


(Din > ®:,,) . 


Mais 
nN mW m7 n mm 
af— Ya Dd ajg=af—> (> cas) gj =af— Dd bo; 

t= 1 i (—1 =a _—s 

en posant 
b; oe »S COG; 
i=1 

de maniere que 

b n m 2 ab m 2 

= , 
(2) i af— Yo Dd ajo) du = | af— > be;| du 
‘Sr j=t “ fe 


a 


m 


= ages" + > l%P, 


m+ 


vu que 


[ laf du = 3 \ihst= @S.@). 
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De (1) et (2) nous concluons donc, en dernier résultat, 


G3) i 


a 


du = > |b; — 8)? =S(n): 


j=l 


a f(u) — > ci wp: (Ww) 


i) | 


co 
. f . . . , 
«la série »3 |b; — b;|? est convergente et la somme S(n) coincide avec V’intégrale 


j=l 
ip 


a 


i 


a f(u) — > Ci api (tH) | du». 


Maintenant nous avons tout ce qu'il faut pour répondre & la question 
posée de principe sur les conditions pour que l’opérateur « soit linéaire. 
En effet, si a est linéaire, c’est a dire, 


b 
lim i 
n==CO A 


a 


a f(a) — > Ci HD; (wt) ‘du =0 : 


1=1 


nous avons aussi 


lig. (2) 0 


2 == 00 


et comme il s’agit d’une serie de termes positifs 
U | 
[jb )<8 
(ie 
Mais 
n 
f 3 
bj a > Ci Hj » 
2? 
de maniere que: 
co 
by =  ciaaz: 
j=x 
les séries 
oe) 
vs Ci Ki; 
394 


convergent vers bj. 
00 


Et si nous nous rappelons que la serie PS | bj|? est aussi convergente, 


J=1 


il s’en suit la convergence de 


au méme temps que“) 


lap. 


,=1 


Mais cette condition que nous venons de montrer ¢tre nécessaire, est 
aussi suffsante pour que @ soit un opérateur linéaire. 

. < 5 vias . 1 

En effet, l’égalité limite (3) étant vérifiée, il nous faut seulement de- 


I 
montrer que S(m) tend vers zero avec ag 


Or, 
0 oO 2 oe) (eo Oe 2 
SOV ey Seer ap ay epee s 2. 
jar |i=a+1 i=n-+1 joi |tsn+r 
en posant 
U Ci _ ee | 
i= —S > ip Res er bt 
2 t=n-+I1 
‘ Cj 
tan+1 
0 


et la série H, qui est convergente, par hypotheése, avec Da |c:|?, admet dans 


7==T 


le domaine E 


Supa 


tT 


un limite supérieure L ©). 


lu \ 
Nous avons donc, les ¢; appartenant a E, 


ee) 


S@nyeL- > lePp<sd 


t=n+1 


Sr 


comme il fallait. démontrer. 
Nous pouvons maintenant énoncer le resultat: Ja condition nécéssaire et 


suffisante pour que Topérateur « soit linéaire est que la série H soit convergente 
ce) 


au méme temps que >, |cj|? ou, simplement, convergente en tout le domaine 


j=l 


(1) En éffet, Poperateur & a été defini pour toutes les fonctions f(w), a module 


carré sommable, et nous savons - théoréme de Fischer—Riesz — qu’a toute série convergente 
oo 

D | ¢ |? correspond une fonction a module carré sommable. 
i 


(2) Wintner, Spektral theorie der unendlichen Matrizen, Dritter Kapitel, pp. 121-130. 


En H figurent les termes aj; d’une matrice || «|| que nous pouvons prendre 
comme représentation de l’opérateur «, les fonctions f(w) étant représen- 
tées par les numeraux ¢,,¢,,°-++ Cn +++ dont les modules carrés sont les 
termes d’une série convergente. 

Et toutes les fois que H est convergente sur E (sans exceptions) nous 
appelerons |||] une matrice limitées ©). 

La condition de la linéarité de l’opérateur « peut donc s’énoncer en 
langage de matrices: la condition nécessaire et suffisante pour qu’un opérateur a 
soit linéaire est qu’il soit représenté par une matrice limitée. 

Ainsi s’établit un rapport immédiat entre les opérateurs linéaires et 
Yensemble particulitrement important des matrices limitées, celles que se 
rapprochent le plus des matrices finies. 

Comme le produit de deux matrices limitées est une matrice encore 
limitée © et dans notre représentation le produit de matrices suit le produit 
des opérateurs correspondants, nous pouvous énoncer ce second résultat: 
le produit de deux opérateurs linéaires est encore un opérateur linéaire. 


Matematica. — Sul trasporto per parallelismo lungo un cir- 
cuito chiuso in uno spazio del Weyl. Nota di E. Gucino, presen- 
tata‘? dal Socio T. Levi—Crivita. 


Ad una importante generalizzazione della nozione di spazio, con con- 
seguenti applicazioni alle teorie fisiche, si perviene notoriamente con Ja intro- 
duzione degli spazi del Weyl, che come casi particolari comprendono gli 
spazi riemanniani ed euclidei. 

Le espressioni delle componenti contravarianti R‘ e covarianti R; di un 
vettore R, con significato geometrico intrinseco, recentemente stabilite“ in 
uno spazio del Riemann, possono servire anche a caratterizzare le analoghe 
componenti di un vettore in uno spazio del Wey]: 


(1) Ri = Rd? cosBi , Ri = Rais cos a 


R essendo il modulo del vettore, aii ed a elementi della diagonale prin- 
cipale e corrispondenti reciproci del discriminante della forma quadratica 


(1) WintNER, déja cité. 

(2) Déja cite. 

(3) Nella seduta de]l’8 gennaio 1933. 

(4) E. Gueino, Sul parallelismo definito con variazioni angolari; in corso di stampa 
presso gli « Atti del R. Ist. Veneto». 


un 
campionata d* s? = >, dix dxi dx*, a e i gli angoli,del vettore con le linee 
I 


coordinate e con le normali alle ipersuperficie coordinate passanti pel suo 
punto di applicazione. Partendo dalle (1) stabiliremo dapprima come ovvia 
applicazione delle note equazioni di parallelismo secondo l’estensione datane 
dal Wey], le variazioni degli angoli ®; nel trasporto, di un vettore da un 
punto P ad un altro P’ infinitamente vicino; ma lo scopo precipuo della 
presente Nota é di mostrare che nel caso di un trasporto lungo un circuito 
chiuso infinitesimo qualunque, mentre gli accrescimenti delle componenti 
contravarianti del vettore sono esprimibili per mezzo dei tensori di curva- 
tura di direzione e di curvatura segmentaria, gli analoghi accrescimenti 
degli angoli ®; dipendono invece esclusivamente dalla curvatura di direzione, 
il cui tensore, per conseguenza, ¢ globalmente atto a caratterizzare le anzi- 
dette variazioni angolari. 


Non sara forse inopportuna (per quanto non abbia pretesa di novita) 
una breve introduzione intesa a giungere nella maniera piu semplice alla 
nozione di spazio del Weyl]. Si cominci col considerare dapprima una va- 
rieta astratta ad m dimensioni; a ciascuno dei suoi punti si puo fare corri- 
spondere una multiplicita affine di vettori tangenti, talche la varieta puo 
considerarsi come un insieme di porzioni piccolissime di spazi affini ® con- 
tigui nelle immediate vicinanze dei suoi diversi punti. 

Tra gli elementi geometrici (punti o vettori) dello spazio afhne legato 
ad un punto generico P e gli elementi analoghi dello spazio legato a P’, 
si stabilisca una corrispondenza biunivoca, tale che a vettori paralleli del 
primo spazio corrispondano vettori paralleli del secondo; inoltre a vet- 
tori ed a punti che siano somma di vettori e punti del primo spazio 
corrispondano elementi omologhi alla loro volta somma di elementi corri- 
spondenti. Si stabilisce in tal guisa una legge di concatenamento tra gli 
spazi athni legati a punti infinitamente vicini; la piu generale corrispon- 
denza che soddisfi alle condizioni proposte &€ manifestamente una corrispon- 
denza omografica nella quale i punti P e P’ si corrispondono ed inoltre si 
conservano gli elementi all’infinito. Fissata una tale legge di raccordo, la 
varieta dicesi a « connessione affine », e due vettori corrispondenti si dicono 
provenienti Puno dall’altro per spostamento parallelo. Denotiamo con Ri le 
componenti contravarianti di un vettore R della multiplicita affine tangente 
in P e con R% le componenti analoghe del vettore parallelo della multi- 


(1) Le proprieta dello spazio affine traggono origine dal gruppo fondamentale delle 
trasformazioni omografiche che conservano gli elementi all’ infinito; si tratta di uno spazio 
omogeneo avente le medesime proprieta nei suoi diversi punti (Cfr. E. Cartan, Le récentes 
généralisations de la notion d’espace, « Bulletin des Sciences Mathematique», to. XLVIII, 
sett. 1924, p. 294). 


A 
_— 


Pee ; . . . . . 
plicita affine tangente in P’; le equazioni che caratterizzano una connessione 
afine possono mettersi sotto la forma: 


Ri=Ri— DY I, Redes (GG =1,2,+--,n) 


od anche, limitandoci ai termini del primo ordine: 


to 


(2) dRi = — > T,, Rr dxs (1 =) oie) 


ove le I.,,, che prendono il nome di componenti della connessione affine, 
sono funzioni delle coordinate del tutto arbitrarie purché, secondo il Weyl, 
sia soddisfatta la condizione di commutabilita “ che si traduce con le rela- 
zioni di simmetria: ; 


(3) 20 eee Ret 


Tale condizione, che equivale al postulato della esistenza di un sistema 
di coordinate geodetiche® in ogni punto della varieta, non & imposta da 
alcuna necessita logica, come ha rilevato il Cartan G); non ammettendo le 
(3) e seguendo in tutto il resto la trattazione del Weyl, si vengono a defi- 
nire gli spazi a torsione (spazi del Cartan), che come caso particolare com- 
prendono gli spazi del Weyl. Attenendoci nelle nostre deduzioni agli svi- 
luppi del Weyl, rileviamo anzitutto che per una scelta arbitraria delle I%,, 
soddisfacenti alle (3), il sistema (2) di equazioni ai differenziali totali non 
é in generale illimitatamente integrabile, sicche il trasporto per parallelismo 
da un punto P ad un altro Q non infinitamente vicino, dipende in gene- 
rale dalla linea lungo Ja quale si esegue il trasporto; se in particolare il 
punto di applicazione del vettore ritorna al punto iniziale dopo di avere 
descritto un contorno infinitesimo C, le sue componenti contravarianti R* 
subiscono delle variazioni DR* espresse dalle formule : 


(4) DR*t = — Pr RY o®! (hS'1j 35-5) 


con o definite dalle relazioni o% te dxt — x‘ dxs; le F’., sono le com- 
ponent miste di un tensore del quarto -ordine (tensore di curvatura vetto- 


(1) H. Wey, Reine infinitesimalgeometrie, « Mathematische Zeitschrift», Band I, 


1918, p. 384. 
(2) H. Weyi, Raum - Zeit - Materie. 
(3) E. Cartan, Sur les variétés a connexion affine et la Théorie de la Relativite Géne- 


ralisée (« Ann. Ec. Nom.», 1923, to. XL, p. 325 et 1924, to. NODES prs) 


riale), emisimmetriche rispetto agli indici s e t ed analoghe ai simboli del 
Riemann di seconda specie, definite dalle relazioni: 


k ie 
aN h aD, 


n 
ak rt k fe 

a heel + (Bs T er oF ine If ‘+ 
F rst 5 ~ ort ps Oxt Poy rs opi 


Ox 


Cio premesso, si associ alla varieta astratta una forma quadratica diffe- 


a 


renziale ds? —>., diz dxt dx* cui si da il nome di «forma metrica bruta » 
I 


la quale, secondo il Weyl, serve a definire soltanto l’uguaglianza delle lun- 
ghezze dei vettori spiccati da uno stesso punto; la lunghezza di un vettore 
di componenti contravarianti R‘ ¢ invece espressa dalla relazione: 


(5) R?=K >, aa Ri Rt 


con K fattore arbitrario cui si da il nome di fattore di campionamento, che 
pud comunque variare da punto a punto; fissato K in ciascun punto della 


n 
varieta, posto dix = Kaz, la forma d*s? = D>, dix dx dx* chiamasi forma 
: I 


quadratica campionata ed € precisamente per mezzo di tale forma che nella 
geometria del Weyl si eseguono le determinazioni metriche sui vettori tan- 
genti alla varieta in ciascuno dei suoi punti. E appena necessario rilevare 
che le determinazioni angolari in un punto, siccome si esprimono per mezzo 
dei rapporti dei coefficienti di, , risultano indipendenti dal fattore K ; sicché 
gli angoli ®; ed «, come pure gli angoli di due linee coordinate o di due 
ipersuperficie coordinate, dipendono soltanto dalla scelta del sistema di va- 
riabili cui @ riferita la forma metrica bruta e rimangono quindi immutati 
al variare del fattore di campionamento. Ne segue che i vettori T® ed N® 
recentemente introdotti, tangenti alle linee coordinate e normali alle iper- 
superficie coordinate, pur mantenendo in un sistema prescelto di variabili 
direzioni immutate, hanno lunghezze variabili al variare di K, e tali lun- 


: Ieee Go é 
ghezze risultano moltiplicate per ya e per — rispettivamente, se con A si 


Ro Be 

denota il rapporto relativo al passaggio fra due fattori diversi: K = aK. 

Nella geometria del Weyl, un sistema di funzioni dipendenti da uno o 
pit’ indici ha carattere tensoriale, se oltre a trasformarsi con legge di co- 
varianza, contravarianza o mista per un cambiamento di variabili, le fun- 
zioni del sistema debbono moltiplicarsi per A? per un qualsivoglia cambia- 
mento del fattore di campionamento; l’esponente p chiamasi peso del sistema 
tensoriale. Cosi per es. i coefficienti dix della forma metrica campionata, costi- 


(a) Cfr. T. Levi-Civira, Lezioni di Calcolo differenziale assoluto, 1925, Roma, p. 201. 


tuiscono un sistema tensoriale di peso + 1; gli elementi reciproci d#* costitui- 
Scono invece un sistema tensoriale di peso — 1; la lunghezza di un vettore ¢ un 


invariante di peso ZF ote In base a cid, per Vosservazione gid fatta che 


gli angoli a; ,8; non dipendono dal fattore di campionamento, le (1) mettono 
bene in luce la circostanza, che le componenti contravarianti di un vettore 
formano un sistema tensoriale di peso nullo, mentre le componenti cova- 
rianti formano un sistema tensoriale di peso + 1. 

Per quanto concerne i] confronto delle lunghezze di due vettori appli- 
cati in punti diversi, secondo la metrica del Weyl, non si puo adottare 
come criterio di eguaglianza quello subordinato alla eguaglianza dei valori 
di R calcolati in base alla (5), poiché tale eguaglianza non ha carattere 
invariantivo rispetto ad un qualsivoglia cambiamento del fattore K; la ma- 
niera pit: semplice per stabilire tale confronto ¢ quella di fissare una legge 
di raccordo, che definisca una corrispondenza o connessione metrica tra le 
lunghezze di vettori legati a punti infinitamente vicini, indipendentemente 
dalla loro orientazione. Seguendo un metodo analogo a quello adottato nello 
stabilire la legge di connessione affine, afinché a lunghezze nulle in P corri- 
spondano lunghezze nulle in P’, infinitamente vicino a P, ed alla somma 
di piu lunghezze in P corrisponda in P’ la somma di lunghezze corrispon- 
denti, la pit generale legge di concatenamento che soddisfi a tali condizioni 
é quella espressa dalla semplice proporzionalita; sicché alla lunghezza R di 
un yettore in P, allorche tale vettore si sposta in P’, indipendentemente 
dalla sua orientazione (spostamento per congruenza), corrisponde la lun- 
ghezza R’ definita dalla relazione: 


ee ne is n | 
(6) R= R(s ; di? ix) 
che pud mettersi sotto la forma: 


, R nN 
(6’) dR = —— 2, pdx 


ove le 9;, che costituiscono Je componenti della connessione metrica, sono 
funzioni delle coordinate di P del tutto arbitrarie in un sistema di varia- 
bili ed in un campionamento assegnato. La (6) mette bene in evidenza la cir- 
costanza, che il fattore di proporzionalita fra due lunghezze congruenti nella 
connessione metrica, non solo dipende dalle coordinate di P, ma anche da 
quelle di P’ pel tramite dei dx’. 

Integrando la (6’) lungo un cammino che congiunge due punti P e P, 
della multiplicita, si ottiene la variazione di lunghezza AR che subisce 
un yettore che si sposti per congruenza lungo i] cammino assegnato: 


(7) aR=—i | >, 9: Rdx'. 
m: PP, 1 
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Se il punto di applicazione del vettore ritorna nella posizione iniziale, 
dopo di aver descritto un contorno C infinitesimo, la sua variazione di Jun- 
ghezza DR é espressa dalla relazione : 


(7') DR=ZR >, fro 


Ops 
wir ees le componenti del tensore « curvatura segmen- 
taria». Una varieta metrica campionata ad m dimensioni, dotata di connes- 
sione affine e di connessione metrica, supposto inoltre che lo spostamento 
parallelo di un vettore (definito dalle componenti della connessione afhne) 
subordini. lo spostamento per congruenza (definito dalle componenti della 
connessione metrica) costituisce uno spazio del Weyl ad n dimensioni. Si 
dimostra che le componenti della connessione afhne rimangono univoca- 
mente determinate, quando siano assegnate, in ciascun punto della varieta 
metrica campionata, le componenti della connessione metrica. 

Calcolando le variazioni DR’ che subisce il quadrato della lunghezza 
di un vettore spostato per parallelismo lungo un circuito chiuso infinitesimo 
qualunque, in base alla relazione: 


ove le fu = 


DR? = 2 >, dix Ri DR? 


a norma delle (4) si ottiene: 


u 


PORG 3 Divs: Gz Fi Ri Ro. 


I 


Avuto riguardo alla (7’) Pidentita cui si perviene, comunque si scelga 
il vettore R ed il circuito infinitesimo C, fornisce agevolmente la relazione: 


n n 
(8) va fr = — Ss dik Ey = pos ark Ee : 
iz T 


Ponendo: 


n 
* = I 
(9) Dh dit Prey = First — bir fs 
I 


la (8) esprime la circostanza notevole che il tensore &;s: (tensore di curva- 
tura di direzione) ¢ emisimmetrico rispetto alle coppie di indici i ed r oltre 
ad esserlo rispetto ad se ft. 


Moltiplicando entrambi i membri della (9) per a? e sommando rap- 
porto all’indice i da 1 a m, cambiando h con k si costruisce la relazione: 


k I k 
(10) ee — oe a= ae 8, fist 


— 5I — 


k ¥ . 
ove 8, € una quantita eguale ad uno oppure uguale a zero secondo che k 
€ uguale ad r od @ diverso da r. 


In base alle (10) le (4) in definitiva assumono l’aspetto: 


nn 


i 9) DR* = — = Dae cae Rites 2 ~~ Ds fst Regs 


da cui si scorge che gli incrementi delle componenti contravarianti di un 
vettore, in un trasporto ciclico infinitesimo, dipendono dai tensori di cur- 
vatura di direzione e di curvatura segmentaria. 

Differenziando la prima delle (1), tenendo conto della variabilita di R, 
nel passaggio da P a P’, infinitamente vicino a P, avuto riguardo alle (6,)3 
posto per semplicita: 


5 I d log Va? K ie 
Se Sipe ot ey 5 r= aii 


le (2) forniscono: 


dcosB: = >. (. cos Bi-==>, 11". Kas cos | OG (Fel 2 he aan) 


I I 


il sistema di 7 equazioni cui si perviene definisce, come direttamente si scorge, 
le variazioni degli angoli @; nel trasporto per parallelismo, secondo il Wey], 
di un vettore da un punto P ad un altro P’ infinitamente vicino; tali va- 
riazioni inoltre sono indipendenti dal fattore di campionamento poiché nel 
passaggio tra due fattori K = Ak, le componenti della connessione metrica 
dlog a 
oxs 
le componenti della connessione affine restano inalterate. Supponendo che 
il punto di applicazione del vettore descriva un arco di curva PP, di lunghezza 
assai piccola, le variazioni A cos 8; per lo spostamento totale PP, , sono defi- 
nite dalle equazioni integrali: 


notoriamente si trasformano secondo la legge: gs = os — »invece 


A cos B: =| E,(» e6s 6; >, I, Kr cos | dxs (@=1,2,-++,7). 
PPT : 


I 


Si pud sempre scegliere il sistema di riferimento tale che le coordi- 
nate di P siano tutte nulle; si pud inoltre ridurre l’arco PP, in maniera 
che le coordinate di un suo qualsivoglia punto siano inferiori, in valore 
assoluto, ad un numero positivo e assai piccolo prefissato; ricorrendo ad 
opportuni sviluppi in serie“) si perviene alla determinazione, a meno di 
quantita’ del terzo ordine, degli angoli ®; in P,, quando siano assegnati 1 


(1) Cfr. IosrpH Pires, Le parallelisme de M. Levi-Civita et la courbure riemannienne, 
«Rend. Acc. Lincei», vol. XXVIII, 1° sem., (919, p. 425. 


loro valori in P. Se l’arco PP, forma un contorno chiuso C infinitesimo, 
dalle formule che si ottengono applicando ‘gli sviluppi in serie anzidetti, si 
deducono le variazioni D cos ®; che subiscono i coseni degli angoli B; pel 
trasporto ciclico lungo il circuito assegnato. Pil semplicemente il calcolo 
delle D cos ®; pud condursi applicando Voperatore D alla prima delle (1): 


DRi = RYyé# D cos 8 + Va cos @; DR. 


Avuto riguardo alla (11) relativa all’indice i, in base alla (7’), si deduce: 


I is : 
oe eee ot yr met 
es R ae erst Sor Rr o§ 
4 aes 
e quindi in definitiva : 
1 
x | ; 
D cos B: —— ve rst ies Kyi cOS By 0°! . 
I 


Si ottiene in tal modo il risultato notevole che gli accrescimenti degli 
angoli B; che il vettore forma con Je normali alle ipersuperficie coordinate, 
nel trasporto ciclico per parallelismo lungo un circuito infinitesimo qua- 


lunque, dipendono esclusivamente dal tensore &*,,, di curvatura di direzione. 


Matematica. — L’ intégration des équations aux dérivées par- 
tielles du 2" ordre avec 2 fonctions de 2 variables indépendantes. — 
V. Systémes contenant deux dérivées du second ordre, ou une seule. 
Nota “ di M. Kourensky, presentata dal Socio T. Levi-Civita. 


§ 1.- Quand les systémes d’équations contiennent deux dérivées du second 


/ , / 


ordre, il faut examiner 12 combinaisons de 2 variables r,s,t, ,5’,?. 


En effet les combinaisons possibles sont 15: 

[ts (el tye) 2 Da) oh st eee ae 
foe rss = [7] sss S18) 7 SS lo Re Seiio eee 
[tides s3° [22] ose Le) areas Sea es ea te 
mais pour les 3 derniéres, il est ais¢ d’obténir les. quations correspondantes, 
avec la fonction inconnue ®, des équations se rapportant aux trois pre- 


miéres combinaisons. 
Pour le systeme 


Cae ree atin Sy (k =1,2) 


(1) Pervenuta all’Accademia il 25 agosto 1932. 


. i ere Vane 
qu’on peut écrire sous la forme 
r= fs V RRP dP) 
t = fa(% 5% 0%5P5950'597)> 
les conditions de compatibilité avec la 3° équation 
$= (X97 525059527) 
conduisent aux deux équations linéaires, que nous obtiendrons des relations 


df; dg de: odpsin 
aay, 2. ay ax 2 


il faut chercher les intégrales, qui ne contiennent pas les variables 1’, s’, t’. 
Pour les ¢quations 


Fu(® YX 520950595755) = 05 (k= 1,2) 
qu’on peut écrire sous la forme 
Meet GED EL OLE) EY EYEE’ 
$= fa(X VX X5P 9507)» 


par l’adjonction de léquation compatible 


a OLS ik Ro eb des 


nous aurons deux conditions de compatibilite, qui donnent deux équations 
linéaires pour la recherche des intégrales particuli¢res, ne contenant pas 7’, s’, t’. 
Pour les équations 


FECES Pt oP sd as st) =O (kee) 


nous aurons le systeme 

b= fi(% 9% 5% PGP) 

5 sees iP 1 Pad) 

P= O(%V X50 P79. P 7) 
et les équations linéaires correspondantes pour la détermination de la fonction 
inconnue @. 


§ 2. - Dans le cas du systéme 


Beer Os Fes dot at) ae (Rit 2) 


il faut chercher les intégrales ®, = C,,®, = C,,-++, qui contiennent s 


ou s’ et ne contiennent pas ¢ et t’ d’une équation linéaire 


d® ,o®D _o® o® 


oy ee ae ea 85 =t.5 Oe 


c.a.d. du systéme d’équations differentielles ordinaires 


da. de a dp) edd a ea Ge re dq’ 
PrP: Pn iP PET <lpws ues RL aie pe nO ames 


La combinaison analogue [5] conduit a l’équation linéaire 


d® ,o® ,o® o® oD 


assole: ane y; er 
Pour le systeme 
Ei Gye 55 Ps CaP esis (Fine) 


Ul 


1 faut chercher les intégrales, qui contiennent la variable r’ et ne contien- 
nent pas les variables s,/,t’, de Péquation 


aD) oOo aie 
Peay to ay tap tT Mae > 


ou les intégrales, qui contiennent la variable t’ et ne contiennent pas les 
variables ¢ et 7’, ou qui contiennent s et ne contiennent pas ¢ et 7’ de 
Péquation 
d® d® ,d® d® d® 
Panis hy Gaeaee sty Racers Susp kcte Mies 


En considérant la combinaison analogue [7] nous aurons l’équation 


d® oe , oD | AO) 
O; dy + or geese a5 a aete 


de laquelle il faut chercher les intégrales, dependant de r et ne dépendant 
pas des t,s’,, et Péquation 


d® ,o® o® ee 


oe + bag + hae = Bago + tages 


de laquelle il faut chercher les intégrales, qui dépendent de t et non de r 
et /’, ou encore de s’ et non de ¢ et ?. 
En passant du systéme 


Fis ys% 5% Pod pedo st) =e (ha) 


nous obtiendrons Péquation linéaire 
a® nee ne Des : o® 
So Boe + Ba eal PRE 


de laquelle il faut obtenir les intégrales particuliéres qui dépendent de s et 
non de ?,7", 5’, et lequation 


d® rok) Bee reis AKO) 
° Or dy oy tay Mop 


pour laquelle il faut trouver les intégrales, qui contiennent s’ et non s,t,7’. 
Pour la combinaison analogue [9] nous aurons léquation 


a® ,o® ,o® o® 


Tr ayo 8 hare Ot = UE Or? 


et les intégrales, contenant s et ne contenant pas 7’, s’,/’, et l’équation 


d® Z oD a Sb aD 
Ge Oe Oe T Oy? 
dont les integrales doivent renfermer s’ et non 7,5 ,?’. 
Pour le systeme 


BUG es to Pe Gah 105s dy) = 0 (hr 2) 


nous aurons |’équation 


d® a®D 
03 Fa oe Vox ae yer 


et les intégrales, qui contiennent ¢ et ne contiennent pas r ,7’,s’, et l’équation 


d® o® ,o® ae oO 
ip 27 ak ol Toei en anil 
avec les intégrales, qui dépendent de r et non de ¢ et 7’, ou encore de s’ 
et non -de ?’ et 1’. 
Pour Ja combinaison nae {1r] nous avons l’équation linéaire 


d® o® 


nae t ES - =85 3 3 oy 


et les intégrales, qui contiennent ¢’ et ne contiennent pas r,s, 7’, ou |’équation 


d® mk) o® o® 


a as Stes ta) Ot =&55 + %; a5’? 


ot 6 : : " ‘3 , 
avec les intégrales, qui contiennent s et non r et / ou r’ et non? et ?. 


Pour le dernier systeme 


Ei (xy 3255 P Pode (k ts92) 
Péquation linéaire s’écrira: 
d® ,o® ,o® aD oO 
On dy 1G, ay le 25 ne ay he age 
les intégrales doivent contenir r ou 7’, mais non ¢ ni 1’. 
On pourrait également envisager |’equation 
d® z oO ,o® : o®O o® 
ie bas ore are ee 
dont les intégrales doivent contenir ¢ ou t’ mais non r ni 7’. 
§ 3. — Passons finalement au cas ol le systtme proposé contient une 
seule dérivée du second ordre. Quand ce systeme est de la forme 
Fe V5 252 P 59 5Ps 951) =0, (f =1, 2) 


nous pouvons l’écrire 
fr@.¥,%s%0P395P57) =0 
r= feQX,ys%5%sPrGP7')- 


La recherche de la 3™° équation compatible 


SSO Ka tk Gobo d) 


conduit a l’intégration d’une seule équation linéaire, qu’on obtient de la 


relation 
dp = f.dx + dy, 
qui donne 
dee 
dx dy 


Pour le systeme 
PROX VX 52 P sd Pods!) =O, 
quon peut écrire . 
Ars sX5V, Psd Ps) = 0 
b= fer %r MPG PT), 


4 | oe = 
= Sf So 


‘ - ae 
' oO an. a pn # j 
sa? : oY ‘ane eS Ni fe) 


scherche de la 3% équation 
“ies S=9(%,95%5%5P,95 P57) 
; conduit 4 Péquation linéaire ; 
| | Lee 
dy dx 
S’il s’agit du systéme See | 
F(X 595% 50505990755) = 9; (k = 1,2) 


—qu’on peut écrire 
(ERG See CE hint DAN me 
SS Mee ae i Pa ee C5 


nous pouvons trouver la 3™° équation sous la forme 


r= OX, 15% 9 U oP GPG) 


“ ou sous la forme 
CU 5 hs Toe 


et nous aurons |’équation linéaire, qu’on obtient de la relation 


dp df, 
dy dx 
ou bien de la relation 
af, _ ay 
dy dx 


we heh PN a 


Matematica. — Un teorema generale sulle succession di fun- 
zioni convergenti verso una funzione olomorfa. Nota di S. MrneTTI, 
presentata “’ dal Socio F. SrveErti. 


E noto l’interesse che presenta la ricerca di condizioni sufficienti poco 
onerose atte ad assicurare la convergenza di una successione di funzioni in 
un dato campo C, verso una funzione ivi olomorfa. 

Se le funzioni fn () = un (x, Y) + in (x , y) della successione data, sono - 
olomorfe all’interno di C, si conoscono varii teoremi in proposito, i quali pero 
© presuppongono direttamente la equilimitazione delle f,(<) allinterno di C 
(teoremi di Vitali, di Blascke, ecc.©)) o la portano come necessaria conse- 
guenza (teorema di Montel sulla convergenza delle successioni appartenenti 
ad una famiglia normale %); gruppo di teoremi sulle successioni di funzioni 
che convergono uniformemente in un insiere di punti della frontiera del 
loro comune campo di olomorfismo “, ecc). 

Non mi consta invece che siano stati dati teoremi concernenti Ja con- 
vergenza verso una funzione limite olomorfa, di una successione di funzioni 
un(x,¥) + 1¥n (x, y) non oloforme né equilimitate del campo. Nella presente 
Nota do un teorema di quest’ultimo tipo, il quale per la semplicita della 
dimostrazione e per la sua portata mi sembra presenti interesse. Esso con- 
segue facilmente da due proposizioni fondamentali a suo tempo stabilite 
dal? Arzela nella sua Memoria Sulle serie di funzioni'», proposizioni che per 
comodita del lettore riproduco qui. 

«I. Se ognuna delle funzioni uw; (x), 4, (x) ,+++, tn (x), +++ & integra- 


co 
bile in a!—'b; se la serie > ur (x) € determinata per ogni x, e inoltre 
I 


qualunque siano x ed 5s, si ha sempre 
S 

(1) >) 
1 


co 
la condizione necessaria e sufficiente affinche f(x) = } u, (x) sia integra- 
ut 


<fals (L finito), 


bile in a!—!b e si abbia insieme 


(2) / >» a | ae S fu Ove 


a 


(1) Nella seduta del 4 dicembre 1932. 

(2) Vedi ad es. MonteL, Legons sur le familles normales, ecc., pp. 30 e 181. 
(G) BL ocmciIt=sp aro) 

(4) Loc. cit., p. 188 e sge. 


(5) « Atti R. Accademia delle Scienze dell’Ist. di Bologna», 27 maggio 1900. Parte 
seconda. 


: Lb iawn 


é che la serie data abbia la convergenza uniforme a tratti in ge- 
nerale ». 

«II. Se la ipotesi (1) non é verificata, ferme restando le altre, e sup- 
posti esistenti i due membri della (2), condizione sufficiente affinché la (2) 
sia ancora soddisfatta ¢ che linsieme dei punti x’ nell’intorno dei quali cessa 
di sussistere la (1), sia numerabile ». 


1. Il teorema ch’io dimostro é il seguente: 

Sia C un campo semplicemente connesso del piano x,y che ha per frontiera 
una curva intuitiva chiusa nel senso di Severi). Consideriamo all interno di C 
una successione di funzioni di x yy,Sn = tn(x,y) + in (x,y) sulle quali si 
fanno le seguenti ipotesi: 

ae On Wyn Uy Uy 

OK Oy 20x: ? Oy 

su ogni parallela p agli assi x o y, rispetto, beninteso, ad x 0 ad y. 

Il. Le successioni un(x,y), Un (x,y), convergono ciascuna su ogni p, 
Cun Un 
ax” dy 


(supposte esistenti) sono integrabili all’interno di D 


le altre convergono ciascuna verso una funzione limite ivi continua 


. . Un On : : Sreets 
mentre le rimanenti By e 3. convergono ciascuna verso una funzione limite con- 
3 
tinua in C. 
Un On Wn Ov 
ae Le n : n : n ; W 
Ox <-0y- 0% « DY 
cexione al pitt, degli intorni di un insieme numerabile di punti di p. 
Se allora per ogni punto x. + 1Yo, interno a C, esiste un indice no a partir 
dal quale i termini della successione Sn verificano in quel punto le condizioni di 
monogeneita di Cauchy, la funzione limite della successione delle Sy é olomorfa 


allinterno di C®. 


sono su ciascuna p egualmente limitate ad ec- 


(1) E cioé una linea di Jordan limitata omeomorfa ad una circonferenza, a punti tutti 
semplici, con tangente ovunque continua, avente inoltre in ciascun punto una curvatura 
(finita o infinita) e che non abbia una infinita di punti in cui Ja curvatura sia nulla o infi- 
nita. Vedi F. Severt, Le curve intuitive. «Rend. Circ. Mat. di Palermo», t. LIV, 1930, 
De 2G WS tee 

Ricordo poi, che un punto P di una linea di Jordan si dice punto semplice se in esso 
la linea ammette una sola corda impropria. Vedi F. Severi, Su alcune questioni di topologia 
infinitesimale. « Annales de la Société Polonaise de Mathématique », Cracovie, 1930, t. IX, 
Pek Oy= 

(2) Le ipotesi che figurano nell’enunciato di questo teorema potrebbero essere ulte- 
riormente ridotte. 


: : F Aun Un - 2 Ps 
Cosi, ad esempio, potrebbe soltanto supporsi che le rears fossero integrabili 
oun OUn 


rispetto ad x su ogni parallela p all’asse x, mentre le altre ey ay, lo fossero su ogni 


parallela p, all’asse y. Ma cid non ha soverchia importanza. Diro piuttosto che si potrebbe 
Cun OUn 
~e 

Oy ox 


altresi supporre che anche le convergessero verso una funzione continua su 


ogni p. 


eG es 


Per la dimostrazione si cominci con l’osservare che se us (x) designa una 
funzione definita in un intervallo a'—|b ammettente derivata wu, (x), e se la 


@ (x) — u(x) € continua in a'~!b, e la successione delle u, (x) € equi- 


limitata in a!-!b salvo negli intorni di un gruppo numerabile di punti, in 
virtu delle proposizioni I. e II. dianzi ricordate si ha 


ie) = i p (x) dx =sim | u(x) dx es (x) — us (a)]. 


a a 


Se inoltre esiste il lim ws (x) = u(x), potra scriversi 
S—>0co 


, =” d 1 aS d 
PQ) =¥ @) =| lim @]= 74) 
cioe 
) ee = as (= — ae (e)a 


Cid posto, fissato un qualunque valore di x ,X, 0, un qualunque valore 
di y,¥ per i quali la x =X, o la y=j tagli il campo C in un certo nu- 
Cun On Un Uy 
le un (X,Y) € Un (x,y) diventano funzioni, rispettivamente della sola y, o 
della sola x, e alla prime quattro di esse, in virtu delle ipotesi, potra ap- 
plicarsi ]a proprieta espressa dalla (3). 

Posto dunque 


mero (necessariamente finito) “) di segmenti, le , nonche 


Mitts (6 9) ey) ae lim Un (x, 9) = V-(%;7) 
n—>CO 


n—>OO 
si avra 
. ou aU eh aU ou oV 
(4) lim: === 5 lim — =. , lim eS lim ae, 
REGS OS ox n—>co OY oy ie Gone ox n—>co OY oy 


formule valide in ogni punto della predetta parallela che sia interno al campo C. 

D’altro canto, fissato per esempio sulla y = y un ben determinato punto 
X + iy interno a C, esistera un indice 7 a partir dal quale in quel punto 
sono soddisfatte, per ipotesi, le condizioni di monogeneita 


oun Un OUn OVy 


Oe Oy oy Oye 


(1) E cio in virti dell’ipotesi fatta sulla natura del contorno del campo. Vedi la gia 
citata Nota di F. Severt, Le curve intuitive. « Rend. Circ. Mat. Palermo», t. LIV, 1930, 
js Lik 


o_ . ; 


a (Se 


cosicché potra conchiudersi che in ogni punto x = x + iy, interno a C, 
resultera 


aU 8V 3U eV 


On Oy a? 6 By. ax 


e tali eguaglianze, insieme al fatto che in virti delle poste ipotesi e delle 


aU... aV ; 
Ch), le By © Be Sone superficialmente continue all’interno di C, mentre le 
oU oV : : a3 : 
Be eo continue su ogni segmento delle x =X, 0 y = j¥, interno a C, 


basta notoriamente ad assicurare l’olomorfismo della funzione limite della suc- 
cessione data, U(x,y) +iV (x,y), all’interno di C. 
E lasserto é€ provato. 


2. Il teorema testé stabilito conferisce maggiore importanza alle ricordate 
proposizioni, gia di per se stesse cosi interessanti, dell’Arzela. L’insigne ana- 
lista aveva senza dubbio presentito il valore de’ suoi teoremi per la ricerca 
delle condizioni di olomorfismo della funzione limite di una successione di 
funzioni, tanto che alla fine della sua citata Memoria egli diede in propo- 
sito un teorema, che € pero molto meno generale di quello qui esposto. 


Matematica. — Insiemi tensoriali generati da sistemi assolutt 
di Pascal-Vitali: relazione con gl insiemi deriva. Nota di Maria 
Pastort, presentata‘? dal Corrisp. U. Cisorti. 


In una Nota precedente ®, dopo aver ritrovato, con l’ordinario metodo 
di Ricci e Levi-Civita, le generalita sugli insiemi tensoriali, introdotti dal 
prof. B. Finzi) ho osservato che anche mediante sistemi assoluti di Pascal— 
Vitali si possono generare insiemi tensoriali. 

Ho considerato poi, in particolare, i due insiemi tensoriali di Chri- 
stoffel, ottenuti, in una V, riemanniana, dai simboli di Christoffel di una 
V,+1 (in -cui la V, € immersa), 

La presente Nota ¢ una continuazione dello stesso argomento “. Qui 
do all’elemento lineare della V,4, Ja forma geodetica (il che ¢ sempre pos- 
sibile) e osservo che, in tal caso, vengono a coincidere, a meno del segno, 


(1) Nella seduta del 18 dicembre 1932. 

(2) Insiemi tensoriali generati da sistemi assoluti di Pascal-Vitali. (Questi « Rend. », 
serie 6°, vol. XVI, 2° sem. 1932, pp. 621-626). 

(3) B. Finzi, Equazioni intrinseche della meccanica dei sistemi continui perfettamente od 
imperfettamente flessibili, (« Annali di Matematica», serie 1V, to. XI, p. 215). 

(4) Per questo, continuo qui la numerazione dei § e delle formole, iniziata nella 
Nota precedente, e mi riferisco ad essa per le notazioni. 


GON = 


i due insiemi tensoriali di Christoffel della V,. L’unico insieme tensoriale 
cosi ottenuto, ha inoltre tutti gli elementi nulli, ad eccezione di un tensore 
doppio simmetrico, le cui componenti sono i coefficienti della seconda forma 
fondamentale di Vn. 

Questa osservazione mi permette di ritrovare le formole relative agli 
insiemi derivati, gid stabilite dal prof. Finzi per via diretta, e di mostrare 
il motivo di una coincidenza formale, pure gid osservata dal prof. Finzi, 
tra le formole da lui stabilite e quelle relative alla ordinaria derivazione 
covariante. 

Infine mi occupo brevemente degli insiemi tensoriali di V, generati dai 
derivati parziali dei tensori di V,+,. Poiché, come ho dimostrato in alcuni 
recenti lavori(), i derivati parziali dei tensori sono sistemi assoluti di Pa- 
scal—Vitali, cosi da essi si potranno ottenere insiemi tensoriali nel modo in- 
dicato nella Nota antecedente. La stessa cosa trova pure una conferma nelle 
formole relative agli insiemi derivati. 


Ay = FORMA GEODETICA DELL’ ELEMENTO LINEARE. 


Considetiamo linsieme tensoriale (wy, 4) di Vn, generato da un vettore 
v di V,+: (§ 1), avendo posto ur = vr , A=v,. Ricordiamo che, nella 
citata Memoria, il prof. Finzi chiama v il componente di w tangente a Vn, 
A la componente di w secondo N (N = vettore unitario normale alla V,). 
Egli pone cioe: 


(7) vVv=u-+aAN . 
con 
; UO es (2) 
s, ae 
ae aN 


ae, oP 
Volendo identificare A con =v X oe bastera che, per x°=0, sia: 


oP 
(8) Oxe Ea N 
con 
, oP 
(8’) NEON ==7i0 Ae aor ON ee 


(1) Cfr. M. Pasrori, I sistemi assoluti di Pascal-Vitali e la derivazione parziale dei 
tensori (« Atti della Pont. Acc. delle Scienze Nuovi Lincei», Anno LXXXIV, 21 giugno 
1931, pp. 3-22); Legame tra i tensori di curvatura e i sistemi assoluti di Pascal—Vitali 
(« Rend. Istituto Lombardo », vol. LXV, 1932, pp. 801-808). 

(2) P. Burcarri, T. Boccto, C. Burati-Forrt, Analisi velloriale generale, vol. II; 
Geometria differenziale (Bologna, Zanichelli, 1930, p. 284). 


Il considerare la (8) valida in tutti i punti di V,,4, equivale a dar forma 
geodetica al suo elemento lineare “, prendendo per ipersuperficie x° = cost. 
le ipersuperficie geodeticamente parallele alla V, (N = vettore unitario nor- 
male alle ipersuperficie x° = cost.). Si ha infatti da (8) ©@: 


‘ oP oP 

(9) Boo or Gycd. 

é Per ke 
IU Bk xr 3x0 O 


e cioe per l’elemento lineare di V,,,, la forma geodetica : 
(10) ds? == dx” + g;, dxi dx* 


con g;,, funzioni di x°,xt,++-,x" che, per x° = 0, diventano i coefh- 
cienti a;,, della prima forma fondamentale di V,, (). 

Costruiamo i simboli di Christoffel relativi alla forma (10). Osservando 
che da (9) discende g?°=1 , g?" =o, si ha, tenuto conto anche delle 


(8), (8): 


WO} 1 gy, 
ET — - eae Oo" 2 
( ) Ir, s\ lens By oye 
oa oe tS Fee, x oP 62 P oP = oN oP 
wa 2 \ dx? oxr oxs Ox? ax x De eae oxs ’ 
“ oe ees Ge) mas OF ie. 
oy aie ro\ (oo ate 


€, per essere, [75,0] + fos] —o, 


(11) 


Le (11) dicono che i due tensori doppi, primi elementi dei due 
insiemi tensoriali "di Christoffel (§ 3) coincidono, a meno del segno. Le 
(11’) che sono nulli i rimanenti elementi, vettoriale e scalare, degli stessi 
insiemi tensoriali. Infine le (11) esprimono che Je componenti covarianti 


Uy 5 = 


0 ye : ; 
= —l[or,s] del tensore doppio simmetrico, unico elemento 
1s 


(1) Osserviamo che, essendo sempre possibile dar forma geodetica all’elemento li- 
neare di una varieta riemanniana (cfr. L. Brancut, Lezioni di geometria differenziale, Bo- 
logna, Zanichelli, 3 ed., vol. II, parte II, p. 423) questa ipotesi non pone nessuna limi- 
tazione né per la Vix, née per la Vn in essa immersa. 

(2) P. Bureatti, T. Boceio, C. Burart-Fortl, loc. cit., p. 279. 

(3) L. Brancat, loc. cit., p- 423. 


non nullo degli insiemi tensoriali di Christoffel, sono i coefficienti della 
seconda forma fondamentale di V, “. 

Si ha dunque, indicando con b,,, le componenti del secondo tensore 
fondamentale di V, (coefficienti della sua seconda forma fondamentale): 


(12) | 


dove si intende che i simboli di Christoffel vanno costruiti per la metrica 
(10) <€" ijséssiva (poi fatto 4° == 0; 


Soo = INSIEME TENSORIALE DERIVATO. 


Consideriamo in V,,,, accanto ad un tensore T, ad es. doppio, il ten- 
sore derivato, di componenti covarianti: 


s ekg | a 
(13) Ba ae sartmam) 


e, immaginando che T sia funzione dei punti di V,, limitiamoci a consi- 
derare, fra le componenti (13) quelle in cui indice di derivazione é diverso 
da o. 

Si ha allora da (13), isolando nelle sommatorie rispetto all’indice « il 
termine in cui esso assume il valore o: 


| Day ax! Tea hoe aed aan ees Tro cafe 
eee en O | 1 | Oo | 
' ape “Oxt Tig al tore pe Leer Tye Ofte 
(13°) f Ault | aa | 2) ( O | 
oy fe deter vr eaemmetS  fe< Jo 8 Let aoe ocienate 
ares (i (0 | i 0 | 
lt oft : 1,0 0,10") rare 0,2 ex 0,0 4 — 
| >of ax! ie To.0) 9 4) To.2) 9 4 To,0) 9 4 


Questi, per le (11’), (12) diventano, usando le notazioni del § 1 per 
gli elementi dell’insieme tensoriale generato da T: 


(1) Cfr. C. Burazi-Forti, Fondamenti per la geometria differenziale su di una super- 
ficie col metodo vettoriale generale (« Rend. Circ. Mat. di Palermo», vol. XXXII, 1912, 
n. 46); v. pure L. BraNcul, loc. cit., p. 451. 


/ 


/ | Re — Uy, s/t —2 b,,1— Deters 
inane 


t 


We kis 


dd 
(13%) S Den ta, BEA, 
oA Patsy PINES 
Te Se rverearid amir wok 


Essi rappresentano rispettivamente in V, le componenti di un tensore 
triplo m,,,,, di due tensori doppi 4) , e A”, e di un vettore 4., che coin- 
cidono con gli elementi dell’insieme deriyato dell’insieme (u,,, 4,2”, A), 
ottenuto dal prof. Finzi per via diretta ©. 


Evidentemente questo insieme derivato (,,,,., 4% ,, A." e A) non esau- 


risce tutti gli elementi del tensore triplo T,o di V,41:. Esso non corri- 
sponde cioé a un tensore triplo di V,,,;, ma appartiene a quegli insiemi 
tensoriali che il prof. Finzi chiama misti. E il confronto delle (13’) con le 
(13”’) mostra il motivo della coincidenza formale, gia osservata dal’ prof. Finzi, 
tra le ordinarie formole di derivazione dei tensori e quelle di derivazione 
degli insiemi tensoriali %). 


6. — RELAZIONE TRA DERIVAZIONE DI INSIEMI TENSORIALI 
E DERIVAZIONE PARZIALE DI TENSORI. 


In un recente lavoro“), ho mostrato che, applicando ad un tensore or- 
dinario la derivazione tensoriale parziale si ottengono sistemi assoluti di 
Pascal—Vitali. 

Se consideriamo quindi in V,,, un tensore, ad es. doppio, di compo- 
nenti covarianti T,,.9,, potremo ottenere da esso un sistema assoluto T, ,R 
con un indice p, di classe 1 e l’altro R di classe v, definito in modo ricor- 
rente dalle rormole “): 


of Wiicrs aren 


(14) LS eee ep OxOv +1 —= Ta,0, +++ ey 


a 
Px Pv +1 


Esso, per quanto si & osservato al § 2, dara luogo in V» all’insieme 
tensoriale (u,,,, 4,2. ,A), dove: a) le componenti del tensore doppio 1,,, 
si ottengono dalle (14) dando il valore r al primo indice, il valore o alle 


(1) Il simbolo di derivazione covariante che figura nei secondi membri di queste 
formole si riferisce alla metrica della Vn. 

(2) B. Finzi, loc. cit., § 4. 

(3) B. Frnzt, loc. cit, § 4. - Osservazione. 

(4) M. Pasrort, loc. secondo cit. 

(4) M. Pasrort, loc. secondo cit., ni. 5 € 9. 
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prime v —1 cifre del secondo indice ed s all’ultima cifra; b) le componenti 
del vettore ¥ si ottengono dalle (14) dando il valore r al primo indice e 0 
a tutte le cifre del secondo indice; c) le componenti del vettore X” si otten- 
gono dalle (14) dando il valore o tanto al primo indice quanto alle prime 
v—1 cifre del secondo ed s all’ultima cifra; d) lo scalare 4 si ottiene dalle 
(14) dando il valore o a tutti gli indici che vi figurano. 

Nel caso particolare v = 2 si avra“): 


aT, 


oxs 


og \ 
Ta,0), 


, a | 
Uy 5 = | ietere = 5 f = 


- 


Questa espressione figura nel secondo membro della seconda delle (13’) 
e si puo scrivere (cfr. la seconda delle (13”) ): 


dey = Djs Abr, 


il che ne conferma il carattere di tensore doppio in Vn. 


Matematica. — Completamento di un teorema di A. Hurwitz 
sulla base del modulo delle forme algebriche passant per una varieta 
razionale normale. Nota di EmMa SENIGAGLIA, presentata“) dal 
Corrisp. U. AMALDI. 


i i Vi Gu, pins 
teri positivi) si chiamano varieta razionali normali di dimensione 1, quelle 
che, rispetto ad un conveniente sistema di coordinate proiettive omogenee 
X:%_5***,XnN4x1, SONO rappresentate dal porre queste coordinate propor- 
zionali agli N + 1 prodotti a p, a p, con ripetizione, di m + 1 variabili 
omogenee &,,&,-+-,&, 4 . Una varieta razionale normale ha quindi per 
rappresentazione parametrica 


In uno spazio di dimensione N della forma N = ( 


Bp Ngiles TNL pe Ny ad eee GANG arene: Gna eeec omen 


L’Hurwitz) ha dimostrato che una base del modulo delle forme alge- 
briche passanti per la varieta, si puO ottenere con la regola seguente: 


(1) Il simbolo w,,s non ha qui lo stesso significato che nelle (13), ma indica il 
primo elemento dell’insieme tensoriale ottenuto, nel modo sopra indicato, dal sistema as- 
soluto (14). 

(2) Nella seduta dell’8 gennaio 1933. 

(3) A. Hurwirz, Ueber die algebraische Darstellung der Normgebilde, «Math. Ann.», 
Bb. 79 (1919). 


Indicando con ®,,®,,®,, +++ tutti i prodotti di p—1 fattori & (con 


ripetizione), formiamo la matrice: 


E®, £0, &,0,--. 


E, ®, E, ®, or. pe D 
E, O, E, @, Si @inir es 


cee ee eee sre reer eeveen 


Consideriamo la matrice che si ottiene sostituendo nella precedente a 
ciascun prodotto delle & la coordinata x; che gli corrispande per la suddetta 
proporzionalita. 

Tutti i determinanti di secondo ordine estratti da essa, uguagliati a 0, 
-sono altrettante forme quadratiche passanti per Ja varieta e costituiscono la 
base cercata. 

Tali forme sono quadriche binomie, cioe del tipo x; x; —x»nx. Le 
chiameremo le quadriche binomie estratte dalla matrice di Hurwitz. 

L’Hurwitz non si occupa di vedere se la base trovata é una base mi- 
nima. Seguendo il consiglio del prof. B. Levi ho potuto dimostrare che cid 
non e€, e che precisamente Ja base minima é costituita da un sistema di d 
fra queste quadriche, con d= =|(" ie + |(" alene be a A tal 
uopo consideriamo il sistema lineare di tutte le quadriche dello spazio Sy: 
un sistema lineare subordinato, sara costituito dall’insieme delle quadriche 
che passano per la varieta razionale normale considerata. 

Il teorema di Hurwitz ci dice in particolare che tutte queste quadriche 
si rappresentano come combinazioni lineari di quadriche binomie estratte 
dalla matrice di Hurwitz. Algebricamente possiamo dire che esse sono tutte 
e sole le quadriche congrue a 0 rispetto al modulo delle quadriche binomie 
estratte dalla matrice di Hurwitz. 

Se indichiamo con d il numero delle quadriche linearmente indipendenti 
di questo modulo e con d, il numero delle quadriche di Sy linearmente in- 
dipendenti rispetto al detto modulo, deve essere: | 


2+N Na ate CN 22) NEEL rn 
‘evil Mol 4 preariea riee 


sala dele) 


Se ora nell’equazione di una qualunque quadrica di Sy poniamo 


x ae ET EP EL (cona+P+---+yv=p), 


== aGgs = 


ne otteniamo una forma di ordine 2p, la quale sara identicamente nulla, 
evidentemente, quando la quadrica appartiene al modulo; e per il citato teo- 
rema di Hurwitz, anche solo allora. 

Ne segue che due forme quadriche nelle x; danno luogo, per la detta 
sostituzione, a forme distinte nelle , sempre e solo quando Je due forme 
quadratiche sono fra loro incongrue rispetto al modulo e quindi d; ¢ uguale 
al numero delle forme linearmente indipendenti di ordine 2p in m + I va- 
riabili. 


Ma tale numero é d, =( 
n 


2p+ 4 
Ne segue, come si disse, 


(ops) eh ln 


Matematica (Geometria). — Sulla irregolarita delle superficie multiple 
cicliche senza diramazione. Nota di A. Lo Vol, pres. dal Socio G. CasTEL- 
NUOVO. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Matematica (Geometria). — <Applicazione delle varieta multiple cicliche 
allo scioglhimento della torsione algebrica superficiale. Nota di A. Lo Volt, pres. 
dal Socio G. CasTELNUOVO.. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Matematica. — Sur les moyennes de Cesdro et Riesz des séries trigono- 
métriques de Fourier. Nota di N. OBRECHNOFF, pres. dal Socio S. PINcHERLE. 


Sara pubblicata in-un prossimo fascicolo. 


Matematica. — Sur une généralisation de la sommation des séries diver- 


geantes de M. Le-Roy. Nota di J. C. Vicnaux, pres. dal Socio V. VoL- 
TERRA. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Meccanica. — Sulla variazione seconda del potenziale elastico 
net solidi isotropi. Nota di D. Bonvicint, presentata “? dal Socio 
T. Levi-Civira. 


Intendo trovare l’espressione della variazione seconda del potenziale ela- 
stico, per il caso dei solidi isotropi, con un’approssimazione sufficiente per 
Vindagine sulla stabilita dell’equilibrio, secondo quanto altra volta ebbi a rile- 
vare in proposito @), Rammento in breve che la questione consiste in cid, 
che nel determinare la variazione seconda suddetta bisogna ricordare che il 
potenziale elastico é funzione della deformazione pura, e non é lecito assu- 
ds 
dP 5) 
come fissa la posizione del punto generico P; perché in tal modo viene a 
trascurarsi una parte, che pur figurando infinitesima collo spostamento attuale s, 
puo effettivamente in casi particolari acquistare importanza pari a quella della 
parte rimanente. In una Nota Sulle deformazioni non infinitesime pubblicata 
in « questi Rendiconti » () ho date le espressioni della variazione seconda dei 
coefhcienti principali della deformazione’ pura: poiché per un corpo isotropo 
il potenziale elastico unitario deve essere funzione soltanto di codesti coef- 
ficienti, puo dedursi ovviamente da quelle l’espressione esatta della variazione 
seconda di esso potenziale, in funzione delle derivate prime e seconde di esso 
rispetto ai coefhicienti medesimi. Ma sarebbe sempre necessario ricercare poi 
il significato da attribuirsi a queste derivate, per poter confrontare tale espres- 
sione con quella incompleta cui sopra si & accennato, ed ottenere da essa 
un’espressione approssimata pil semplice, che possa servire per le applicazioni: 
onde par meglio seguire senz’altro la via che procede dalla definizione del 
potenziale elastico. Se non occorrera pertanto far uso delle formule finali 
della Nota sopra citata, ci si varra nondimeno di alcuni risultati di essa. 

Sara indicato con ¢ il potenziale elastico per unita di volume, riferito 
quest’ultimo ad uno stato fisso, ma del resto quale si voglia, il quale sara 
contrassegnato dall’indice 1; e con B s’indichera l’omografia della tensione, 
riferita sempre allo stato attuale. La variazione del potenziale elastico di un 
dato elemento per un incremento Ss dello spostamento deve essere uguale, 
a meno di infinitesimi d’ordine superiore rispetto a $s, al lavoro compiuto 
per questo incremento dalle forze agenti sull’elemento medesimo; o anche, per 


mere per questa in tale ricerca l’espressione approssimata D riguardando 


(1) Nella seduta dell’8 gennaio 1933. 

(2) Osservazioni sul problema della stabilitd dell’equilibrio elastico. « Atti della Re Accs 
delle Scienze di Torino», vol. LXVI, 1931. 

(3) Vol. XVI, fasc. 12, serie 6*, p. 607, 1933. 


il teorema dei lavori virtuali, al corrispondente lavoro interno, dato dalla nota 


2) dV, ove s’intenda per dV il volume dell’elemento nello 


dP 
stato attuale. Posto « = a (P = punto attuale), deve dunque valere per la 


espressione I, (6 


variazione prima di » la formula 


@) Bp = hs (Be). 


Indicando con w,v,w (we /\ v= w) tre vettori unitari che definiscano le 
direzioni principali della dilatazione 8, e con 6, ,6,,63; le corrispondenti ten- 
sioni principali; e ponendo 


6, = eb XU » 6 SH Eu KU, 
puo scriversi anche 


dV : ; 
(1) Be = aps (Os Gx ch 2 Soe F856 ay 


La variazione di dp per un incremento dello spostamento 8s sara (a meno 


di infinitesimi d’ordine superiore rispetto a 8s) 


$39 = ar ae So, +e, 8o,4+ ¢, So, +o, $e +o, Se. +o, 8e,)+ 
8dV_ 
+ (o: é Ir i G2 € 22 at 03¢ 9 dv; 
Posto ora 
z@ € a & : gee dds 7 
é, =e xKu : E, = EUX VS s** 5 as: 


si ha evidentemente 


sdV =, +2,+ CaN; 


mentre per le quantita Se, , 8¢, , 8e,,, se si indichi con @’ il vettore che 
definisce la rotazione degli assi principali di ® per l’incremento 8s dello spo- 
stamento, si ha analogamente a quanto fu visto nella Nota surricordata per 
le quantita analoghe che si riferivano agli assi della deformazione, 


Se, = 8 (eu Xu) =u X But cdu Kut (SeluxXus= 
=aXo \ute(o /\u)Xu—ceuxXu= 
(e+ Des Xw—(@,+¢,Jo' x v—(.2, +e, + e.2,,)3 
c= te, ) oe KOS ea Oe ee eee 
(= ©, +60 X06 tele Xue © oer 


I 


= aV 
889 = Fy (So: + 1%, +8), + [Bos + 05 (%, +2,,)} e+ 


1 om! 


1005+ 65 (7, +2, )16, + (C+ 80; —@,,be,)o, 2,2, Rake 
+{(, +e,)o,—(, +e,)o,—¢,2,—e.t Jo 
+{(e, + ¢,)o,—(é, +e jol—ee — ele @,,| 53}. 
(=o Xe 3; @=0 Xv :; ey 
Nel caso dei corpi isotropi @ dipende soltanto, come gia si é detto, 
dai coefficienti principali della deformazione pura, e non dalle corrispon- 
denti direzioni. Si penseranno queste ultime definite da tre vettori unitari 


t,j,k(é (\ j =k), ¢ s indicheranno rispettivamente con /, ,/,,1, i coef- 
ficienti suddetti: posto allora 


(eho , Via 2 OT ys 


‘ 


si ricordi che nella Nota piu volte citata si e trovato 


EAN Deen rca Peet aoe e 


dovra dunque avers! 


30 = 1, Pe: + la ant hase 
l, 3 


ec Bis la (1) puo scriversi anche 


av 
io a Y (pi X et + Bj X ef + Bly X ek) = Ty, 11 BEX 8 + las BI XI + 


+ €3; BK XK + (era t+ bor) BEX I + (Css oe aj x he + (51 + e135) BR X 4}, 


risulta del confronto delle due espressioni 


‘ieee : av, 0) 
xt = av ip aL? 
aV,, &© 
ie Bix 7 = ap | al,’ 
_ aV,, 89, 


Bij = 8) Kb = Bh Xt =o. 


Queste ultime tre condizioni significano che in realta le due terne 
(w,v,w),(é,9,%) non possono essere distinte, dovendo anche la seconda 
essere terna principale per l’omografia 8. Risulta cosi generalizzata una nota 
proprieti del caso delle deformazioni infinitesime: si vuol ricordare che qui la 


deformazione pura y va definita ponendo I + « = Y% (e nonI + % = ay). 
Le altre tre relazioni divengono allora 


_ Crh by) bbe hs ep 
Wes ip 27 
G) ds _ Cele ly) byte oO 


= Soy ay ia 


(/, 1, I): oD 
beug al; ; 


63 = 


dove per (J, /,/;): s’intenda il prodotto dei tre coefficienti /, ,/,,1, relativi 
allo stato fisso, al quale si riferisce il volume nel computo del potenziale uni- 
tario. Se si assume per tale lo stato dell’elemento indeformato, i detti coef- 
ficienti restano uguali ad 1, e si hanno le formule date dall’Almansi nella 
Memoria Sulle deformazioni finite dei solidi elastici isotropi; se si assume 
invece tale stato fisso di riferimento coincidente collo stato attuale, si ha 
=o) Seah oe 

Sly tee pe 


ep 


o, =!/, 31, 


Sy 

Nella (2) si possono ora porre in luogo di w, ,@,,@; le espressioni tro- 
vate nella Nota surricordata per le componenti della rotazione degli assi 7,7 ,k; 
cioe rispettivamente 


2 2 2 s 2— 
—~ F%;+0 252 [@31 +1 &,; ithe toe. 
nnn a) Te eee econ "9 Teme eT 


Ponendo anche 
clon 3 


do, = |, I, te th op Bas tds Sy Bas 


ed analogamente per So, , So;, e wae x tutti gli accenti, si ha 


Rone Wee Mle, 
(2 ) dde aa ¢ ig i: 
oo, 


ale («. ai l, ate? C22 te (<. i I, al SE): + C33 + (, as l, él, a )o3% ae 
] a, | ] oo; ES oO; = 
+ (62 +h al, Br) os + o3; + 2 3p, | €33 22 Re ay err 033 


I 
+ ep lr — 92) (era Ore + Uf ear Bar) + (Eh Or — i on) (C12 Bar + ar 2x2) } + 


eo; 


l, 


I 


20; 
eres eds ae = Cay b4y +1, al, 2 35 033 + 


a P—P {(o: —9;) (Eas 23 + E C32 €32) + (E62 —} a5) (C25 &32 + 32 @3)}+ 


I 2 2 2 = 2 2 2 
5 FE (3 — 61) Fi esr 25x + Ui er 25) + (Lo; — Ex) (@5x 15 + ers r.)) ; 


(1) «Rendiconti della R. Acc. dei Lincei», 1911, vol. XX. 


od (ea 


(I coefficienti di e,, 2, e di e,, 2,, sono in realtd uguali, come risulta dalla a (3): 


si ha dunque $8p = 35g). L’espressione di 8,@, parte di second’ordine ri- 
spetto ad ¢ della variazione del potenziale elastico unitario 9, si ottiene da 
questa ponendo ¢,, =; , er: =@2,+-+, e dividendo per 2. 

Si riguardino ora i coefficienti /, ,/, , 1; come variabili in un intervallo 
assai breve nell’intorno di I, quali debbono essere per i corpi reali affinché 
Si comportino come elastici: l’esperienza insegna che mentre non possono 
pero ritenersi costanti le funzioni o, , 6, ,6;, tali possono ritenersi invece le 
derivate prime di esse, aventi valori molto grandi rispetto alle funzioni me- 
desime; onde si potra porre, avuto riguardo all isotropia, 


06; oo, oo; wea? 
b ee 3 f aly. => l, als a COST, = E, 3 
oo; oo, eo; 
“oa al: Se a ge Paso tec 


ie Ae i Sisley os a = cost. = E,. 


Risulta quinds, -poiche per) i=) == 1, == 1 sitha,o; = 0, —= 0, = 0, 


ee 


o anche, ritenendo nulle le quantita /,;— 1 , ],—1 , 1], — 1 ove non siano 
moltiplicate per E, o per E,, 


o, = E, (/; —1) +E, (, + 1, — 2); 
e+da questa, e dall’analoga espressione di o, si ottiene 
Cr 05 (J, as 1,) ee 4 Bs) : 


ane 
(AAAY 


Onde l’espressione di 8,¢ (nella quale non ha piu importanza il fattore 


dipendente dallo stato di riferimento) diventa dopo facili riduzioni 


E, es 
(4) Se = SG, +. + Gy) + Ee Grr oe + lar ess + ess Crs) + 


EE, 
ea iy er. + I, Car)? Bee. ra (1, o,+/; Oz) Cra C31 + 
E,—E, ie 
ay 2 Cage ttl; bn)? “bs maaal Ox+ 1,63) 23 32 + 


E, —E 


2 2 te 31 C13 5 
2(; +1) (15 @31 + Jr ex5)? + lI, +1, (ls 63 + 1; Gs) e5x ers 5 


o anche infine, colla solita approssimazione, 
2 2 e 
= (el aes ie) ee (€rz Cea “1 €0 655 4b O35 Cx) 4 


ba=toks 
os pain {(€r2 + a1)? + (23 + 652)? + (gr ty) 


a {(o, om 62) C12 Coax i (o, ai o;) C23 C32 te (6; ae oy) C3 baa: 


I primi tre termini costituiscono, come pud riscontrarsi subito, la forma 
quadratica positiva delle componenti di De, che si ¢ sempre considerata da 
sola come variazione seconda del potenziale elastico. L’ultimo, che dipende 


dalla tensione, e pud assumere valori negativi, e il termine in pil che si 
cercava, essenziale per |’indagine sulla stabilita dell’equilibrio. 


Meccanica. — Sulla quadratura che effettua lintegrazione dei 
sistemi canonici con un grado di liberta. Nota di G. LAMPaRIELLO, 
presentata ‘? dal Socio T. Levi—Civira. 


1. Si consideri un sistema dinamico ad un grado di liberta le cui con- 
figurazioni siano quindi individuate da una coordinata lagrangiana gq. Se i 
vincoli cui € sottoposto il sistema sono indipendenti dal tempo e la solle- 
citazione ¢ conservativa, le equazioni differenziali canoniche del moto sono 


(1) dt a eq > dt op ? 


\ 


dove p e la variabile canonica coniugata di g e la funzione caratteristica H 
& del tipo 


H=—A(™) p?—U(), 


con A(q)>o. Le (1) ammettono Jlintegrale dell’energia H=E e, se si 
elimina la p, si perviene all’equazione differenziale 


(2) (Z)=2A@U@+D, 


dalla quale, mediante una quadratura, si trae la legge di dipendenza della g 
dal tempo. 


(1) Nella seduta dell’8 gennaio 1933. 


one 


Per caratterizzare il moto basta applicare alla (2) i risultati della classica 
discussione del Weierstrass ) relativa ad un’equazione del tipo 


(y= oq. 


In particolare, vogliamo ricordare la periodicitd del moto nel caso in cui 
il valore iniziale di g sia compreso tra due radici semplici consecutive del- 
> . . 5 
Pequazione ® (gq) = 0 (librationsbewegung). 
iy waa 5 5 
Se g: € g2 sono le dette radici, il periodo del moto é 


i dq 
2 ss 
/® (7) 
Gx 


In questa Nota mi propongo di mostrare come si possa sostituire alla (2) 
un’equazione differenziale di 1° grado nel caso notevole che le curve isoenerge- 
tiche del piano delle fasi siano chiuse e prive di punti multipli, avvertendo che 
le considerazioni seguenti valgono non solo per un sistema traducente analitica- 
mente un problema dinamico, ma nel caso generale di un sistema canonico 
ad un grado di liberta, cioe per H funzione qualsiasi di p e di q (con la 
condizione detta or ora per le curve « isoenergetiche »). 

L’ipotesi fatta equivale, nel caso dinamico, alla considerazione dei soli 
moti di librazione. 

Infatti, osserviamo che, posto 


OQ) =2A@MUM+TE) » eM=xq_U@+E), 


la p(q) € nulla solo quando é tale ® (gq), ed ogni eventuale radice multipla 
di 9 =o ha lo stesso ordine di multiplicita come radice di ® = 0; le curve 
isoenergetiche sono 


pP =e), 


simmetriche rispetto all’asse delle gq e€ aventi a comune con questo i punti 
che soddisfano all’equazione 9 (q) = 0 (certamente esistenti perché le curve 
sono chiuse). 

Una radice almeno doppia della ¢ = 0 e quindi della ® =o darebbe 
luogo ad un punto multiplo della curva, poiche si avrebbe simultaneamente 


e(g=9o , PQ=o. 


(1) Cfr. K. Wetersrrass, Werke, Bd. II, pp. 1-19; T. Levi-Civira e U. AMALDI, 
Lexioni di Meccanica razionale, Vol. Ux, Cap. I, § 6, Bologna, Zanichelli; C. L. CHARLIER, 
Die Mechanik des Himmels, Bd. I, Zweiter Abschnitt, § 2, Berlin, 1927. 


L’equazione differenziale cui si perviene permette egualmente di discutere 
l’andamento qualitativo del moto e di determinare il periodo del moto e 
Vosservazione pud forse avere qualche interesse poiche, come mostrero in 
una Nota successiva, il procedimento é applicabile ad un sistema canonico 
ad n gradi di liberta, nel caso in cui siano noti m integrali (indipendenti) 
tra loro in involuzione. 

Siffatti sistemi, come & noto, sono integrabili con quadrature a norma 
di un teorema del Liouville“. . 


2. Sia s l’ascissa curvilinea del generico punto P della curva 


(3) H=Ef 


a partire da un punto di questa fissato come origine; indicando con / la 
lunghezza di detta curva, introduciamo il parametro A mediante la posizione 


(4) Nagar 


La variabile A si accresce di 27, quando s aumenta di / e la curva (3) 
si potra definire parametricamente esprimendo le coordinate p , q di P in ter- 
mini di A, mediante funzioni evidentemente periodiche di periodo 27. 


Se 
p=p) 
6) | q= 7) 


sono le equazioni di (3), il moto sara conosciuto quando si sara trovata 
Pespressione di A in funzione di ¢. 

A questo scopo deriviamo rispetto a ¢ la (4) e teniamo conto delle equa- 
zioni canoniche. Si ha 


dX '2n ds 24 /fel (ely 
di > 1 dt cep Weyep Uy \eg 
e il radicale (di cui, per fissare le idee, riteniamo la determinazione po- 


sitiva), che si esprime in termini di A in virtu delle (5), mon si annulla mai 
perché, per l’ipotesi che la curva (3) sia priva di punti multipli, le deri- 


Diet OFL : ; 
vate parziali Op? non diventano mai nulle simultaneamente. 


ey 
Otteniamo cosi l’equazione 


(6 O = FQ), 


(1) Cfr. T. Levi-Civrra e U, Amatopt, loc. cit. Vol. IL, Cap. X, pp. 380-385. 


a 
A 


di cui il secondo membro ¢ una funzione positiva e periodica di periodo 27 
del parametro A. 


Dalla (6) si trae 


dn 


t= 7G) =(% +£@)}Ar, 


: ah il valore medio di eas 


I 
oan} fF) LQ) 


essendo 


(termine costante o se- 


I 


eS 


: i ext 
colare, nello sviluppo di Fourier) e ¢(A) = —, funzione (periodica 
@ 


di periodo 27) senza termine secolare. 
Si ha dunque, per integrazione 


(7) 1=~+G6Q), 


dove G(A) =/g@) dd & pur funzione periodica di A. 

Quest’ultima equazione rimane inalterata se si aumentano A e ¢ rispet- 
“ : 27 oi : : 
tivamente di 27 e @ © oe vuol dire che la funzione A di t, ottenuta 


: : : > : : 27 
mediante inversione, s’incrementa di 27 quando t aumenta di T = —.- 
® 


Vale cosi per A un’espressione del tipo 
A =o! + F (4), 


dove F (#) ammette il periodo T e si puo concludere che le variabili cano- 
niche p,q, esprimibili in termini di ¢ per mezzo delle (5) e della (7), sono 
funzioni periodiche di t di periodo 


27 ques 
(8) T=—= aS 
@ fA) 

3. Osserviamo che le considerazioni fatte sono egualmente valide (con 
le necessarie precisazioni di dettaglio) se in luogo di A si introduce un altro 
parametro che aumenti di una quantita costante quando il punto P compie 
un giro intero sulla curva (3). 

Prendiamo come esempio il caso notissimo dell’oscillatore. 


: I et 
Il potenziale € U = ag et la funzione caratteristica 


H = — (p* + at ¢’). 


Le equazioni canoniche del moto sono 


Pree seg ? deep 
e le curve isoenergetiche sono le ellissi 


pet eg =e E 


: see — i 
aventi per semiassi a =J2E , b= Be ee 
o 


Se w & l’anomalia eccentrica, si ha 


oo eh oa eee 
uw = arctg ( h ) arctg (« p b 


mentre le equazioni 


p=V2Ecosu , qg=—J2Esinw 


rappresentano parametricamente le ellissi con funzioni di periodo 27. 
Derivando rispetto a ¢ e tenendo conto delle equazioni del moto, si ha 


du x bg — pq we (velocita di variazione dell’ano- 


dt ptoe¢ malia eccentrica costante). 


In questo caso particolarissimo la funzione f(u), corrispondente a quella 
del n. 2, € costante ed eguale ad « e, in virti della (8), si ha un moto di 


; : : sihage - se 2505 : 2, ae : 
librazione di cui il periodo & ——. E il notissimo moto armonico. 
ot 


Meccanica (Idromeccanica). — Rotazioni viscose forzate. Nota 
di L. Sona, presentata“ dal Corrisp. U. Cisortt. 


Il prof. U. Cisotti ©) ha studiato quei moti di liquidi incomprimibili 
viscosi, soggetti a forze conservative, da lui denominati rotazioni viscose e 
che consistono in moti circolari di ogni particella su circonferenze coassiali 
in cui la velocita dipende, localmente, solo dalla distanza r da questo asse. 
Egli ha assegnato, fra laltro, l'integrale generale dei moti permanenti colla 
formula ©): 


(1) =A +2 + Clogs 


essendo @ la velocita angolare, r la distanza dell’asse di rotazione, A,B,C 
costanti arbitrarie. 

Con considerazioni energetiche il prof. B. Caldonazzo“™ ha dimostrato 
che se le forze direttamente applicate ammettono un potenziale uniforme deve 
esser C= 0. Affinché Vintegrale scritto possa sussistere anche per C = 0, 
il potenziale delle forze deve essere necessariamente non uniforme, e deve 
ammettere proprio la costante K =—2vC, (v coefficiente di viscosita 
diyiso per ]a densita), come costante ciclica per cammini che abbracciano l’asse 
di simmetria. Il potenziale sara quindi costituito da una parte uniforme, U,, 
piu il termine 


ms Pee ae 
(2) KO K arcte - 


Senza perdere in generalita si puO sempre supporre K >o. 

In questa Nota mi occupo proprio di questo caso, nel quale il campo 
dovuto alla parte non uniforme del potenziale, corrisponde a forze tangenziali 
inversamente proporzionali alla distanza dell’asse, ed € quindi del tipo di 
un noto caso di campo magnetico. 

Constato che la parte uniforme del potenziale non compare direttamente 
nel moto di regime per assegnate condizioni ai limiti, essa influisce solamente 
sulla distribuzione della pressione. Invece la parte non uniforme, che da luogo, 
come gia osservato, ad una forza tangenziale alla rotazione viscosa, compare 


(1) Nella seduta dell’8 gennaio 1933. 

(2) U. Cisorti, Rotazioni viscose, « Rend. Acc. Lincei», serie 5*, vol. XXXII (1° sen. 
1924), p. 161; Ip., Sull’integrazione dell’equazione delle rotaxioni viscose, Id., p. 253. 

(3) Vedi formula (6) della seconda Nota del Cisotti. 

(4) B. Carponazzo, Una osservazione a proposito di moti viscosi simmetrici rispetto ad 
un asse, «Rend. Acc. Lincei», serie 6°, vol. V (1927), p. 152. 


Se iO) 


direttamente nell’espressione della velocita senza influire sulla distribuzione 
delle pressioni. 

Le rotazioni viscose fra cilindri coassiali uno o entrambi in rotazione 
uniforme, quando manca la forza tangenziale sono state completamente stu- 
diate; in tal caso quando i cilindri che limitano il liquido sono fermi, lo 
stato di regime si riduce alla quiete. 

L’intervento invece delle forze tangenziali da ]uogo effettivamente a un 
moto di regime anche in questo caso. Le rotazioni viscose permanenti sono 
dunque mantenute da questa forza e per questa ragione le chiamiamo forzate. 


1. Indicando con H la velocita lineare del moto permanente, sara H =o, 
e quindi dalla (1): 


r 


pe ees 
Cry) EL Se Oe 


Il moto permanente ¢ dunque costituito di una rotazione rigida con ve- 


locita angolare A, di un moto rotatorio con velocita angolare — —-logr 
2 


e di un moto circolatorio con centro sull’asse e circolazione 2B. 
Considero dapprima il caso in cui il liquido sia attraversato dall’asse di 
rotazione. Se si vuole che H assuma valore finito per r = 0, deve essere 
B = 0. Suppongo il liquido limitato da un cilindro rotondo di raggio r,, 
coll’asse sull’asse di simmetria, e ruotante uniformemente intorno a detto 
asse con velocita periferica H,. Ammetto inoltre |’aderenza perfetta del liquido 
sulla parete cilindrica per cui si abbia H =H, per r=r,. Segue allora: 


(3) H=r(7 — — log 


per 


Afhnché il massimo sia compreso fra r = 0 ed r = r,, la velociti asse- 
gnata H,, dovra soddisfare la condizione: 


Ke 
2v 


he= 


(1) Cfr. ad es. Lams, Hydrodynamics, 4* edizione, p. 556. 


5 aanlitl 


SS See 


In caso contrario la velocita periferica assegnata al cilindro & superiore 
a quella dei vari punti del liquido. 
Supponendo il cilindro che limita il liquido, fermo, si avra il massimo 


Kaige 


di velocita Hy = —. 
2v 


2 Der t= = 0.367900 Fs. 


Pertanto la massima velocit’ é raggiunta dai punti che si trovano su 
un cilindro situato ad una distanza dall’asse, un po’ superiore ad un terzo 
del raggio del cilindro limitante il liquido, qualunque sia K. 

Se H, & negativo (cioé se il verso della velocita periferica ¢ contrario 
a quello della forza), si annulla il valore di H per: 

ea 


Ft eT Be 


e il massimo di velocita positiva (nel senso della forza), si ha per: 


Naturalmente per r = 7; si ha in questo caso il massimo di velocita 
in senso contrario, H,. 

Per quanto riguarda invece la velocita angolare w, si constata facilmente 
che essa € sempre decrescente al crescere di r; lo stesso non avviene nel 
caso che ora studiamo. 


2. Il liquido sia racchiuso fra due cilindri rotondi coassiali, cogli assi 
sull’asse di simmetria di raggio r, ed r, rispettivamente, dotati di velocita 
periferica H, ed H, e vi sia l’aderenza perfetta del liquido alle pareti dei 
cilindri. In tal caso per Ja regolarita del moto non é pit necessario che sia 
B=o. 

E facile allora calcolare mediante la (t1’), il valore delle costanti A e B 
affinché siano verificate-le condizioni al contorno. Sostituendo i valori cosi 
ottenuti nella (1’) stessa, si ottiene dopo semplici calcoli: 


K : fs m? log m ( r 
@ ROG lee ir + eee (2 a 
‘ r My y 
F eas oa (mH, ae, Hi) ies (ide — mH,) | : 


a 2B i (1) 
avendo posto per semplicita mM = an ° 
I 


Come nel caso precedente si potrebbe qui ricercare in particolare il mas- 
simo della velocita H. Il calcolo si presenterebbe pero un po’ pit: complicato. 


(1) La formula (4) per K= 0 e H,=0 si riduce salvo i simboli alla (5) di p. 556 
dele Lambilimc. 


RENDICONTI. 1933, Vol. XVII. 6 


Se Oe 


Pit semplice é invece lo studio della velocita angolare w. Dalla (4) segue: 


K ie m? log m i 
@ = — {logs i= e 
(5) Pe Me Nair m? — I r? 
2 
I m? 
See as in? dp — @; —" (o, 0), 
oT sk am Hp 
dove si € posto @, cami e P ore ae 
ze 2 


La derivata della (5) rispetto ad 7 si annulla per: 


2mr 2v 
7? = ——_—4 |loo.m + —2(o@, —@,)| 
Mm? — Tt | © a kK (, ») 


Corrispondentemente la sua derivata seconda diviene: 


Da tutto cio segue che quando 


(6) K (“= log m) <0, — <= (75+ —Iog m); 


2v PV iifie 2v\ 


la velocita angolare diventa massima sui punti del cilindro di raggio 
fe < log m + a ) 
r= mM = are Fie OO 
"VY m?—1] ° Kees che 


compteso ita 7, edi. 

Nel caso particolare in cui w, = ,, cio€ nel caso che i due cilindri 
limitanti il liquido siano rigidamente collegati fra di loro in modo da rima- 
nere fermi assieme o da ruotare con eguale velocita angolare, il massimo 
di @ si avra per: 


'2 log 

Og 1 - 

feat ihe 
m? — I 


le (6) rimanendo automaticamente soddisfatte. 


Il valore di questo massimo per wo; = @,=0 é: 


See oe 
M = —- log 
ey ee 


2 log m 
= (ij) \\j) = 
B 1S —— 


2 


avendo posto: 


kaa hoes 


Meccanica. — Sur les sillages provoqués par des arcs circulaires. 
Nota“ di A. WEINSTEIN, presentata dal Socio T. Levi-Civira. 


M. Quarleri a étudi¢ récemment la question de l’existence d’un mou- 
vement discontinu d’un fluide illimité dans un plan x = x + iy en présence 
d’un obstacle circulaire de rayon un ©). 

On sait qu’un tel mouvement symétrique en présence d’un obstacle 
symétrique quelconque peut étre toujours donné par la formule de M. Levi- 
Civita () 


2 £s west 
(1) c= eke) a at 


= 


i 


qui etablit la correspondance indiqueée dans les figg. 1 et 2 entre le plan z 
et le demi-cercle supérieur de rayon 1 du plan € = & + in = pei*. Dans 


/ 


IN 

3 d 

: 4 

3 Nw 

Oo ' 
~----- > 

A, -4 O 4 é 
Jee leikag, 2 


cette formule w(€) = 9 + it désigne une fonction réguliére pour |¢/< 1 
et réelle pour 7 = 0. 0 est l’angle que forme l’axe de x avec la direction 
de la vitesse, tandis que e* est la valeur absolue V de la vitesse. V est = I 


(1) Pervenuta all’Accademia il 3 ottobre 1932. 

(2) Sulla teoria della scia nei liquidi perfetti. Caso del cilindro rotondo. « Rendiconti 
R. Acc. Lincei», 1931, p. 332. L’existence d’un tel mouvement en présence d’un obstacle 
donné a été jusqu’a présent démontrée pour une classe étendue d’obstacles symetriques 
placées dans un canal et concaves vers le courant. Voir p. ex. A. WEINSTEIN, Zur Theorie 
der Flitssigkeitsstrahlen, « Mathematische Zeitschrift », t. 31, 1929. Les obstacles convexes 
n’ont pas encore été étudié en détail par les mémes méthodes. 

(3) Voir p. ex. U. Crsorri, Idromeccanica piana, Ul, cap. V; H. Vittat, Lecons sur 
P Hydrodynamique, Paris, 1929, chap. VI. 


(5) 


a 7 
le long des ligne A, et A, de glissement et égale a zero au point de bipar- 


tition O (qui est non anguleux dans le cas d’un cercle). 
On sait qu’on peut écrire 


a a) = (0) 2 


§6=0,—90 
‘ l . Tv . C —1 ! T 
oll on a posé wo = 0 + it = — — +ilg—-—,, 9, étant — sur a, 
2 I —i¢ 2 
T ; oF , 
et —— sur @,. La fonction Q(¢) = © + 7T qui détermine compléetement 
le mouvement est bornée et continue pour |¢] = 1. La grandeur a? est la 


valeur du potentiel de vitesse aux points de détachement P, et P, de A, et 
de A, (fig. 1). 

La fonction ® + iT doit satisfaire dans le cas d’un obstacle circulaire 
4 l’équation fonctionnelle de M. Levi-Civita 


(G3) TO = 20° (sing + sin’ 9) 0" pour o<oan,p=t. 


M. Quarleri se sert de la formule de Dini 


Oe 


I 2dU (c;) F 
oO; 


(4) Vo=—-z | GSel 


oO 


sino, + sine 
Sinou=— sinic 


(valable pour une fonction analytique U + 7V dans le cercle Ree =a g 
nulle 4 lorigine et ayant en outre les propriétés de symétrie suivantes: 
U@nr—o)=—U(s) , Ua—s)=—_UG) , V@xr—c) =—_ Vo), 


Vw —o) = V(o)) pour transformer (3) en l’équation intégrale non linéaire 


a 


2 . ; > 2 

f ; sino, + sino|? 
[ é' (1) (sino, + sin?o,) lg |——~—_—_| de, ,oxo=<= 
sino, — sino = 1seet 


a? 
TT 


T(o) = — 


J 
(0) 


Les résultats obtenus par M. Hammerstein “) permettent d’affirmer immé- 
diatement que (5) admet une et une seule solution pour chaque valeur 
deri2 (= 0); 

Ce résultat remarquable une fois acquis par M. Quarleri @) nous nous 
proposons dans cette Note d’aborder Vétude des solutions de l’équation (5) 
en fonction de a?. Cette question est essentielle pour la résolution com- 


(1) A. Hammerstein, Nichilineare Integralgleichungen, « Acta Math. », 54., théoréme 35 
By WD 

(2) M. Quarleri donne aussi une formule explicite pour ® + iT. Malheureusement 
ses calculs contiennent une erreur de sorte qu’on ne peut pas se servir de sa formule 
finale (11) loc. cit. 


vf a 


athe 


pléte du probleme, en particulier pour la détermination des point P; et P, 
qui ne sont pas donnés a priori. 

Il est aisé de voir d’aprés (2) que l’arc OP, est donné par la valeur 
de la fonction © = @(6,a?) pour o = x), 

Pour le calcul de cet arc nous allons nous servir de (5). 

On déduit immediatement de cette équation que T est toujours <o. 
Posons — T(c) = t(o) 0 et, pour abréger, sino + sin?o = p(e)=o 
sino + sino, 
Slit —= sil G, 


2 


TT 
(pour ORS 6 = $) ; log 


==) Kalo fox) 20 {pour Osa! 


™ ; ' 
og cel On aura alors au lieu de (5) l’équation 


wv 


a2 one 
(6) i(s) =< / e-"2) p(o,) K(o, o,) do, . 
J . 
On en tire aisément VD inegalite 


GQ)  oxt,e)=" |p) K@,o)do,=LF) 
ou. nous avons posé , 


(8) F(o) =|" p(@.)K(, 0.) do. 


fas z x 6 Tw 
Désignons par Fy le maximum de F(o) dans I’ intervalle 0 Oe 


On aura d’aprés (7) pour le maximum ty de t(¢) dans le méme intervalle 
VP inégalite 


(9) O<in<— Fu. 
Cette remarque nous permet de déduire de la formule 


14 
(10) O(n, a) = aa: | e—'(%r>4") (sino, + sin?o,) do, 


4 
2 


(qui est une conséquence immeédiate de (3) ) l inégalité suivante pour l’arc OP, 


a*F 
T= Sere 
4 a2 ¢ as 


Cri )s (On a7) > 2 a? eet (sin o; + sin? o,) do; > 


ww 
2 


(1) Nous allons écrire parfois @(6,a?),T(o,a?) etc. au lieu de @ (co), I (c) etc. 
pour rappeler que ces fonctions dépendent en vertu de (3) de o et de a?. 


Ck Ge 
aan 


; ee : Te ; ™ 
La fonction a?e “=~ atteint pour a? = oe son maximum absolu uae 
M “iM 


On a pour cette valeur de a? J’inégalité 


(12) a(n |e Ee ; 


-¢ Fy 2e Fy 


Pour le calcul de F(¢) et de Fy nous allons nous servir de (4). Posons 


1 /t sino cosa 
Us) = 2% cose = Sa -= 6 pour O=c= 7 
a» \\.o) : 


2 


U(c) = U(2nr— 9) pout ta. ¢ 2275 


Cette fonction satisfait aux conditions suivantes: 


dU 
U(x—o)=—U(os) , goa —2nx(sino + sin?o) pouro<o=<7z. 
Les ,ormules (4) et (8) nous montrent que la fonction conjuguée V est = F (6). 
Nous sommes donc en mesure de calculer F par un calcul explicite de l’in- 


tégrale de Schwarz: 
ree 1—@ 
(13) U+V=U+R=—2/ ONG) = ant cok ea aaa 


We e+e] 


On obtient en posant |G] = 1 pour F(o) lexpression suivante: 


=27n6+4 > Gray t@—9 


(4 


Ox 


(14) F(e) = 2(% + 1)sine + sin 20 lg eo—| let *) do, (oxox) 


qui nous montre que F est une fonction croissante de o dans |’intervalle 


Tw 1 
oxo => Par consequent on aura 


uv 


(5) Fu = F($) == 2(% +1) —{ le (eS )ao, = 


<2 tx) +4 SO = 1194. 


n==I 


Portons cette valeur dans (12). Un simple calcul numérique nous donne 


é-I 1,94 eo. 
sultat suivant: J] existe un point de détachement P, auquel correspond un 


arc OP, supérieur a 19°45’. 
On peut démontrer par la méthode des approximations successives que 
la solution t(o, a?) de (6) est une fonction analytique de a? dans linter- 


LP inégalité a(= ; a) => 0,345 ++: et nous permet d’énoncer le ré- 


valle 0< a* < 0,065. Par conséquent Vouverture @(x, a?) de l’are OP, 
est une fonction continue (et méme analytique) de a? dans le méme inter- 
valle. Or, on a d’aprés (11) @(x; 0,065) > 0,18 & 10°18’. Nous pouvons 
donc afhirmer que chaque point P d'un arc OP, d’ouverture inférieure & 10°18’ 
doit étre nécessairement le point de détachement d’une ligne de glissement. I 
9O(x , a?) 
0 (a?) 

que @(7, a?) est une fonction croissante de a? dans l’intervalle o<a?< 0,065. 

Les résultats précedents ne permettent pas encore d’affirmer que les 
lignes de glissements parcourues depuis leurs point de détachement a l’in- 
fini ne coupent pas le cercle |x| = 1. De telles intersections existent né- 
cessairement p. ex. quand A, a au point de détachement P, une courbure 
infinie et de méme signe que le cercle. Cette question, ainsi qu’une discus- 
sion plus compléte des solutions devraient faire l’objet d’une étude ultérieure. 
Pour le moment on ne peut parler que de sillages provoqués par de arcs 
circulaires, le role de Vobstacle étant joué par la lame infiniment mince P, P, 
et non par le cercle |z/ <2 1. Je me permets d’ajouter aux résultats ¢noncés 
quelques remarques qui pourraient étre utiles pour l’étude de Vallure des 
lignes de glissement “). 

La courbure ¢ de A,, qui est donnée par la formule 


d@ d@ 2 2 dQ 
(=a REDE ta 


serait d’ailleurs facile de montrer par un calcul de la dérivée 


ha orcs: 
a? 4 — 1’ 


(i= C<20) 


devient infinie au point de détachement P, sauf dans le cas exceptionnel 


; dQ, 
ou lon a (Fe) = — 1. Or, nous pouvons afhrmer que /a fonction @(C) 
65 
est pour un obstacle quelconque convexe vers le courant toujours décroissante pour 
les valeurs réelles de €. En effet @(o) étant pour un obstacle convexe en 
vertu de (2) une fonction croissante de o dans l’intervalle o<o<nm 
ee) ; yaa nine 
Pinégalite fe o en résulte immédiatement en vertu d’un théor¢me im- 


d 
portant de M. Boggio®. Le signe de ie = e étant connu a priori, on 


peut énoncer cette remarque sous la forme suivante: La condition nécessaire 
et suffisante pour que la courbure de la ligne de glissement soit au point de détache- 
ment P, d’un obstacle convexe infinie et de méme signe d celle de I’ obstacle est donnée 
GO }e i dT 
a ae 


par Vinégalite lim Fe ot @ et T sont Jes compo- 
Ct=—1 oO 
santes de la fonction Q correspondante a l’obstacle en question. 
Une extension de ces résultats paraitra prochainement dans les Comptes 


Rendus de Académie des Sciences de Paris. 


(t) Voir aussi H. Vitxar, loc. cit., Chapitre VIL 
(2) «R. Acc. delle Scienze di Torino», t. LXVI, p. 22 (1911-1912). 


Bulg Fetes 


Meccanica. — Sull’aumento di massa di un pianeta per effetto 
di pulviscolo cosmico. — YI. Caso generale, Nota di F. Zacar, 
presentata‘? dal Socio T. Levi—Crvita. 

4. Cambiando dapprima nel primo e nel secondo termine della (12) 
i limiti del secondo integrale in zero e =, con che € necessario cambiare 


contemporaneamente il segno al secondo termine, e tenendo presente che 
si ha 


(15) [ter an = [foray + [tprap, 


potremo evidentemente scrivere 


[e.e) (oe) Co 
(16) M>>a-neav cosh [ dp | [p*dp + 27a | i | 


7 


wla 


xe) 
sen 9 cos 0-49 | fp dp, 
Q 


avendo omesso nella (12) il terzo termine [che per la (15) € certamente 
minore del primo], riuniti il secondo e il quarto in base alla stessa (15), 
e tenuto conto del valore + 1 dell’integrale in 9 nel primo termine. 
Effettuiamo in secondo luogo lo stesso cambiamento di limiti e di segno 
per 1 primi due termini della (14), poi scindiamo Vultimo integrale del terzo 
termine secondo la (15) ed infine sostituiamo nell’ultimo termine all’ inte- 


y »0O 
grale [fe dp quello maggiore | fp+dp; risultera facilmente, denotando 


1o} 


con Q il valore assoluto di Q,;, cioe il modulo del vettore Q, 
oO . oe) pCO I co 
(17) Q<2 ntav cos Kf du sen 9 cos 99 | fp>dp + 4 Ra mal fp dp, 
to) ° Q 0 ° 


I : 

avendo ancora tenuto conto del valore + — dell’integrale in 9 nel secondo 
3 

di questi termini. 


5. Introduciamo ora nelle relazioni (16) e (17) l’espressione data dal 
prof. Levi—Civita della funzione di distribuzione 


2 


FQ pam ae, 


(1) Nella seduta del 4 dicembre 1932. 


L’integrazione dei secondi membri di dette relazioni puo essere eseguita 
tenendo presenti gli integrali seguenti 


foe) : tigdl gee oO d 
/ CS a= = |x a ; ae dx se e— 7 ; 
2t 
° 


x 


me?) I (oe) = I 3 
| Ga Oe A Mle i e— Vx dx =a) a) cae 
° ° 
e quelli che si ottengono per derivazione rispetto a t 
200 I 3 200 3 5 
ae saree sg inet ae 
Cm ede oY t a LT | é xt dx = Vr t ae 
‘0 © 
axe e) [o9) 
Deiat ieee 2 
in? pe Ay ee —— th = — ix* — 1% Ap 
ee eee eee Cea 
x 10) 
»00 3 5 oO 5 7 
he paras Sa DS ie emis 
a oo AE ey a Cree dried ae 2 
4 > SI > 
0 oO 


facendo le posizioni 
I 


==, po Oe WLU COStIRS 


cos? > 


dalla prima delle quali risulta 


sen $ cos $d = sate du 
A “ka 


ed infine tenendo conto dell’uguaglianza 


i rf I I 
fem du Rf eo ™ dum em, 


We uU Uu 


che subito si verifica integrando per parti il primo termine. 
Le (16) e (17) diventano allora 


TUL 


ai 
bile pe + f(b 4 bu cos? bs 


ie 
(18) M> iF sav cosk 


mtau cosk 


(b + hv? cos? k)3 


3 I 
(19) Oe jp - 7 es ara rare 


6. Ritornando ora alla equazione (2), che puo scriversi 


(20) dmv +mdv=Fd+Q, 


posto 


da cui, ricordando che M é Ja massa totale dei corpuscoli catturati nel tem- 
puscolo t, cioé l’aumento dm della massa m dell’elemento di area a, segue 


Q = — Qn = —dmin, 


osserviamo che il termine addizionale Q sara trascurabile nella (20) se il 
suo modulo dmu sara trascurabile di fronte al modulo dmv del primo ter- 
niine a sinistra, e quindi se wm sara trascurabile di fronte a v. Tutto si ri- 
duce percid a ricercare per quali condizioni risulta trascurabile il rapporto 
Q 
Mo 

Cid premesso, ricordiamo anzitutto dalle ricerche del prof. Levi-Civita 
che il valore del rapporto delle costanti b ed si identifica col quadrato 


della velocita media w dei corpuscoli e che la costante b & legata al valore 


medio delle masse corpuscolari da una semplice relazione 
v. 


b — I oe 
(23) 2 on a 5 he eee 


Il secondo termine della (18) ed il primo della (19) diventano allora 
con le precedenti rispettivamente minori di 


FANG ee rN 
(22) (= e  rAweosk (S). 


2 
avendo posto 


(23) r= (2} TT a ws a 


cosé k 


I due rimanenti termini nelle (18) e (19) sono invece, per le (21) e 
(23), rispettivamente 
) 


(24) rh cos? k e 2 mA w cossk, 


cosicché i primi due sono trascurabili di fronte a questi, purché si ammetta 
trascurabile la quinta potenza del rapporto delle due velocita we v; e sic- 
come questa limitazione ¢ molto piu spinta di quella finale che subito ri- 
caveremo, possiamo senz’altro abbandonare i termini definiti dalle (22). Le 
parti destre delle (18) e (19) rimangono percid le espressioni (24), e con 
esse segue finalmente 


(25) 6 pn GE 


v 5° cosk\o 


vassal 


7. Nelle discussioni fatte fin qui si ¢ sempre trattato della faccia ante- 
riore dell’area piana considerata (eccettuato il caso cosk = 0). Le relazioni 
precedenti possono perd immediatamente estendersi all’intera area, colpita 
cioé da ambedue le sue faccie dai corpuscoli. Infatti la massa totale catturata 
da ambedue le faccie sar’ certamente maggiore di quella catturata dalla 
sola faccia anteriore, inquantoché vi saranno sempre, per le ipotesi fatte, 
dei corpuscoli che vanno ad incontrare la faccia posteriore. Il risultante 
delle quantita di moto sara invece minore di quello relativo alla parte ante- 


Tiore, inguantoche I’ insieme dei corpuscoli che incontrano la parte posteriore 


ha per risultante un vettore parallelo ad 2 e diretto nello stesso verso, 
cio€ opposto a quello Q trovato per la parte anteriore; cid ¢ evidente per 
ragioni di simmetria e pud facilmente essere dimostrato. In conclusione, 
per VPintera area a le relazioni (18) e (19) e quindi la (25) sono soddi- 
sfatte a pil forte ragione. 

Supponiamo dapprima cosk non trascurabile; allora il termine addizio- 
nale Q, secondo la (25), risulta trascurabile per il moto dell’area a quando 
sia trascurabile il quadrato del rapporto della velocita media corpuscolare 
alla velocita dell’area. 

Tenuto poi presente la conclusione del n. 3, secondo la quale per 
cosk nullo diventa pure Q =o e quindi V’affermazione ora enunciata va- 
levole a maggior ragione, appare evidente per ragioni di continuita che la 
stessa cosa debba valere anche per cosk piccolissimo. La dimostrazione di 
questa conclusione pud essere conseguita soltanto attraverso la rigorosa 
espressione di Q per ambedue le faccie, che si ottiene aggiungendo all’espres- 
sione (14) altri due termini, i quali corrispondono alla rimanente parte 
dello spazio o, definita dalle condizioni 


Te uv cosk 
2 


o=t= 
cos > 


PS 


analoghe alle (6), (6’), valevoli per la faccia posteriore di a. Limitandoci 
a dare gui i soli risultati di questa dimostrazione, abbiamo dapprima “ 


oe) = foe) 2 
OS 4at av cosk | du sen} cos ddd] -fp3dp + 


1 


[oe) ee Q 
=e aca | a au | sen cos? 9d] fpt dp, 


oO fe) 


(1) Nell’espressione di Q relativo alla faccia posteriore ¢ necessario cambiare a in —a, 
altrimenti il volume V diventa negativo, essendo cos @ negativo. 


— 92 — 


e considerato questo come funzione di cos k (anche attraverso ¢), la derivata 


dQ se Le 
——. = Antav| dp} sen9cosddd | fp ap 
to) Co) Q 


acosk 


risulta una quantita certamente positiva, e quindi Q ¢ sempre decrescente 
col cosk. In altre parole, se per un dato valore finito di cosk, @ é tra- 
scurabile secondo la (25), lo sara a pil forte ragione per valori piccolissimi 
di cosk. (Dalla espressione ora data per Q risulta pure dimostrata |’asser- 
zione® fatta’ altos): 

Ritornando allora al pianeta definito al n. 3, ammettiamo che esso sia 
dotato di una velocita traslatoria v, come realmente si verifica in natura. 
Ogni elemento superficiale a sara animato da una velocita (assoluta) sonima 
delle due velocita che gli competono rispettivamente per il moto di trasla- 
zione e per quello di rotazione. Due elementi diametralmente opposti non 
hanno di conseguenza velocita esattamente uguali, ma, considerati global- 
mente, le loro velocita relative alla rotazione si eliminano, per cui potremo 
per il caso del pianeta sferico senz’altro immaginare che questi elementi 
formino una coppia che si comporta precisamente come l’area considerata 
in precedenza, colpita da ambedue le sue faccie. Se il pianeta & invece ellis- 
soidico, basta evidentemente anche qui considerare 4 invece che soli 2 ele- 
menti, e precisamente 2 diametralmente opposti e 2 simmetrici a questi 
rispetto all’asse di rotazione, che si ¢ supposto essere l’asse minore dell’ellis- 
soide. In conclusione si puo dunque affermare: 

Il termine addizionale della (2) sara trascurabile per il moto degli ele- 
menti superficial - e quindi dei punti superficiali — di un pianeta quando sara 
abbastanza piccola la velocita media dei corpuscoli rispetto alla velocita (di tra- 
slaxione) del pianela e precisamente tale che possa trascurarsi il quadrato del 
loro rapporto. 

In tale caso dunque la relazione (1) vale sia per i punti interni, sia 
per quelli superficiali del corpo, ed in conseguenza, secondo quanto abbiamo 
esposto in principio, la seconda equazione cardinale rimane valida nella 
forma che essa assume per corpi di massa costante. 


Meccanica. — Sopra l’interpretaxione geometrica dei sistemi meccanici. - 
Nota di G. Vranceanu, pres. dal Socio T. Levi-Crvira. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Geofisica. — Sulla velocita superficiale di propagazione dei terremoti in 
rapporto con la profondita ipocentrale. Nota di C. ALEssaNpRI, pres. dal Socio 
I? PALAZZO, 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 
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Geofisica (Vulcanologia). — Fumarole vulcaniche. Nota di G. Ponte, 
pres. dal Socio F. MILLosevicu. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Fisica. — Sulla sensibilita e sullapprossimazione nelle misure del coeffi- 
ciente di amplificazione dei triodi. Nota di C. Dri, pres. dal Socio A. Lo 
SURDO. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo, 


Fisica (Fisica matematica). — Swr la nature des forces électrodynamiques. 
Nota di G. Erpenscutrz, pres. dal Socio T. Levi-Civira. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Chimica (Chimica Biologica). — Sopra laspergillina, il pig- 
mento delle spore dell'aspergillus mer“. Nota I di A. Quitico e 
A. pi Capua, presentata® dal Socio G. Brunt. 


Com’e noto, le differenti specie di funghi inferiori, come gli aspergilli, 
i penicilli, ecc. %), presentano molto spesso caratteristiche colorazioni verdi, 
gialle, rosse o brune delle spore, talyolta molto vivaci, dovute alla presenza 
di pigmenti la cui formazione é@ dipendente dalle condizioni di cultura e di 
reazione del mezzo, nel qual senso ha formato oggetto di studio da parte 
di molti ricercatori. 

Sopra di essi non si*é€ ancora in genere compiuta nessuna ricerca di 
carattere chimico, e manca ogni conoscenza non solo sulla loro. struttura 
ma anche sulla loro composizione. Solo recentemente si sono conseguiti im- 
portanti risultati nel campo dei pigmenti dei funghi superiori: sono di questi 
ultimi anni gli studi di F. Kégl e dei suoi collaboratori sulla atrometina™, 


(1) Lavoro eseguito nell’Istituto di Chimica Generale della R. Scuola di Ingegneria 
di Milano. 

(2) Nella seduta dell’8 gennaio 1933. 

(3) Per una classificazione delle Aspergillacee a seconda della colorazione dei conidi, 
vedi Larar’s Handbuch der technische Mykologic, 1V, p. 257 e seg. 2" ediz.; vedi anche 
CzapEK, Biochemie der Pflanzen, Ill, p. 369 e seg.; A. BLocuwitz, Cent. Bakt. und Para- 
sitenk., II, Abt 80, 201 (1930). 

(4) F. Kocr e J. Posrowsxy, «Lieb, Ann.», 440, 19 (1924); 445, 159 (1925); 465, 
243 (1929); F. Kéct e H. Becker, «Lieb. Ann.», 465, 211 (1928). 


il pigmento rosso dell’ Agaricus atramentosus, sulla dermocibina ‘) del Dermo- 
cybe sanguinea Wulf., sulla muscarufina ® del? Amamanita muscaria L., sulla 
xilindeina ®) e sull’acido poliporico“, che hanno permesso di stabilire con 
sicurezza la struttura di alcune di queste sostanze che sono in istrette re- 
lazioni con alcuni derivati poliossidrilici semplici dell’antrachinone. 

Anche nel campo dei pigmenti bacterici, cosi numerosi e vari, ad ec- 
cezione della piocianina(s) del Bacillus piocianeum, della prodigiosina del 
Bacillus prodigiosus e della clororafina™ del Bacilius chlororaphis che le inte- 
ressanti ricerche di F. Wrede e E. Strack per le prime, e di F. Kégl e 
J. Postowsky per Vultima hanno dimostrato possedere struttura fenazinica, 
ben poco é stato fatto. Le difficolt’ di cui @ irto questo genere di ricerche 
dipendono anzitutto dalla scarsita del materiale di studio, che si forma solo 
in quantita molto piccole (Wrede ottenne gr. 0.1 di piccianina da ro litri 
di brodo, 0.15 gr. di prodigiosina da 1 m? di cultura: Kégl gr. 0.015-0.020 
di clororafina per litro di cultura), dalla imperfetta conoscenza delle condi- 
zioni di temperatura e di substrato in cui Ja formazione del pigmento ha 
luogo con le rese maggiori, ed infine una certa labilita che alcune di queste 
sostanze mostrano. 

Nulla si sa ancora sul loro significato biologico, sul meccanismo della 
loro formazione e sulle funzioni che esse esercitano nella vita del fungo. 


oP 

Tra le mutte portatrici di pigmenti, una delle pil caratteristiche é in- 
dubbiamente |’ Aspergillus niger, che in opportune condizioni di nutrizione ed 
ambiente presenta una caratteristica colorazione nero—bruna, particolarmente 
spiccata in alcuni ceppi, alla quale essa deve il suo nome. Tale colorazione 
é dovuta alla presenza nelle spore di una sostanza nero bruna_ costituente 
una specie di alone intorno al corpo della spora stessa, la quale privata me- 
diante lavaggi alcalini della medesima, appare al microscopio solo legger- 
mente colorata in giallo verdastro. Questa sostanza venne per la prima volta 
isolata da G. Linossier (*) nel 1891, che la battezzo aspergillina, ed al quale 
si deve il metodo di estrazione dalle spore con NH, diluita che abbiamo 
adottato nelle nostre ricerche. [1 Linossier fece l’interessante constatazione 
che la sostanza bruciata lascia un piccolo residuo di ceneri rosse di Fe,O,, e 


(1) F. Kécr e J. Posrowsxy, «Lieb. Ann.», 444, 1 (1925). 

(2) F. Koc e H. Erxrepen, «Lieb. Ann.», 479, II (1930). 

(3) F. Kéct e G. von Tarurrensacs, «Lieb. Ann.», 445, 170 (1925). 

(4) F. Koc, «Lieb. Ann.», 447, 78 (1925). 

(5) F. Wrepe e E. Srrack, « Zeitschr. f. Physiol. Chem. », 140, 1 (1924); 142, 103 
(1925); 177, 177 (1928); 181, 58 (1929); «Ber. », 62, 2051 (1929). 

(6) F. Wrepr e O. Herrcas, «Ber. », 62, 2678 (1929). 

(7) F. Kécr e J. Posrowsxy, «Lieb. Ann. », 480, 280 (1930). 

(8) «Comptes Ren. de Ac. des Sc.», 112, 489 (1891). 


volle pertanto istituire un parallelo tra l’aspergillina ed il pigmento sanguigno, 
considerandolo come una specie di ematina vegetale ed attribuendo ad essa 
funzioni respiratorie, appoggiandosi alle classiche ricerche di Raulin, secondo 
le quali l’esclusione del ferro dal substrato nutritivo non solo arresta lo svi- 
luppo dell’aspergillo, ma ne impedisce altresi la sporificazione \). 

Esamino lo spettro di assorbimento nel visibile del pigmento, osservod 
che l’idrosolfito sodico @ capace di trasformarlo in un leucoderivato riossi- 
dabile all’aria, ma non diede nessuna analisi del prodotto, non compi alcuna 
ricerca di carattere chimico, né fece alcuna ipotesi sulla sua possibile struttura. 

A. Rippel e K. Walter @ determinarono nel 1927 il tenore in azoto 
del pigmento, constatando che esso si mantiene praticamente invariato anche 
cambiando sia la forma che l’entita della somministrazione di azoto. 

Oltre a questo pigmento, |’ Aspergillus niger produce secondo T. Mil- 
burn“) un pigmento giallo oro, estraibile con etere dalle culture vecchie che 
non hanno sporificato o per carenza di ferro o per essere state mantenute 
con una acconcia nutrizione ad un ph inferiore a 2.2 4), ed una sostanza 
cromogena che accompagna la precedente e che si manifesta con un viraggio 
al giallo aranciato del liquido di cultura quando venga alcalinizzato. Secondo 
A. Frey ‘) al quale si deve la scoperta di questa sostanza, essa rappresen- 
terebbe il cromogeno dell’aspergillina, e sparisce infatti dalla soluzione quando 
questa fa la sua comparsa nelle spore: anche questa supposizione non e pero 
fondata su nessun argomento di carattere chimico. Queste sono sostanzial- 
mente le notizie che si ritrovano nella letteratura sui pigmenti dell’ Asper- 
gillus niger: abbiamo perciO ritenuto conveniente di riprendere questo studio, 
limitandoci per ora all’aspergillina che, come vedremo costituisce una por- 
zione importante della sostanza delle spore. 


* 
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Non avendo trovato nella letteratura nessuna notizia intorno alla quan- 
tita in cui si forma la sostanza ed alle migliori condizioni per il suo otte- 
nimento, ci siamo anzitutto occupati di stabilire le condizioni di miglior 
resa nel pigmento. Abbiamo esaminati uma diecina di ceppi di Aspergillus 
niger di differenti provenienze ©, constatando, come era prevedibile, che 


(1) G. LinossterR, «Comptes Rend. Ac. des Sc.», 151, 1075 (1910). 
* (2) «Bioch, Zeitschr. », 186, 474 (1927). 

(3) «Centr. BI. f. Bakter. und Parasitenk.», II, 13, 129, 257 (1904). 

(4) Questo @ confermato anche dalla osseryazione da noi fatta (« Gior. di Chim. Ind, 
e Applicata», XIV, giugno 1932) che coltivando l’aspergillus su soluzioni al 7 oy Gh Ele 
citrico, i miceli si sviluppano bene, ma rimangono bianchissimi anche in presenza di ferro. 

(5) A’ Frey, «Comptes Rend. Ac. des Sc.», 182, 1552 (1924). 

(6) Alcuni di essi ci sono stati gentilmente forniti dalla prof. Bice Neppi dell’Istituto 
Sieroterapico Milanese, uno dal prof. Pollacci dell’ Istituto Botanico dell’Universita di Pavia, 
che ci é grato di ringraziare, altri sono stati da noi isolati da differenti sorgenti. 


l’intensita con cui ha luogo la formazione del pigmento ¢ strettamente 
legata: 


1° al particolare ceppo impiegato, 


2° alla natura del terreno culturale ed alle condizioni di cultura. 


Le esperienze vennero condotte su terreno solido di agar addizionato 
delle convenienti quantita di sostanze nutritive, poiché la cultura in liquido 
oltre che dare una sporificazione molto minore, rende disagevole l’estrazione 
del pigmento. I differenti ceppi diversificano molto tra loro nell’attitudine a 
fornire pigmento e grossolanamente, all’aspetto morfologico esterno, si pos- 
sono dividere in due gruppi: quelli a micelio fortemente villoso (peli lunghi 
e soflici), poco sporigeni come il ceppo « Corpacci» dell’l. Sieroterapico 
Milanese, che danno pochissimo pigmento, e quelli a pelo rasato come il 
ceppo « Pollacci» che danno abbondante sporificazione ed hanno una colo- 
razione nerastra unita. Dopo le prove preliminari abbiamo quindi scartati i 
ceppi del primo tipo, riservandoci di riesaminarli pil avanti per uno studio 
comparativo sulla composizione dell’aspergillina di differenti provenienze, e ci 
siamo serviti del ceppo « Pollacci» e di un ceppo da noi isolato sopra un 
formaggio abruzzese, che chiameremo ceppo Ab. Le culture vennero fatte 
in scatole Petri di 10-15 cm. di diametro, sui seguenti terreni: 


1° agar-malto. 


2° agar—zucchero al 15 °/, di saccarosio con gr. 2.5 di NH,NO,, 
gr: 1.0 di’ KH;PO,, gt. 0.025 -di MgSO, “per litro. 


3° agar-melasso al 15 °/. di saccarosio, addizionato di 0.5 gr. di 
KH,PO, per litro, per correggere Ja deficienza in fosfati del melasso di 
bietola. 


La semina venne fatta da spore, scuotendo sul terreno culturale il con- 
tenuto di una cultura sporificata: la temperatura venne mantenuta a 30°-31°. 
L’acidita che rapidamente si manifesta nel substrato impedisce le infezioni. 

Dopo un periodo di cultura che risulto pit conveniente di 12-15 giorni, 
si procede alla raccolta delle spore che si fa battendo sul fondo della scatola 
capovolta, e raschiando leggermente con una spatola. Le spore talquali ven- 
nero estratte con NH, diluita (5 cm}. di NH; cone. in 100 di HO), l’asper- 
gillina precipitata dalla soluzione ammoniacale con HCl diluito, raccolta su 
filtro tarato, lavata fino a sparizione della reazione dei cloruri e seccata a 
100°-105°. I risultati ottenuti sono raccolti nella seguente tabella, dalla quale 


risulta in grosso modo influenza del ceppo e del terreno culturale sulla resa 
in pigmento: 


anes 


Terreno Durata} Aspergillina Tenore 
Ceppo . Osservazioni 
di cultura giorni| gr. per dcm2.| delle spore 
B) oq : 
Pollacci Agar-melasso 7 0.343 24-2), Dalle sole spore 
» » » 12 0.239 Dei We ae Sy ae 
» » » 15 0.305 24.6 /5 Dy aan 
» » » 15 0.858 — Cultura in cristallizzatore: 
spore + raschiatura del 
micelio 
» » zucchero | 12 0.212 23,0096 Sole spore 
» » malto 12 0.089 16.5 Jo ene 
Abruzzese » melasso 5 0.044 941% » > 
» » » 12 0.098 1A} Oh ae 
» » » 15 0.223 I 5.6 oO Cultura in cristallizzatore: 
sole spore 
» » » ES. 0.350 == In cristallizzatore: spore + 
raschiatura micelio 
» » zucchero 15 0.099 8.16 °/ | Sole spore 
» » malto 12 0.028 6.37 °/o De 
» » » 15 0.017 DOM je 


Da essa appare come |’agar-melasso costituisca per entrambe i ceppi 
il terreno pil adatto per una buona fruttificazione, permettendo di raggiun- 
gere delle rese in aspergillina di: 


gr, 0.24 — 0.34 per dcem?. per il ceppo Pollacci 
gr. 0.10 —0.22 » » »  Abruzzese. 
Rese alquanto inferiori da l’agar-zucchero, e molto minori l’agar—malto 
per il quale si hanno valori intorno a: 
gr. 0.09 per dcm?. per il ceppo Pollacci 


Pie OO25. 1) » »  Abruzzese. 


Anche il tenore in aspergillina delle spore varia e con il ceppo e con 
il terreno culturale. Con il Pollacci si hanno correntemente dei tenori del 
24 °/, sul peso delle spore, mentre per l’abruzzese il massimo raggiunto € 
stato del 15 °/o, sempre su agar—melasso, 


“sl 


RENDICONTI. 1933, Vol, XVII. 


Attualmente abbiamo trovato pil conveniente di adoperare Jarghi cri- 
stallizzatori semplicemente coperti con un piatto poroso, ed oltre che ad 
estrarre le spore per scuotimento, si procede ad una raschiatura della su- 
perficie del micelio. Cosi abbiamo potuto raggiungere delle rese ancora pit 
alte, di ben: . cee Ae fee 

er. 0.858 per dcm?. per il ceppo Pollacci 


er. 0.350 » » »  Abruzzese. 


Non si puo non restare colpiti dal fatto che laspergillina costituisca 
una parte cosi notevole del peso delle spore, tanto pil che i numeri dati 
sopra si riferiscono alle spore tal quali e non alla sostanza secca, nel qual 
caso questi valori sarebbero ancora suscettibili di aumento: la presenza del 
pigmento in quantita cosi ragguardevoli non pud essere priva di significato 
biologico. 

Sperimentando su terreni culturali addizionati ainda a (nos 
non si ebbe alcun spiccato miglioramento delle rese, probabilmente perché 
la‘ muffa trova gia nel ee le minime quantita del metallo necessarie 
per Velaborazione del pigmento. 


Chimica. — Sulla costituzione chimica della colesterina e su wun suo 
nuovo isomero. Nota di R. pe Fazt, pres. dal Socio N. Parravano, 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. os 


Chimica. — Ricerche chimiché e cristallografiche sui cobaltinitriti. di am- 


monto, di polassio, di rubidio, di cesio e di tailio, Nota di A. Ferrari e: 


C. Cotta, pres. dal Socio G. Brunt. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Chimica. — Axione degli ipoioditi alcalini sulle aldeidi pirroliche. Nota 
di P. Pratesi, pres. dal Socio M. Bernt. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Chimica, — Sulla struttura cristallina: del composto LaAl,. Nota di 
A. Rosst, pres. dal Corrisp..L. Rota. 
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Sara pubblicata in un prossimo fascicolo, 
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Geologia. — « kxehakina epigona » (Rzehak), foraminifero a tipo « arcaico » 
nel Tortoniano bolognese. Nota di T. Lrpparini, pres. dal Corrisp. M. Goran. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Fisiologia. — Sull’azione dell’alcool, del fenolo, della veratrina, della 
stricnina, della nicotina e della chinidina applicate localmente sulle varie re- 
giont del cuore di Bufo V. Nota di M. M. Marsicuia, pres. dal Corrisp. 
S. BAGLIonI. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Patologia (Patologia Vegetale). — Ricerche preliminari sopra 
un alterazione non parassitaria delle olive’. Nota di R. GIGANTE 
presentata “’ dal Corrisp. L. Perri 


E stata osservata quest’anno in Italia un’alterazione di natura non paras- 
sitaria che ha colpito con molta frequenza le olive nel Lazio (Marino, Pog- 
gio Mirteto, Fara Sabina) e poiche non é stata ancora descritta in Italia, e 
non avendo io trovato nella letteratura straniera alcun accenno in proposito, 
credo opportuno di segnalare questa particolare alterazione delle olive e di 
esporre i risultati di alcune mie ricerche sopra questo argomento. 

AlPesterno lalterazione si presenta sotto forma di macchie circolari od 
ellittiche aventi un diametro variabile da 1 mm. a 3-4 mm. e talora a 5 
o 6 mm., leggermente infossate di colore dapprima verde bruno; coll’an- 
dar del tempo queste macchie diventano pit profonde, il loro colore diviene 
pil scuro e prendono l’aspetto di aeree necrosate. Non di rado, negli stati 
molto avanzati, l’epidermide si fende e lascia intravedere il tessuto necro- 
tizzato sottostante che venendo a contatto coll’aria si dissecca e spesso Si 
dissolve lasciando una cavita che talvolta si estende fino al nocciolo, Tale 
alterazione presenta analogie con quella che compare sulle olive in seguito 
ad urti prodotti dalla grandine, pero si puo escludere a priori che in questo 
caso si tratti di colpi di grandine perché durante l’estate e |’autunno scorsi 
non si hanno avute nel Lazio grandinate, e d’altra parte Je macchie com- 
paiono molto spesso anche in punti dove ¢ impossibile che la grandine sia 
potuta giungere e quindi provocare [’alterazione. 


(1) Lavoro Eseguito nella R. Stazione di Patologia Vegetale di Roma. 
(2) Nella seduta dell’8 gennaio 1933. 
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Questa s’inizia all’ interno: l’epidermide e alcuni strati pil esterni delle 
cellule del mesocarpo rimangono da principio sani, mentre al di sotto di 
questi si forma un nucleo di cellule il cui citoplasma é ricco di granula- 
zioni brune dovute molto probabilmente alla precipitazione di sostanze tan- 
niche. Oltre a questa caratteristica le cellule non presentano negli stadi ini- 
ziali dell’alterazione nulla di anormale, la membrana pure rimane inalterata. 
-Poi questo centro di necrosi ingrandisce e si inoltra verso l’alto nel tessuto 
sano sottoepidermico e si sprofonda dall’altra parte verso il nocciolo, non 
di rado fino a raggiungere |’epidermide e fino a toccare il nocciolo. Quando 
l’area necrosata si é ulteriormente estesa, il limite di questa ¢ formato da 
uno strato di cellule necrosate appiattite il cui contenuto é molto pili ricco 
di granulazioni brune che quello delle cellule interne. La forma delle cellule 
interne dell’area necrosata si mantiene spesso pressoché inalterata, altre volte 
una parte delle cellule aumenta di volume mantenendosi pero le cellule sempre 
sodiametriche, in alcuni altri casi invece le cellule interne si presentano 
alquato ingrossate e maggiormente allungate perpendicolarmente all’epider- 
mide, assumendo in questo modo una disposizione che ricorda molto quella 
delle cellule che si formano nelle intumescenze. Coll’andar del tempo le cel- 
lule interne possono subire un processo di degenerazione e disgregamento 
che puo inoltrarsi fino alla formazione di una cavita interna, e in alcuni 
casi in corrispondenza di questa cavita l’epidermide si lacera e cosi pure 
gli strati immediatamente sottostanti di modo che la cavita comunica col- 
Pesterno. Non ho osservato alcun accenno di formazione di sughero che 
delimiti e cerchi di arrestare l’alterazione. Ho notato in una sola oliva la 
formazione di sughero, ma Voliva presentava |’alterazione in uno stadio molto 
avanzato in cui si era gia formata la screpolatura dell’epidermide con con- 
seguente lacerazione degli strati sottostanti e formazione di una cayita aperta 
all’esterno: in questo caso pero non si puo escludere che la formazione di 
sughero sia stata provocata dalla penetrazione d’aria all’ interno dei tessuti, 
e quindi non come una reazione diretta dei tessuti sani dell’oliva per loca- 
lizzare lalterazione originaria. Negli altri casi osservati l’area alterata € cir- 
coscritta da cellule morte fortemente appiattite contenenti granulazioni brune, 
e colle pareti a decorso ondulato, ridotto cosi in seguito alla perdita d’acqua. 
Spesso invece di un unico centro di necrosi si possono formare due o pil 
centri avvicinati e separati fra di loro da alcuni strati di cellule appiattite 
morte. : 

In nessun caso ho potuto constatare negli stadi iniziali dell’alterazione 
la presenza di batteri o di qualche micelio fungino nei tessuti. Se talvolta 
si pud osservare la presenza di ife fungine nei tessuti alterati questa ¢ sem- 
pre dovuta alla penetrazione del fungo in uno stadio in cui l’alterazione 
molto avanzata e quando si & verificata una soluzione di continuita dell’epi- 
dermide. Si puo quindi affermare sicuramente che questa alterazione delle 
olive non ¢ di natura parassitaria. 
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Sorge ora la questione: quale sia la vera natura dell’alterazione e come 
questa possa verificarsi in natura. Che non si tratti di colpi di grandine, oltre 
le ragioni prima menzionate, sta anche il fatto che non si & notata la for- 
mazione di uno strato di sughero che separa il tessuto necrosato da quello 
sano, come avviene nelle-olive danneggiate dalla grandine, né si pud per 
ora ammettere che si tratti di alterazioni prodotte da urti o da strofinamenti 
di rametti o di foglie sulle olive perché oltre che essere un’alterazione di- 
versa da quelle che avvengono in seguito alle dette cause, le necrosi si tro- 
vano anche in olive isolate che non possono aver avuto contatti di sorta né 
con foglie né con rami; ugualmente credo che non sia il caso di pensare 
a conseguenze di urti dovuti a piccoli corpi solidi come frammenti di ciot- 
toli, particelle di terra o di sabbia e simili trasportati dal vento. Questa, pit 
che all’azione di un urto dovuto ad un corpo contundente, sembra un/alte- 
razione dovuta a disquilibri fisiologici che possono avvenire in determinati 
punti dei tessuti, e la sua origine & se non del tutto oscura, molto proble- 
matica. 

Ho intrapreso alcune esperienze collo scopo di ottenere artificialmente 
la forma particolare di necrosi ora descritte sulle olive sane. A questo scopo 
ho sottoposto le olive all’azione dei raggi ultravioletti per vari intervalli di 
tempo, da pochi minuti a due ore, continuamente o interrompendo I’ ir- 
radiazione per alcune ore, sia lasciando libera tutta la superficie delle olive 
sia avvolgendole in carta nera e lasciando libero un forellino per far pas- 
sare i raggi. La stessa esperienza e stata ripetuta coi raggi infrarossi, 
pero in ambedue i casi la alterazione non si é manifestata. Per vedere se 
fosse il caso di attribuire l’alterazione a perturbazioni nella traspirazione e 
cioé alla diversa intensita di traspirazione nella meta dell’oliva esposta al sole 
e laltra che rimane all’?ombra, oppure alla minore traspirazione dei punti 
della superficie dove si sia posata una goccia di rugiada rispetto al rima- 
nente della superficie del frutto, sono state poste al sole alcune olive posate 
su cotone umido, altre sono state lJutate in un punto della superficie con 
paraffina molle o burro di cacao, su altre infine sono state mantenute gocce 
d’acqua per alcuni giorni. Altre esperienze furono fatte per indagare il com- 
portamento delle olive di fronte all’ umidita. In tutta questa serie di espe- 
rienze ho ottenuto sempre esito negativo o risultati molti dubbi. 

Ho anche sperimentato |’azione per contatto diretto con gocce di alcuni 
liquidi come: acido formico, acido acetico, olio di garofano, olio di origano 
cretense, essenza di mirbano, terpinolo. L’azione degli acidi ¢ fortissima e 
in breve tempo produce delle ustioni gravissime nel punto di contatto. Le 
essenze sopra menzionate producono, se la loro azione non © stata troppo 
prolungata, delle macchie che presentano qualche analogia con quelle che 
si verificano in natura, perO qui l’alterazione procede sempre centripetamente 
€ mai s’inizia dall’interno come avviene in grande preponderanza nelle alte- 
razioni naturali. Facendo agire sulle olive soltanto i vapori delle dette so- 
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stanze gli acidi producono ustioni generali sull’intera superficie, mentre i 
vapori delle essenze adoperate ad eccezione del terpinolo, non producono 
alterazioni rilevabili. Miglior esito si € invece avuto ponendo le olive in 
ambiente chiuso all’azione dei vapori di sostanze aromatiche contenute in 
certe soluzioni di gomma arabica del commercio (Pelikan, Universal) e dei 
vapori di terpinolo. Dopo alcuni giorni si nota la comparsa di aree punti- 
formi brune in corrispondenza degli stomi che in una settimana possono 
ingrandirsi e formare macchie circolari di 1 mm. di diametro e in alcuni 
casi pit. rari ho notato la comparsa di aree circolari di 2 mm. di diametro 
colla gomma arabica e fino a 3 mm. col terpinolo; queste macchie ricor- 
dano molto quelle dovute all’alterazione che si produce in natura. Identico 
effetto hanno i vapori dell’ammoniaca pero la loro azione € molto energica 
e basta esporre le olive per 5 minuti in un ambiente saturo di vapori am- 
moniacali per ottenere le areole brune in corrispondenza degli stomi. 

Poicht in natura non é cosa difficile trovare tali sostanze volatili, come 
per es. in certi casi nell’atmosfera e cosi pure in alcuni liquidi di secrezione 
emessi da alcuni insetti, particolarmente negli emitteri, ho pensato ad una 
eventuale relazione che potrebbe sussistere fra gli insetti capaci di secernere 
un liquido, contenente*sostanze ad azione nociva per le olive e l’alterazione 
di queste ultime. 

Sono state percid fatte delle esperienze con emitteri appartenenti alla 
specie Pyrrhocoris apterus L. che secondo Berlese punge le inflorescenze 
dell’olivo, e che talvolta ho trovato anche sulle olive. Su alcune olive fu 
applicata una poltiglia ottenuta frantumando gli emitteri in un mortaio e dopo 
due settimane si sono formate, in corrispondenza dei punti trattati con tale 
poltiglia, delle macchie brune irregolari che perd differivano parecchio da 
quelle che si producono in natura. In un tubo di vetro furono introdotti 10 
emitteri e delle olive separate da questi mediante un battufolo di cotone e 
in un altro tubo gli emitteri furono posti a contatto colle olive, perd in 
tutti e due i casi dopo tre settimane non é apparsa alcuna alterazione sulle 
olive. 

Da cio risulterebbe che il Pyrrhocoris, nelle condizioni in cui furono 
condotte le esperienze, non ha alcuna relazione coll’alterazione in parola; 
non si puo tuttavia escludere che in natura si verifichino condizioni tali che 
il Pyrrhocoris stesso o altri emitteri possano avere una qualche relazione 
con questa alterazione. 

Dalle esperienze finora eseguite e paragonando le macchie ottenute ar- 
tificialmente a quelle che si formano in natura si pud, al punto in cui stanno 
oggi le mie ricerche, affermare che l’origine dell’alterazione non ¢ dovuta 
a particolari processi fotolitici che si possono verificare in determinati punti 
del tessuto del mesocarpo, ne a deficienze nella traspirazione e neppure a 
punture d’insetti. Come si origina dunque in natura quest’alterazione? Per 
ora non & possibile dare una risposta precisa: si possono fare tutt’al pit 
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alcune supposizioni e considerazioni intorno alla probabile origine di questo 
fenomeno. Visto che i risultati pil soddisfacenti si sono avuti dalle espe- 
tienze in cui le olive venivano poste in un ambiente saturo dei vapori di 
alcune determinate sostanze come terpinolo, ammoniaca, ¢ molto probabile 
che in natura possa verificarsi un fenomeno analogo e quindi si potrebbe 
supporre che l’alterazione sia provocata da alcune sostanze, forse liquidi vo- 
latili, che abbiano agito per un certo tempo sulle olive. Quali siano queste 
sostanze e donde esse provengano non si pud ancora saperlo, forse sono 
sostanze che si trovano in determinate circostanze nell’atmosfera e che por- 
tate dal vento sulle olive facciano sentire la loro azione su queste per un 
tempo pit o meno lungo. Perd non si pud neanche escludere che |’altera- 
zione sia provocata da certe sostanze contenute nel liguido secreto da 
alcuni insetti, forse emitteri, che frequentino gli oliveti o vi si trovino ca- 
sualmente e, fermandosi sulle olive per qualche tempo, possano lasciare sul- 
Pepidermide qualche goccia del liquido che in determinate circostanze essi 
hanno la possibilita di secernere. 

D’altra parte se anche nelle esperienze eseguite in laboratorio l’azione 
per contatto di alcune sostanze sulle olive non ha dato i risultati pil sod- 
distacenti, in natura potrebbe perd avvenire che alcuni anticrittogamici op- 
pure qualche insetticida come per es. quelli a base di melassa che sono molto 
usati nella lotta contro la mosca olearia, che vengono spruzzati con getti 
sottili sulla chioma degli olivi, contengano qualche sostanza, che potrebbe 
essere eventualmente la melassa stessa, la quale in contatto coll’epidermide 
determini la formazione delle macchie necrotiche. Si pud pure vedere una 
certa analogia fra questa alterazione delle olive e un/alterazione pure non 
parassitaria che si riscontra spesso nelle mele la « Ticchiolatura non paras- 
sitaria delle mele » (Stippfleckenkrankheit dei tedeschi e Bitter pit degli ame- 
ricani) che si presenta sotto forma di piccole macchie brune depresse che 
pure hanno origine da aree necrosate interne che poi si estendono in tutti 
i sensi fino a raggiungere l’epidermide. La causa di questa alterazione delle 
mele € poco chiara e sembra sia da ricercarsi in disquilibri fisiologici di de- 
terminate aree del mesocarpo per cui ne segue la necrosi delle cellule di 
quella zona. Visto che la ticchiolatura non parassitaria delle mele e [’alte- 
razione delle olive si originano in modo quasi identico si potrebbe pure sup- 
porre che si tratti di un fenomeno comune ai due frutti. 


PERSONALE ACCADEMICO 


Il Presidente da la triste notizia della morte del Socio Damiano Ma- 
CALUsO ed invia un reverente saluto alla memoria dello Scomparso. 

Il Socio Corsino si associa alle parole dette del Presidente e commemora 
brevemente con alta e commossa parola Ja figura di Damiano Macatuso, 
mettendone in rilievo i meriti di Scienziato e di Maestro. 

Il Presidente ringrazia il Socio Corsino per la sua elevata commemo- 
razione ed esprime il voto che essa sia quasi il preludio di quella pit ampia 
che il CorBiNo stesso vorra tenere in una delle prossime sedute. 

Il Socio Corsino accoglie l’invito del Presidente. 


PRESENTAZIONE DI LIBRI 


Il Socio F. Enriques fa omaggio all’Accademia di un libro che egli 
stesso ha scritto, in collaborazione col sig. G. De Santillana, sulla « Storia 
del pensiero scientifico» vol. I «Il mondo antico » (ed. Treves, Milano). 

Ricorda che fino da 15 anni or sono egli aveva iniziato ricerche volte 
a ricostruire il senso scientifico delle dottrine professate dagli antichi filo- 
sofi della Grecia. Ora, coll’aiuto del suo collaboratore, ha potuto raccogliere 
questi studi e comporli in una pit vasta esposizione dello sviluppo di tutta 
la scienza antica, det Greci e dei Romani. E questo volume dovra essere 
seguito da altri porgenti nel loro insieme l’evoluzione del pensiero scienti- 
fico fino ai nostri giorni. 

L’A. chiarisce i criteri generali dalla sintesi che viene offerta; |’ impor- 
tanza che essa ha per la comprensione pit alta della nostra scienza; la vi- 
sione dei rapporti che legano fra loro i diversi rami dello scibile e di quelli 
che danno significato al progresso della scienza rispetto alla civilta; i mo- 
tivi filosofici, artistici, religiosi, economici e tecnici che spiegano l’evoluzione 
del pensiero scientifico e le conferiscono valore rispetto alla Storia in gene- 
rale. Spera che i Colleghi vorranno accogliere con indulgenza questo sforzo 
costruttivo e si ripromette di presentare il libro anche all’altra Classe del- 
l Accademia, ove si trovano pure esimi cultori di questi studi storico-scientifici. 

L’Accademico Segretario PaARRAVANO presenta i libri giunti in dono 
segnalando la pubblicazione della Soc. di Elettricita e Gas di Roma nel qua- 
rantesimo anniversario del « Primo trasporto di energia elettrica a distanza 
(Tivoli-Roma) »; « Cours de mécanique rationnelle » di I. Cuazy; « Exer- 
cises d’Analyse » di G. H. Turia; il XIV vol. delle Lettere di Berzexius. 
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RELAZIONI DI COMMISSIONI 


Il Corrisp. Giorei legge, anche a nome del Socio Levi—Crvita, la re- 
lazione con la quale si propone la stampa della memoria di F. Sbrana: « Sui 
problemi di propagazione in una dimensione ». 

L’Assemblea approva. 


PRESENTAZIONE DI NOTE E MEMORIE 


Presentano Note per |’ inserzione nei « Rendiconti » 1 Soci Amatpt, Ba- 
GLIONI, CASTELNUOVO, Enriques, Levi—Civira, Patazzo, PARRAVANO, SEVERI. 


OPERE PERVENUTE IN DONO ALL’ACCADEMIA 


presentate nella seduta dellS gennaio 1933 


ANTUNEZ DE Mayota Sanriaco. — Le mé- 
canisme de la gravitation universelle. 
Lima, 1932. 4°, pp. 1-7. 

ANTUNEZ DE Mayora SanTIAGo. — Los tres 
elementos primordiales constitutivos de 
la materia. Lima, 1932. 8°, pp. 1-38: 

Bossotasco M. — La stazione geofisica di 
Mogadiscio. (Estr. dal «Bollettino del 
Com. Naz. Italiano per la Geodesia e 
la Geofisica ». Serie II, anno II, n. 11- 
12,1932). Mogadiscio, 1932, 8°, pp. 1-12. 

Bropovirzky K. — Hydrometric tables. Vla- 
divostock, 1931, 8°, pp. 1-142. 

Casstnis G. — La distribuzione delle misure 
di gravita nei due emisferi. (Estr. dal 
« Bollettino del Com. Naz. Italiano per 
la Geodesia e la Geofisica». Serie II. 
Apo ene O=10, 91032). .o: die -87, 
pp: 1-4. 

Cassints G. — Nicola Vacchelli. (Estr. dal 
« Bollettino del Com. Naz. Italiano per 
la Geodesia e la Geofisica». Serie II, 
aAnnoslikeny ar T= 12,9 1932). 9. d., — 8°. 
pp. [1-2] con ritratto. 

Cuazy JEAN. — Cours de mécanique ration- 
nelle. Tome I. Paris, Edit. Gauthier- 
Willars et Cie 1933: 8° pp. 1-392. 

CREMONESE GuIDO. — Schema di biofisica. 


(Estr. da « Risanamento Medico », 
anno III,n. 4-9). Bergamo, s. d. - 8°, 
a aioe 

De Monressus DE BaLtLtore R. — La mé- 


thode de corrélation. Paris, Edit. Gau- 
thier-Villars et Cie, s. d. 8°, pp. 1-77. 

Elettricita e gas di Roma. — II primo 
trasporto di energia elettrica a distanza: 
Tivoli-Roma. Nel quarantesimo anni- 
versario 1892-1932. Roma, 1932. 4°, 
pp. 1-100. 


Enriques F., Dz SANTILLANA G. — Storia 
del pensiero scientifico. Vol. I. Milano- 
Roma. Editore Treves, ecc. 1932. 8°, 
pp. 1-682. 

Juia Gastron. — Exercices danalyse. T. II. 
Paris, Edit. Gauthier-Villars et Cie, 
1933. 8°, pp. I-!v, 1-344. 

Lanpau Epmunp. — Ueber Dirichletsche 
Reihen. (Sonderdruck aus « Nachrichten 
von der Gesellschaft der Wissenschaften 
zu Gottingen, Mathematisch-Physikali- 
sche Klasse». N. 30; pp. 525-527). 
Berlin, 1932. 8°. 

Lonco Bracio. — Relazione per l’'anno 1931 
sulla Stazione Sperimentale per le piante 
officinali annessa al R. Orto Botanico 
di Napoli. (Estr. dal «Bull. dell’Orto 
Botanico della R. Universita di Napoli». 
Tomo XI). Napoli, 1931. 8°, pp. 1-10. 

Mazzont P. — Sulla determinazione della 
riserva matematica nel caso di premi 
frazionati. (Estr. dal « Giornale dell’ Isti- 
tuto Italiano degli Attuari». Anno IU, 
My) NOMA, 1932. 6S. pp, L-24- 

Mc InrosH ALLEN. — Description of a tick, 
Dermacentor Halli, from the Texas pec- 
cary, with a key to the North American 
species of Dermacentor. (From the «Pro- 
ceedings of the United States National 
Museum ». Vol. LXXXII). Washington, 
1932. 8°, pp. 1-6. 

Oxapa Yaicuiros. — Report on the hexac- 
tinellid Sponges collected by the United 
States Fisheries steamer « Albatross » 
in the northwestern Pacific during the 
summer of 1906. (From the « Procee- 
dings of the United States National Mu- 
seum ». Vol. LXXXI). Washington, 


1932. 8°, pp. 1-118, 
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Prick EMmMerr W. — The trematode para- 
sites of marine mammals. (From the 
« Proceedings of the United States Na- 
tional Museum». Vol. LXXXI). Wash- 
ington, 1932, 8°, pp. 1-12. 

SANARELLI G, — Alcuni giudizi della stampa 
medica sull’opera: «II Colera », raccolti 
a cura dell’ Istituto Editoriale Scientifico. 
‘Milano, 1932. 8°, pp. 1-36. 

SiLvestrt F, — Nuovi contributi alla cono- 
scenza della fauna delle isole italiane 


dell’Egeo. (Estr. dal « Bollettino del La- 
boratorio di Zoologia generale ed agraria 
del R. Istituto superiore agrario di Por- 
tici». Vol. XXVII, pp. 57-60). Spoleto, 
1932. 8°. 

TOWNSEND CuarLes H, T. — A remarkable 
newgenus and species of twowinged 
flies related to the Oestridae. (From 
the « Proceedings of the United States 
National Museum». Vol. LXX XII. Wash 


ington, 1932, 8°, pp. 1-4, 
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DECERSSED UTE 


DELLA REALE ACCADEMIA.NAZIONALE 
DEDLSEINGE 


Classe di Scienze fisiche, matematiche e naturali 


Fascicolo del 22 gennaio 1933 (anno XI) 


MEMORIE E NOTE DI SOCI 


Matematica. — Intorno alle serie continue composte di involu- 
ziom razionah di gruppi di punt sopra una superficie algebrica. 
Nota‘ del Socio F. Enriques. 


Faccio seguito alla mia Nota del 4 dicembre p. p., portando un nuovo 
contributo alla teoria delle serie di gruppi di punti sopra una superficie. 


1. Se, sopra una superficie algebrica f, una involuzione razionale (al- 
meno co?) di gruppi di punti (invadente tutta la superficie), € contenuta in 
una serie continua non razionale, composta di involuzioni razionali, si puo 
riconoscere che Ja serie delle involuzioni disequivalenti ¢ identica alla serie det 
sistemi di curve disequivalenti che appartiene ad f; e percio la sua dimensione 
é data dalla irregolaritd della superficie: py — pa. 

La dimostrazione si fa associando ad ogni involuzione co?I,, la curva 
jacobiana, ove si rilevi che dal sistema lineare completo che questa deter- 
mina, staccando il sistema canonico, si ottiene il triplo di una rete, — legata 
invariantivamente alla I, — per cui la I, & serie caratteristica. Cosiccheé, se 
in una serie continua di I,,, due di tali involuzioni hanno jacobiane equiva- 
lenti, anche le due I, sono equivalenti (cioe contenute in una stessa serie 
razionale completa), mentre due I, disequivalenti corrispondono ad_ jaco- 


biane disequivalenti. 


(1) Presentata nella seduta del 22 gennaio 1933. 
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Queste osservazioni d’intuizione immediata, esigono tuttavia di essere 
completate o precisate, rilevando come la curva jacobiana venga definita 
per riguardo ad una involuzione razionale co?, I, . 

Se la I, serie caratteristica di una rete di curve C senza curve fonda- 
mentali, la jacobiana ¢ semplicemente il luogo dei punti doppi per i gruppi 
della I,. Ma, se invece l’anzidetta rete con cui si definisca I, , possiede 
p.es. una curva fondamentale L, questa deve assumersi come parte della 
jacobiana C;, affinché si possa dire che veramente | 3C| si ottiene stac- 
cando il sistema canonico |K| da |C;|. E Pessenziale € questo: che la 
curva L viene definita rispetto alla involuzione I, (indipendentemente dalla 
rete delle C) come curva per ciascun punto della quale i punti contugati 
sono indeterminati, suscettibili di variare sulla curva stessa. 


2. Il teorema che abbiamo stabilito porta, in particolare, questa conse- 
guenza: che sopra una superficie regolare una serie continua di gruppi di 
punti, composta di involuzioni (co? almeno) I,, € sempre contenuta in una 
serie razionale completa di gruppi di m punti. 

E quindi: se per una superficie regolare f, esiste un numero inlero posi- 
tivo n, tale che un gruppo generico di n punti appartenga ad una involuztone 
razionale (co? almeno), la superficie e raxionale. 

Giacché nell’ipotesi fatta tutti i gruppi di m punti formano una varieta 
razionale, sicché la f stessa resulta razionale (Albanese e Severi). 

L’esistenza di un analogo caratlere n per una superficie irregolare, porta 
di conseguenza che essa appartenga alla famiglia delle rigate irrazionali. 

Diamo un rapido cenno della dimostrazione. 

Nell’ipotesi fatta, la serie totale dei gruppi di m=n,2n,3n-- 
punti della f resulta costituita di co’ involuzioni razionali disequivalenti 
(d = irregolarita di f), e puo quindi ottenersi intersecando la curve di un 
sistema lineare | Cj} con quelle di un sistema continuo di curve { L } com- 
posto di co! sistemi lineari: sia la dimensione di | C|, sia quella di {L}, 
e percio dei sistemi componenti | L|, pud supporsi grande quanto si vuole, 
in funzione di n. 

Cio posto, se le curve generiche C di |C]| sono irreducibili, poiché 
{ L} sega su una C la totalita dei gruppi di m punti, si deduce che la C 
stessa € di genere d. Dunque la superficie f contiene un sistema lineare di 
curve del genere d, con dimensione alta quanto si vuole, e quindi un si- 
stema lineare di genere de dimensione r>>3d + 6: di conseguenza la 
superficie resulta riferibile ad una rigata di genere d ©). 

Resta da approfondire i] caso in cui | C} sia riducibile e quindi com- 
posto colle curve di un fascio. Ma, se le componenti di tale fascio sono 


(1) Cfr. Enriquss, Sulla massima dimensione dei sistemi lineari di curve di dato genere 
appartenenti ad wna superficie algebrica « Accad. delle Scienze di Torino», 1894. 
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di genere >>1, la curva composta con un numero sufficientemente alto di 
queste resulta di genere alto quanto si vuole, mentre un ragionamento 
analogo a quello fatto nell’ ipotesi di | C| irriducibile, vale a provare che 
essa deve avere il genere =d. Cosi, il solo caso che occorra approfondire 
é quello in cui le curve C siano composte colle curve ellittiche di un fascio 
(razionale o irrazionale), giacché l’ipotesi che le dette componenti sieno di 
genere zero porta senz’altro alle rigate. 

Siccome poi si pud scambiare il sistema | C| con un sistema |L |], si 
& condotti ad esaminare soltanto due casi: 

1° che la superficie contenga un fascio ellittico di curve ellittiche ed 
un fascio razionale di curve parimente ellittiche; 
2° che essa contenga due fasci ellittici di curve ellittiche. 

Il primo caso conduce a superficie ellittiche di genere geometrico 
pg = 0 e numerico pa = — 1. Ed il suo esame é subito esaurito. Infatti 
se una superficie di irregolarita 1 deve contenere una involuzione razionale 
di gruppi di m punti, cui appartenga un gruppo generico, questa involuzione 
dovra avere la dimensione 27—1, e quindi — fissando » — 1 punti — si 
deduce che lo » — mo descrive una curva razionale: la superficie deve ridursi 
dunque ad una rigata ellittica. 

Il secondo caso darebbe luogo ad una superficie iperellittica con 
pe = +1 e pa =—1. E si dimostra similmente impossibile. Infatti, nelle 
nostre ipotesi, codesta superficie dovrebbe contenere una serie co? di involu- 
zioni razionali di coppie di punti I,. Ma un noto teorema di De Franchis 
sopra i piani doppi irregolari, dice che una superficie iperellittica di rango I 
(pe = +1, pa = —T) non puod contenere nemmeno una L, siffatta. 


SS LN 


MEMORIE E NOTE PRESENTATE DA SOCI 


Matematica. — Le coniche geodetiche. Nota di A. MyLter, 
presentata “ dal Socio T. Levi-Civita. 


Betti e Weingarten hanno considerato sopra una superficie qualunque le 
curve luogo dei punti per i quali la somma ovvero la differenza delle distanze 
geodetiche dai due punti (oppure curve) fondamentali sia costante. Eviden- 
temente il carattere di una tale curva dipende dal carattere della superficie 
in una intera regione percorsa dagli archi delle geodetiche, compresi tra la 
curva ed i punti (ovvero curve) fissi. Ci occuperemo di una specie di co- 
niche geodetiche che hanno il vantaggio di essere definite mediante proprieta 
che dipendono soltanto dal carattere della superficie nella immediata vicinanza 
della curva. Per definirle, serviamoci della nozione di direzioni concorrenti 
nel senso di Levi-Civita ©. 

Queste direzioni escono da ogni punto di una curva tracciata sopra una 
superficie, sono tangenti alla superficie e situate in modo che, essendo con- 
siderate tracciate anche sulla sviluppabile circoscritta alla superficie lungo la 
curva e collegata invariabilmente con essa, diventano concorrenti in un punto 
dopo aver applicata Ja sviluppabile sopra un piano. 

Diremo ellisse geodetica di sviluppo una curva tracciata sopra una super- 
ficie che ha la proprieta che da ogni punto di essa escono due direzicni tan- 
genti alla superficie, simmetriche rispetto alla normale alla curya del piano 
tangente ed ambedue concorrenti nel senso di Levi-Civita. Diremo queste 
le direzioni focali. Si vede subito che questa curva, considerata come trac- 
ciata anche sulla sviluppabile circoscritta alla superficie lungo di essa, diviene 
una ellisse ordinaria dopo lo sviluppo della sviluppabile sopra un piano. Per 
trovare le equazioni di essa ci serviremo dalle notazioni e dalle equazioni 
differenziali delle direzioni concorrenti nel senso di Levi-Civita stabilite nella 
nota piu sopra citata. 

Denotiamo con @,,0, ; %,, 0; le componenti dei versori delle direzioni 
focali, con @ Vangolo della tangente alla curva col primo di questi e con 
1,2 i valori del parametro pe corrispondenti ai due versori. Questi ultimi 
diventano, dopo lo sviluppo sul piano, le distanze focali di un punto della 
ellisse. Abbiamo, data la simmetria dei due versori, 


) sin @ = H(w' 0, —v' a) =H(w 0,0), . 


U-— U, = 2cosOv’. 


(2) i.—i,=2cos0u’ , 
(1) Nella seduta del 22 gennaio 1933. 


(2) A. Mytisr, Direxioni concorrenti sopra una superficie. «Rend. R. Accademia dei 
Lincei», vol. XXXIII, serie 5*, 1° sem., p. 339. 
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D’altra parte, per il fatto che @ si conserva dopo l’applicazione sul piano, 


per le proprieta generali delle curve piane e per quelle speciali della ellisse, 
abbiamo 


(3) Px ao Q2 = 2a 
de, do. b 
cos §@ = =——— , sin@= 3 
(4) ds ds Vo 0, 


a e b essendo i semiassi della ellisse. 

Ponendo nelle equazioni della concorrenza della Nota citata in luogo di 
w ,0' una volta 7,0, e Valtra 7; , ,, sottraendo rispettivamente le equazioni 
ottenute e sostituendo poi le differenze 7, — a) , 0. — 0’ con i loro valori (2) 
otteniamo due equazioni, che sommeremo dopo averle moltiplicate, la prima 
per —v’ e la seconda per u’. Tenendo conto delle (1) , (3) e (4) otteniamo 


=s ab 
(5) ON Case) ia Baar eB 
H (6; @2)® 
dove abbiamo posto per comodita di scrittura 
du gv “au PY 2.2 


B50 3s) 


ds ds? ldsase ba 


dv \3 

ae ae 
(2 2 \I 2|] du ( dv\ (TAZ OPAC du\? dv coe 

Halt Sey tere jt GG Bolo WG 
Dalla (4) deduciamo 

doy [= b Ars. \ b 
Sey : = — 4/ 1 — 

ds Cy 02 ds Pr: P2 


— yi I 2 — b? 
d (ep: 02) = 2 Ve a ee : P ) als. 


e pol 


Sostituendo eg, e. con il suo valore dato dalla (4) e introducendo l’ec- 
centricita e della ellisse abbiamo 


a (1 —e?) d0 


sin? @ |/e2 — cos? 6 


ds = — 


Introducendo il valore del ds nella (5) otteniamo l’equazione della ellisse 
di sviluppo 


= a? (1 — e?)? 
6 Be (ad 22D re . 
(9) ( H sin} 0 (¢2 — cos? 6)? 


du = av 
do’ dO 


(au du dv dv \? a? (1 — ey? 
E (“o) sage rae qo G(45) ~ sint 8 (e2 — cos? 6) 


dove sono collegati mediante la relazione 


Il caso particolare e =o ci da il cerchio geodetico nel senso di Darboux 
il quale, secondo la nostra interpretazione, ¢ la curva le cui normali super- 
ficiali sono concorrenti nel senso di Levi—Civita. La sua equazione si ottiene 
dalla (5) ponendo p, =p, =a=b). 

Diremo iperbola geodetica di sviluppo una curva tale che da ogni punto 
di essa escono due direzioni superficiali simmetriche rispetto alla tangente e 
concorrenti nel senso di Levi—Civita. La sua equazione é ancora la (6) dove 
Pere le 

Diremo parabola geodetica di sviluppo una curva tale che da ogni punto 
di essa escono due direzioni superficiali simmetriche rispetto alla normale 
dei piano tangente e tali inoltre che le prime sono concorrenti e le seconde 
sono parallele nel senso di Levi—Civita. La sua equazione si ottiene consi- 
derando le equazioni della concorrenza e del parallelismo e procedendo in 
modo analogo a quello tenuto per Vellisse. Vi sara bisogno soltanto di tener 
presenti le relazioni valevoli per Ja parabola 


Pubes Se 


Noh — cds 230. Osim OL 


per ottenere 


Bene ak ee 
eee eo 7 Pr ains Gee 


alla quale si aggiunge 


du dy dv \? aes 
Ea! +2F a +6(55) = sh 
Le coniche ottenute in tal modo sono evidentemente distinte dalle ellissi 
e dalle iperboli geodetiche di Betti Weingarten. E opportuno di domandarci 
se esiste una superficie sulla quale un sistema di ellissi e di iperboli Betti 
Weingarten sono contemporaneamente le coniche di sviluppo le cui dire- 
zioni focali sono tangenti alle geodetiche focali del primo sistema. Quando 
si sceglie come sistema curvilineo di coordinate quello di Betti Weingarten, 


di ellissi e iperboli per le quali la somma o la differenza delle distanze geo- 
detiche sia costante, allora si ha 


du? dv? 
ds? = — 
(7) ‘ sin? © * Cos? ?” 


dove g & la meta dell’angolo delle geodetiche focali. Perch = cost. sia 
un’ellisse di sviluppo biscgna che questa soddisfi all’equazione (5) la quale, 
calcolata, peri valori dati dalla (7) dopo che ivi sia posto p= 6, da 


aly du 
sinOcos@ =a (1 —e?)’ 
a ee essendo funzioni soltanto diu. Analogamente esprimendo che v = cost. 
€ uniperbola di sviluppo otteniamo 


d0 ned du 
sin@cos@ =a (1 — 2?) 


essendo @ e 2 funzioni soltanto di v. 
Ne risultano 
u 
geke 
¢(v) 


d? =(fP mw) +¢@)] faa a at 


che caratterizzano le superficie di Liouville. Dunque le superficie di Liouville 
ammettono un sistema ortogonale di ellissi e di iperboli gecdetiche Betti 
Weingarten che sono contemporaneamente ellissi e iperboli di sviluppo “. 


(1) Questo risultato @ stato ottenuto sotto una forma diversa dall’O. Mayer (« An- 
nales Scientifiques de l Université de Jassy», t. 14, p. 191). 
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Matematica. — Determinazione del valore asintotico di un 
certo integrale. Nota di F. Tricomt, presentata “ dal Socio 
G. Fusint. 


In una questione di calcolo di probabilita, il collega Persico si ¢ im- 
battuto nell’ integrale 


+ 00 \ on 
In =| he (Eee) dar > 


dove @ denota d’integrale di Gauss: 


4 
@(A) == e* dx, 
|x 
é 
di cui occorreva determinare il valore asintotico per m— oo. 

Mi permetto di indicare qui’ rapidamente il procedimento con cui ho 
potuto rispondere a questo quesito, sembrandomi un esempio interessante 
di applicazione di alcuni metodi generali, il cui carattere di organicita é stato 
posto in luce solo di recente dal Doetsch ®, e che sostanzialmente consi- 
stono nel mettere a confronto le proprieta asintotiche di due fun zioni f ed F 
legate tra loro dalla trasformazione di Laplace o da altre analoghe. 

Nel nostro caso é proprio la trasform wione di Laplace che giuoca; per ac- 
corgersene basta eseguire il cam iamento di variabile definito dall’equazione 


1+ OA) _ i 


2 


e indicare con T la funzione inversa dell’ integrale di Gauss, con che si ha 


jee) 
In = i | OT ee as: 


re) 


formula che potremo scrivere 
(1) Lin = \x f (m 4. cr). 


(1) Nella seduta del 22 gennaio 1933. 
- Ein allgemeines Prinzip der asymplotischen Eutwicklung. [Crelle, 167, (1931) 
274-293 |. 


a 


Te oe tee 
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avendo posto in generale 


(2) AOS (ie: (1) dt, 


con 


Pt) = 1 (2¢- "= 4). 


Conformemente al principio generale cui si é gid accennato, cercheremo 
di dedurre il valore asintotico di f(s) per s—> oo da quello, facile a deter- 
minarsi, di F (4) per t—>0, cio che, nell’opportuna nomenclatura introdotta 
da Doetsch, vien detto un procedimento asintotico diretto, del tipo di Abel, o, 
pit brevemente, un procedimento A(O—>U). 

Quanto alla funzione F, dico che essa, sempre finita e continua per 
O<t<co, soddisfa alle uguaglianze asintotiche: 


(3) F() ~/—logt, (! 0) 
€ 
(4) F(t) ~—}e, coy, 


dove la scrittura 


A@)~ B(x), (x > Xo) 
va intesa nel senso che é 
fete 
«xB te, 
Infatti, ponendo 
1A) = ec, 


con una legittima applicazione del teorema di L’Hospital e del noto svi- 
luppo asintotico di @, si ha 


EOP tien a an os 


Slog? spo —og[I— OC] oO @ili — OC] 


Similmente si dimostra la (4). 

Cid posto, eseguiamo nella (2) la trasformazione t = u/s e spezziamo 
poi l’integrale in due, scegliendo come punto di divisione il punto w = as, 
dove « é un qualsiasi numero positivo (fisso) minore di 1, p. es. a = 1/2; 
avremo Cosi: 


5) f= Ne ee(Sau t [ore (*) au, 


as 


Cominciamo con occuparci del primo dei due integrali, che indiche- 
remo con 9; (5), ponendo, con riguardo alla (3), 


0) =, 


— log t 


(0o=!=a< 1), 


a ie == 


potremo allora scrivere che 


ae elig ; ee ey ant ee 2) loo u 
a= e © ("Togs — fog du = "Togs | e of) fogs 


(@) 


oO 


donde, con un lecito passaggio al limite, segue subito 


lim (5) = e Ofo)at=t 
>of log s 


oO 
cioe che é : 
9: (s)~ J logs, (s > 00). 


Il secondo integrale che figura nella (5), che indicheremo brevemente 
con @, (5s), resta invece finito, anzi tende a zero, per s—>oo. 
Infatti, posto, con riguardo alla (4), 


wi) FO ((=a>0), 


si ha 


() =— eA (a /# dil 
ay | sll Pete 


as 


da cui, detto N il massimo, certo finito, della funzione | ‘¥(t)| per t= «a, 


segue 


: Nol sa Nae NAT 3 
InOl<p| e “Vu casi e "Vu du = eS). 


\ 


Se ne conclude che é 


(6) iis = (s > 60) 
donde, per la (1), segue subito che é 


|x log im 


| 
(7) | In ~ ei F (mm ==> oo) | ; 


Un facile calcolo numerico, per m= 100, da: 


I I ¥$j—_——_ 
WW => 0,031 9 —|r log mM = 0,038 ° 


Le WS 


Se invece facciamo tendere s a zero, dalla (4) e dal teorema a p. 281 
del citato lavoro di Doetsch, segue senz’altro che é 


(8) FO (2 a Gor. 


Notiamo finalmente che un’ovvia generalizzazione del procedimento di 
cul sopra conduce al seguente teorema A (O-—>U) che non mi sembra sia 
stato finora osservato: 

Se la funzione F (t) continua a destra dell’origine, é tale che 


(9) | F@)~A(—logt)” , (A qualunque, «>>0) , (t>0) 
9) 
( F(t) ~B s »  (B qualunque, B=0) , (oo), 


la sua trasformata di Laplace (2) soddisfa, sull’asse reale, all’uguaglianza asin- 
totica: 


(10) fra eer | (s+ 00). 


Meccanica. — Sur le déplacement dun n-uple et sur une 
mterprétation nouvelle des coefficients de rotation de Ricci. Nota di 
P. Dienes, presentata‘? dal Socio T. Levi—Civita. 


1. Pour une metrique donnée la structure g¢ométrique d’un n-uple de 


\ 


tenseur A; attaché a un point P est determin¢e par les relations 
a 
(1) gop(P) A Ay = cy 


ol. on suppose que les déterminants || gag || et || c,|| sont différents de 
zero. Nous remarquons que dans le cas général les composants covariants 
lig = nr? Yea ne coincident pas avec les « moments » Aj;jq qui sont les solu- 
tions des équations 

a 
(2) hi Xie = Of: 


Leur relation est donnée par 
(3) lijq = Ci Ajja- 


Une courbe C: x*(#) et un m-uple 4; (t.) dans le point x*(t,) de C 
étant donnés nous définissons le déplacement de A7 (t,) le long de C comme 


(1) Nella seduta del 22 gennaio 1933. 


= 28) 


une suite d’m-uples le long de C congruents 4 As (fo), c’est a dire par la 
condition 


(4) gap (tL) AP (AP (D = cj 


oti les ci; sont des constantes scalaires. 
Si nous posons 


De ahs. 0. . 
) Di = A Thy MP ot 
et si nous sopposons “) que 
6) HL ao 
Di i 


ce qui est vérifié dans un espace métrique avec ou sans torsion, le méme 
déplacement A; (f) peut étre caractériser comme la solution de 


d 4 Dat Da? 
(7) ae (Zap Ki Ni > EG Dt its be Sap »F aves =a 
assujetie 4 la condition initiale 
(8) Gap (lo) BF (lo) AF (lo) = ey. 
En posant 
Da? 
() gop pe MP = — pin cn, 
la condition (7) s’écrit 
(10) Pik Crj 4+ Pje Chi =O. 


Pour un déplacement donné, c’est a dire pour un systéme de fonctions 
A} (1) satisfaisant 4 (4), (9) peut étre remplacer par 


Da‘ a 
(1) gon t(D “+ part) =o, 
Gest 2 dire par 
Di; 
(12) ron + pir Ae =O. 


Par conséquant st les fonctions 2; satisfont d (4), elles satisfont aussi d (12) 
out les fonctions pix sont déterminées par (9) d’une telle facon qu’elles satisfont 4 (10). 
Inversement, si les fonctions données pix satisfont a (10), la solution 2¥ (1) 
de (12), déterminée par les conditions initiales (8), satisfait 4 (4). En effet, aprés 
substitution dans (4) et differentiation nous obtenons, par (12), 
@ B 
(13) gop = r+ gap a Ai = — gup Pie MA? — gap pje MA 


(1) Pour un cas plus général voire P. Dienzs, On tensor geometry, « Annali di Ma- 
tematica», (4) to. 3 (1926), p. 286. 


— 


A 


Cetea aire 

(4) Fp (Gan A AP) = pr (gan AAP) + pu (gap AE 28). 
Comme les fonctions pj satisfont d (10), 

(15) gap At AP = oi 


satisfont d (14). En écrivant (14) dans la forme 
d ij 
(16) a7 <a = Pik Yej “Pir Yui 


et en remarquant que y:; = ci forment une solution qui satisfait aux con- 
ditions initiales (8), le théore¢me d’existence nous montre qu’elle est unique. 
Par conséquent, Ja solution 2; (t) de (12), ou les paramétres de rotation pi; 
sont assujetis a la condition (10), correspondant aux conditions initiales (8) 
peut étre interprétée comme le déplacement dun n-uple. 
Pour pir = 0, les équations (12) se réduisent aux équations bien connues 
du transport paralléle de M. Levi-Civita. 
La suite des n-uples A; (ft) peut étre attachée au méme point P. Dans 
ce cas 
Dew, oe Dgap Aap 
Dat” Dieet dt 


car nous ne quittons pas Je point P. Les équations (12) se réeduisent aux 


an; z 
ry) =r + pir Ay =O 


et le déplacement correspondant est une rotation pure. 


2. Imaginons maintenant qu’on donne des fonctions pij: (xt, +++ , x”) 
satisfaisant aux conditions 


(18) Pity Ckj ai Pjry Chi =O, 
et pour une courbe C = x*(f) donnée posons 
(19) Dig = Digg *¥- 


Ainsi (12) déterminera le déplacement d’un u-uple quelconque ayant ci; 
pour coefficients de structure le long d’une corbe quelconque. 

On obtient des valeurs particuliérs zij, pour pij. si, 4 chaque point de 
espace, on imagine un n-uple de la méme structure et si l’on determine 


le déplacement de A;(P) de P 4 Q par la condition qu’on obtienne A; (Q), 


ay ip 


aux quantités de premier ordre prés. C’est le transport local de M. Levi-. 
Civita “). Notre condition s’écrit 


(20) 


on” 
0 A a 6 x a, ii Ch; 
OA; Sa Dey Xt adxY — TC ijy Kj dx’ = Ox¥ ax 
a dire @) 
©, OA; 1a NG Ey) ae 
hj Rijy = ay ale Y iN aa Gade)? 
TCI Ry a oe Alo Vi ra = rr Ve Aer) | 0 . 


Il en suit que dans lepace a connexion Igy le trasport local de M. Levi— 


Civita peut étre considérés comme un déplacement des m-uples avec les pa- 


ramétres de rotation m,. En particulier, si le systeme A; est orthogonal et 


normé, nous avons 


(23) 


er pour Ts, 


Niet Chal a = ey a fee. 


oy 


ot 
Ainsi les paramétres de connexion Ij, déterminent la translation a la 


| Tiry S€ reduit a Yay de Ricci. 


Levi—Civita tandisque les 7, déterminent la partie rotationnelle du dépla- 
cement qui améne As (P) 4 coincider avec Af (Q) a Q. Ce fait s’exprime 
aussi par la formule 


(24) 


Ai |B Ay The ia Aby — Tpy 


ou. les fonctions 


(25) 


sont 


OA; | 
a a CA:|B 
Vesey Ox 


les parametres de connexion pour le transport local considéré comme 


une translation 4 la Levi-Civita. 


On obtient (24) si lon multiplie (21) par A;)5 ce qui donne 


a &hi |p 


“Ox 


—AipA ty = Wp ay + Thy = —2 cares 


(1) T. Levi-Crvira, Lezioni di calcolo differenziale assoluto, Roma, 1925, p-. 284. 
(2) P. Dienes, On the fundamental formulae of the geometry of tensor submanifolds. 


« Journal de Math.», gme série, tome II (1932), pp. 255-282. 


(3) T. Levi-Crvira, ibidem, p. 287. 


Se ee 


Meccanica. — Parameiri variabili e previsioni asintotiche in 
qualche problema di meccanica celeste. Nota di G. Kratz, presen- 
tata” dal- Socio T. Levi-Civira. 


Problemi concernenti la valutazione degli effetti che parametri lenta- 
mente variabili hanno sul moto dei sistemi dinamici non sono d@oggi in 
meccanica celeste. Ma i metodi per ris lverli si sono perfezionati dacché fu 
introdotta dall’Ehrenfest la nozione di invariante adiabatico. 

Pero, se invarianti siffatti, ancor nella forma primordiale hanno tro- 
vato, per merito di Sommerfeld, Burgers, Epstein ed altri, cospicue appli- 
cazioni in un periodo transitorio tra i pil fecondi della dinamica atomica, 
in meccanica analitica invece, pur avendo successivamente raggiunto, attra- 
verso le ricerche di T. Levi—Civita, un assetto sistematico definitivo e rice- 
vuti tutti i crismi per entrarvi degnamente, non hanno dato ancora, salvo 
talune eccezioni %), quei risultati di cui dovrebbero esser capaci. 

Promuovere ricerche con |’intento di trarre partito dalla teoria suddetta 
appare quindi certamente desiderabile; innegabili sembrano i vantaggi che 
Sl possono trarre quanto ad agilita di trattazione di questioni di cui la solu- 
zione per altre vie richiederebbe valutazioni di medie, difficili, se non anche 
insidiose, accorgimenti ed ipotesi da istituire caso per caso. 

La presente Nota persegue questi intenti fornendo qualche esempio sem- 
plice ed espressivo, principalmente con lo scopo di trarre taluna conside- 
razione, non del tutto priva di interesse, intorno a quanto concerne la por- 
tata effettiva dei procedimenti di cui si tratta, e cid particolarmente con 
riferimento a previsioni, cosiddette a lunga scadenza, sugli effetti delle no- 
minate lentissime variazioni dei parametri. 

Come vedremo tra poco, la conoscenza precisa di quanto possono dare 
e non dare gli invarianti adiabatici, puO evitare quei dubbi e perplessita cui 
porta il raffronto con previsioni asinlotiche rigorose tratte dalla discussione 
del comportamento, per il tempo ¢ tendente all’ co , degli integrali delle equa- 
zioni del moto corrispondenti alla effettiva variabilita (indipendentemente da 
ogni ipotesi qualitativa o quantitativa), dei parametri recentemente segna- 
late dal prof. Armellini. 

Per ben intenderci cominciamo dai richiami proponendoci di corredarli 
di qualche commento di cui subito vedremo lutilita. 


(1) Nella seduta del 4 dicembre 1932. 

(2) T. Levi-Civrra, Applicazioni astronomiche degli invarianti adiabatici, « Atti del 
Congresso dei Matematici», Bologna, 1928; G. Kraxx, Influenze adiabatiche delle maree nel 
moto Kepleriano di due corpi celesti. Questi « Rendiconti», settembre 1931. 


§ 2. - NozIONE DI INVARIANTE ADIABATICO. CONDIZIONI DI VALIDITA. 


Consideriamo un sistema canonico in 2m variabili p,q e sia 
H=H(p,q| 415425 °°") 


la funzione caratteristica che supponiamo indipendente da ¢, talché sussista 


Yintegrale cell’energia 


Shao se 


Supponiamo che i parametri d,,a,,+++3 che in essa normalmente 
intervengono, e nei problemi ordinari si ritengono rigorosamente costanti, 
comincino a variare lentamente, e tanto, che nel tempo corrispondente ad 
una loro variazione elementare 8a, , 8a, ,+++; il punto rappresentativo nello 
spazio delle fasi ®,, abbia invaso sensibilmente tutta la ipersuperficie (isoener- 
getica) o, H=E a (2m —1) dimensioni. 

Quanto al meccanismo di siffatta variaziore, ammetteremo ch’essa si 
faccia dipendere da un parametro, il tempo ¢ per esempio, ma non dalle p 
o dalle g3; con che si vuol dire che la trasformazione non ha da esser re- 
golaia sul moto, deve aver quindi carattere, che, con nota locuzione, chia- 
meremo asistematico. 

Allora, attesa la non esistenza di ulteriori integrali uniformi oltre a 
quello dell’energia, il volume W racchiuso dalla o suddetta, che supponiamo 
chiusa, © un invariante rispetto alla suindicata lenta trasformazione. 

Se poi nella H intervengono coordinate ignorabili e sussistono quindi 
gli-integrali del momenti p; = ¢,., Pp, =, «> 15. Dm — Cm y per = ea 
superficie ridotta 


HA Gian tes Gx 5 Prot ngeen® ¢ Pri 3s esau trhGs fae oe reeneas 


(nella quale, per ipotesi, mancano naturalmente le prime m variabili g; +++, qm 
e le c;,+-+,Cm si possono conglobare con le a;,a,,+++ 3) racchiude un 
volume ridotto Wain—) nello spazio ®,¢—my, it quale, pur esso, é un in- 
variante rispetto a lente trasformazioni delle a,,a2,---3 non solo, ma in 
conformita con Vosservazione fatta, delle stesse costanti c:,¢:,-+-,Cm- 

Se in luogo degli integrali dei momenti py =¢,, +++, pm = Cm3 Si 
hanno m integrali uniformi in involuzione e risolubili rispetto ad m varia- 
bili p, sussiste un teorema analogo, suggerito dalla teoria delle trasforma- 
zioni canoniche, dimostrato con tutto rigore da T. Levi-Civita. Precisamente, 
ove si pongano gli integrali suddetti nella forma 


Pi = fy Dnt vy > Pa Gao de G= L,2,°: 50) 


e si introducano quindi nella H = E, si arriva ancora, attesa la chiusura del- 
>* > . . . . . 2 
lipersuperficie ridotta, per una determinazione generica delle dy 5 > 5 Oa 


che si considerano come parametri, ad un invariante adiabatico caratteriz- 
zato dal volume da essa racchiuso. 

Non solo, ma scambiando ordinatamente negli uffici la H con gli altri m 
integrali, nella stessa maniera si trovano m ulteriori volumi ridotti, altret- 
tanti invarianti adiabatici. 

Con che restano inclusi i teoremi ben noti di Sommerfeld e Burgers 
sull’invarianza degli  integrali ciclici pei sistemi a variabili separabili dello 
Staeckel, ammettenti, com’é noto, (n — 1) integrali quadratici oltre a quello 
dell’energia. 

Ma, senza insistere su queste estensioni, almeno in questa prima Nota, 
soffermiamoci un momento a definire un po’ di piu l’attributo di Jenta dato 
alla variazione dei parametri. 

_ Nella impostazione data da Burgers, riferita ai sistemi ad un solo grado 
di liberta od a quelli a variabili separabili, ch’era quella adottata in meccanica 
atomica, si suppone costante la velociti di variazione a e piccola del primo 
ordine, cosicché, solo per una durata T (della trasformazione) molto grande 
risulta sensibile Ja variazione aT del parametro. Pit precisamente, si 
ammette a—0 e T—> co cosi, che sia 


(1) ae a = quaniita finita. 

Infine, il periodo + del moto tangente deve esser sempre finilo, cosicche 
la variazione at risulta sempre piccola~dell’ordine di a. 

Nell’ impostazione di Hertz e Levi—Civita invece, si ammette. soltanto 
che la variazione elementare da di a, trattata come piccola del 1° ordine, 
si compia durante il tempo 7 di sensibile invasione della o spettante al moto 
tangente. Cid € come dire, scrivendo a nella forma a = ex (t), con e del 
1° ordine, « = a(t) funzione finita per ogni valore dit, che il tempo 7 
si deve poter riguardare come finito per raffronto ad «. 

E poi appena il caso di osservare che, pei sistemi ad un grado di 
liberta od a variabili separabili, + & il periodo del moto di librazione (e non 
di limitazione, per usare la nomenclatura dello Charlier) tangente nel gene- 
rico istante al moto effettivo. 

Inutile dire che per moto tangente intendiamo quel moto che seguirebbe 
il sistema a pattire dall’istante in cui «a » cessasse di variare. ‘ 


§ PARAMETRI VARIABILI NEL PROBLEMA DEI DUE CORPI. 


Nel problema dei due corpi, com’é notissimo, la funzione caratteristica Ig hen 


si scrive nella forma, 


RENDICONTI. 1933, Vol. XVII. 9 
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essendo c la costante delle aree derivante dal carattere ignorabile dell’ano- 
malia 6, M la massa, del sistema, 7 la distanza tra i due corpi, pr il corri- 
spondente momento, E infine, l’energia totale. 

Or & ben noto che, ove la E sia <o le orbite risultano chiuse e, 
com’é facile constatare, & pur chinsa la o nello spazio delle fasi. 

Il volume (area) da essa racchiuso 


W = -[ p dr 
risulta eguale, come si sa, a 


W ee 


(2) 
a caratterizzando ora il semidiametro dell’orbita ellittica 0, piuttosto, del- 
Vorbita osculatrice (che si suppone ellittica, cioe chiusa), alla effettiva, la quale 
naturalmente, a trasformazione in atto sara aperta nel senso ordinario. 

A questa espressione per W se ne puo sostituire un’altra che fa in- 
tervenire Penergia E. Dalla relazione 


ae 
2a 
si ha subito, in luogo della (2), 
w _JM 
(2 a) oT = y—2E =e es 


Infine, ricordando ancora che 


E=— 


con é eccentricita dell’orbita, si ottiene anche 


Passiamo ora al caso di masse variabili, cio che si traduce analitica- 
mente nel fatto che la M della funzione hamiltoniana H (la quale seguita 
anche in questo caso-a fornire le stesse equazioni del moto) non é pit co- 
stante, ma funzione (a priori qualunque) di ¢. 

Supponiamo in particolare che tale funzione vari cont in modo abba- 
stanza lento da potersi trattare come un parametro adiabatico. Si desume 
allora dalle (2), (2a), (2b) identificando fM con uno dei parametri adia- 
batici a, che: Se varia fM, quindi f od M, Veccentricita rimane inva- 
riata, il dine varia in senso inverso. Dunque, ad es., se diminuisce la 


massa totale, i corpi s’allontanano, ma la eccentricita delle orbite osculatrici 
durante Ja trasformazione rimane inalterata. 


E qui osserviamo che, recentemente, in una Nota in questi « Rendi- 
conti », il prof. Armellini), riattaccandosi alle equazioni del moto di due 
corpi a massa variabile ), precisamente le 


ieee 
“apo? 
ee: M(t) 
AO ee. Se? 


ha fatto vedere che, ove M vari secondo la legge 


I 
(3) st ar (con e>0), 


si ha, com’é facile verificare, una soluzione particolare data da 


Pot tet, 


nd? I I 


(4) coed fg e(I + ef) 


Per l’eccentricita e dell’orbita osculatrice, in base a formule generali ch’egli 
stesso ha desunte, si ha infine 


e=e(I +6). 


Da questa relazione si ricava che, ove ¢ cresca indefinitamente l’eccentri- 
cita cresce pur essa, e ciO, comunque sia piccola la costante €, contraria- 
mente a quanto abbiamo detto e che sostanzialmente era noto. 

Ma la contraddizione € solo apparente, in quanto la previsione adia- 
batica non si potra, come subito dimostreremo, che riferire ad un tempo 1? 
tale che, prefissato l’e (in base alla 


aM € 
Saag € + ef)?’ 


dell’ordine di a cioé di M), risulti e¢ quantita finita, d’onde la impossibilita 
d’una previsione, per questa legge (3), di quel che succedera per t—>0o 


ed € prefissato, cloe per Mo. 
Invero, sino a che ef € finito sara costantemente soddisfatta ]a condizione t 


finito, con t, ricordiamo, periodo dell’orbita osculatrice in un istante generico, 


(1) G. ARMELLINI, Sopra I’ incremento dell’eccentricita nel problema dei due corpi di masse 


decrescenti. Questi « Rendiconti», maggio 1932. 
(2) Che son quelle usuali in cui si é posto M funzione di ¢ anziché costante. Si ¢ 


posto in queste, per semplicita di richiamo, f=1. 
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e quindi leccentricita «e» (a meno di un errore dell’ordine di ef), sara in- 
variante. Dalle formule elementari del moto kepleriano 


a3 
Go — 250 M? 
€ 
a age Pe: 


con p parametro dell’orbita, essendo in questo caso p =r, quindi p = (1 +e?), 


risulta infatti 
I 


I —e?(1 + ef)?]3? 


eae (eM aD 


da cui si vede che, + resta finito solo per ef finito. Set oo, ed € € fisso, 
lV’ invariante W viene meno e non si puo piu affermare la costanza di e, |’ or- 
bita osculatrice va man mano (in questo caso) aprendosi in conformita 
con le (4). 

Naturalmente questa verifica su t si ¢ potuta fare essendo noto, per 
Posservazione dell’Armellini, |’integrale del moto anche per M variabile col 
tempo. In generale cio non avviene, ed &€ questo un punto debole della 
teoria degli invarianti adiabatici. . 

Resta comunque confermato che, pur quando non sia lecito trarre dagli 
invariant adiabatici previsioni asintotiche nel senso ordinario in analisi, riman- 
gono attendibili, sotto condizioni ‘meno restrittive, previsioni a scadenza lontana, e 
tanto pit, quanto pil é lenta la trasformaxione, sempre perd subordinatamente 
all ipotest che + si mantenga finito. 

Di fornire il modo di farne la vetifica indipendentemente dalla inte- 
grazione rigorosa del problema & una quistione ancora aperta. 

Cio posto, passiamo al caso in cui varia c, per esempio corrisponden- 
temente ad effetti di accelerazione o frenatura esterni (attrito). Si vede su- 
bito che leccentricita. varia in senso inverso, risultando il fattore dic nella 
(2b) crescente con e. Cid da luogo all’interessante osservazione che una 
resistenza (adiabatica) del mezzo. aumenta I’eccentricitd. 

Ma questo risultato nei riguardi dell’eccentricita é in contraddizione 
proprio con una delle ipotesi che sta alla base di teorie cosmogoniche abba- 
stanza accreditate, quali quella di See, di Lingodes ed altri. 

Queste appunto fanno risalire alla frenatura, dovuta al pulviscolo“co- 
smico o all’atmosfera solare, la diminuzione della éccentricita delle orbite 
dei pianeti e danno una ben nota spiegazione intuitiva che qui riportiamo 
sommariamente rimandando per i dettagli analitici alle celebri Lecons sur 
les Hypotheses Cosmogoniques di Poincaré. 

Sia S il sole, P il pianeta e consideriamo addirittura S ee Se nel 
perielio, P incontra una resistenza € chiaro’ che non potra pil. raggiungere 


yen 
A NEA si Se es 


Pafelio primitivo, sicché l’eccentricit’ deve decrescere. Nell’afelio invece, una 
resistenza ha l’effetto opposto, in quanto, non potendo pit rageiungere il 
perielio, l’eccentricita cresce. Si pud aver quindi compenso. Nella realti del 
sistema solare non solo parrebbe che il pulviscolo sia pil: denso vicino al 
sole, dunque nel perielio, ma che la resistenza in quell’intorno sia piu grande 
anche perché pit grande é la velocita, sicché, l’effetto al perielio puo pre- 
valere sull’effetto dell’afelio. 

Pero, a questo genere di azione non si pud applicare la nozione di in- 
variante adiabatico, concernente il moto kepleriano, in quanto, rispetto a 
questo, si tratta di variazioni dei parametri (sempre piccole, ma) relativa- 
mente in fase col moto: a generalmente piccolo e piuttosto rilevante negli 
intervalli circostanti al passaggio per il perielio. 


Meccanica. — Sulla natura analitica delle soluzioni dei sistent 
canonict integrabili per quadrature. Nota di G. LampaRIELLO, pre- 
sentata‘? dal Socio T. Levi-Crvira. 


1. Si consideri un sistema dinamico ad m gradi di liberta ed a vincoli 
indipendenti dal tempo, sottoposto ad una sollecitazione conservativa, si che 
la funzione caratteristica H dipendera soltanto da due serie di variabili co- 
Milieate Pe, Pas Pe S-9io Gos °° * > Gn © non dat. 

Le equazioni canoniche del moto sono 


0H oH 
{pai (cae D2 ie =, Ye 
Ogn > gh ( ) 


(1) — 


E noto @) da Jacobi che l’integrale generale delle (1) si pud determinare 
con operazioni in termini finiti quando si conosca un integrale completo W 
dell’equazione alle derivate parziali del 1° ordine (di Hamilton-Jacobi) 


oft 


ottenuta ponendo nella funzione caratteristica H al posto di ogni p la de- 
rivata parziale (prima) di un’incognita funzione W rispetto alla corrispon- 
dente g ed eguagliando ad una costante arbitraria E. 

Seguendo Jacobi, se si suppone che E (che denoteremo talvolta con J:) 
sia una delle costanti arbitrarie contenute in W e si indicano le rimanenti 


(1) Nella seduta del 22 gennaio 1933. . 
(2) Cfr. T. Levi-Crvira e U. Amacpr, Lezioni di Meccanica razionale, vol. Il, 


cap: X, 9-6: 


n—z con J,,J;,%-* Jn, Vintegrale generale delle (1) © dato dalle for- 


mole a 
r) 
sies aT Dis ee 
G) p= = = ) 
/ oW 
| i+6,= ay; 
(4) ie 
| ieee (27 Fee) 


di cui le (4) forniscono le q in termini di t e di 2m costanti arbitrarie J38: 

Tra i casi pil notevoli in cui riesce siffatto procedimento d’integra- 
zione, ricordiamo quello, suscettibile di importanti applicazioni dinamiche, 
in cui ¢ possibile trovare un integrale completo della (2) mediante la se- 
parazione delle variabili e pil precisamente il caso di Stickel, di cui € caso 
particolare quello del Liouville, in cui € stato possibile, grazie alle ricerche 
di Staude e dello stesso Stickel, approfondire landamento qualitativo del 
moto “), 

Si perviene cosi, sotto certe condizioni, all’importante concetto dei moti 
vincolatamente periodict (bedingt periodische bewegungen) nei quali c’e li- 
brazione rispetto a tutte le coordinate lagrangiane. 

In siffatti moti, si dimostra che le relazioni integrali (3), (4) si possono 
scrivere nella forma 


a Meech, NR eg Uy > Uy ha ee Un 
(5) po =o (Ji, J Jn | ) ete 
qh SS vi, Gl: sls sy kes APs | Use othe by 2 OO Un) 


dove le J denotano costanti arbitrarie e le variabili 
(6) ui = wit + B; (j= 1,2, 2245) 


sono funzioni lineari del tempo. 

Le J e B sono le 2m costanti d’integrazione delle (1) e le funzioni 
~ e — sono periodiche di periodo 27 rispetto a tutte le u. 

Solo in casi particolari le p,q sono funzioni periodiche del tempo e 
quindi il moto periodico. 

Ora, nel caso di a il sistema (1) ammette  integrali quadra- 
tici (in involuzione) e I’ integrazione di (1) & ricondotta alle quadrature in 
virtt di un teorema del Liouville @, 

Lo scopo di questa Nota é di dimostrare che si pud stabilire un risul- 
tato analogo, ma pit generale, quando si sostituisca il criterio della sepa- 


(1) Cfr. T. Levi-Crvira e U. Amatpt, loc. cit., cap, X, § 11; C. L. Cuaruimr, Die 
Mechanik des Himmels, Bd. 1, Zweiter Abschnitt, § 3. 
(2) Cfr. T. Levi-Crvrra e U. Amatopt, loc. cit., Capen a7 


a" 


razione delle variabili con una condizione geometrica; precisamente, se si 


suppone che le (1) ammettono n integral wniformi in involuzione, compreso 
quello dell energia 


A(p|q)=E 
PRR o seas, 


(indipendenti dal tempo), i quali rappresentino nello spazio delle fasi una 
varietd o chiusa e priva di punti multipli. 

In tal caso, le equazioni integrali di (1) sono della forma (5) con 
secondi membri periodici di periodo 27 rispetto a tutte le w, ma le (6) 
sono sostituite da formole del tipo 


ui = gi + Br, B.,.->%*, Bx) (@=1,2,++-,n), 


dove le g aumentano di 27 quando le B aumentano di certe quantita deter- 
minate, dipendenti dalle J. 


2. Ammettiamo che le coordinate p,g ‘di un punto generico di o 
siano esprimibili in funzioni n—periodiche di periodo 2m di n_ variabili 


Uy ,Un,°°* > Un 


7) Engine 
(8) Gh == qb (Ur y M2, *** 5 Mn) 
dove le funzioni a secondo membro si suppongono continue insieme con 


le derivate parziali terze e dipendono dalle costanti J™. 
Supponiamo inoltre che il jacobiano 


CSR Sot 


(43k = 1,2, +++, 0) 


sia diverso da zero nel campo D definito dalle limitazioni 
O=u4=27 (Gos To 2s ora ye 


(esclusion fatta al piu per un numero finito di varieta di dimensione mi- 
nore di m) con che le (8) sono risolubili rispetto alle w che risultano fun- 
zioni ad numero finito di valori delle ¢ 


(8’) amie Gg: 9 Yi Bee > Yn). 


Per il teorema del Liouville, testé richiamato, si sa che il pfafhano 
>, pi dqn & un differenziale esatto quando al posto delle p si pongano le loro 


(1) La possibilita di una rappresentazione siffatta per o implica evidentemente sol- 
tanto condizioni di natura topologica; per esempio, nello spazio ordinario, tutto si ridur- 
rebbe a constatare che l’ordine di connessione di o sia quello della sfera, del toro, ecc. 


espressioni in termini delle g ricavate da un sistema di m integrali tra loro 
in involuzione e che ogni funzione W delle q dipendente da m costanti ar- 


bitrarie essenziali, tale che 


(9) . dW = Peay dqy 


é un integrale completo dell’equazione (2). 
Introducendo le variabili w, la (9) diventa 


r) 
dW — > >, pr Se ati = De U; dit; 
e quindi 
(10) w=/%, U; du: , 


dove 


risulta funzione delle u quando al posto delle p, si pongano le (7). 

Il calcolo integrale insegna a calcolare il secondo membro di (10) me- 
diante quadrature; avremo cosi la W in funzione delle u e quindi, per 
le (8’), in funzione delle g. Se indichiamo con 6; ,@,,++-,@n,, n valori 
scelti ad arbitrio nell’intervallo (0,27), si ha 


rus 


uy 
(10) w= U; (iz, @2 5 = =, On) du, +| U, (ur 5 Un » ®3, °° * Gn) du, + +++ + 
6x @> 


tr un 
+| Uy EG ye On 0, SE Un (ur , U2 5***, Un =, Un) OMe 


- 
On — 1 On 


essendo le 6,,@,,--+,@, # costanti inessenziali. 
La funzione integranda U; in ciascuno degli integrali a secondo membro 


di (10’), del tipo 
| Usdu (4 1,2, “ee om), 


ys 


dipende solo da’ u;,u,,+--,u;-e dalle costanti @;4,,0;4,,-+* ,@z- 
Sviluppando in serie di Fourier la U,, funzione periodica di periodo 
an di west na 


U,; (uy, @,,-+++ , Gn) = Vi + Wi, 


dove V, é il termine costante o secolare, dipendente solo dalle @ e W, é 
una funzione periodica di periodo 2m di u,, priva di termine secolare. 


Dunque 


ay 
i Wa Gag ts On) GH, Sele he oe Wy. 5 


ao 


essendo w, funzione pur periodica di u;. 
Sviluppando in serie di Fourier la U, (wu: ,u2,0;,-+-+*,&n) rispetto 
ACh vee St a 
UL (ux » Uz 5 @s , Ce » On) = Natok W;, 


dove V. ¢€ il termine costante o secolare rispetto ad ,, ma dipendente da 
u, e dalle 6 e W, & una funzione periodica di wu, e u,, priva di termine 
secolare. 


Dunque 


Us 
: WAG? 8, 735° -- , On) 00 = Ve teot wy, 5 
@ 


essendo w, una funzione pur periodica di uw, ,u.. 
In generale, si ha 


us 
i DEG ay oe IN 5 Or ang + Op) Othe = Vi he = Yj, 
0; 


dove V; dipende a priori dalle sole variabili w:,u,,---,u;—, (la Vx non 
dipende da alcuna w) e w; & una funzione periodica di uv, ,u, +++, U;—1, Ui. 
La (10’) diventa cosi 


(11) W = dow + Dd, Vins. 


3. Dico che le V mon dipendono dalle uw. 
Infatti, derivando ambo i membri di (11) rispetto ad u;, si ha 


oW " OW; LING 
ie > ae gic ier Dz Ol; a 
5 ilies sr aad ia 4 
e quindi, tenendo presente che 
oW U 
Ou is 
j 
n Ow; n OV; 
SS + Bow 
4 t ° 
fae ace} Pret ou; 
ee: Ae ree a 
Ma ¥, ae W; sono periodici e da cid segue 
A Uj; 
j+t y 


ae ae 


Poiché queste relazioni debbono essere soddisfatte qualunque siano i 
valori delle « nel campo D, si ha 


OV; 
C == 6 (i 2,3, 8 et Sf ee 


Ch.0 Gs 


Ay 
cu; 


4. Cid posto, per il teorema di Jacobi richiamato al n. 1, le relazioni 
integrali che danno le g in termini dife di 2m costanti arbitrarie sono nel 
nostro caso 


| OW; OV; 
| +B. = Dia + 2a sp 


| »S OW; a > OV; ae 
CB. = i oyi i 3)i ; 
ovvero, ponendo 
ow oV 
Gz= Th 5 Oe a (igh S28 52, eee) 


t+ 8, = Gi, (uz) + Ga (@:, 42) + ++ > + Gas (ry ta 28 Un) + > 0:4 
B. = Gro (tr) + Gas (ur tle) + +++ + Gua (tr tay ++ tn) + YY, O12 ti 


Gn = Gin (Wi) EH Ga Gy, Ws) Ge GA ay ae 


In queste equazioni le Giz sono funzioni periodiche di periodo 27 dei 
loro argomenti “;,#., +--+, Wi, dipendenti altresi dalle J e le wi, dipendono 
soltanto dalle J. 

Quando uw; (i = 1,2, -++,) aumenta di 27, le costanti d’integrazione 
B:,8.,-+-,Bn aumentano rispettivamente di 


2TO; 1 3 2TW;25 > 2 , 22 


e si puo anche dire che, ove si considerino le wu funzioni delle 8, se si au- 
mentano queste grandezze rispettivamente di 


DIC) te ; 2TO)jo5,°°° 5 2TOin , 


le Uy U2, °°* ,Ui—1,Ui41,°*°** > Mm restano inalterate, mentre la uw; aumenta a 
di-27% 


Ammettendo che il jacobiano dei secondi membri delle (12) sia diverso 
da zero, si potranno determinare le w in termini di t+ 6,,8.,+--,8n 


a; = 91 (+ By SB ea) (1 =1,2,¢++,2) 


e, poiché le g sono funzioni periodiche delle u di periodo 27, segue che 
le g sono funzioni periodiche delle 8, nel senso che, posto 


Gis bic Brg Ba502 5 Ca) sie ene ea et 


si ha 


fot + Br + 270, B. + 2Ti2,°+ +, Bn + 2-7Oin) = fst + Br, Ba 5-5 Bn) 
Cee = aig CR Reg 17) 


Analoghe considerazioni valgono per le p. 


5. Si puo osservare che il teorema di Stickel) per i sistemi a mo- 
vimenti vincolatamente periodici, in virth del quale le traiettorie dello spazio 
delle configurazioni sono ovunque dense in un certo campo, si estende 
egualmente al nostro caso. 


Meccanica. — Sopra I interpretazione geometrica dei sistemi 
meccanici. Nota di G. VRANCEANU, presentata dal Socio T. Levi— 
CiviTa. 


In un lavoro recente ), il sig. Wundheiler, arriva a dare alle equa- 
zioni del moto di un sistema olonomo o anolonomo, a legami dipendenti 
dal tempo, una forma invariante di fronte alle trasformazioni della forma 


(1) TEBE OBA GE Git Aas ex IE) eh re Stee 2) 


dove x',x?,-++,x” sono i parametri lagrangiani del sistema e ¢ ¢ il tempo, 
mentre le equazioni date da me in una Nota precedente “ sono invarianti 
soltanto per le trasformazioni 


(2) Ne me aK 9) +h 0) 


D’altra parte se il sistema € olonomo e pensiamo le équazioni di La- 
grange desunte dal principio di Hamilton, ne risulta che esse. sono invarianti 
di fronte alle trasformazioni (1) ©), ma questa invarianza non ¢ visibile sulle 
equazioni stesse. 

(1) Cfr. C. L. Cuaruier, loc. cit., § 3, pp. 108-110. 


(2) Nella seduta dell’8 gennaio, 1933. 
(3) Rheonome Geometrie. Absolute Mechanik, Prac, Matematyczno-Fizycznych (Warszawa, 


1932) pp. 97-142. 
(4) Sopra i sistemi anolonomi a legami dipendenti dal tempo, vol. XIII, s. 6, 1 


1931, p. 38. 
6) Vedi T. Levi-Crvira, The absolute differential Calculus, ed. da E. Persico, Blackie. 


London, 1927, p. 289. 


° sem. 
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Il Wundheiler arriva a questo interessante risultato, mediante una inter- 
pretazione geometrica dei sistemi a legami dipendenti dal tempo, introdu- 
cendo le nozione di spazi reonomi (deformabili col tempo). 

Voglio qui, in primo luogo, far vedere che questi spazi reonomi, sono 
in sostanza degli spazi anolonomi, spazi che io stesso ho introdotto ‘) per 
dare una interpretazione geometrica dei sistemi analonomi a legami indipen- 
denti dal tempo, lo studio dei quali ha ricevuto un grande sviluppo, per i 
lavori di Synge, Horak, Schouten, Cartan, l’autore ”, ecc. 

In secondo luogo, mostrerd come si passa dalle mie equazioni del moto 
alle equazioni di Wundheiler e come, nel caso in cui la funzione lagran- 
giana e le equazioni di anolonomia, si possono ridurre a non dipendere 
esplicitamente dal tempo, torni utile preferire le mie equazioni. 


1. Prima di entrare nel soggetto di questa Nota, credo opportuno di 
rispondere qui ad una osservazione critica, mossa dal Wundheiler ai miei 
lavori, per il fatto che adopero il simbolismo delle congruenze. 

Si sa infatti che, nel calcolo differenziale assoluto di Ricci e Levi- 
Civita, si sono fatta strada diverse notazioni simboliche. 

Tra queste ricordo il simbolismo delle congruenze ed in particolare 
delle congruenze ortogonali, introdotto dagli stessi Ricci e Levi—Civita, il 
simbolismo di Schouten, il simbolismo delle forme di Pfaff di Cartan, ecc. 
Ora il Wundheiler, che adopera il simbolismo di Schouten, dice ) che 
«questo simbolismo delle congruenze, della vecchia scuola italiana che io 
adopero, é lontano dall’avere la trasparenza del simbolismo di Schouten ». 
A me sembra, che si tratti qui di una osservazione che ha valore soggettivo, 
di preferenza, perche, in sostanza, tutti questi simbolismi sono di ugual valore, 
essendo basati sugli stessi principii del calcolo differenziale assoluto di Ricci 
e Levi—Civita. Naturalmente puo accadere che nella trattazione di un certo 
problema, sia indicato l’uno o l’altro di questi simbolismi. Cosi, per esempio, 
il calcolo delle congruenze ortogonali € indicato se vogliamo studiare gli 
spazi di Riemann V,, gli spazi anolonomi .V; ed in generale gli invarianti 
di una forma quadratica, esclusivamente sulla base della nozione di gruppo, 
come ho fatto io nei miei lavori. 

In questi casi, le congruenze ortogonali sono indicate, come lo sono 
le coordinate cartesiane ortogonali, nello studio degli spazi euclidei. Ma, ot- 
tenuto un risultato in uno di questi simbolismi, esso si pud naturalmente 
ottenere anche cogli altri simbolismi “. 


(1) Vedi, Sur les espaces non holonomes, « Comptes-rendus», to. 183 (1926), p. 852. 

(2) Si trovera della bibliografia nel mio lavoro, Sur quelques points de la théorie des 
espaces non holonomes, « Bulletino della facolta di Scienze di Cernauti », to. V, 1932, p. 177. 

(3) Vedi il suo lavoro gia citato, p. 124. 

(4) Cfr. A. WUNDHEILER, Ueber die Variationsgleichungen fitr affine geodatische Linien 
«Prac Matematyczno-Fizicznych » (Warszawa, 1931), to. XXXVIII, p. 129. 


p88 ey 
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Sono d’accordo col Wundheiler quando dice che un lettore che conosce 
solamente il simbolismo di Schouten, ha delle difficolta a leggere dei lavori 
-scritti col simbolismo delle congruenze, ma, con una necessaria aggiunta, 
e cioe, che lo stesso avviene per un lettore che conosce il simbolismo delle 
congruenze o quello di Cartan, quando ha da leggere nel simbolismo di 
Schouten, e forse le difficolta sono maggiori, precisamente per il fatto che 
il calcolo di Schouten é pit simbolico di tutti gli altri. 


2. Consideriamo adesso la forza viva T di un sistema olonomo S,, a 
legami dipendenti dal tempo “) 


I eee Digits Sa KE ae 
Ci Pet Ti+ To= > ayxixi +axe+ T, (= = 25001] 
dove ai;,a:, [,, sono a considerarsi funzioni delle variabili x! ,x2.-- +. x¥ 

J) ? ? 5) ) > 
e di t, la forma quadratica 
(4) As? 2 gid ax", 


essendo definita e positiva, nelle variabili xt,---, x", qualunque sia ¢. 
Percio, questa forma quadratica, si puo ridurre ad una somma di quadrati 


ds? = 2 T, di = (dst)? + (ds*)? + +. 4 (ds) 


ponendo ; 
Ge OAL 3 ak Sndse (Gi =a} Di, Sree a0) 


dove s* sono gli archi, 4; i momenti e 4, i parametri di m congruenze orto- 
gonali (Aa), nello spazio di Riemann Vy, avente la metrica (4). Si vede che 
cA 
dt 
mie equazioni, sono invarianti di fronte alle trasformazioni (2), ma non alle 
trasformazioni (1). 
Consideriamo adesso, la forma quadratica in n+ 1 variabili x, 
x? ,+°+,x%,1, che si ottiene moltiplicando la forza viva T di S, per 2d?. 


la quantita u? = , che sono prese come caratteristiche del moto, nelle 


Ponendo 


? \ ds¢ = ds4 + a dt (a = A, aw = AS a’) 
(4) 
| A= To — 


dove « & la lunghezza del vettore «, nello spazio V,, questa forma qua- 
dratica, si puo scrivere 

(5) G52 git = (d5*)? - «> as")? dP 

e si vede subito che le d5¢ sono invarianti per tutte le trasformazioni (1). 


(1) Vedi T. Levi-Civira e U. Amatpi, Lezioni di Meccanica Razionale (Bologna, 
Zanichelli), vol. Il, parte I, pp. 359-373. 
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La forma quadratica (5) sara definita e positiva, se A, che il Wundheiler 
chiama forza viva trasversale, & positiva. Ma se A= 0, possiamo aggiun- 
gere alla forza viva T una costante, il che non cambia le equazioni del 
moto, in modo che A risulti positivo. D’altra parte, le equazioni di S» non 
cambiano, se a T, s’aggiunge una funzione qualunque di ¢ e alle a; delle 
costanti, come si vede subito scrivendo le equazioni di Lagrange di S,. Di 
pil, tenendo conto del principio di Hamilton, si vede che se, in luogo del 
tempo tf, s’introduce i] tempo di = 9(f)dt, la metrica (5) rimane divisa 
per 9 (t). Ne risulta, che possiamo sempre associare al sistema S,, uno spazlo 
di Riemann V,,,,, la cui metrica (5) ¢ definita astrazione fatta da due 
funzioni di £ e da m costanti, che in certi casi, si possono determinare in 
modo da far assumere, a V,4;, certe proprieta. 


3. Consideriamo adesso lo spazio anolonomo V;, +41, definito in V, 41, - 
dalla equazione di Pfaff completamente integrabile 


dss++= yr dt=o, 


e cioé dagli spostamenti virtuali di S,. Si vede che per questo spazio anolo- 
nomo, le congruenze (4’) aventi gli archi 54, sono le congruenze fondamen- 
tali, e 5*++* & Parco della congruenza di anolonomia. Tenendo conto di cio, 
le proprieta geometriche dello spazio reonomo di Wundheiler, coincidono colle 
proprieta dello spazio anolonomo V,, + ,. Infatti i vettori e tensori forti dello 
spazio reonomo, non sono altro che i vettori e tensori interiori di V;4,, 
e cioe quelli che hanno componenti solamente sulle congruenze fondamen- 


tali. In particolare lo spostamento elementare assoluto di Wundheiler (p. 103) 
é€ un vettore interiore, perché si ha 


(6) Sxi = dxi + ai dt = ri die. 


Per quanto riguarda la derivazione covariante di un vettore forte (in- 
teriore), vi (7 = 1,2,++-+,m), il Wundheiler da in primo luogo le formule 
(p. 107), 


: out ; 
(7) A; Va ah a hes we 


dove Tj. sono i simboli di Christoffel di seconda specie della metrica (4). 
Ora, le quantita Ajv' sono le componenti secondo gli assi coordinati del 
tensore interiore dato da me nel 1926 () 


= Veuve (uties 2; a8) 


(1) Sur le calcul différentiel absolu..., « Comptes-rendus », to. 183, p. 1083, form. (3). 


a eee 


chiamato tensore derivato (interiore) del vettore interiore (v), dove Y‘, sono 
i coefficienti di rotazione di Ricci delle congruenze fondamentali (4’). Si 
ha infatti 


Wee AGUNG Ne 


Quanto alla derivata covariante rispetto al tempo A,v' di Wundheiler 


essa € legata alla derivata esteriore rigida v, ,,, considerata la prima volta 
dallo Schouten, mediante la formula 


_ } ya 


a! : a ae 
U4. = Speer Lone vo = A, vi 2; ya- 


In modo analogo si pud far vedere che il tensore di curvatura, il ten- 
sore della seconda forma, coincidono. Tuttavia, devo dire, che questa coin- 
cidenza, la quale fa vedere come gli spazi anolonomi sono sufficienti per i 
bisogni della Meccanica, non fa perdere |’interesse del metodo delle coor- 
dinate usato dal Wundheiler e delle sue interpretazioni meccaniche. 


4. Per passare adesso, dalle mie equazioni (7) di Sy, alle equazioni (53) 
di Wundheiler, dobbiamo tener conto del fatto, che le mie caratte- 


vias stete ds* a ECON 
ristiche cinetiche «* = ——, sono legate alle caratteristiche v' = x‘ + ai 


at 
di Wundheiler dalle formule 


id i t rf ds a Ti mas dsa 
(8) ut =); (' —o') = en Ta ads (7 =F): 


Si arriva senza dificolta alle equazioni seguenti nelle caratteristiche 


di -, — —, I OA 
a ee qh Ae — Th ae 
‘i Wat? i Vr Wa tcrya Fe aes Py 
che sono precisamente le proiezioni delle equazioni di Wundheiler sopra le 
congruenze (Aq). 

Passando ad un sistema anolonomo S;", esso puo essere definito in Sy 
dalle formule equivalent 


(9) age? = eb . Wi v= AY = a 4: el (bh =m +1,-:: n) . 


. \ . . + I . 
Abbiamo cosi in V,4, uno spazio anolomo V,';';, e se saggiunge 


m 


anche la condizione dt = 0, abbiamo uno spazio anolonomo virtuale V,, 41, 
Nelle mie equazioni (6) figurano le carattertiche wu’ (h =m), e in quelle di 
Wundheiler (55), le caratteristiche 


ch 
Wi i (h=m)- 
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Esiste un caso al quale possiamo ridurci con una trasformazione di 
variabili in cui i due sistemi di equazioni coincidono (T, = 0). 

In questo caso Jo studio di V4, si riconduce a quello di una famiglia 
di cof spazi Vn per cui x!,x?,---,x” sono coordinate normali “. 


5. Supponiamo infine che si tratti del caso molto importante per la 
Dinamica ©), in cui la funzione L = T + U (potenziale), non dipende espli- 
citamente dal tempo. Esiste allora per S,, ’integrale dell’energia generaliz- 
zato IT, —T,—U = cost, che sussiste, come abbiamo visto nella Nota 
precedente, anche per il caso anolonomo (9), in cui le e” sono nulle e 
le u’’ sono indipendenti dal tempo. Questo integrale si pud desumere molto 
facilmente dalle mie equazioni per il fatto che si ha 


ial (u")? at (u?)? foe yp (u")2, 


e si deve osservare che esso non ¢ compreso nell’ integrale di Wundheiler 
(p. 134), se non nel caso molto particolare in cui si ha T, =o. Ne ri- 
sulta che se L = T + U ele equazioni di anolomia uw” = e”, non conten- 
gono esplicitamente il tempo torna utile di considerare solamente delle 
trasformazioni (2), e sono da preferirsi le mie equazioni del moto. I sistemi S, 
che si possono ridurre a non contenere esplicitamente il tempo, hanno nell’am- 
bito del gruppo (1), e pil. generalmente considerando anche i cambiamenti 
di tempo, una caratterizzazione molto semplice. Essi sono dei sistemi per 
cui esiste una funzione 9(t), in modo che la forma quadratica @(t) L dt, 
ammetta un gruppo continuo ad un parametro generato dalla trasformazione 


dove 6: (@ = 1,"+-#) sono certe“funzioni di x?" =~ x 5 7. _Evidente- 
mente, perche questo accada possiamo aggiungere alla funzione L una fun- 
zione di ¢ ed una T, a coefficienti costanti, scelte opportunamente. Questa 


caratterizzazione gruppale si estende anche ai sistemi anolonomi S;7 ), 


Meccanica. — Le nombre des chocs dans le probléme des n corps qui 
Satirent inversement d une puissance quelconque de la distance. Nota di 
M. Kivetiovitcx, pres. dal Socio T. Levi-Civira. 


Sara pubblicata in. un prossimo fascicolo. 


(1) Vedi il mio lavoro, Familles de variétés riemanniennes, « Bul. de la Soc. des Sciences » 
Cluj (Romania), to. IV, I parte, 1929, p. 434. 

(2) Vedi G. Brrxuorr, Dynamical Systems (New-York, 1927), pp. 36-39. 

(3) Vedi il mio lavoro, Etude des espaces non holonomes, « Journal de Mathematique » 
(1933), § 10. 
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Meccanica. — Teoria della turbolenza. Nota di G. D. Marriott, 
pres. dal Socio T. Levi—Civira. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Meccanica. — Teoria della turbolenza. Conseguenze analitiche e con- 
fronto con Pesperienza. Nota di G. D. Marriout, pres. dal Socio T. Levi 
CiviTa. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Geofisica. — Sulla velocita apparente di propagazione superfi- 
ciale dei terremoti in rapporto con la profondita ipocentrale. Nota di 
C. ALESsANpRI, presentata‘? dal Socio L. Parazzo. 


I! problema della determinazione della profondita degli ipocentri sismici 
é di fondamentale importanza in sismologia, ad esso ricollegandosi, fra altre 
questioni, quella stessa della genesi dei terremoti. Molti gli autori che. se 
ne sono occupati e numerosi i metodi escogitati allo scopo; ma il problema 
e ben lungi dal potersi considerare come risoluto, troppo discordanti essendo 
i risultati ai quali, coi dati di uno stesso terremoto, i differenti metodi con- 
ducono. 

Quali i motivi delle profonde divergenze?... Deficienze di metodi, 
insufhcienza dei materiali d’osservazione o inconsistenza stessa, per cosi dire, 
intrinseca, del problema, per Ja inesistenza oggettiva del punto che, con me- 
todi geometrici, ci si sforza di individuare, e cio pel fatto che i terremoti 
non avrebbero l’origine in un punto, ma sarebbero occasionati da sposta- 
menti in massa di interi blocchi del mosaico terrestre?... 

Comungue, Ja questione merita di essere approfondita, anche perche, 
dall’ indagine, potranno emergere elementi non privi d’interesse per chia- 
rire questioni che con quella della profondita dei focolari sismici si ricol- 
legano, nonché per giudicare della consistenza o meno di certe teorie archi- 
tettate sulla base di profondita ipocentrali ammesse come dimostrate, mentre 
di fatto potrebbero non rappresentare altro che il risultato di calcoli fondati 
sull’arena. 

Fra i tanti metodi immaginati per la determinazione delle profondita 
ipocentrali, noi, qui, ci limiteremo a considerare quelli soli che si basano 
sui tempi, o pit precisamente, sulle differenze di tempo d’arrivo di una 
data fase delle onde sismiche longitudinali, in luoghi diversi. — Il terre- 


(1) Nella seduta dell’8 gennaio 1933. 


RENDICONTI. 1933. Vol. XVII 10 


moto ha la sua origine sotterranea, e percid l’istante dell’inizio sfugge 
alla nostra diretta osservazione. Ma tra i fenomeni seconlari che ne con- 
seguono ve ne & uno che, svolgendosi interamente alla superficie terrestre, 
pud essere sottoposto ad uno studio sistematico e a una verifica rigorosa: 
intendiamo il fenomeno del moto superficiale 0 moto apparente, e cioe del 
moto di propagazione della perturbazione sismica quale appare alla superficie 
terrestre. Enunciamo anzitutto le leggi di propagazione quali si avrebbero 
ammettendo alcune ipotesi semplici e ben definite; l’esperienza dira poi se 
e quanto i risultati teorici hanno riscontro nella pratica. Almeno in via di 
prima approssimazione, possiamo ammettere che il movimento sismico (oggi 
generalmente ritenuto come un moto vibratorio e quindi retto dalle leggi 
generali dell’elasticita) irradiando dal suo centro profondo (ammesso questo 
puntiforme) si propaghi sensibilmente per onde sferiche con velocita co- 
stante in tutte le direzioni, permodoché una data fase (per es. l’inizio) sara 
avvertita in una data stazione, quando il raggio d’onda uguaglia la distanza 
che intercede tra la stazione considerata e l’origine della perturbazione (ipo- 
centro). Il primo punto raggiunto sara cosi l’epicentro (come il pit vicino) 
e a partire da questo il moto, alla superficie, apparira propagarsi per onde 
circolari, in modo analogo a quanto si osserva sullo specchio delle acque 
tranquille di uno stagno in cui sia lanciato un sasso. Si tratta di conoscere 
le caratteristiche di questo moto superficiale in rapporto con la profondita 
ipocentrale. 

La questione, nei termini enunciati, gid é stata trattata da altri, ma 
la portata pratica delle conclusioni teoriche non fu, in generale, tenuta pre- 
sente nelle applicazioni. Riteniamo perciO opportuno di riprendere l’argo- 
mento, mettendo in evidenza il significato e la portata pratica della teoria, 
con alcune applicazioni numeriche. 

Sia (vedi figura): 1, la velocita del moto sismico nell’ interno della Terra; 
V la velocita apparente alla superficie; r il raggio terrestre (= Km.63 66.2); 


A la distanza epicentrale EMA della stazione che si considera, misurata sul- 


arco di cerchio massimo che passa per essa e Vepicentro E; $= — la 
i 


distanza epicentrale stessa angolarmente misurata (e cioe langolo sotto cui 


5 o as . . 
A é vista dal centro della Terra); a ?’angolo IAO compreso tra il raggio 


sismico IA e il raggio terrestre OA; e finalmente z la profondita ipocen- 
trale sel 


La velocita superficiale puo esprimersi) mediante la formola 


(1) et eC Sree 
sen % (r —z) sen 8 


(1) Vedi: F. Bonertr e G. AGAMENNONE, Sulla velocita superficiale di propagazione 
dei terremoti, « Rendiconti Acc. dei Lincei», vol. IV, serie 5°, 1895. 


(2) Nell’elemento di tempo dt il raggio d’onda della perturbazione aumenta della 


chasm 
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E dalla (1) si conclude: 
1° La velocita superficiale V ¢ funzione tanto della profondita ipo- 
centrale x che della distanza epicentrale 8; 
2° La velocita superficiale V, infinita all’epicentro e all’antiepicentro H, 
(dove «= 0) ha valore finito in tutti gli altri punti, ma sempre maggiore 
della velocita di propagazione wu del moto sismico nell’ interno del Globo 
(essendo l’angolo « sempre minore di 90°); 


H 


3° Ad ogni profondita ipocentrale z corrisponde una distanza epi- 
centrale A dove la velocita superficiale risulta minima, e questa si avra nel 
punto M dove la normale nell’ ipocentro I al diametro EH congiungente 
Yepicentro con l’antiepicentro, interseca la superficie terrestre “). 


quatita u-dt= CB, mentre nello stesso tempuscolo dt il moto superficiale si propaga sulla 


tangente in A alla rispettiva traiettoria, dell’elemento di linea ds = AB = V-dt. Dal trian- 
Uu 


golo elementare ABC, rettangolo in C, siha CB = wdt= ds sena,equindi V= Sean Dal 
triangolo IOA, dove IA = ut, e AO = BAG =< si ha: 
sen 8 ut SS a a 
sena  (r—{) 5 ut= Vr? 4 (r — x)? — 27 (ry —2) 088 
da cui si ha la (1). 
seem : . ' d cos % 
(1) Cio risulta dalla risoluzione della equazione Tee (essendo (r — 7)? = 
¢ 


= 12 + (uf)? — 2r-ut cos «) che da come condizione per il massimo di sen % e quindi per 


il minimo di V= . , la condizione (wt)? = z (2r — z) e quindi IM normale ad EH in I. 
sen % 


In generale dunque, a partire dall’epicentro E, la velocita apparente 
(inizialmente infinita) andra dapprima diminuendo, fino al suo minimo nel 
punto M legato alla profondita ipocentrale x dalla ben netta relazione geo- 
metrica di cui si & detto; poi la velocita andra aumentando fino ad assu- 
mere di nuovo, all’antiepicentro, un valore infinito. 

Si hanno due casi singolari: quello per x =o e quello per x =r. 


Per x =0 (e cioé quando l’origine dello scuotimento sismico sia af- 


fatto superficiale) la (1) si riduce: 


u 


ae ig aT 
COS = =10 
Ds 


la quale, per 8 = 0 (e cioe in prossimita dell’epicentro) da V =, e cioe 
ci dice che la velocita superficiale all’epicentro, coincide con la effettiva 
velocita di propagazione del moto sismico nell’interno della Terra. Per 


8 = — (e cioe alla distanza epicentrale di diecimila chilometri) risulta 
2 


V = 1,4 I-u 6 fimalmente: per.o =o, st avrebbe. V = co, Neb caso pare 
ticolare considerato, dunque, la velocita apparente avra il suo minimo al- 
Pepicentro stesso, e a partire da questo, andra continuamente crescendo fino 
all’antiepicentro dove presentera un valore infinito. Ma aumento di velocita 
fino a notevole distanza dallepicentro, sara molto lento, talché, nel primo 
migliaio di km., la velocita apparira sensibilmente uniforme, e della stessa 
grandezza della velocita di propagazione w nell’interno del Globo. E questa 
sara una delle caratteristiche dei terremoti ad epicentro molto superficiale. 
Per zy =r (ipocentro al centro della Terra) la (1) si riduce 


e quindi, in generale, per grandi profondita ipocentrali, la velocita super- 
ficiale di propagazione apparira molto grande. FE sara cosi wna delle caratte- 
ristiche dei terremoti ad epicentro molto profondo. 

Condizioni intermedie si avranno, naturalmente, per profondita ipocen- 
trali intermedie. 

Giunti a questo punto la questione, teoricamente parlando, pud consi- 
derarsi esaurita. Ma per l’applicazione ai casi pratici, si presentava oppor- 
tuno di avere una nozione mumerica precisa del come effettivamente varia, 
al variare della profondita ipocentrale, la distanza epicentrale del punto cor- 
rispondente al minimo di velocita superficiale; non che del come la velo- 
cita superficiale varia al graduale aumento della distanza epicentrale, quando 
la profondita ipocentrale abbia valori determinati dell’ordine di grandezza 
di quelle che presumibilmente si presentano nella pratica. 


nil 


E tutto cid risulta evidente dai numeri delle seguenti tabelle I e II 
da noi calcolati. 


TABELLA I. 


Distanza epicentrale del minimo di velocitd super ficiale. 


| eee ee 
: @ | = G) ~ (s) 
I 6.366 20) 3377457 284.722 | Spann 
2 12.732 2s 72 402.716 Soa: 
3 19.099 AL Key Di 493,241 reas 
4 25.465 5 207435 569.599 ey 
5 31.831 ie ae 636.883 A089 
6 38.197 6 16 46 697.715 55.988 
44.563 6 47 00 753-704 ero 
8 50.930 Fo GOs) 805.805 48.948 
9 57-296 7 Ab 34 854-753 Keane 
10 63.662 8 06 35 901.070 | 


(1) Profondita ipocentrale espressa in millesimi di raggio terrestre. 

(2) Profondita ipocentrale espréssa in km. 

(3) Distanza epicentrale del minimo di velocita in valore angolare. 

(4) Distanza epicentrale del minimo di velocita, in km. 

(5) Variazioni progressive della distanza epicentrale del minimo, in km. 


ar 
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Tasetta Il. © 
Velocitd superficiale di propagaxione dei terremoti. 
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Distanza Valore numerico del rapporto K = a Velocita superficiale in km/secondo 
epicentrale per le profondita ipocentrali : i per le profondita ipocentrali : 
5 A Yq =0.001 %_ = 0.002 %3 = 0.01 %y—0.001 {2 == 0.002 %3 = 0.01 
km ky ko k 3 km km km 
1 1,8 3.441 6.875 34.724 18.927 37.815 190.882 
2’ 357 1.721 3.646 17.445 9.463 20.055 95-496 
Be 5,6 1.404 2.562 11.633 7.719 14.093 63,663 
4’ 7,4 1.360 2.105 8.764 7.480 11.578 48.204 
5” 9;3 1.181 1.684 TROIS 6.496 9.263 38.574 
10’ 18,5 1.031 1.191 3.607 5.672 6.550 19.840 
20! 37 1.017 I.114 2051 5-593 6.127 | 11.283 
30’ 5556 1.006 1.038 1.532 ase 5.707 8.428 
40’ 7451 1.004 1.024 1.324 5-523 5-633 7-283 
50’ 92,6 1,003 1.020 1.219 5.518 5-607 6.703 
i leet 1.001 1.01! 1.116 5-504 5.562 6.137 
2° 222 1.001 1.003 1.047 5,504 5-516 5-757 
29 333 1.001 1.002 1.024 5-506 aes 5.630 
4° 444 1.002 1.002 1.017 5-507 5-509 595.93 
5° 555 1.002 1.003 1.013 5-509 5-513 5+573 
6° 667 1.002 1.003 1.011 5-510 5.14 5-562 
7° 778 1.003 1.003 1.010 | 5-513 5-517 5-555 
8° 889 1.003 1.004 1.009 . 5-516 5-520 5.554 
9° 1.000 1.004 1.004 1.010 5.520 5-523 5-556 
10° Tey 1.004 1.005 TOIT 5.524 5-527 5-558 
20° 2.222 1.006 1.017 1.021 5.533 5-591 5.616 
30° 3.333 1.036 1.036 1,041 5-570 5-700 e728 
40° 4.444 1.065 1,065 0.070 5.586 5-859 5.883 
50° SNS 1.104 1.105 1.107 6.072 6.075 6.087 
60° 6.666 Pass 1.156 1.161 6.354 6.357 6.383 
70° 7.778 1.221 Te2O2 1.226 6.718 6.721 6,741 
80° 8.8389 1.306 TeOy; 1D) 7.184 7.187 Py | 
go° | 10,000 1.414 1.416 1.418 Hevisal 7.786 7.800 
LOO. map mlelerelar 1.556 Tesi 1.564 8,561 8.565 8.603 
TTOo mp 2-222) 1.744 1712 TASS 9.594 9.418 9.643 
20S 13.333 2.001 2.002 DOr 11.006 eiaroyent 11.064 
130° | 14.444 2.308 2.309 2.380 12.695 13.027 13.092 
140° | 15.555 2.925 2.927 2.942 16.089 16.097 16,178 
150° | 16.667 3.867 3.868 3.883 21.261 Die PG?) 21.358 
160° | 17.778 5-762 5-765 5.788 | 31.689 31.705 31.833 
170° | 18.889 11.480 11.485 Tse 63.140 3.167 63.426 
175° | 19.444 22.937 22.948 23.041 || 126.154 126.214 126.726 
107 O cam LOSIGGS 28.668 28.683 28.800 157.674 iG 158.400 
177° | 19.666 37.021 37-045 38.395 203.615 203.748 211.173 
178. 19.778 57-327 SNF 58.528 315.298 315.464 321.904 
179° | 19.889 114.650 | 115.060 115.170 630.575 632.830 633.435 
180° | 20.000 foe) Co oo ee) oe) oe) 
S x ee Ses 5% fey regolare angolare. 
G) Ky = velocita superficiale relativa alla velocita di propagazione u per y7y=0.001 =km. 6.366. 
oe om ; : : ; ? » » u per %, =0.002 =km, 12.732. 
me v2 eRe superficiate in km/secondo ped & u ee tne bon ae 
@) i ton : ‘ . » u SFiS) » per 72 = 0.002 = km. 12.732. 
3 » W=15 65 » per %3 == 0.01 =km. 63.662. 
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Geofisica (Vulcanologia). — Fumarole vulcaniche. Nota di 
G. Ponte, presentata‘? dal Socio F. MitLosEvicu. 


E opinione generale che le eruzioni yulcaniche siano prodotte dalla 
forza elastica dei gas contenuti nel magma. Questa ipotesi non ci sembra 
convincente. Se i gas vulcanici provenissero direttamente dal magma le lave 
dovrebbero erompere in masse vescicolose, simili a schiuma che si accu- 
mulerebbe attorno ai crateri anziche distendersi in lunghe colate. I feno- 
meni pliniani non sono dovuti a una tumultuosa sgassificazione del magma, 
come si crede, perche non é facile la separazione dei gas da un liquido 
viscoso come la Java che, piuttosto, diverrebbe vescicoloso e col progre- 
diente raffreddamento impedirebbe lo sprigionamento dei fluidi aereformi. 
Vero e che spesso verso il letto delle colate riscontriamo delle lave pomicee, 
ma tale vescicolazione localizzata € stata prodotta dalla tensione del vapore 
acqueo che si svolge da rocce non coeve che vengono coinvolte nella lava 
fluente. D’altro canto abbiamo visto che gli enormi pini vulcanici, che spesso 
non durano per tutto il periodo eruttivo, son dovuti a esplosioni freatiche 
che avvengono solo quando il magma viene a contatto con i] terreno umido 
del vulcano ©), 

E ammesso che nel magma esistano cloruri, solfuri, carburi, siliciuri, 
azoturi, fosfuri, ecc., ma sinora nella lava sono stati riscontrati soltanto clo- 
ruti alcalini e solfuri di pochi metalli pesanti%), Pero non possiamo esclu- 
dere che alcune di queste sostanze siano state decomposte durante il processo 
di cristallizzazione. Al riguardo sarebbero necessarie delle ricerche analitiche 
su grandi masse di rocce vulcaniche le meno alterate. Se arriveremo a tro- 
vare delle tracce di questi composti, che del resto sono stati riscontrati nelle 
meteoriti ritenute analoghe al nocciolo terrestre, avremo la prova certa che 
le esalazioni vulcariche, esclusi i cloruri di sodio e di potassio, provengano 
dall’azione degli agenti atmosferici sulla Java. Pero l’anidride solforosa, il 
metano, l’acido cloridrico, ecc., che si svolgono quando si fonde una roccia 
vulcanica poco alterata, non ci lasciano dubbio che questi gas provengano 
dalla decomposizione di solfuri, di carburi e di cloruri contenuti nel magma. 
Né si pud pensare che in tale esperimento della fusione di una roccia nel 
vuoto si possa escludere l’azione dell’acqua, perché fino al calore rosso, 


(1) Nella seduta dell’8 gennaio 1933. 
(2) G. Ponts, La eruzione Einea del novembre 1928. « Atti Acc. Gioenia di Catania ». 


Mem. XII bis, vol. XVI, 1929. 
(3) G. Ponte, Su alcune ricerche vulcanologiche. «Rend. Acc. dei Lincei», vol. I, 


serie 6°, aprile 1925. 
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cioé fino alla temperatura in cui ha inizio lo svolgimento dei gas, si spri- 
giona ancora l’acqua detta di costituzione. 

Intanto abbiamo potuto osservare sulle colate laviche, a mano a mano 
che esse si espandono e finché raffreddano, delle vistose reazioni. prodotte, 
indubbiamente, dall’azione degli agenti atmosferici sui mentovati composti. 

Nel 1917 la bocca subterminale dell’ Etna diede una imponente eruzione 
di lava proiettata a fontana che si accumulo attorno al cratere. La grande 
massa ignea nel consolidare subi delle forti contrazioni e si produssero delle 
spaccature larghe da uno a due metri, in fondo alle quali si scorgeva ja parte 
rovente della lava. Una lieve nebbiolina esalava da quelle spaccature, 1 cui 
bordi erano rivestiti da cloruri alcalini che l’acido solforico aveva incomin- 
ciato a decomporre. Difatti nella parte profonda, ove la temperatura non 
superava i 630°, erano cessate le esalazioni dei cloruri e vi predominava 
Vanidride solforosa che, nella parte pit superficiale meno calda, si era in 
eran parte ossidata e trasformata in acido solforico “). 

In altra nota) sono riportate alcune osservazioni fatte su una fuma- 
rola rivestita di aftitalite, minerale formatosi per azione dell’acido solforico 
sui cloruri alcalini che erano esalati precedentemente dalla lava quando la 
sua temperatura era pil elevata. Nell’interno della fumarola si vedeva una 
tenue nebbiolina costituita in prevalenza da acido solforico che il movimento 
convettivo dell’aria calda sollevava fuori, ove, a pil’ bassa temperatura, i 
nuclei acidi provocavano la condensazione del vapore acqueo atmosferico. 
L’aftitalite riscontrata in questa fumarola etnea, nel momento in cui vicino 
ad essa si avvertivano tracce di acido cloridrico, ci fece ritenere che in una 
prima fase fossero esalati dei cloruri alcalini e che, in seguito, quando si 
abbasso la temperatura e l’anidride solforosa si trasformo in acido solforico, 
fosse incominciata la trasformazione dei cloruri in solfati con sviluppo di 
acido cloridrico. Insomma sembro evidente l’ipotesi dello Scacchi sulla ge- 
nesi dell’aftitalite nelle fumarole vulcaniche; cioé che « l’acido solforico ri- 
ducesse in solfati 1 cloruri di sodio e potassio che si trovavano allo stato 
aeriforme » e che provenivano dalla parte profonda pid calda, sollevati dal 
movimento convettivo dell’aria calda. 

Durante Veruzione etnea del 1928 potemmo avyvicinarci alla bocca ef- 
fusiva e costatammo che dalla lava fluente.esalavano dei cloruri alcalini e 
che soltanto quando il vento sfiorava sulla colata e sulle sue sponde impie- 
trite, ma ancora calde, si avvertiva la presenza dell’anidride solforosa e degli 
acidi solforico e cloridrico G). E constatammo pure che le esplosioni deto- 


(1) G. Ponte, Sulla fontana di lava etnea del 1917. « Atti Acc. Gioenia », serie V, 
vol. XII, Mem. XVIII, 1919. 

(2) G. Ponte, L’aftitalite nelle fumarole dell’ Etna. « Rend. Acc. Lincei», vol. XXVIII, 
serie 5°, 18 maggio igig. 

(3) G. Ponrs, L’eruzione dell’ Etna del novembre 1928. « Boll. del Comitato Naz. Geo- 
detico e Geofisico», n. 17 del 28 febbraio 1929. 


ghee 


nanti sono dovute a miscele con l’aria dell’idrogeno prodotto per decom- 
posizione dell’acqua fornita dalle rocce non coeve coinvolte nella lava. 

I fenomeni che abbiamo riassunto ci fanno pensare che le esalazioni 
fumaroliche, esclusi i cloruri di sodio e di potassio che provengono diret- 
tamente dal magma, siano prodotte dall’azione degli agenti atmosferici sulla 
lava a diverse temperature. 

Nelle fumarole vulcaniche, anche in quelle caldissime, non manca il 
vapore acqueo, perche in esse circola l’aria. Pertanto le fumarole hanno un 
andamento regolare e non possono paragonarsi ai soffioni che, invece, emet- 
tono vapore sotto tensione. 

In vero nei trattati di vulcanologia non si trova una chiara distinzione 
tra le fumarole e 1 soffioni. Anzi nel libro del Mercalli I vwlcani attivi 
della Terra i sofhoni della Toscana sono ritenuti affini ai geyser e alle 
fumarole e sono classificati come diverse fasi di uno stesso fenomeno pro- 
dotto dall’ebollizione dell’acqua piovana penetrata fino alla zona calda del 
sottosuolo. 

Le idee del Mercalli rispecchiano le conoscenze di quell’epoca in cui 
si ammetteva universalmente che i] fenomeno pliniano fosse dovuto a un 
tumultuoso svolgimento dell’acqua racchiusa nella lava. Oggi, invece, si é 
potuto constatare “) che l’enorme massa di vapore acqueo che forma i pini 
vulcanici € dovuto a esplosioni freatiche prodotte dal contatto della massa 
ignea quando raggiunge il fondo umido del cratere. 

Allora si fantasticava molto per sostenere la teoria dei magma acquosi, 
fino al punto di trovare una relazione con Je pioggie ad ogni variazione del 
pennacchio di fumo del cratere o delle fumarole, non tenendo presente che 
da tempo immemorabile i montanari dell’ Etna e gli isolani dello Stromboli 
conoscono il cambiamento del tempo dai mutamenti del pennacchio del vul- 
cano e la lunga esperienza ha loro insegnato che questo fenomeno non ha 
nulla a vedere con |’attivita eruttiva. 

I sostenitori dell’influenza delle acque piovane sui fenomeni vulcanici 
si servirono soltanto di dati pluviometrici, ma non verificarono mai la via 
che fa lacqua piovana nel terreno vulcanico, per quanto tale osservazione 
fosse facile: difatti sarebbe bastato spargere delle sostanze coloranti su di 
una limitata estensione di terreno permeabile per trovare, dopo cessata la 
pioggia, |’indicazione della profondita raggiunta dall’acqua! 

Nel terreno permeabile dell’ Etna, presso l’Osservatorio etneo da tempo 
é istallato, a circa un metro di profondita, un recipiente per raccogliere 
Pacqua piovana che si presume debba penetrare nel sottosuolo; ma i risultati 
sono stati sempre negativi ®). 


(1) G. Ponte, L’eruzione dell’ Etna del novembre 1928..« Boll. del Comitato Naz. Geo- 


detico e Geofisico», n. 17 del 28 febbraio 1929. 
(2) G. Ponte, Precipitazioni atmosferiche ed acque sotterranee. « Boll. Acc. Gisenia’ di 


Catania »,- dicembre 1918. 


Mettendo allo scoperto con un pozzo il terreno sabbioso dell’Etna si 
osserva, specialmente nelle giornate umide, che le stratificazioni formate di 
materiale fine appaiono inzuppate d’acqua, mentre quelle formate di mate- 
riale grosso, che si alternano con le prime, restano asciutte. Si € poi ri- 
scontrato che dopo abbondanti pioggie le stratificazioni asciutte alla profon- 
dita di circa mezzo metro non si inumidiscono dando la prova piu lampante 
che l’acqua caduta non basta a imbevere il terreno fino a quella profondita. 

L’acqua piovana che cade nel cratere principale e sui fianchi di un vul- 
cano attivo evapora rapidamente 1a dove il suolo si mantiene a temperatura 
pit. elevata dell’ambiente esterno; !e fumarole hanno un andamento rego- 
larissimo e non variano in seguito alle pil abbondanti pioggie e, in fine, i 
loro spiragli arrivano a profondita cosi grandi che |’acqua evaporerebbe prima 
di penetrarvi. Non si conosce una fumarola dell’Etna che, in seguito ad 
abbondante pioggia abbia presentata la pit lieve tensione o una variazione 
di temperatura anche fra quelle che superano i 110° centigradi. Le fumarole 
non possono scambiarsi con i soffioni, i quali, essendo dovuti all’ebollizione 
dell’acqua sotterranea, danno luogo a getti di vapore, Ja cui tensione varia 
con la quantita dell’acqua che evapora e con la sezione dell’apertura di sfogo. 
Nelle fumarole il fenomeno é ben diverso: si ha semplicemente circolazione 
d’aria per convezione nel condotto caldo, cioé si stabiliscono due correnti, 
una ascendente e l’altra discendente, spesso facilmente visibili. 

I] Vulcarolo sull’Etna, che é una fumarola a 3000 metri d’altitudine, é 
oggetto continuo di osservazioni e di studi. Ivi un geotermometro registra- 
tore sensibilissimo il cui bulbo fu collocato in una fessura ritenuta sempre 
la piu calda della fumarola, ci ha permesso di constatare che le variazioni 
termiche tra il giorno e la notte e tra l’estate e linverno sono debolissime. 
Quest’anno la temperatura massima di 73°,5 € stata raggiunta il 30 luglio 
alle ore 15 quando l’aria esterna era di 15° e la minima di 72° il 1° no- 
vembre alle ore 9 con temperatura esterna di — 6° centigradi. 

Quando avremo una pili estesa serie di osservazioni fatte anche in altre 
fumarole a temperatura pil elevata e tenendo conto delle condizioni del- 
Patmosfera, troveremo la causa di queste piccole variazioni termiche. Per 
ora ci piace di far rilevare che abbiamo constatato che, dopo delle abbon- 
danti pioggie, nessuna variazione termica e nessuna lieve tensione si sono 
riscontrate nel Vulcarolo a conferma di quanto abbiamo sostenuto sulla ori- 
gine delle fumarole “), 

In altra nota) abbiamo accennato alla utilizzazione del Vulcarolo per 


(1) G. Ponte, Sull’origine del vapore acqueo delle fumarole vulcaniche. « Boll. del Com. 
Naz., Ital. per la Geofisica», serie II, anno I, n. 5, maggio 1931; G. Impo, Fumarole vul- 
caniche e vapore acqueo. «Boll. del Com. Naz. Ital. per la Geofisica», serie II, anno II, 
n..6, giugno 1932. 

(2) G. Ponts, Il vapore acqueo del Vulcarolo utilizzato per Valimentazione idrica del- 
l Osservatorio etneo. « Atti Acc. Gioenia di Catania», serie 5°, vole XVII) 1931, 


han ca 
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Palimentazione idrica dell’Osservatorio etneo e agli esperimenti fatti per con- 
densare una maggiore quantita d’acqua raffreddando Varia calda che si sol- 
leva dalla fumarola. Molto significante @ stata, fra Valtro, la constatazione 
che, chiudendo la bocca del Vulcarolo con una cappa metallica allo scopo 
di raccogliere maggiore quantita d’acqua, l’aria racchiusa non present alcuna 
tensione. 

Nei momenti in cui le condizioni dell’atmosfera sono tali che favori- 
scono la condensazione del vapore acqueo contenuto nell’aria calda del Vul- 
carolo, si vede il fumo che si solleva circondato da una corrente turbinante 
discendente, il che dimostra che l’attivita della fumarola é dovuta al movi- 
mento di convezione dell’aria prodotte dal calore fornito dal terreno caldo. 
L’incontro delle due correnti, calda ascendente ¢ fredda discendente, quando 
é favorito da altri fenomeni atmosferici ancora non perfettamente conosciuti, 
da luogo alla condensazione del vapore acqueo dell’aria che rende grondanti 
d’acqua le pareti e Vorlo della fumarola, specialmente quando non spirano 
venti asciutti. 


Fisica. — Sulla sensibilita e sull’approssimazione nelle misure 
del coefficiente di amplificazione dei triodi. Nota di C. Del, presen- 
iva dal pocio’ A. Lo: SURDO. 


In questa Nota vogliamo discutere la sensibilita di alcuni dei metodi di 
misura pil in uso del coefficiente di amplificazione dei triodi, precisamente 
dei metodi di Miller, di Appleton e di quello recentissimo del prof. Lo Surdo. 

A tale uopo esamineremo l’approssimazione determinando il massimo 
errore relativo suscettibile di essere commesso: avremo cos}, anche effet- 
tuando una sola misura, un limite superiore dell’errore ed in piu l’espres- 
sione quantitativa dell’errore massimo ci permettera di porsi nelle condizioni 
le pit favorevoli per l’effettuazione della misura. 

Nei paragrafi seguenti aggiungeremo ogni volta, per chiarezza di ragio- 
namento, una figura schematica dell’apparecchio cui il metodo si riferisce. 


1. - Meropo pi MILLER ®). 


Nella fig. 1 € riportata schematizzata la nota disposizione del metodo: 
F, G, P rappresentano rispettivamente il filamento, la griglia e la placca 
(o anodo), R =r, +r, & la resistenza potenziometrica posta in corto Circuito 
sul piccolo alternatore A, infine T é la cuffia telefonica inserita sul circuito 
di placca. 


(1) Nella seduta dell’8 gennaio 1933. 
(2) J. M. Mixer, «Proc. Inst. Radio Engin. », 1918. 


Se uw ev sono due variazioni dei potenziali di griglia e di placca e 7 
la corrispondente variazione della corrente di placa, si ha Ja nota “) relazione 


(1) ej=ku+tu 


ove p & la cosiddetta resistenza interna del triodo e k il coefficiente di am- 
plificazione. 


< Pe 


[Sieg ie 


Quando funziona il piccolo alternatore A sia i = 7,senq@t la intensita 
istantanea che attraversa la resistenza potenziometrica r. Denotando allora 
con re ed Le la resistenza e Vautoinduzione della cuffa telefonica, dovremo 
scrivere la (1) nel modo seguente 

dj 
casa 


(2) (eae ee ae 


Risolvendo la (2) st trova che, per la posizione del cursore del reostato 
in corrispondenza alla quale si ha kr, —r, = 0, la ampiezza jo dij si an- 
nulla, cosicche allora si ha silenzio nel telefono. Nel metodo di Miller si 
cerca appunto la posizione del cursore C in corrispondenza alla quale si ha 
silenzio e poi si determina k dalla relazione 


G3) ke. 


Esaminiamo ora in a), b), c) la sensibilita del metodo studiando. le cause 

che impediscono la determinazione esatta di k. 
a) Intanto genericamente quando per una causa qualunque i valori 
di r; e r, sono affetti da errori 87; e Sr, si ha che & @ affetto dall’errore 


(4) Spa Ota te te 2 Ot 


r. 


I 


(1) Cfr. per es. il noto trattato del Gurron, La lampe a trois électrodes. 


Guardiamo ora in b) e ¢) quali sono le cause che possono proyocare 
degli errori nella valutazione dir, e 12. 

b) In una determinazione molto precisa il reostato di regolaggio r 
deve essere tarato e graduato il pit perfettamente possibile in modo che l’er- 
rore costante dovuto a questa causa sia da ritenersi piccolo rispetto all’errore 
massimo casuale di lettura suscettibile di essere commesso dallo sperimen- 
tatore. 
Supponendo di essere in queste condizioni calcoliamo l’errore massimo 
casuale di 8k. E evidente che si deve tener conto dei massimi valori di 
dr, e Sr, e del fatto che deve essere Sr, = — S15. 

Si ha dunque che l’errore generico (4) si potra scrivere piti sempli- 
cemente 
(5) Spans A 


1 


a 


permodoché se Ar, denota in valore assoluto |’errore il pil grande possibile 
suscettibile di essere commesso si avra che, in valore assoluto, |’errore mas- 


*simo casuale Ak sara dato da: 


e lerrore massimo relativo 


Ora tenendo conto di (3) si trova 


rk 


Dalle oe rae 
(k + 1)? 


cosicché quest’ultima relazione diviene 


6 Nhs fh at) AT, 
©”) oa k eine 
c) Vogliamo pero osservare ora che anche nel caso (puramente ideale) 
in cui fosse lerrore massimo Ar reso — con qualche opportuno artificio - 
straordinariamente piccolo, permane una seconda causa (dovuta al metodo 
stesso adoperato) la quale impedisce di superare — se non si ricorre a qualche 
opportuno accorgimento - una certa approssimazione nella valutazione di k. 
Per veder cid pensiamo alla cuffa telefonica (cioe ad una delle parti 
essenziali del metodo). Possiamo ritenere che lo sperimentatore che ascolta 
abbia praticamente la sensazione di silenzio quando l’ampiezza jo, della cor- 
rente alternata j che attraversa la cuffia, risulta di valore non superiore ad 


un certo valore 7). Quindi nel metodo di Miller rimane sempre una certa 
incertezza relativamente ai valori da attribuire ad 7, ed r, poiché, per cio 
che abbiamo or ora detto, vi ¢ sempre uno spazio A’r (che puo essere 
talvolta anche assai rilevante) del reostato corrispondentemente al quale si 
ha praticamente silenzio nella cufha telefonica *. Calcoliamo J’errore mas- 
simo che si pud commettere per effetto di questa sola causa. Percid pensiamo 
ad uno spostamento 8’r, = —0’r, del cursore del reostato dalla vera po- 
sizione di silenzio; vi corrispondera per la (3), la variazione 


ry 
k=O r, 
ie 


la quale esprime la differenza fra il valore vero di k ed il valore assunto 
come tale dopo lo spostamento 8’ r;. Questa relazione in modo analogo 
alla (5) si trasforma nella seguente : 


ok Bite ao 
(7) i a i ie : 


c if 


Ora si puo sperimentalmente, spostando il cursore ed ascoltando colla 


cufha, determinare l’intervallo pratico di silenzio A’ r,: con cio sara deter- 
lars 


, D spe enn 
minato anche il massimo spostamento sae suscettibile di essere commesso 


dalla vera posizione di silenzio e percid in base alla (7) abbiamo la possi- 
bilita di determinare il massimo errore relativo per k (dovuto alla causa in 
discorso): 

AG OORT ee ae 
(8) =. ; 


r 27 


Aggiungiamo subito che adottando il punto di mezzo di A’ r, come 
vera posizione di silenzio, si commettera un errore certamente minore del 
valore (8): ad ogni modo la (8) servira a darci un’idea dell’eventuale er- 
. rore massimo. 


y 
e. 
v 


k 
scendo 7 ed €) =frio (ampiezza della f. e. m. dell’alternatore): avremo cos} 


Vogliamo ora mostrare come si possa a priori calcolare cono- 


(1) Cid evidentemente non € che un modello utile per la rappresentazione inquan- 
toché nella realta non esiste un limite brusco di percettibilita sonora. 

Il valore j si potra preliminarmente determinare per via sperimentale. Per es. con 
le cuffie adoperabili in queste esperienze (quelle comunemente usate nelle ricezioni radio) 
ho trovato che al suono di intensita debolissima — che ho assunto convenzionalmente come 
limite di percettibilita - vi corrisponde una corrente alternata la cui ampiezza é dell’ordine 
di grandezza di un micro-ampéere. 

(2) Queste stesse considerazioni ho avuto gia occasione di applicarle esaminando la 
sensibilita di un dispositivo dinamico di confronto. Cfr. C. Det, Un dispositivo dinamico 
di confronto delle costanti di due triodi, «R. Acc. Naz. dei Lincei », 1931, vol. XIV, serie 6*. 


eed a lo 


il modo di vedere le condizioni migliori per ridurre il pil possibile la causa 
d’errore in esame. 

A tale scopo osserviamo la relazione (2) ed esaminiamo il caso (che 
é il pil frequente) in cui L:-w@€ e +7 cosicché si possa trascurare la 
autoinduzione della cufha (e quindi sia lecito considerare i e j in fase). 

La (2) si scrivera allora pil semplicemente 


(9) (o tre)j =krpi—roit. 


In un punto generico dell’intervallo di silenzio non si ha rigorosamente 
Jo = 0 ma si ha 0 <j, =7, percid il valore k calcolato mediante la (3), 
in corrispondenza a tale punto, differira dal valore vero di una certa quan- 
tita 6’k. Il massimo valore A’k di 8’k si avra per le posizioni estreme del- 
Pintervallo A’r,: se re r, sono i valori di r, e r, in una di queste posi- 
zioni estreme, avremo 
(10) (0 + re)7 =k, tp — 71) 10 
da cui 

per] thie 
eer 


I 


Siccome, come gid abbiamo osservato, viene assunto per & il valore 


r. Padiect = 4 : ; 
2 — 2° si avra che l’errore massimo A’k sara: 
r eate 
I ‘ 
(oneal) 
tts 
€ percio 


Ak + 7)] 


Ft @+rOl 


ossia (per la (10)): 


'h NG 
(11) A OA ate) T 


k aes 


r 
y 


Avendosi approssimativamente ks — si ottiene (dato che r, +r) =r) 


- 


x 
Pie tet 2) 
th = 
: Te ead ioe, Key 


1— 


cosicché la (11) diventa in definitiva 


A’ k Keer 0 £7 
Gr2) i Se) Nar 


bo 


Dal confronto della (8) e della (12) risulta anche: 


Aa Dans sess eate v0) 


es 156 — 


la quale permette gid di prevedere il valore approssimativo di A’r, dal va- 
lore 7 (inerente alla cufha adoperata) e dall’ampiezza ¢, della f. e. m, usata. 
oi Pi shee Se ASG 

Come si vede sia Pe T ey 
ed inversamente ad ¢,. Quindi la e, conviene prenderla piu grande possibile, 
compatibilmente perd colla condizione di restare — durante il funzionamento — 
nella parte rettilinea delle caratteristiche, cosicché e, non deve superare un 
certo valore dipendente dai dati costruttivi della ]ampada adoperata. 

E quasi superfluo notare che le tre cause d’errore (l’errore costante, 
lerrore casuale di lettura, |’errore dovuto alla cufha telefonica) saranno in 
genere presenti tutti e tre e quindi, data indipendenza delle tre cause, |’er- 
rore massimo sara uguale alla somma dei tre errori massimi suddetti. Tut- 
tavia dall’esame dei dati dell’esperienza (col sussidio delle relazioni (4), (6), 
(12)) si potra vedere se, in certe condizioni, una di queste cause sia pre- 
ponderante rispetto alle altre due e quindi, in conseguenza, trascurare allora 


sono direttamente proporzionali ad 7 


quest’ultime “). 


2. MetTopo pI APPLETON @). 


Siccome anche questo metodo ¢ assai adoperato vogliamo esaminarlo 
ai fini della valutazione della sua sensibilita. Nella fig. 2 (che rappresenta 


la disposizione) la maniglia centrale del commutatore I é posta, in primo 
luogo, in comunicazione con 1 (stando il cursore C in una posizione qua- 
lunque): si legge cosi al milliamperometro A un certo valore ig della in- 
tensita di corrente anodica; quindi I si pone in comunicazione con 2: con 
cid aumenta l’intensita di corrente anodica che si riporta al valore primi- 
tivo spostando il cursore C (in modo da accrescere la resistenza intercalata 


(1) E da osservarsi che l’errore dovuto alla cuffia telefonica puo essere reso straor- 
dinariamente piccolo riccorrendo per es. ad una disposizione amplificatrice di tensione ed 
inserendo il telefono anziché direttamente sul circuito di placca del primo triodo, nel cir- 
cuito di placca dell’ultimo triodo dell’amplificatore. 

(2) APPLETON, « Wireless World», nov. 1918. 


sul circuito di placca). Se Ry e R, sono i due valori della resistenza nelle 
due condizioni predette si trova che 


Se anche la graduazione della resistenza regolabile fosse perfetta (errore 
costante nullo) il metodo risenterebbe ugualmente delle due seguenti cause 
d’errore: 

a) in primo luogo se anche le letture di R; e R, fossero esatte (er- 
rore casuale nullo di R, e R,), la corrente anodica non sara stata in ge- 
nerale riportata esattamente al valore primitivo; 

b) ed in secondo luogo se anche Ja corrente anodica fosse stata ri- 
portata esattamente al valore primitivo (errore casuale nullo su ia) le letture 
di R, e R, saranno in genere affette da errori §R, e SR,. 

Calcoliamoci questi due casi puramente ideali; dopodiché potremo cal- 
colarci il caso misto (reale) della coesistenza delle due cause. 

I] primo caso ideale a) lo esamineremo meglio ricorrendo anziché alla 


- relazione differenziale (1) dei triodi, all’altra forma seguente (di Vallauri “): 


(15) Ota = kg + vp + 


OVE: ta ,Up Vg SONO rispettivamente I’ intensita anodica, i] potenziale di placca, 
il potenziale di griglia e C é@ una certa costante del triodo adoperato. 
Sia ia Vintensita vera anodica quando il commutatore I é posto in co- 


municazione con I; sara (se é ed E, sono i due valori del potenziale delle 


batterie di griglia e di placca): 
(16) eta =k (€) — ta Rr) + (Eo — ta Ri) + ¢ 


Sia ora i, lintensita vera anodica quando il commutatore I essendo 
posto in comunicazione con 2 si é creduto di ricondurre Ja intensita ano- 
dica allo stesso valore di prima: 


(17) pi, =ke, +(E,.—i, RR.) + ¢ 
Sottraendo la (16) dalla (17) abbiamo: 
Bia) ee Ret ie 


(1) Cfr. G. Vatraurt, Sul funzionamento dei tubt a vuoto a tre elettrodi. « Elettro- 
tecnica», 1917, 18. 


RENDICONTI. 1933, Vol. XVII. Il 


Es 158 = 


dalla quale (aggiungendo e togliendo ia R, e rageruppando conveniente- 
mente i vari termini) si ottiene: 


Ps 8 ta : R,—R, 
he, bee R, 
ove Siq = i — in. 
; ; —R,:, ., 
Siccome il valore che si assume vero per ke risulta: 
; e +R, 9ia 
Se 


e quindi 
dk p +R. Sic 
we . . 
Kamo wake la 


Il massimo valore A’k di 3k corrispondera al massimo valore di 8 ta; 
ora se Ata & Verrore massimo assoluto suscettibile, in una singola lettura, 
di essere commesso su ia, risulterk 2-Ajia il massimo valore di 8ta; co- 
sicche potremo scrivere 


Ne aa IR) Nas 


(18) k RR, ta 


Esaminiamo ora il secondo caso ideale b) (supponendo cioe Aig = 0). 
Si avra (differenziando la (14)): 


ie ve waite eat 
e per la (14): 
_ §R,—(Kh + 1)8R, 


K, 


Sk 


dimodoche se AR é il massimo’ valore assoluto di SR, e 8R,, lerrore 


massimo A” k si avra quando }R, = —SR, = AR: 
eee 
A k —= FRE 2 A R °: 
Percio 
INE TAN, Pec foe NT 
7) arereagey see) 


Siccome le due cause d’errore predette sono presenti entrambe inquan- 
toché lesistenza di g 2 ; i avra 
esistenza i una non esclude la presenza dell’altra, si avr come er- 
rore totale massimo : 


Ak ,@@ +R) Ais Boao2 AIS 
h ER, a ese tig 


; 
ig 
? 
F 
. 
_ 
j 
i 
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3. Metopo pi Lo Surpo. 


Vogliamo esaminare infine un recente metodo del Prof. Lo Surdo “. 
Nella fig. 3 illustrante il dispositivo si ha sostanzialmente un triodo L, nelle 
condizioni normali di funzionamento, posto in serie con un diodo V in satu- 
razione (che impedisce quindi qualunque variazione della corrente di placca). 


PO 


1 \t]--------tftt 
Tents, Bie 


Allora ogni variazione u della tensione normale di griglia deve essere accom- 
pagnata da una variazione v di segno contrario della tensione di placca. Ap- 
plicando la relazione fondamentale (1) del § 1 si ottiene: 


(20) fy ean uae heh 


u 


Sperimentalmente per mezzo di un potenziometro si produce una varia- 
zione u del potenziale di griglia (che si legge sul millivoltmetro V,) e si 
osserva la corrispondente variazione v del potenziale di placca (che si legge 
sul voltmetro elettrostatico V»,). 

L’errore che si puO commettere suk deriva dagh errori suscettibili di 
essere commessi sulle due letture wu ev, cosicché denotando con du e Sv 
tali errori avremo: 


usU—VOU 


sk = — 
We 
da cui 
Sk 00 0f 
ne ie 


Denotiamo con Au e Avi massimi errori di u ev; potremo ritenere 
per sempliciti Aw uguale alla frazione della tensione unitaria (un volta 
(1) Cfr. A. Lo Surpo, Nuovo metodo per la determinazione del coefficiente di amplifi- 


cazione e della resistenza interna delle lampade termotoniche. Dati e Memorie sulle Radioco- 
municazioni (Consiglio Nazionale delle Ricerche. Comitato Radiotelegrafico), 1931. 
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I 
nN 


nel sistema pratico), e analogamente Av uguale alla frazione —- Queste 


ae T ie ete ; aa heeiy 
frazioni —- ed — dipenderanno dalla sensibilith degli strumenti di misura 
m n 


adoperati (millivoltmetro e voltmetro elettrostatico) ed anche dallo_ speri- 


mentatore. 


fs 


1 


I] _massimo errore = si avra (poiché u e v hanno segno contrario) 


quando Au e Av avranno lo stesso segno: 


Ak I I te~<E 


k v nN “um 


ossia per la (20) avremo: 


Ak I I east 

= 3 235 2 : 

k uw \m ie nie 

Come si_vede € vantaggioso fare u piu grande possibile, al solito col- 
Vavvertenza di restare nella parte rettilinea delle caratteristiche. 


4. Per terminare @ appena necessario notare che il calcolo dell’errore 
relativo, secondo le formule avanti trovate, puo essere fatto dopo aver de- 
terminato la entita degli errori che dipendono dal materiale sperimentale di 
cui si dispone (resistenze, voltmetri, milliamperometri, cuthe telefoniche, ecc.). 
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Fisica (Fisica matematica). — Sur la nature des forces électro- 
dynamiques. Nota di G. Ermenscnutz, presentata‘ dal Socio 
T. Levi-Civita. 


Dans ce travail je veux proposer la voie, par laquelle on peut prouver 
existence des forces électrodynamiques, en partant de la théorie relati- 
vistique des électrons. Bien que la formule de ces forces se tire des équa- 
tions de Maxwell—Hertz, les considerations présentes ont 4 mon avis quelque 
intérét pour un physicien. Car le but de la physique est non seulement la 
déduction des formules, mais aussi et surtout la coordination des idées, que 
nous avons sur le monde, conformement 4 un seul principe. C’est pourquoi, 
si nous nous imaginons le courant de conduction comme un mouvement 
des électrons dans un conducteur, il faut examiner comment la force électro- 
dynamique vient 4 apparaitre par ce mouvement. 

Cest M. Gintherschulze ®), qui s’occupa derni¢rement de cette question, 
mais ses hypotheses ne me semblent pas nécessaires: je veux prouver, qu’on 
peut resoudre le probleme sans aucune hypothese imaginée ad hoc. 

Dans une réponse a M. Giintherschulze, M. Klein &) donne une histoire 
de ce probleme, je veux seulement ajouter qu’aussi J. J. Thomson“) s’en 
occupa, mais ses résultats sont seulement qualitatifs. 


1. — Les forces entre deux charges ponctuelles de méme signe, 


animées d’un mouvement uniforme de méme vitesse. 


Considérons deux charges ponctuelles de méme signe immobiles par 
rapport lune a l’autre et par rapport a un systeme de référence de Lorentz. 
Le champ, que Pune d’elles (charge; e, , coordonées: Xo, Yo, %o) produit, 
est dans ce systtme purement électrostatique avec les comiposantes: 


+ ' 
(1) Ee mae: — Xo) etc. Fie == O61, 
ou les lettres ont la signification habituelle. 


(1) Nella seduta dell’8 gennaio 1933. 
(2\na 2th f. EAo>, B74, T1932: 

() Ibid., "B. 77. 

(4) «Phil. Mag.», 1881. 
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° 1 
La force agissante sur la seconde charge: ¢,, situee en x,y ,%, a pour 
composantes : 


Q) fe = tn Ee= 


€y lo 


- (x — Xo) ete. 


Dans un autre systeme, qui se meut par rapport au premier avec une 
vitesse constante: —v parallélement 4 l’axe des x, la charge e, produit un 
champ électromagnétique avec les composantes : 


E su: 
pee ee Hye ot 
y2 Uz 
eee 
(3) c c 
(ogee 
j E a 


C 
Saree yo V2 1) 
1 —— 
ie & 
Par rapport a ce systeme la charge e, se meut avec une vitesse: + v. 
La force, qu’elle subit sera donc dans ce systeme, d’apres Lorentz: 


poate: (E — (eH) 


Gea 


Des équations (4) nous voyons que les forces agissantes entre deux 
charges animées de la méme vitesse se transforment de la méme facon, 
qu’en général les forces d’aprés la théorie de la relativité. Dans notre cas 
elles restent donc repulsives indépendemment de la vitesse. 


2. — La théorie du courant de conduction. 


Nous avons a résoudre la question suivante. Comment est-il possible, 
que deux courants de conduction de la méme direction s’attirent. 

Pour expliquer la nature de cette force, je considére un cas tout spécial 
de deux éléments paralléles du courant. Je choisis un systéme de référence 


en repos par rapport aux conducteurs, avec laxe des x paralléle aux élé- 
ments dont il s’agit. 


Soient respectivement: v, et v2 la vitesse des électrons; p, et e, la den- 


sité des charges compensatives; q, et q, les (trés petites) sections des con- 
ducteurs. 


Les charges compensatives des éléments: ds, resp. ds, sont donc: 


(5) ey = Px qi ds, Cy = 02 G2 ds, 


les densités d’electricité courante resp.: 


© Fe ea 
oF 5 
laser re 
C? c? 
d’ou les charges courantes totales: 
Ir T ey 242 ay 
(7) See ee ea duals P2 Jo ds, = — arse 


Oe eet gee ere) enanTETe 2th S sare we 
v Vv Vv Vv 

i ae ! I —— Cn iS 
C2 C2 C2 (Cz 


Je vais maintenant calculer le champ électromagnetique produit par ds,. 
La charge compensative produit le champ électrique avec les composantes 
(1). L’électricité negative courant produit le champ électromagnétique, dont 
les composantes se tirent de (3) en remplacant E par —E. Le champ total 
est la superposition de ces deux champs. Il est donc: 


& = Ex — Ex =0 NO e——a0) 
Ur gy 
1 EE SE Se ag Real ie 
Pl ee v, 
3 3 
(8) ‘ C C 
Vy 
° es y 
eae E, Men : : 


De ces équations nous voyons, que le champ du courant stationnaire 
nest pas purement magnétique, comme dans la théorie classique, mais il a 
de plus une composante électrique. Ce fait resulte aussi des hypothéses de 
M. Giintherschulze, tandis que nous l’avons obtenu sans aucune hypothese 
spéciale. M. Klein (loc. cit.) a proposé un arrangement d’expérience par 
lequel on peut prouver l’existence de cette composante. 
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7 a7 
Dans le champ (8) repose la charge compensative d’élément ds,, et 
se meut avec la vitesse: v, la charge des électrons. Les composantes de 
la force agissante sur ds, sont alors: 


C5 ue 
cee eee ee 
ee ; 
y-3 
es : I 
Fy — Cs &y —— eee (3, + ae [v, i) 
(9) | V aR 
C= 
i 
Fy == ¢, 8, — — ? ; (a, ei x] 
: U; L 
\ G 
et de la 
| Bice 70) 
I b> I 
Pyne 8y I— ==> + oe “Oh Ht, 
I es Vv, ie ee oe U, 
(10) ( ) a | oe 
qT 
Fy = 0, &z I — iid Saree ee ag . ; U2 ty = 


Nous voyons que la force agissante sur ds, se compose de deux forces. 
La premiere, que nous appelons électrique, a pour composantes: 


Ex <0) 
I I 
ey = Cs I ———————— I Ey 
v U, 
eee l= 
(1 1) / C C 
I I 
&, = ¢, | 1 — ———— I— Ez 
Uv vu 
Goes iL 
C c 
ou approximativement: 
P79 == 10) 
r U,V 
ey = —¢, Ey=n2 
C4 
I UU 
& = — ¢, E; 
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la deuxi¢me, électrodynamique: 


Ux = 0 
VU; V2 
eo eae 
By ee 2 2 
| == KA a 
2 2 
(12) { c c 
; Ves 
e> Ou Tks 
a aaa : 


= = ——- 
| fe ON eee 
\ C2 C2 


2 2 
5 Orv oe Oyo) 
L’une est proportionelle au quotient: +2, lautre 4: ——.. Si on 
c+ ie 
Vee: Ui Un ee 
peut négliger: cy &D Comparaison avec ———, on peut également négliger 
c 


la force électrique vis—a—vis de la force |’électrodynamique. Ici je veux 
m’occuper seulement de la force électrodynamique. 
De (6) suit, que Vintensité du courant est resp. 


dici et de (1), (5), (11) nous voyons que: 


x = 0 
I, dy TE tkyO 

Ly =: a —" ds, dS5 
a8, 7—2 

Uy = 2 - as 


De 1a suit la loi élémentaire de la force agissante entre deux elements 
paralléles du courant: 


na 


Se De as; oss. 
= — ae 


62 


ou « est l’angle formé par un élément et le segment r. 


Fisica (Fisica—matematica). — Sulla teoria wnitaria dello spazio fisico. 
Nota di A. pE Mira Fernanpes, pres. dal Socio T. Levi-Civira. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 
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Chimica. — Sulla costituzione chinica della colesterina e su un 
suo nuovo isomero. Nota di R. pe Faz“, presentata © dal Socio 
N. PAaRRAVANO. 


Dopo oltre un secolo di ricerche sulla colesterina, Windaus e collabo- 
ratori%) hanno confermato la formula C,,H,sO, mentre hanno dimostrato 
errate le formule, finora accettate, di molte sterine vegetali ed animali, ed 
anche della stessa ergosterina “. 

I recentissimi ed imprevisti risultati fanno comprendere le serie diffh- 
colta che spesso s’incontrano negli studi di cosi importanti composti e qualche 
volta si rimane perplessi nel leggere 1 molti lavori eseguiti sulle sterine in 
questi ultimi anni. 

Le dieci memorie sulla costituzione chimica della colesterina, pubblicate 
da me e dai miei collaboratori dal 1931 6), hanno tutte una certa indipen- 
denza nella esecuzione delle esperienze e nella critica dei risultati, appunto 
perche per un lungo ed accurato studio le molte ricerche eseguite, anche 
da ben noti scienziati, mi sono sembrate qualche volta non convincenti e 
comunque non definitive. 

Per sincerarmi della struttura ciclica della colesterina |’ ho trasformata 
in colesterilene: 


Olt CH, CH, 
ies HEC Cc) HC C4 
ne | Cute ee ees Lo df Guth 
— — 
a ———CH, ws net one. 
HDG CH ye Hc ba du HC ba CH 
Y We 
H-C-OH CH C=H,, -CH As 


e dimostrato che questo ¢ un idrocarburo ciclico , 


(1) Lavoro eseguito nell’Istituto di Chimica Farmaceutica della R. Universita di Pisa. 

(2) Nella seduta dell’8 gennaio 1933. 

(3) e (4) Winpaus A, e LUrrrincuaus, « Nachr. Ges. Wiss. », Gottingen, 1932, 4, e 
«Chem. Zentr.», I, 880 (1932); Winpaus A. e F. v. WerpER e B. GSCHAIDER, « Ber. », 
65, 1006 (1932). 

(5) DE Fazt R. e collaboratori, « Gazz. Chim. Ital.», 6r, 369, 630, 735, 753, 882 
(1931), € 62, 63, 108 118 (1932); «Ann. Chim. Applic. », 27, 419 (1931), e «L’Indu- 
stria Chimica», 1932. 

(6) pe Fazr R., « Gazz. Chim. Ital. », 61, 369 (1931). 
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Poi per una serie di ricerche sui bromo derivati ho potuto chiaramente 
osservare |’analogia di comportamento della colesterina con gli indoni e gli 
indeni, composti da me studiati fin dal 1915 “ e confermare percid la strut- 
tura indenica della colesterina. 

In seguito ai risultati di molti Autori, specialmente a quelli di Win- 
daus @) e di Wieland ©), ho cercato di trovare un metodo che permettesse 
la demolizione della grande catena laterale e lasciasse intatto il residuo della 
colesterina. Tale risultato avrebbe portato alla dimostrazione della formula 
di Wieland, senza entrare in merito alle reali posizioni dei due gruppi —CH, 
e —C,H,. Infatti per azione del cloruro rameoso, io ed i miei collaboratori, 
siamo riusciti ad ottenere un alcool secondario “ che possiede inalterato il 
residuo tetranucleare della colesterina e i due gruppi —CH, e —C.H,, ed 
abbiamo ancora messo in evidenza il gruppo indenico per i bromo derivati 
ottenuti da questo nuovo composto: 


CH, 
CH,| CH, 
La 
H,C Cc CH, CH 
| E25 ihe 
HC c ‘H CH 
| 
Fe ae 2 an 
| 4 
Hc cH CH qe 
SIEGE Hs 
H-C-OH CH a 
1 CH.” CH 
CH Sak 
he CH,| CH, 
GAY 
pe KE Cc CH 
ae | eke 
= CH, a HC C= = Gel 
| 
aoe H,C C———CH, 
2g aioe Paid 
“ye GY 
ee H-C-OH a 


Restava ancora a chiarire la formazione del crisene osservata da Diels, 
per profonda deidrogenazione della colesterina con selenio a 330°) € con 


(1) pe Faz R., «Gazz. Chim. Ital.», 45 (I), 554 (1915); 60, 277 (1930); 62, 131 
(1931); e€ 62, IOI (1932). 

(2) Winpaus e collaboratori, vedi: «Liebigs Annalen », 1926 e seguenti. 

(3) Wietanp, « Z. angew. Chem.», 42, 421 (1929). 

(4) pe Fazt R., Monrorte F. e Prrroxe F., « Gazz. Chim. Ital. », 62, 108 oe): 

(5) Diets O., GApke W. e Korpine, P., « Ann.», 459, 1 (1927); Diets O. e Kar- 
stens A., «Ann.», 478, 129 (1930). 
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carbone a 380-400° ). Ma in seguito agli studi che ho avuto occasione di 
eseguire sugli indeni, credo di aver trovato una spiegazione di tale decom- 
posizione. La colesterina, nella deidrogenazione ad elevata temperatura, perde 
una molecola di acqua e poi la grande catena laterale, e per rottura dei 
legami fra gli atomi di carbonio 1-13, 9-10 e 10-11, e per parziale dei- 
drogenazione origina I’ indene : 


CH, 
cH, | CH, 
a 
NV 
Ha Cesta CH 
| 
a aoe CH 
| | C,H 3 
eas | 
HE ea CH CH 
BN du, 
BACs C5 CH | 
I | CH, 
HzG3 CH 7 CH 
4 SS 6 CH, 
H-G OH CH | 


ey 


ue ee CH, AWW 


C 
oO oe oe 


E poiché gia Spilker °) ha osservato che l’indene ad elevata tempera- 
tura puo trasformarsi in crisene, l interpretazione da me data permette di 
spiegare non solo la deidrogenazione della colesterina operata da Diels, ma 
anche la formazione di composti terpenici che possono provenire dalla rot- 
tura dei legami gia precedentemente indicati. 

La costituzione chimica delle isocolesterine ottenute dalla colesterina 
normale, e cioe la B-colesterina di Diels G) (155°), Vallo colesterina di Win- 
daus ® (117°) e la meta colesterina di Lifschiitz 6) (139-140°) @ ancora 
oggi assai incerta. 

Io preferisco affrontare anche questo problema delimitando le probabili 
formule a quelle che si possono ottenere con la semplice oscillazione del 


(1) Tsuxamoro T., «Chem. Zentr.» (1), 2408 (1928). 

(2) SpILKER A., « Ber.», 23, 84 (1890), e 26, 1544 (1893). 
(3) Driers O. e Linn K., « Ber», 47, 260 (1908). 

(4) Winpaus A., « Anne », 453, 104 (1927). 


(5) Lirscutrz I., «Chem. Zentr.», (IID), 175 (1919), (vy 16 (1920); «Biochem. 
Z.», 129, 115 (1921), « Archiv. pea 265, 450 (1927), e DE Faz R., « Gazz. Chim. 


Ital.», 61, 630 (1931). 
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doppio legame, mobiliti che Windaus ritiene assai importante anche per il 
passaggio della colesterina in coprosterina ed in acidi biliari. 

Se noi consideriamo la formula della colesterina di Wieland (1), notiamo 
che il doppio legame & nella posizione 6-7 e che nel nucleo a cingue atomi 
di carbonio, pud passare anche in quella a 5-6 (ID) e 7-8 (CIID. Mentre 
nei due nuclei a sei atomi di carbonio si possono verificare quattro oscil- 
lazioni nelle corrispondenti posizioni 3-2 (IV), 2-1 (V), 1-13 (VI) e 13-12 
(VII), senza prendere in considerazione i numerosi composti stereoisomeri, 


ams 


“i 


= a ES CH, II 


CH, | 
aN 
2\. 5 
H,C 13 11¢ \ 6 CHa 
! | ¢Grglgo nee CH 
ise eo oe | 


as ta i es 
| fae 
we we eee 


| 


oe 


Laer | 
ae ne 4 
IV V VI VII 


Assai difficile sarebbe dimostrare intanto quando il doppio legame ¢ 
presente nel nucleo a cinque atomi di carbonio e quando in quello a sei, 
ma se si tien conto che Ja reazione di Rosenheim non é data dalla cole- 
sterina normale “ e si verifica invece con il colesterilene, si puO ammettere 
che sia specifica per i soli composti contenenti il doppio legame nei due 
nuclei a sei. Infatti impiegando sugli indoni e sugli indeni il reattivo di 
Rosenheim, noi abbiamo avuto risultati negativi, come per Ja colesterina e 
per la metacolesterina; invece positivi per Ja B—colesterina di Diels ® e per 
allo colesterina di Windaus G). Possiamo quindi ritenere che nella trasfor- 


(1) RosENHEIM O., «Biochem. Journ. », 23, 47,e «Chem. Zentr. » (II), 1165 (1929). 
(2) Vedi (3), p. 168. 
(3) Vedi (4), p. 168. 
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mazione della colesterina in metacolesterina avvenga una semplice oscilla- 
zione del doppio legame in 5-6 o in 7-8. 

Invece per la B-colesterina di Diels e V’allo colesterina di Windaus, il 
doppio legame pud trovarsi nelle posizioni 3-2, 2-1, I-13 e 13-12, benche 
Windaus“ Vabbia supposto per l’allo colesterina in 1-2 0 11-13, ed io® 
abbia attribuito una delle due formule dell’allo colesterina alla @-colesterina 
di Diels. Comunque é evidente che restano ancora a ottenere due altre co- 
lesterine per completare le quattro teoricamente possibili, con lo spostamento 
del doppio legame. 

Dopo molti e inutili tentativi, da noi eseguiti in questi due ultimi anni, 
abbiamo osservato che Loscillazione del doppio legame avviene con una 
relativa facilitt con gli idracidi come era stata casualmente provocata da 
Mauthner G) e poi applicata da Windaus per la scoperta dell’allo colesterina. 
Pero nelle condizioni descritte da questi Autori non siamo riusciti ad iso- 
lare altri isomeri della colesterina. 

Invece, in una ricerca eseguita per dimostrare lesistenza del gruppo 
indenico nella colesterina, abbiamo trovato un metodo atto ad ottenere nuovi 
cloridrati“®. Questo risultato ci ha fatto subito sperare di passare da questi, 
a nuovi isomeri della colesterina. | 

Per azione dell’acido cloridrico concentrato sulla colesterina, in presenza 
di o-cresolo; abbiamo dimostrato la formazione di almeno due cloridrati 
della colesterina fondenti a 158-158°5 e 136-137°%), Il primo gia ottenuto 
da Mauthner © e che servi a Windaus ‘7 per ottenere l’allo colesterina; il 
secondo sconosciuto, che per azione dell’acetato potassico noi trasformammo 
in un composto fondente a 138-140°. Abbiamo ripreso in questo anno le 
esperienze impiegando circa duecento grammi di colesterina e modificando 
ancora il nostro metodo d’isomerizzazione, abbiamo preparato notevoli quan- 
tita del cloridrato fondente a 136-137°. E dopo molte prove, e non lievi 
difficolta, abbiamo osservato che facendo bollire a ricadere per circa un’ora 
tale cloridrato, disciolto in alcool etilico ed in presenza di acetato sodico, 
si ha un prodotto, che cristallizzato dalValcool etilico ed etere, fonde a 141- 
143°. Da con il reattivo di Rosenheim una bella colorazione rosso viola che 
appare quasi subito, poi diviene man mano di colore ametista ed infine passa 
a quello verdastro. Dai risultati analitici, da alcuni derivati che abbiamo 
preparato, e da altre proprieta chimiche e fisiche, oramai si pud comunicare 
con cettezza che il composto ottenuto € costituito almeno da un nuovo iso- 
mero della colesterina. Contemporaneamente a queste ricerche, ho fatto ese- 


(1) Vedi (4), p. 168. 

(2) DE Fazr R., «Gazz. Chim. Ital.», 61, 630 (1931). 

(3) Mauraner J., « Monatsh. », 27, 306 (1906). 

(4) e (5) DE Fazt R. e pe Fat Guercrt L., « Gazz. Chim. Ital.», 62, 118 (1932): 
(6) Vedi (3), p. 168. 

(7) Wedi (4), p. 168. 


guire esperienze ai dottori Pirrone e Pendola, sull’azione dell’acido cloridrico 
gassoso, sulla colesterina in soluzione in alcool etilico ed etere, anidri, a 
temperature varie. 

Dopo ripetute preparazioni, sono riusciti a trovare le condizioni per 
ottenere un cloridrato fondente a 124-126°, eguale a quello che noi abbiamo 
in piccola quantita insieme al 136-137°. Perd dal cloridrato 124-126° per 
azione dell’acetato sodico si ha insieme all’isomero della colesterina fon- 
dente a 141~-143° anche dell’allo colesterina di Windaus. 

Quindi i cosi detti cloridrati di colesterina finora isolati sono tre: uno 
quello di Mauthner—Windaus (158—158°5) e gli altri due (136-137° e 124- 
126°) da noi ottenuti. Dal primo si ha l’allo colesterina, dal secondo il nuovo 
isomero e dal terzo, oltre a questo, anche dell’allo colesterina. 

Allo stato attuale delle ricerche ¢ impossibile poter dimostrare la costi- 
tuzione chimica dei tre cloridrati e degli isomeri della colesterina; perd da 
alcune reazioni e da considerazioni teoriche si possono trarre le seguenti 
conclusioni. Tutti e tre i cloridrati danno la reazione di Rosenheim, come 
si verifica anche per la @-colesterina di Diels, per l’allo colesterina e per il 
nuovo isomero, a differenza della colesterina normale e della metacolesterina. 
Quindi nei primi il doppio legame é situato nei due nuclei a sei atomi di 
carbonio, mentre negli altri due ¢ nel nucleo a cinque. Inoltre il cloridrato 
158-158°5 deve avere un atomo di carbonio in comune nell’addizione del- 
Vacido cloridrico rispetto al 124-126°, perche entrambi danno allo cole- 
sterina. E i] cloridrato 136-137° si deve trovare in condizione simile rispetto 
al 124-126°, perche tutti e due originano il nuovo isomero della colesterina. 
Ed allora se noi supponiamo che l’acido cloridrico gassoso abbia provocato 
lo spostamento del doppio legame in I-13 e si sia poi addizionato in modo 
differente, avremo per i due cloridrati 158-158°5 e 124~-126°, le seguenti 
formule: 


CH, CH, CH, 
— a * CIHC 
BEC ae aC HC 34 MHC a GC 
i: Cy 4H30 _ I| | Cy 4836 | | Cy 4H36 
Hen gee) HCl arose HCl His ge 
y y 
UNS SE ae =p ~~ A 
HC, C5——CH, HC oe HC ng CH, 
1 oO | | | } 
HC, 5H “7.CH H,C CES ICH: HG CH CH, 
\ = xs \ 4 
7 Soa NS p 
HG OH CH H C-OH CH, H-C-OH CH, 
{Hel 
CH, 
H ne ‘ 
aE 
| lige «Onn 
CIC ( pas 
Va et Ke 
ZL VA 
H,¢ == Cn. 
| | | 
H,C CH “CH, 
te 
H C-OH CH, 
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E per il cloridrato 136-137°, ammettendo che il doppio legame sia pas- 
sato nella posizione 1-2, si potra avere: 


CH, CH, cH. 
H,C 6 ae : af y Bae c ee 
CoH. é 
d ao ae HCl HC Chee oe HCI CIC rok, ea 
Wi Sake \ eee: os 
Coe. eeen: cHe? | Claech ic. ee cH, 
| | -| | | 
Hoc) eH ocr Hc. cH oH Hc. = On aon. 
‘ \ 
H-CLOH SA H-CLOH CH, H-C-OH CH, 


Infatti il primo cloridrato, con acetato potassico da Vallo colesterina, il 
secondo con acetato sodico, da piccole quantita di allo colesterina e un iso- 
mero identico a quello da noi scoperto, e che si ottiene dal terzo cloridrato. 

Si potrebbe perd obbiettare che il primo puo eliminare acido cloridrico 
anche nelle posizioni 13-12 e il terzo in 2-3 e dare altri isomeri. E non 
v’é alcun dubbio che potendo eseguire molte esperienze con rilevanti quan- 
tits di colesterina si possa giungere al desiderato risultato, Anche Windaus 
ha notato che oltre all’allo colesterina si formano altri prodotti, non ancora 
studiati. Ed io che in questi ultimi mesi ho potuto preparare qualche grammo 
del nuovo isomero, dopo numerose cristallizzazioni ho ottenuto dei cristalli 
fondenti a 138-139° ed altri a 142-144°. La sostanza fondente a 141-143° 
e costituita da due nuovi isomeri della colesterina ? 

I risultati sperimentali finora eseguiti e le osservazioni esposte permet- 
tono di rilevare alcune relazioni di costituzione fra la colesterina e gli iso- 
meri noti. 

Il doppio legaine della colesterina € situato tra gli atomi di carbonio 
6-7 (I) e quella della meta fra 5-6 (II) o 7-8 (IIL), mentre la colesterina 
di Diels, allo colesterina e lisomero (0 i due isomeri in corso di studio) 
hanno il doppio legame nelle quattro posizioni 12-13 (VII), 13-1 (VI), 
1-2 (V) e 2-3 (IV), senza poter specificare, per ora, la formula di costi- 
tuzione di ciascuno di tali composti. 

Queste ricerche saranno continuate su quantita considerevoli di cole- 
sterina onde poter dimostrare se il corpo fondente a 141-143° é un nuovo 
isomero della colesterina, o se realmente é costituito da due isocolesterine 
fondenti a 138-139° e 142-144°. E poiché il metodo da noi trovato per 
Visomerizzazione della colesterina puO essere vantaggiosamente applicato 
all’ergosterina, abbiamo gia iniziato alcune esperienze sicuri di poter otte- 
nere nuovi isomeri di questa sostanza, che tanto interesse ha destato e desta 
per le sue relazioni con la vitamina D. 


Chimica. — Azione degli ipoioditi alcalini sulle aldeidi pir- 
roliche“”, Nota di P. Prarest, presentata“ dal Socio M. Berri. 


Per l’analogia che il pirrolo ha col fenolo nel suo comportamento chi- 
mico era logico pensare che questa potesse estendersi ai derivati aldeidici 
delle due sostanze. Un confronto fra le aldeidi pirroliche e le aldeidi feno- 
liche era tanto pili interessante a stabilirsi in quanto che queste ultime pre- 
sentano notevole diversita di comportamento nelle loro tre forme orto, meta, 
para. Mentre le aldeidi fenoliche tendono prevalentemente a reagire mediante 
il loro gruppo —-CHO, le aldeidi pirroliche presentano altre possibilitd di 
reazione per la spiccata tendenza ad eliminare il gruppo formilico sotto forma 
di acido formico. Cid si verifica p. es. sotto l’azione di acidi minerali ©), 
In questo loro comportamento si avvicinano assai di pil alle aldeidi ossi- 
naftoiche; é nota infatti la facilita con la quale il gruppo aldeidico dell’al- 
deide 8 ossi-niftolica tende a distaccarsi dal nucleo naftolico “). Nell’intento 
di approfondire maggiormente fino a che punto queste analogie si manife- 
stassero ho esteso alle aldeidi pirroliche una reazione caratteristica presen- 
tata da quelle fenoliche e naftoliche. Tale ¢ lazione degli ipoioditi alcalini. 
Windaus e Schiele dimostrarono‘) che per azione di questi e dell’acqua 
ossigenata sulle aldeidi fenoliche e naftoliche il gruppo aldeidico delle o-e 
p-ossialdeidi e quello delle aldeidi naftoliche viene eliminato sotto forma di 
formiato alcalino, e al suo posto si sostituisce lo jodio o respettivamente 
lossidrile. Le meta ossialdeidi si ossidano semplicemente a ossi—acidi. In- 
dagando l’azione degli ipoioditi alcalint sul gruppo formilico di diverse al- 
deidi a- e ®-pirroliche, ho trovato che queste presentano un comportamento 
del tutto analogo a quello delle o. e p. aldeidi fenoliche ¢ delle aldeidi naf- 
toliche. 

Le @-aldeidi pirroliche eliminano sotto forma di acido formico il gruppo 
aldeidico e forniscono, per sostituzione di questo con lo jodio, i corrispon- 
denti jodo-derivati con rendimenti quasi quantitativi. Fu ottenuto cosi il 
2-4—dimetil—3—jodo—5-carboetossipirrolo: 


CH, =I 


| | () 
C.H,OOCK CH, 
NH 


(1) Lavoro eseguito nell’Ist. di Chim, Gen. dell’Universita di Bologna. 
(2) Nella seduta dell’8 gennaio 1933. 

(3) H. Fiscuer, «Ber.», sy, 1942 (1922). 

(4) Berri e Munpict, «Gazz. Chim. It.», 36, II, 665 (1906). 

(5) «Ber.», 56, I, 846 (1923). 
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dalla corrisponde @ aldeide, e il 2-metil—3-4-di jodo-5-carboetossi—pirrolo 
rT. 

hee! payee ep 


wee 
NH 


dal 2-metil-3-formil—5—carboetossipirrolo. 

Le aldeidi « pirroliche sono molto meno stabili delle isomere B-aldeidi, 
di fronte agli ipoioditi, e la loro resistenza varia anche con la presenza e 
la natura degli altri gruppi sostituiti nell’anello pirrolico. L’« pirrolaldeide 
forni per eliminazione del gruppo aldeidico e contemporanea iodurazione 
del nucleo pirrolico un prodotto di condensazione di due anelli pirrolici, 
Veptaiododipirrile, 


ears is eS 


UU = 
NH Ne ; 


gia preparato da Pieroni “) per altra via. 

Furono sperimentate altre « aldeidi pirroliche nell’intento di giungere, 
in analogia a quanto accade per |’ « pirrolaldeide, alla sintesi di altri derivati 
del dipirrile di sicura costituzione, ma il 2-4—dimetil-3-etil-5—formilpirrolo 
viene attaccato profondamente dagli ipoioditi con formazione preponderante 
di resine peciose brune. Anche il 2—formil-4—metil—3~-5 -dicarboetossipirrolo 
non ha dato finora buoni risultati. Per lo scopo di questa ricerca fu pre- 
preparato il 2—formil-3-jodo—4~metil-5—carboetossipirrolo : 


Cite | 


| | 
C,H,OOC 


Ne 
NH 


cHo CY) 


ancora sconosciuto. La sua preparazione dal pirrolo di Weiss decorre in 
maniera analoga a quella dei corrispondenti cloro e bromo derivati secondo H. 
Fischer . La jodoaldeide fonde a 172°,5 e fornisce una aldazina gialla a 
P. F. 232°. Sottoposta all’azione dell’ipoiodito forni una sostanza bianca a 
P. F. 189° che non reagisce bensi pil con idrazina, ma che dai dati ana- 
litici sembra essere un prodotto di condensazione pil complicato del sem- 
plice dipirrile. Le ricerche su altre « aldeidi pirroliche vengono continuate; 
sara pure effettuato lo studio dell’azione dell’acqua ossigenata. 


(1) Questi «Rendiconti», 31, I, p. 321 (1922). 
(2) «Ann.», 480, 155 (1930). 


Degno di rilievo & il fatto che lanalogia fra aldeidi pirroliche e feno- 
liche, tenuto bensi conto della minore stabilit’ del nucleo pirrolico, si ma- 
nifesta pit con gli orto e para isomeri di queste ultime che non con D’isomero 
meta. Questo risultato rappresenta una diretta conferma dell’analogia di com- 
portamento chimico fra derivati pirrolici e derivati benzenici orto e para sosti- 
tui, prevedibile quando si consideri che per queste tre serie di derivati ¢ 
strutturalmente possibile il manifestarsi della stessa desmotropia chinonica. 


PARTE SPERIMENTALE. 


Azione dell ipoiodito potassico sul 2—metil—3—formil—s-carboetossipirrolo. 


A gr. 1.8 (1 mol.) di sostanza sciolta in alcool metilico si aggiunsero 
gt. 2.5 (poco pit di 4 mol.) di potassa in poca acqua e lentamente 5 gr. 
(4 at.) di jodio in joduro di potassio a freddo. Il precipitato cristallino co- 
stituito dal 2—metil—3-4-di jodio—5-carboetossipirrolo (formula IJ) fu filtrato 
alla pompa; secco pesava gr. 3.6. Rendimento 90 °/,. Cristallizzato ripetu- 
tamente dall’alcool, si presenta in aghi bianchissimi; P. F. 189°. 

Analisi: 

mg. 3.878 sostanza: mg. 3.355 CO, e mg. 0.800 H,O 
mg. 8.456 sostanza: cc. 0.257 N (21°, 736 mm.) 
erasratci ree) 7123560. HH 8/55-2.31 Nien 3 42 


Calcolato per CsH,O.NJ.(405) =» au 2) 240 > Ass 
Axione dell’ipoiodito potassico sul 2-4-dimetil—3—formil- 5—carboetossipirrolo. 


Operando come nel caso precedente fu ottenuto con analogo rendimento 
il 2-4-dimetil—3-jodo-5—carboetossipirrolo (formula I) gia noto. 
Dall’alcool si ha in cristalli bianchi P. F. 141°. 
Analist: 
mg. 5.871 sostanza cc. 0.2626 N (23°, 731 mm.). 
Trovato N°, 4.96 
Calcolato per C,H,,O0,NJ(292.9) » 4.78. 


Axione dell’ipoiodito potassico sulPa pirrolaldeide. 


A er. 0.5 di « pirrolaldeide (1 mol.) sciolti in alcool metilico si ag- 
giunsero gr. 10 di potassa caustica (8 mol.) in poca acqua € gr. 10 di jodo 
(8 at.) in KJ a freddo. Dopo un paio d’ore la soluzione rossa fu diluita con 
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acqua e acidificata con acido acetico; l’eptajododipirrile (formula III) pre- 
cipita sotto forma di fiocchi voluminosi giallastri. Fu filtrato, cristallizzato 
dall’alcool, decolorando ripetutamente con carbone animale, e infine cristal- 
lizzato dal benzolo. Aghi incolori, P. F. 168° P. Dec. 172°-173° con vivace 
svolgimento di vapori di jodo. Come l’jodolo anche Veptaiododipirrile si 
scioglie in acido solforico concentrato con colorazione verde smeraldo. 


Analisi : 
mg. 3.700 sostanza: mg. 1.260 CO, e mg. 0.175 HO 
mg. 5.363; 7-848 sostanza: mg. 8.675; 12.660 Ag]. 
Trovato CP} 5.9.29 Hel 0-530 | ls opeAd cme ieee 
Calc. per CgsHN,J,(1013.4) » 9.47 » 0.10 » 87.66. 


“2—formil—3—jodo—4-metil—s—carboetossipirrolo (formula IV). 


I] 2-4-dimetil—3-jodo-5-carboetossipirrolo necessario a questa prepa- 
razione fu ottenuto per jodurazione del pirrolo di Weiss“ con rendimenti 
del 95 °/,. P. F. 141°. Per la preparazione della jodo—« aldeide, gr. 15 (1 mol.) 
del prodotto precedente vengono sospesi in 100 cc. di etere etilico assoluto, 
trattati con 14 gr. (2 mol.) di cloruro di solforile e lasciati a sé una notte. 
Di poi si scaccia completamente Vetere nel vuoto in essiccatore, si scioglie 
Ja massa in circa 100 cc. di alcool caldo e si precipita la jodoaldeide cau- 
tamente con acqua a b.m. Ottimi rendimenti in prodotto greggio. Cristal- 
‘lizzata pit. volte dall’alcool in presenza di carbone animale, la jodoaldeide 
si presenta in aghi bianchi P. F. 172°%.5. 


Analisi: 
mg.65.970 sostanza: Me..7.770,COn c Meee] feet, 
mg. 6.720 sostanza: cc. 0.259 N (23° 735: mm.) 
Trovato Cel, 35-51 Helens 335 wNG eae 
Calcolato per C,H,,O,NJ » 35.19 » 3.23)-5) 4.56. 


Con idrato di idrazina in acido acetico fornisce un’aldazina gialla P. F. 232° 
(dall’acido acetico), 


mg. 4.157 sostanza: cc. 0.332 N (23° 734 mm.) 


Trovato Ne, 8:89 
Calcolato per. C,sH..0,N,]J, » 9.18. 


(1) H. Fiscuer, «Ann. », 439, 194 (1924). 
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Axione dell’ipoiodito potassico sul 2-formil—3-jodo—4—metil- 5 -carboetossipirrolo. 


Operando nelle note condizioni fu possibile isolare una sostanza che 
dopo ripetute cristallizzazioni dallalcool-etere si mostrava in microscopici 
prismetti bianchissimi a P. F. costante 189° (P. Dec. 193°-194° con svol- 
gimento di vapori di jodo). Non reagisce con idrazina. La sua analisi dette 
valori che mi riserbo di confermare ma che indubbiamente sono da rife- 
rirsi ad un pit’ complicato prodotto di condensazione. 


Chimica (Chimica Biologica). — Sopra l'aspergillina, il Pig- 
mento delle spore ‘dell’ « Aspergillus niger», Nota II di A. Qur- 
Lico e A. pi Capua, presentata ‘’? dal Socio G. Brunt. 


Dopo le prove di resa di cui si é riferito ampiamente nella Nota pre- 
cedeate G), abbiamo definitivamente adottato per la preparazione dell’asper- 
gillina il ceppo Pollacci su terreno di agar melasso. II materiale, costituito 
da spore staccatesi naturalmente e da quelle ottenute per raschiatura della 
superficie del micelio, viene estratto con NH, all’ 1-2 °/,, lasciandolo ma- 
cerare alla temperatura ambiente per qualche ora: poi si filtra, e la solu- 
zione intensamente colorata in bruno viene acidificata con HCl diluito. 

L’aspergillina precipita integralmente in fiocchi bruno-neri, voluminosi 
che all’aspetto ricordano certi solfuri metallici, e il liquido rimane incoloro 
o solo leggermente colorato in giallo. Si filtra, si lava con acqua fino a che 
il prodotto mostra tendenza a passare in soluzione colloidale poi si secca 
in istufa a I100°-105°. 

Si ottiene cosi in blocchetti di un bel nero lucente, a riflessi bruni, 
facilmente’ polverizzabili. E facilmente ed integralmente solubile negli alcali 
diluiti, nei carbonati alcalini, oltre che negli altri sali alcalini idrolizzati 
(fosfati, borati), e viene riprecipitata inalterata dagli acidi. 

Se é stata prolungatamente riscaldata al disopra di 110° stenta un poco 
a disciogliersi, probabilmente per perdita dello stato colloidale, non per al- 
terazione chimica. Nei solventi organici usuali non e solubile, salvo che in 
piridina, tuttavia bollendo il prodotto grezzo polverizzato con alcool metilico 
od etilico, passa in soluzione una certa quantita di una sostanza giallo—bruna 
che & presente in quantita variabili a seconda della provenienza dell’asper- 
gillina, ed & particolarmente abbondante per quella ottenuta dal ceppo Pol- 


(1) Lavoro eseguito nell’ Istituto di Chimica Generale della R. Scuola di Ingegneria 
di Milano. 

(2) Nella seduta del 22 gennaio 1933. 

(3) Questi « Rendiconti», 1° semestre 1933. 
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lacci su agar—melasso, nel qual caso pud anche costituire il 12-14 /> del 
prodotto grezzo. Questo pigmento accessorio ¢ anche esso solubile negli 
alcali con colorazione rossastra, e le soluzioni alcaline mostrano talvolta una 
caratteristica fluorescenza verde. 

Abbiamo quindi sottoposta l’aspergillina grezza ad una estrazione in 
Soxhlet con alcool etilico allo scopo di eliminare questo pigmento accessorio 
che ci riserviamo di esaminare in seguito. 

L’aspergillina cosi purificata, riscaldata in tubetto non fonde, ma si 
decompone senza indizio di rammollimento a temperatura eclevata, dando 
acqua e vapori di sostanze azotate che non danno la reazione del fuscello 
di abete. Riscaldata cautamente in corrente di un gas inerte fino a 250°, 
emette, a partire da 170°, sensibili quantita di CO, e di H,O, senza appa- 
rente cambiamento: il residuo & perd completamente insolubile negli alcali. 
Questo comportamento ¢ analogo a quello constatato da uno di noi“ per 
alcuni neri di ossipirrolo. 

Il carbone ottenuto per decomposizione della sostanza brucia con grande 
difficolta, e ‘lascia, come gia aveva constatato il Linossier ) un piccolo resi- 
duo di ceneri rosse di Fe,O,. La determinazione quantitativa delle ceneri 
ci ha dato: 


trovato °/,: 0.32 aspergillina ceppo Pollacci 
» 0.34 » » » G) 
» 0.38 » i. Ab: 


e in base a questi valori si calcolerebbe un tenore in ferro del 0.23-0.26°/,. 
Ricordiamo d’incidenza che il pigmento sanguigno contiene intorno al 0.4°/, 
di ferro. La presenza del metallo fu constatata in tutti i campioni di asper- 
gillina finora esaminati, cio che tenuto conto anche del metodo di estra- 
zione, puo far pensare che esso sia organicamente legato; tuttavia non é 
possibile per ora escludere che esso si trovi in una forma simile a quella 
in cui € presente negli umati, ed in alcun melanine . 

L’analisi elementare, eseguita su aspergillina dei due ceppi, di due diverse 
preparazioni, ha dato: 


eeppo., Pollaccitrovato ‘2/5: C69. 32 3 hom ee ee 
» » » H 3.98 441 — . =) = 
» » » N == — 3.73 3.80 4.08 &) 


(1) A. Quitico, «Rend. Ist. Lombardo», 65, fasc. XI (1932); «Gazz. Chim. It.», 62, 
(1932). 

(2) «Compt. Rend. Ac. des. Sc.», 112; 489 (1891). 

(3) Le due determinazioni sono state fatte su aspergillina di due diverse preparazioni. 

(4) Vedi Hammarsren, «Handbuch der Physiol. Chemie », p. 669 (1923). 


(5) Le prime due determinazioni vennero eseguite col Kjeldhal, |’ ultima con il micro 
Dumas. 


5 rade 


ceppo Abruzzese » G-5 7-01 57.25 ee - as 
» » » H 4.06 4.28 — = == 
» » » N are — 4.35 Bry att 


Dal raffronto dei valori avuti, sembrerebbe esistere una costante diffe- 
renza tra le aspergilline dei due ceppi, cid che ci ripromettiamo di riesa- 
minare in uno studio comparativo sui pigmenti di differente provenienza. 

Per quanto sia prematuro il calcolare in base a queste analisi una for- 
mula empirica per la sostanza, la quale potrebbe anche essere una miscela 
di prodotti analoghi di differente composizione, ¢ interessante di far notare 
che i rapporti atomici dei principali componenti, C,H e O, sono molto 
prossimi a quelli espressi dai numeri semplici: 


Bie Uae IE ae ge} 


Anche senza prendere come base il contenuto di ferro, che nell’ ipo- 
tesi della presenza nella molecola di un solo atomo di metallo condurrebbe 
ad un peso molecolare intorno ai 21000-24000, tutte le proprieta fisiche 
della sostanza concordano nel far ritenere che si tratti di un prodotto ad 
alto peso molecolare. 


Stabilita la composizione quantitativa approssimata della sostanza, l’ab- 
biamo sottoposta ad alcune reazioni orientative per vedere se fosse possi- 
bile di riconoscere in essa la presenza di qualche aggruppamento caratteristico. 

Tra i riducenti, 1 idrosolfito sodico l’attacca rapidamente, come gia os- 
servo il Linossier “, fornendo soluzioni colorate in giallo chiaro, le quali 
esposte all’aria o sottoposte agli agenti ossidanti, ripristinano il prodotto di 
partenza. 

Gli ossidanti Vattaccano con maggiore o minore facilita; HNO, di- 
luito reagisce vivacemente a caldo, ma come prodotto di demolizione non 
fu possibile rintracciare che l’acido ossalico. 

L’aspergillina mostra un certo carattere acido che ricorda quello delle 
sostanze umiche e dei neri di ossipirrolo, dovuto con ogni probabilita alla 
presenza di gruppi -OH e forsanche -COOH. Viene integralmente preci- 
pitata dalle sue soluzioni ammoniacali dall’acqua di barite, con formazione 
di un sale di Ba bruno nerastro, e da con Al(OH), una specie di lacca, 
cio che consiglia di andar cauti nella interpretazione della forma in cui ¢ 
legato il ferro. 

Il carattere fenolico (0 enolico), € messo in evidenza anche dal fatto che 
essa in soluzione alcalina, copula nettamente con i sali di diazonio, per dare 


(1) Loco citato. 


COM 


sostanze fioccose rosso-brune, nelle quali esiste un rapporto all’incirca co- 
stante tra le quantita di diazo e di aspergillina che hanno reagito. Abbiamo 
eseguito per ora esperienze orientative con soluzioni N: 10 di diazo e solu- 
zioni all’1°/, di aspergillina in KOH, usando il @-naftolo come indicatore 
alla tocca, allo scopo di stabilire un equivalente approssimativo dell aspergil- 
lina nella copulazione. Si ¢ ottenuto: 


diazo di p. nitroanilina equivalente trovato: I 118 II 100 


» » p. cloroanilina » » L110) sth os 


Questi valori, tenuto conto della inevitabile grossolanita di questo genere 
di misure, mostrano un soddisfacentente accordo, e stanno ad indicare che 
nella copulazione, per ogni aggruppamento C, reagisce una molecola di diazo. 

’ La presenza di un gruppo ossidrilico per ogni aggruppamento C, che 
la reazione di copulazione fa gia intravedere, € vieppil confermata dalla 
preparazione di un efere melilico e di un elere etilico entrambi insolubili in 
alcali, per azione del diazometano e del diazoetano, reazione che ha gia reso 
utili risultati ad uno di noi, nel campo per molti riguardi affine, dei neri di 
pirrolo“), L’aspergillina, seccata e finemente polverizzata in mortaio d’agata, 
reagisce vivacemente a temperatura ordinaria con le soluzioni eteree delle 
diazoparaffine con sviluppo di azoto. Dopo 48 ore si filtra il liquido giallo 
bruno contenente un eccesso del diazocomposto, con che rimane sul filtro 
il prodotto dell’ eterificazione, sotto forma di una polvere sofice bruno nera 
con tendenza al marrone, specie nell’etere etilico. 

I prodotti vengono liberati per ebollizioni con alcool da piccole quan- 
tita di prodotti solubili che si sono formati (particolarmente nel caso del- 
Vetere etilico): essi si distinguono dal prodotto di partenza per la completa 
insolubilita negli alcali. Allanalisi si ebbe: 


metilaspergillina: trovato: C 62.95 63.36 @) 


» » | aia Fa tia des ee 
» » N33 o- 
etilaspergillina : » C 66.24 -= 
» » H 6.49 — 


Determinando in base a questi numeri i rapporti atomici C:H: O, si 
trovano dei numeri molto prossimi a quelli semplici: 


CH O.=6:6 22 ven Call Ole es 


(1) A. Quitico, loco citato. 


(2) Questi numeri si, riferiscono ai prodotti di due preparazioni eseguite su due cam- 
pioni diversi di aspergillina del ceppo Pollacci, 
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che stanno ad indicare come in ogni aggruppamento C, sia entrato rispet- 
tivamente un radicale melilico ed etilico, evidentemente sotto forma di -OCH, 
e di -OC,H,, come conferma la sparizione della solubilita in alcali. 

Da esperienze ancora in corso, risulta che l’aspergillina da con cloruro 
di benzoile in soluzione piridica o addirittura col metodo di Schotten-Bau- 
mann, dei derivali benzolici insolubili in alcali. 

Il comportamento dell’aspergillina in tutte queste reazioni, ci autorizza 
fin d’ora a ritenere che dei due atomi di ossigeno presenti in ogni aggrup- 
pamento C,, uno si trovi sotto forma di -OH fenolico od enolico. 


Sulla struttura di questa interessante sostanza, ¢ prematuro per ora fare 
delle ipotesi: all’inizio di queste ricerche poteva affacciarsi l’ idea di essere 
di fronte ad una specie di melanina vegetale, simile alle melanine animali ed 
ai neri di pirrolo, ai quali sotto molti aspetti assomiglia, ma il basso tenore 
in azoto che tra Valtro non sappiamo ancora sotto che forma si trovi, fanno 
escludere che in questo caso l’elemento di struttura, se cosi si puo parlare, 
sia lo scheletro pirrolico. 

Volendo istituire un paragone con sostanze di origine nota, l’aspergillina 
presenta notevoli analogie con i prodotti complessi che si originano per os- 
sidazione chimica od enzimatica dei polifenoli: tali sono ad es. quelle che 
si formano dal pirogallolo, gia studiate dal Berthelot, alla pit: semplice 
delle quali, la purpurogallina, si deve assegnare, secondo Wilstatter™, la 


struttura: 
a CH—CH 
HOS) @ Se l OH 
hi Ce eo eee eee 
OH CO 


contenente un nucleo diossiciclopentadienico di formula grezza C,H,O, ®). 
Su questo ritorneremo prossimamente. 

Ben poco possiamo ancora dire sul significato di questa sostanza nella 
fisiologia dell’aspergillus. La sua presenza in quantita cosi ragguardevole 
(fino al 25°/, del peso delle spore), non pud essere priva di significato: non 
ci sentiamo tuttavia di condividere l’opinione del Linossier che ]a considera 
un pigmento respiratorio, anche per la sua localizzazione nelle spore che 


(1) «Compt. Rend. Ac. des Sc.», 126, 1066, 1459 (1898). 

(2) «Lieb. Ann.», 433, 17. : 

(3) Sostanze di questo tipo non sono eccezionali nel regno vegetale: la purpurogal- 
lina stessa si trova sotto forma di glucoside, la driofantina, nelle galle del Quercus pedun- 
colata (vedi NIERENSTEIN, « Soc.», 115, 1331). 
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non compaiono che ad un periodo relativamente avanzato nello sviluppo del 
fungo. Ad essa manca poi la proprieta di fornire composti labili con l’os- 
sigeno. Pil verosimilmente si potrebbe pensare che essa adempia alla fun- 
zione di materiale di riserva per un elemento come il ferro, che ha una 
notevole importanza per la vita della muffa. 

Continueremo queste ricerche. 


Chimica. — Sulla struttura cristallina del composto LaAl,“”. 
Nota di A. Rosst, presentata’® dal Corrisp. L. Ro.va. 


L’analisi termica rivela, per il composto LaAl,, lesistenza di due mo- 
dificazioni allotropiche « e ® stabili rispettivamente al di sotto e al di sopra 
di 816°). Il prodotto ottenuto per fusione, al di fuori del contatto dell’aria, 
di alluminio e Jantanio metallici nelle proporzioni stechiometriche, e succes- 
sivo raffreddamento alla temperatura ordinaria, € stato controllato nei riguardi 
della purezza con metodi chimici e micrografici “. Esso resiste per lungo 
tempo agli agenti atmosferici e si sfalda con una certa facilita in una deter- 
minata direzione. Si possono cosi separare dei piccoli frammenti limitati da 
piani di sfaldatura parelleli, molto sottili, tanto da permettere, nonostante 
Ja relativa opacita del composto per i raggi X, l’esecuzione di fotogrammi 
Laue a potenziali non troppo elevati. 

La insufficiente trasparenza delle sezioni sottili della lega non concede 
Pesame ottico di questa per mezzo della luce polarizzata. 

La fig. 1 mostra laspetto dei fotogrammi Laue che si ottengono dirigendo 
perpendicolarmente a lamine di sfaldatura dello spessore di cm. 0.03-0.04, 
un fascio di raggi X sensibilmente paralleli, provenienti dall’anticatodo di 
tungsteno di un tubo Hadding—Mazza (5) sottoposto alla tensione di 59 KV. 
Essa € simmetrica rispetto alle due coppie di rette ortogonali xa, ya € Xi, Yb 
(vedi fig. 2), ed & possibile, per tentativi, orientare una di tali lamine in 
modo da farla rotare (con moto uniforme, a partire dalla posizione di nor- 
malita rispetto ai raggi incidenti, di circa 15° da una parte e dall’altra) secondo 
assi successivamente coincidenti con le direzioni di Xa,(Ya) € Xp,( 4). In queste 
condizioni, usando la radiazione Ke, del molibdeno e raccogliendo immagine 
di diffrazione secondo un piano perpendicolare ai raggi incidenti, si possono 
ottenere, mediante lunghe pose, i corrispondenti fotogrammi del cristallo ro- 


(1) Lavoro eseguito nell’ Istituto di Chimica Generale e Chimica Fisica della R. Uni- 
versita di Firenze. 

(2) Nella seduta dell’8 gennaio 1933. 

(3) G. Canneri, «La Metallurgica Italiana», fasc. II, p. 99 (1932). 

(4) G. Cannerr e A. Rosst, «Gazz. Chim. It.», vol. 62, pp. 204-205 (1932). 

(5) L. Mazza, « Nuovo Cimento», IV, p. 359 (1927). 


tante. Un primo esame di questi, eseguito in base alla misura degli assi tra- 
sversi delle iperbole individuate dalle macchie piu intense e meglio definibili, 


Bigks 


porta a ritenere, per le distanze fra punti reticolari simili, misurate paralle- 


° 
lamente alle direzioni di Xa,(ya) € X5,( ye) rispettivamente i valori 4.4 A e 
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Tl valore della distanza reticolare dei piani di sfaldatura si ricava dalla 
lettura dello spettro principale dei fotogrammi che si ottengono facendo « ri- 
flettere » una radiazione monocromatica da una superficie di sfaldatura rotante 
(con moto uniforme di circa 20° a partire dalla posizione di parallelismo con 
i raggi incidenti) secondo un asse giacente nel suo piano. Come media di 
alcune esperienze eseguite usando le radiazioni Ka, del rame e del molibdeno 


si trova per questa grandezza il valore 5.1 Aoun multiplo intero di questo. 
({l mezzo sperimentale non ha permesso misure molto approssimate). 

Non ¢ facile, per il composto LaAl,, ottenere fotogrammi delle polveri 
ben contrastati, di facile e precisa misura. Risultati relativamente soddisfa- 
centi si ottengono usando la radiazione emessa dall’anticatodo di rame di un 
tubo sottoposto alla tensione di 35 KV, e posando per 2'.30’ con una in- 
tensita di 10-12 M. A., il diametro della camera essendo mm. 57.3, la fen- 
ditura rettangolare mm. I X 3, la distanza bacchetta—centro anticatodo cm. 12. 
Le colonne 1, 2,3 della tabella I riportano i dati sperimentali relativi a questa 
esperienza. 

Una osservazione preliminare delle proprieta di simmetria della fig. 1 
permette di escludere per il composto in esame tutti i sistemi cristallini all’in- 
fuori del monometrico e dimetrico. D’altra parte ’esame dei risultati ottenuti 
con i metodi del cristallo rotante e delle polveri come pure Ja presenza di 
una sola direzione di sfaldatura, portano a stabilire che la sostanza cristal- 
lizza nel sistema dimetrico. Se ne deduce che: 1° la sfaldabilita ha luogo 
secondo le faccie del pinacoide { 001}; 2° data la simmetria oloedrica del foto- 


gramma di Laue, la sostanza deve appartenere ad una delle classi V“,C,, 
Dy D. 

I] valore della lunghezza d’onda minima dei raggi usati per eseguire il 
fotogramma della fig. 1 @ 0.21 A, quella della K,,;. del lantanio ¢ 0.3188 A: 
Data Ja vicinanza di queste due grandezze é da ritenere che, nelle condizioni 
dell?’esperienza, non possano essere registrate radiazioni a lunghezza d’onda 
intermedia. (In alcuni fotogrammi eseguiti in modo analogo a quello della 
fig. I, con una tensione di 50 KV. non si nota infatti diminuzione del nu- 
mero delle macchie). Le altre discontinuita di assorbimento inerenti alle specie 
atomiche che costituiscono il composto in esame, possono essere trascurate 
dato che i valori delle lunghezze d’onda corrispondenti superano gli 1.9 A,e 
che le intensita delle radiazioni in quel campo sono molto deboli. Se si cal- 
cola quindi la lunghezza d’onda dei raggi X relativamente a tutti i punti che 
compaiono nel fotogramma della fig. 1 - in base a ciascuna delle ipotesi 
possibili sulle dimensioni della cella elementare deducibili dai fotogrammi del 
cristallo rotante e delle polveri - si possono escludere quelle ipotesi che con- 
ducono a stabilire, per le radiazioni in parola, valori di A minori di 0.3188 A. 

L’applicazione di questo criterio permette di ee il campo delle pos- 
sibilita a celle elementari di lato ap = 4.4 X 3 


eer ae 
| 


a Ids sty 
La presenza della discontinuita K di assorbimento del Jantanio, nel campo 


di lunghezza d’onda compreso tra 0.21 A Ginn e Od § A (Ay: Karz), come 
pure la notevole opacita per i ragei X del composto in esame, rendono dif- 
ficile ’'esecuzione accurata di confronti fra le curve che rappresentano il modo 
con cul varia l’annerimento della pellicola col variare della lunghezza @’onda 
delle radiazioni riflesse da un medesimo piano. Tali curve sono dedotte, da 
un lato in base alle condizioni dell’esperienza, dall’altro in base alle diverse 
ipotesi ancora possibili sulle dimensioni della cella elementare. I risultati otte- 


nuti porterebbero ad escludere celle di lato a, >> 4.4 K 3 A. 


fe} 


Consideriamo lipotesi: a, = 13.2 A , c/a = 0.77 che é in accordo con 
tutte le esperienze finora eseguite. A questa si riferiscono le colonne 4 e 5 
della tabella I (contenenti alcuni dei valori teorici di d/n corrispondenti a 
quelli trovati, e gli indici relativi), la tabella II e il reticolato a maglie quadre 
della fig. 2 sovrapposto alla proiezione gnomonica del fotogramma Laue della 
fig. 1. In base alla suddetta ipotesi, supponendo che Ja cella elementare con- 
tenga t6 molecole di LaAl, si calcola il seguente valore della densita: de = 3.69. 
I] valore trovato col picnometro ¢: di = 3.86. L’accordo ¢ ragionevole date 
le poco favorevoli condizioni sperimentali nella esecuzione e misura dei foto- 
grammi, e la piccola quantita di sostanza impiegata nella determinazione della 
densita. 

La ricerca del gruppo spaziale deve, in questo caso, fondarsi sopra troppo 
pochi dati per condurre ad un risultato certo. La identificazione della classe 
di simmetria del cristallo accoppiata ad una pil precisa valutazione delle inten- 
siti dei ragei diffratti, potra permettere di continuare |’indagine in questo 
senso. 


(1) G. Cannert e A. Rosst, loc. cit. 
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Laue di LaAl, secondo la (oor). 
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TABELLA II. 


Indici Intensita md in A | Indici | Intensita wr in A 
Ot m 3.20 PD md 0.86 
II 0 3 d 0.76 GO) & ff 0.71 
is @aul dd 0.56 iy 3) 9) m 0.37 
AO 1 mf 1.92 3220 1 md 22 
902 mf 0.78 Tor 3 d 0.59 
§ 0 1 f 1.28 Ones md 0.46 
601 f 0.90 5 a m 1.10 
7 Ot mf 0.67 Omit d 0.82 
OmOmL ff O 42 LOmas d 0.64 
19 3 6 dd 0.47 6592 d 1.02 
MB d Teele 3 et d 1.74 
1 BA dd 0.67 AL aii it 1.28 
il BB d 0.7.5 oe mf 095 
19 3 4 dd 0.35 eB ff 0.72 
2 Teel d 2.88 3. Sal md 0.46 
A ie Mi mf 1.84 (LOS) (dd) (0.31) 
16 3 3 dd 0.37 Oat d 0.36 
yD d [5332 992 f 0.41 
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Geologia. — “ Ryehakina epigona”’ (Rzehak), foraminifero a 
tipo “arcaico”’ nel Tortoniano bolognese™, Nota di T. Lipparint, 
presentata® dal Corrisp. M. GorTant. 


Ristudiando la fauna a foraminiferi delle « Marne grigie » tortoniane 
della valle del Savena, presso Bologna, gid nota per gli studi del Forna- 
sini®), ho trovato un esemplare di Rzehakina epigona (Rzehak). Questa specie, 


estremamente rara, appartiene a un gruppo di forme per le quali il Bor- 


Fig. 1a Fig. 1b 


Rzehakina epigona (Rzehak): fig. 1a, sezione trasparente 
secondo il piano di avvolgimento; fig. 1b, profilo. x 27. 


nemann “, su esemplari descritti dal Terquem col nome di Jnvolutina ©, 
fondo il genere Silicina (« Gehiuse linsen—bis scheibenf6rimig, nur der letzte 
Umegang - oder hichstens noch vorletzte zum Theil - sichtbar; halbe Quer- 
winde»), ora smembrato dal Cushman in Silicina propriamente dette e 
Reehakina. 


(1) Lavoro eseguito nel R. Museo Geologico di Bologna. 

(2) Nella seduta dell’8 gennaio 1933. 

(3) C. Fornastnt, Textularina e altri foraminiferi fossili nella marna miocenica di 
S. Rufillo presso Bologna, «Boll. Soc. Geol. Ital. », vol. IV, 1885. 

(4).L. G. BorNEMANN junior, « Zeitschr. der deutsch. geol. Gesell. », 1874, XXVI 
Bd apaeyide 

(5) TERqueM, «Mém. dell’ Acad. Impér. de Metz», 1863. 

(6) J. A. Cusuman, Contrib. Cushm, Labor, Foramin. Res., vol. HI, part. I, 1927. 


RENDICONTI. 1933, Vol. XVII. 13 
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Le due specie di Silicina conosciute dal Rzehak, S. polymorpha Terquem 
e S. limilata Terquem provenivano dal Lias di Frankreich, né allora si cono- 
scevano forme provenienti da giacimenti pil: giovani. Rzehak descrisse Sili- 
cina epigona Rzehak in « alttertiiren Mergel bei Zdaunek in Mahren » “™: 
un solo esemplare, come nel mio caso, Anche nel mio esemplare, come in 
quello dello Rzehak: «Im durchfallenden Lichte betrachtet, erweist sich das 
ziemlich dicke Gehause als vollstindig transparent und zeigt mit grossen 
Deutlichkeit die inneren Windungen, die in einer unregelmissigen Spirale 
aufgerollt sind»; cosi che, dopo una accurata indagine, ho dovuto ricono- 
scere che esso non si differenzia in nulla dalla forma descritta dal naturalista 
austriaco, confermato in cid anche dal parere del mio Amico Dr, Yoshiaki 
Ozawa, Imperial University Tokyo, al quale lo mostrai. 

L’ A. insisteva nel rilevare la presenza di questa specie solitaria, distac- 
cata dalle sue simili del Lias da tanto spazio di tempo: « Von anderwirts, 
sowie aus jungeren Formationen war bisher nichts Aenliches bekannt »; e 
tanto pil notevole ¢ la sua presenza in un deposito, non paleogenico, come 
quello di Zdaunek in Mahren, ma neogenico, tortoniano, come questo delle 
« Marne grigie », simili, per fauna, alle cosi dette Badenermergel. 

Questo fatto rientra nel quadro della presenza di forme a tipo «arcaico », 
tipico nel Mediomiocene dell’ Appennino settentrionale e centrale, gia notato 
dal Simonelli) per Pholadomya Canavarii Sim. e Pleurotomaria felsinea 
Sim. &); dallo Stefanini“ per Toxopatagus italcus Manz. e Mazz. e Hetle- 
robrissus Montesit Manz. e Mazz.; dalla Montanaro) per Cyclolites appenni- 
nica Montanaro; tutte forme dello «Schlier », Elveziano. Pero, mentre la 
Montanaro pensa ad una antichita. relativamente maggiore’ per lo « Schlier » 
di Pantano rispetto agli altri lembi di « Schlier » dell’Appennino settentrio- 
nale, e cid per dare alla presenza di Cyclolites appenninica Montanaro tutto 
il giusto valore paleontologico e stratigrafico, non e possibile a me assegnare 
le « Marne grigie» a Rzehakina epigona (Rzehak) ad un livello cronologico 


(1) A. Rzenak, Ueber einige merkwiirdige Foraminiferen aus dem osterreichischen Terttir, 
«Annalen des k.k. naturhistor. Hofmuseums», X Bd., 1895, Wien; pp. 214, 215, 216, 
tav. VI, figg. I-a, I-b, I-c. 

(2) V. StMonetit, Sopra alla fauna del cosidelto Schlier nel Bolognese e Anconitano, 
«Proc. Verb. Soc. Tose. Sc. Nat.», vol. XII, Pisa, 1893. 

(3) Nello stesso lavoro, il Simonelli, citando «la ricchissima serie di Molluschi fatta 
conoscere dal Pantanelli» ricorda che, come rara eccezione, compaiono nella fauna di 
Montese (tipicamente elveziana, e facies eteropica dello « Schlier ») forme tongriane: Pecten 
fallax Michtti, P. miocenicus Michtti, Lucina Rollei Michtti; 0 parisiane; Cassis Aeneae Brg., 
C. Theset Brg., «@’incerto significato cronologico perché non ancora riconosciute in piani 
intermedii ». 

(4) G. Sreranint, Echinidi del Miocene medio dell’ Emilia, « Palaeontoer. ital. », vol. XV, 
Pisa, 1909. 

(5) E. Montanaro, Coralli dello “ Schlier ,, di Pantano (Reggio Emilia), « Boll. Soc. 
Geol. Ital.», vol. L, 1931. 


nemmeno di poto inferiore. La loro fauna é tipicamente mediomiocenica, 
con tutte le caratteristiche del Tortoniano. 

Ora, come verrebbe notata la presenza di una forma a tipo « arcaico » 
se il quadro della fauna in cui essa appare non fosse relativamente giova- 
nile? E poiché tutte queste forme si riferiscono a forme da lungo tempo 
scomparse, colle quali, allo stato attuale della paleontologia stratigrafica esse 
non sono visibilmente legate da nessun termine di passaggio, cid che vale 
ad una determinazione cronologica, e che detta regola, é il complesso della 
fauna, non Veccezione, cioé pochi esemplari, dei quali, d’altra parte, non 
siamo del tutto sicuri se siano relitti in senso stretto, o insorgenze. Percio 
niente servirebbe giungere al compromesso di invecchiare un poco le « Marne 
grigie » (e lo «Schlier »), quando, cosi facendo, non giungeremmo mai a 
colmare la grande lacuna esistente tra le forme arcaiche del Mediomiocene 
e le loro presunte forme ancestrali. Ad ogni modo, un relitto ¢ tale ap- 
punto in quanto la sua presenza costituisce un anacronismo in un’epoca, alla 
identificazione della quale valgono piuttosto, nel nostro caso, qualche cen- 
tinaio di forme, alcune delle quali caratteristiche, e i dati stratigrafici. 

A proposito di questi ricorderO come nel piano delle « Marne azzurre » 
immediatamente soprastante a quello delle « Marne grigie » — e che illustrai(™ 
come termine di passaggio dal regime marino vindoboniano a quello con- 
tinentale pontico — compaiono ex novo alcune forme di Foraminiferi (Bilo- 
culina elongata D’Orb., Attuale; Quinqueloculina cuvieriana D’ Orb., Attuale; 
Spiroloculina robusta Brady, Attuale; Orbitolites tenuissima Carpenter, Pliocene 
e Attuale; Bulimina acuminata D’ Orb., Quaternario antico e Attuale) prima 
conosciute solo in depositi del Pliocene, del Quaternario antico, e dell’ Attuale. 

L’ opposizione del carattere giovanile della fauna pontica a quello senile 
della fauna vindoboniana sottolinea molto bene un grande avvenimento geo- 
logico a carattere universale, nel bacino mediterraneo, quale la fine del ciclo 
sedimentare mediomiocenico e la parentesi pontica. Mostrando una volta di 
pil. come evoluzione di faune e cicli sedimentari siano tra loro in una stretta 
correlazione, della quale pero ci sfugge ancora |’intimo meccanismo. 


(1) T. Lipparini, Foraminiferi delle “ Marne azzurre,, a Orbilolites e Hydrobia del 
Miocene superiore, presso Bologna, «Giorn. di Geol. », ser. II, vol. VIL, 1932. 
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Mineralogia. — I giacimenti di minerali del Monte Rosso dt 
Verra (gruppo del Monte Rosa)“. Nota di T, CARpaNeseE, pre- 
sentata® dal Socio G. Borris. 


Parte IL), 


In vari punti dei giacimenti del Monte Rosso si nota la presenza di 
noduli costituiti da olivina parzialmente trasformata in antigorite e da dio- 
pside, talvolta assieme ad epidoto. In tali noduli si trova talora anche della 
titanolivina, lo studio della quale mi ha fornito dei risultati nuovi ed inte- 
ressanti, che costituiscono un contributo alla conoscenza di questo minerale. 
Ne riferirO quindi diffusamente in un lavoro particolare sull’argomento, ri- 
portando intanto qui brevemente alcuni dei caratteri osservati, e specialmente 
quelli utili per Pidentificazione del minerale. 

La titanolivina si presenta in noduli d’un rosso granato scuro, inclusi 
qua e 1a nel serpentino; talvolta invece ¢ intercalata fra straterelli fortemente 
contorti e ondulati, formati da diopside e antigorite, che si trovano pure in- 
clusi nel minerale. Contiene inoltre numerosi granuli di magnetite fittamente 
disseminati. 

In sezione sottile presenta il fortissimo caratteristico pleocroismo, con 
assorbimento: mp >>mm = ng, e con le seguenti tinte: 

ny = giallo arancio scuro; mm =n, = giallo chiaro. 

Il carattere del minerale ¢ positivo, con e >>v. 

Si rileva facilmente al microscopio una forte dispersione incrociata dei 
piani degli assi ottici, tanto che nelle lamine normali a ny, a nicols incrociati, 
non si ottiene mai estinzione in luce bianca, ma un continuo cambiamento 
di colore ruotando la sezione. Invece si osserva estinzione contemporanca 
per tutti i colori nelle lamine giallo-chiare, senza pleocroismo, che conten- 
gono quindi la bisettrice acuta e da qui emergono perpendicolarmente o quasi 
le bisettrici ottuse disperse corrispondenti ai diversi colori. Quanto all’orien- 
tazione ottica, risulta quindi che la bisettrice acuta ny, coincidente per tutti 
i colori, & parallela all’asse di simmetria, il che concorda con le osservazioni 
fatte da Lacroix “ sulla titanolivina di Pfunders e Zermatt, da Brugnatelli 


(1) Lavoro eseguito nell’Istituto di Mineralogia della R. Universita di Padova. 

(2) Nella seduta del 22 gennaio 1933. 

(3) Contin. v. parte I, questi « Rendiconti», vol. XVI, fasc. 12, pp. 641. 

(4) A. Lacrorx, Sur les propriétés optiques du titanolivine, « Bull. de la Soc. franc. de 
Miner.», XIII, 15, Parigi 18go. 

(5) L. BruGnateLut, Sulla titanolivina dei dintorni di Chiesa in Val Malenco, « Riv. 
di Min. e Crist. It.», XXX, 69, Padova 1904. 
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su quella di Val Malenco e da Zambonini “ sulla titanidroclinohumite di Val 
d’Ala. Bisogna perd notare che soltanto nella titanolivina di Val Malenco 
fu notata da Brugnatelli una forte dispersione incrociata, da cui risulta la 
maggiore analogia della titanolivina del Monte Rosso con quella di Val Ma- 
lenco in confronto delle altre. 

Si osservano spesso nelle sezioni sottili dei geminati, sia semplici che 
polisintetici: la descrizione particolareggiata di essi esulerebbe perd dagli scopi 
e dai limiti della presente Nota, per cui mi riservo di trattarne net lavoro 
particolare sopra annunciato. 

La titanolivina del Monte Rosso forma anche delle associazioni regolari 
con olivina analoghe a quelle descritte da Brugnatelli per la titanolivina di 
Val Malenco. Talora si hanno grosse plaghe dei due minerali associati se- 
parate da un orlo irregolare, ma ben netto; pili spesso pero si osservano delle 
piccole chiazze di uno dei due minerali fittamente disseminate in plaghe mag- 
giori dell’altro. Al microscopio munito del tavolino universale riscontrai che 
in queste associazioni gli assi m, dei due minerali sono paralleli. L’asse nin 
dellV’olivina @ parallelo adm dell indicatrice della titanolivina corrispondente 
alla luce del sodio, e naturalmente lo stesso parallelismo si ha per gli assi np. 
Brugnatelli, nel lavoro gia citato, riferisce che nella titanolivina di Val Ma- 
lenco il parallelismo con gli assi corrispondenti dell’olivina si ha per Vin- 
dicatrice ottica della titanolivina relativa al rosso. Devo pero aggiungere che 
nel granulo di titanolivina associata con olivina nel quale eseguii le deter- 
minazioni surriferite, i piani degli assi ottici per il rosso ed il giallo sono 
quasi coincidenti . 

Come é noto, Volivina si puo confondere facilmente in sezione sottile 
con alcuni minerali del gruppo delle humiti. Allo scopo di accertarmi della 
natura del minerale associato con |a titanolivina, ne determinai l’angolo degli 
assi Ottici, direttamente col tavolino universale, e gli indici di rifrazione per 
la luce del sodio, col metodo di Becke. Ottenni i seguenti risultati: 


2 Vy == 88° - tg == 1.688 Sty = 1.669) np =. 1.652 © ng mp = 0.036. 


Questi valori, oltre a confermare inequivocabilmente la diagnosi di olivina, 
indicano anche trattarsi di un’olivina poverissima di Fe. Infatti ad es. per 
Polivina di Kosakov (3) si ha: 


2 V, = 88° 20’ = my = 1.6884 tm = 1.6691 mp = 1.6526 
Ng — Np = 0.0358 FeO 4+ NiO + MnO = 9.49 °/o.- 


(1) F. ZamBonint, Sur la véritable nature du titanolivine de la Vallée d@’ Ala (Piémont)s 
«Bull. de la Soc. franc. de Miner.», XLII, 250, Parigi 1919. 

(2) Questa osservazione fu eseguita adoperando la luce del sodio per il giallo, e la 
luce trasmessa attraverso il vetro Lifa n. 215 per il rosso. 

(3) H. Rosensuscu, Mikroskopische Physiographie, vol, I, parte Il, p. 358, Stuttgart 1927. 


Concludendo, la titanolivina del M. Rosso, per i caratteri sopra descritti, 
e particolarmente per Ja forte dispersione incrociata, la presenza di associa- 
zioni con olivina e l’orientazione dei due minerali nelle associazioni stesse, 
presenta le maggiori analogie con la titanolivina di Val Malenco in confronto 
delle titanolivine e titanhumiti di altri giacimenti. 


Fra le masse di anfiboliti ricordate al principio del presente lavoro, che 
si trovano presso il contatto fra le serpentine del M. Rosso e gli scisti del 
Vallone di Verra, una facies caratteristica, ad evidente struttura porfirobla- 
stica, ¢ rappresentata dalle anfiboliti che si trovano nella parte pil occidentale 
del giacimento. 

I cristalli di anfibolo hanno abito prismatico allungato, a contorni ge- 
neralmente netti e regolari, e sono cosparsi di inclusioni degli altri elementi 
della roccia. In sezione sottile sono appena sensibilmente colorati. Presentano 
regolarissime doppie sfaldature a carattere anfibolico nelle sezioni trasversali, 
ed allungamento positivo nelle sezioni longitudinali. L’angolo di estinzione 
massimo, misurato nelle lamine parallele a (oro), dalle quali si osserva emer- 
gere la normale ottica, e che presentano i piu alti colori di polarizzazione, 
é di 315°. L’angolo degli assi ottici, misurato col tavolino universale, risulto: 
2 Va = 89° — 90°. Il pleocroismo si manifesta con i seguenti caratteri: 


np giallo chiarissimo; nm verde chiarissimo; ng azzurrognolo chiaro. 


L’insieme dei caratteri ottici definisce questo anfibolo come un termine 
di passaggio fra un’orneblenda verde ed un actinoto. 

I cristalli di anfibolo si trovano come immersi in un feltro compatto 
e molto duro, a polarizzazione d’aggregato, costituito in gran parte da ele- 
menti lacerati e da fasci di fibre contorte e diversamente orientate, con ele- 
vati colori di polarizzazione, allungamento positivo, ed angolo di estinzione 
X img = 40°. Qualche resto di individuo del feltro, abbastanza conservato, 
manifesta inoltre una irregolare doppia sfaldatura pirossenica, un angolo degli 
assi Ottici non molto grande, e carattere ottico positivo. Risulta quindi trattarsi 
di pirosseno, probabilmente diopside od augite diopsidica, in parte uralitiz- 
zato. Non € possibile dire se si trovino nella massa di fondo altri elementi, 
come ad es. epidoto. Sembra potersi escludere la presenza di granato. 

La tilanite si trova in granuli spesso idiomorfi, talvolta geminati, sparsi 
nella massa ed inclusi anche nei cristalli di anfibolo. 


- 
seh hw ns tala 


La composizione chimica di questa anfibolite, risultante dall’analisi, ¢ 
la seguente : 


SiO, 47-46 °/. 

iGKey 0.22 

Al,O; 10.22 Rappresentazione diagrammatica 

Fe,O, 2.03 di Becke di Niggli 

FeO ‘ 

MnO ns mie ee A 
MgO 13.80 PAS eth OS 
CaO 19.93 53 c=39 k=o.rt 
Na,O Ress alk ==.'5 mg = 0.84 
K,O 0.42 ea c/fm = 0.87 
H,Oa + 110° 0.54 Sezione V 


» @—II0° 0.09 


100.05 


Notevole € specialmente l’elevato contenuto in CaO, al quale sopratutto 
si deve il fatto che il punto rappresentativo di questa roccia nel diagramma 
di Becke cade fuori del campo delle rocce eruttive. Anche dall’esame dei dati 
calcolati secondo Niggli si trae un’analoga conclusione. Difatti, esaminando 
Je formule dei tipi magmatici stabiliti da Niggli™, si osserva che la roccia 
si collocherebbe nel gruppo dei magmi ultra-femici della serie sodico-calcica. 
Pero fra i diversi termini di questo gruppo nessuno presenta per ¢ un va- 
lore cos} elevato, né per fm un valore relativamente cosi basso. Da cid natu- 
ralmente segue il valore-di c//m troppo elevato per una roccia di questo tipo. 
Si deve quindi presumere che non si tratta di una roccia di tipo eruttivo, 
oppure (il che sembra assai pit. probabile), che si tratta di uma roccia ori- 
ginaria eruttiva che subi un arricchimento in CaO per azioni endometamor- 
fiche di contatto o per digestione di masse calcari. 

Quest’ultima ipotesi potrebbe spiegare anche la genesi dei giacimenti 
speciali del M. Rosso, ove sono concentrati specialmente minerali ricchi di 
calcio (granato costituito prevalentemente da una miscela di grossularia e 
andradite; vesuviana, epidoto, diopside, titanite); e dar ragione della preva- 
lente disposizione a lenti e banchi di tali concentrazioni entro la massa ser- 
pentinosa, presso al suo limite settentrionale, dove trovasi pure l’anfibolite. 
Giova notare a questo proposito che i minerali che si trovano in questi gia- 
cimenti sono fra i pil caratteristici delle zone di contatto magmatico con 
masse di calcari 0 calcescisti. Per quanto masse di tale natura non si osservino 


(1) GruseNMANN-NiGGLI, Die Gesteinmetamorphose, vol. I, p. 40, Berlino 1924. 
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sul versante settentrionale del M. Rosso, tuttavia ¢ nota la loro caratteristica 
associazione intima con le pietre verdi, associazione che si nota pure sul ver- 
sante sud-est del M. Rosso ed in molti altri punti della regione. 

Non bisogna pero dimenticare che tutta la zona ha subito profonde azioni 
di metamorfismo tettonico alpino, appartenendo ai ricoprimenti pennidici; si 
pone quindi il dilemma se i giacimenti del M. Rosso si debbano riferire ad 
originari fenomeni metamorfici di contatto magmatico i cui effetti si siano 
conservati, almeno in parte, attraverso alle successive vicende di metamor- 
fismo tettonico, oppure se le sole azioni metamorfiche di questo tipo siano 
sufficienti a spiegare tanto la formazione dei minerali cristallizzati nelle geodi 
e nelle litoclasi quanto l’arricchimento in calcio della zona e la genesi delle 
concentrazioni minerali descritte. Per quanto mi risulta, mancano nella re- 
gione elementi di fatto che permettano di risolvere la questione, fors’anche 
perché la zona probabilmente pit interessante, e cioé quella del contatto set- 
tentrionale, ¢ coperta dai detriti di falda. 

Il problema del resto € sempre quello, non ancora risolto, della genesi 
di un gran numero di analoghi notissimi giacimenti di minerali nelle masse 
serpentinose, come quelli di Val d’Ala, Valle Antrona, Comba di Compare 
Robert (Avigliana), e di tante altre localila delle Alpi Occidentali. 
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Seduta del 5 febbraio 1933 (Anno XI) 


Presidenza del Socio anziano prof. sen. E. MARCHIAFAVA 


MEMOKIE SE: NOTED) SOC! 


Fisica (Fisica matematica). — Sulle deformazioni delle piastre 
elastiche. Nota 1V™ del Socio E. ALMansl. 


1. Esamineremo in questa Nota il seguente problema, che pud con- 
siderarsi fondamentale nello studio delle deformazioni di una piastra elastica: 

Dato un sistema di sollecitazioni fz,mx, my, decomporlo in due sistemi, 
dei quali il primo corrisponda ad una deformazione (B),\ il secondo verifichi 
le condizioni (K.). 

Le sollecitazioni fx , fy si suppongono nulle nel sistema dato e nei due 
sistemi componenti. Delle condizioni (K.) si € parlato nella Nota I, § 3 ®. 

L’importanza della risoluzione di questo problema deriva dal fatto che, 
secondo un concetto. del Kirchhoff, che egli ha riconosciuto valido in un 
caso particolare G), ma che é estendibile al caso we o almeno in tutti 
quei casi che interessano nelle applicazioni (€ sul quale torneremo) le de- 
formazioni prodotte da sollecitazioni che verificano le condizioni (Ko) sono 
praticamente trascurabili. 

Siano f,,m.,m,, ed eo m, ,my, idue sistemi da determinarsi. Dovra 


essere 
Ul J , ” , ur 
() fith =f, met m, =e , thy + my = my. 
(1) Presentata nella seduta del 5 febbraio 1933. 
(2) Nella Nota I, a p. 476, linea 20’, in luogo di fx = = fi = 0 deve leggersi fx = fy=0, 


€ a p. 477, linea 6°, fx ed fy in Tuogo an ed fy. 
(3) V. Cxesscu, Elasticité, pp. xxl e 742-715. 


RENDICONTI, 1933, Vol. XVII. 14 
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Con formule analoghe alle (18) della Nota II, posto 


, oA W 
haircare on, *? 
’ 0 OW ' 0 OW 
DUA A ake bo Bee 
eae 3) UA Wie Foam, EY uAWB , 


dove W denota una funzione biarmonica di x ed y. Notiamo che essendo 
I a5 
A compreso fra —I e saoalee € sempre positivo. 


Per il secondo sistema si avra, con formule analoghe alle (8) della 


. ” . . . 
Nota IJ, chiamando m, il momento ivi denotato con my: 


” 
” dm, " ” wu” ” 
(2) Fi or Sa ds > TT a — a Ly 6 ? My = M,%h° 


Le equazioni (1) ci daranno allora: 


wr 


oA W ai dm, Ds; 
see. on i hpegee ae 
2 OW ” 
(3) a By — pAWa— m, 8B = mx, 
0 OW 


Ld 
otra a pAWB + m,a% = my - 
Da queste tre equazioni si tratta di ricavare la funzione biarmonica W 


3 r ” 5s 
di x ed y, e la funzione m, di s. 


2. Una funzione armonica di x ed y, come pAW, si pud sempre rap- 
) 

ax 
variabili, Poniamo 


ov : 
, 0 ~-,uevessendo pure funzioni armoniche di quelle 


presentare con 
oy 


oAW a dv o?u o? u ou ou 2 dv 
a =a + = Bae a pa. 
n on oy axdy oy? ax oy Ox? Os Ox. 


se 
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La prima delle formule (3) potremo allora scriverla: 


at 
d ov dMn 
ds Ox het 28 


donde: 


: ” ov Pe 
-s My Ea here —| f ds a5 Coy 
10) 


Bs 
Ove Co € una costante. 

iyo : ov : ° e) ; 

n luogo di — dy + So possiamo scrivere — (v —¢ox). Chiamando 
ora v la funzione v—c x, pure armonica, Ja formula precedente diverra 


ut rd) f 
(5) My = | fees. 


e Co) 


mentre la (4) non varia. 


o um" 
Sostituendo nella seconda e nella terza delle (3) a prAW 5 yn ada tin 


Yespressione data dalla formula (5), avremo: 


2 OW du ou : 
——s S-l —— 7as = 
os éy dy z: eens ld ia 
Oo 
2 OW du du 5 
NS Se eatin Ce ean ree 7 as = My 
os Ox By P ax «| f 3 ze 
oO 
ovvero: 
a2 OW ou : 
See ee 7, as =m 
mE ay 35 B fk 5 Mx 4 
0 OW ou i 
Ai ee aE nesses ee ds =m 
Os Ox on «| J vee 


formule che contengono le sole funzioni incognite W e v, legate dalla re- 
lazione (4). 


\o 


, w essendo come v una funzione armonica; 


Ora poniamo v = — 


oy . 
) 0 ow ~ ov Ow’ : 
Me ee a oer ee <= - Troveremo poi, con un calcolo 
ee os Oy ey on™ on oy pe 
see & ov o ow o ow ; 
analogo a quello fatto per = - Avremo dunque: 


on dy * on dy as Ox 


= 200 — 


Onde le formule precedenti diverranno: 


2 (OW cw 
nt ds-= Mx, 
I Gt +o)+ ef s=m 


y) oW ow 
x(t + goa f kim mn 


ovvero, portando nel secondo membro i termini che contengono «,f, e 


oy Ox 
ponendo dead crete er 


0 (dW dw ox f° d ; 
Bat yam te] hmm shee lal hal) 


=(-S+3)- mae] Ss ds = my —y fe + ab] fa) 


Integrando avremo: 


oW ow 


x pee (ta — afc ff ds +61, 


—— 


(6) ; 
el PG a9 1) tee | eee 
Pa er cee REUBEN : yrs 


; > 
con ¢, e ¢, costanti. La formula (4), essendosi posto v = eee) diverra: 
C ! 
Oo? Ww 
; Rites © 
(7) pA aye 
a (5): 
» Ow ase 
(8) 8 eS aa fxds 


Diciamo ora w" la funzione w—c,y—c,x. Nelle formule (7) e (8) 
potremo sostituire w con w’; nelle (6) si potra sostituire w con w’ e sop- 
primere le costanti c, ,¢.. Chiamando poi w la funzione w’, le formule (7) 
e (8) non varieranno, dalle (6) saranno scomparse le costanti ¢, , C2. 

Dopo cio, denotando con F,, Mx, My i tre integrali 


fae. —fem—yfoas , [ om xpos, 
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vale a dire la forza e i momenti che agiscono sul settore compreso fra 0 
ed s, le formule (6) diverranno : 


oW ow OW ow 


pty ey ? Peat ae eee 

ossia: 

OW ew oW ow 
(9) ao eee oe ) By) eye a2 
dove: 

Ex = Mx — yF, 3 E, = My + xF,; 
e la (8) 

Pea 3) 

(10) Mm, = ax dy —— F, 5 


Queste condizioni, come le (3) da cui derivano, dovranno essere ve- 
rificate sul contorno dio; la (7), che lega le due funzioni W e w, in tutta 
area o. 

3. Alle formule precedenti si possono sostituire altre piu semplici. 

Le (9) possiamo scriverle: 


a(W+w)  . dw aWiw) ,. 
ox Se a ee dy Sie 
e ponendo 
oO 
(11) Wt+w=w’ , eo 
OW’ oW' 
(12) Ox 2S Hi 2 Ee 3 : hea 
Si ha poi dall . AW =AW’ ee indi 
i ha poi dalle (11): = a Oihg Gare e fey SVAUIOE 
oe = = onde la (7) diverra: 
a On 
(13) pA W" = ax 


Per la seconda delle (11) la u sara armonica come la w. Introduciamo 
una funzione biarmonica U’ tale che si abbia: 


(14) pA Wes 13 


La (13) diverra 
oAU’ 


ox 


pAW' =p 


> 
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ossia: 


oU’ 
A (w’ — -—~—})=0. 

ox 
h : sper , 3U’ On ae 
Denotiamo la funzione armonica W’ — a SON ea ae essendo una 
nuova funzione armonica. Avremo: 
3U’ se ov = o(U' + ww’) 
Ox ox Ox 


(15) W = 


Ora poniamo U’ + a’ =U, donde AU’ = AU. Sara per le formule 
(15) € (14): 
eU 
(16) Wie ee eS: 
Abbiamo cosi espresse le due funzioni W’,w mediante unica fun- 
zione U. La relazione (13) ¢ verificata. Le (12) diventano: 


o2U o2U 
(17) Jer = 2 WAU + Ex > aby to 


e la (10), per la seconda delle (11) e la seconda delle (16), dalle quali si 
ow ou oAU | 


ricava = By ee we By 


r) 
(18) ec x mee 


4. — Possiamo dare un’altra forma alle equazioni (17). Dalla identita 


o2U o?U 
ay? as Ox?’ 
sostituendo a ae lespressione fornita dalla prima delle (17), si ha: 
oU 
(19) ee len) 
Ora: 
oe er CAO a oU 2020 o?U 
= CS 6B ° — ———— 
os ox axdy ox? os oy oy? Ox oy 
ee o2U o? U oU be eet 
Quindi, se a Feuer Tey sostituiamo le espressioni date dalle 
(17) e dalla (19), avremo le formule: 
0 0U 
Be De RAUB + Ey —ExB, 
oU 


2| © 


ay = Oh DAU Ee Ee 


ossia 

a) 
(20) ss J. 2pAUG == ie. = os + (2u—1) AUa = —E,, 
doy 


Es = Eya— Ex 8 i419 En =Ea & +0Ey B. 


Queste equazioni, equivalenti alle (17), ci dovranno far conoscere (a 
meno di termini non aventi influenza sui risultati) la funzione eee 
U, quindi, mediante le formule 8) e (11), le fanzioni WoW 
infine le sollecitazioni f,, m:,,m,; mentre le f, ,m; , my potremo est 
dalle formule (18) e (2). Si dovrebbe dunque dimostrare che, date le sol- 
lecitazioni fz , mx, my, le formule accennate determinano sempre, e in modo 
univoco, i due sistemi di sollecitazioni in cui vogliamo decomporle. 

Esamineremo pit avanti questo punto della quistione. 


) 


Geofisica. — Emendamenti ad alcuni valori della variazione secolare di H 
nel Piemonte, dati in una Nota precedente. Nota del Socio L. Patazzo. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Fisica. — Sull’azione di luce periodica su lamine metalliche sottili. Nota 
del Socio Q. Mayorana. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Fisica. — Azione del campo magnetico terrestre sulla radiazione pene- 
irante. Nota del Corrisp. E. Fermi e di B. Rosst. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Chimica. — La costituzione dell’ acido bleu e le reazioni delle 
camere di piombo”. Nota preliminare® del Corrisp. L. Camat. 


Le recenti e interessanti ricerche di L. Szegoe‘) hanno dimostrato che 
la cinetica delle reazioni. delle camere di piombo porta ad escludere il pro- 
cesso primario 


NO, + SO, + H,O + H,SNO,, 


cioé quello della formazione diretta del cosidetto acido bleu, o nitrosil-solfo- 
nico di Raschig. 7 ; ) 
La revisione e la definizione del processo delle camere di piombo che 
é in atto, per opera di diversi AA., ha portato a due ordini di nuove inda- 
gini chimiche riguardanti: 
a) l’intervento del nitrossile, HNO ; 
b) la costituzione dell’ acido bleu. 
Recentemente E. Abel“) ha ammesso |’ intervento di HNO: 


H,0 + SO, + HNO, — H.SO, + HNO. 


E in base alla molteplice reattivita di questo radicale libero interpreta 
Yintera evoluzione dell’azoto nel processo predetto, comprese le reazioni 
secondarie che conducono ad N,O e ad N,Q. 

E. Berl con i suoi collaboratori‘s) ha ripreso lo studio dell’ acido bleu, 
ed ha osservata la formazione di un prodotto intensamente colorato, per 
azione diretta di NO su acido solforico concentrato, operando fino a 270 atm. 

La reazione sarebbe: 


H.SO, + NO > H,SNO,. 


L’acido € bleu a temperatura ambiente, é rosso porpora a bassa tem- 
peratura. Pure recentemente W. Manchot™ é intervenuto negando la rea- 
zione predetta, supponendo che per la formazione dell’acido bleu occorra 
acido nitrosilsolforico e che si verifichi un processo 


HSNO, + nNO -> HSNO, -(NO);. 


(1) Comunicazione dell’Istituto di Chimica Industriale della R. Universita di Milano. 

(2) Presentata nella seduta del 5 febbraio 1933. 

(3) Comunicazione alla seduta del 25 gennaio 1933 all’ Associazione Ital. di Chimica 
~ Sezione di Milano. Vedi «Giornale di Chimica Ind. ed Appl. », 1933, 1°, p. 25. 

(4) «Zeit. f. Elektrochemie», 39 (1933), 34. 

(5) «Zeit. anorg. allg. Chemie», 208 (1932), 113. 

(6) Idem, 210 (1933), 135. 


Il prodotto colorato sarebbe cioé assai pit complesso, e contenente |’ azoto 
nelle due forme su indicate. 

Per i lavori che sono in corso presso questo Istituto reputo opportuno 
precisare fin d’ora. quanto segue: 

1° — E indubitato che I’ NO pud addizionarsi direttamente’ ad acidi 

forti. | 
Ricordo le -esperienze, non citate dai -predetti AA., di W. H. Rodebuch 
e T. O. Yntema“) che, basandosi sulle proprieta prevedibili per la mole- 
cola dell? NO a numero dispari di elettroni, previdero la reazione 


NO + HCl — [NHO]+ Cl-. 


Notarono infatti la formazione a 160°K di un prodotto d’ addizione 
salino, ionizzato, di colore rosso porpora. 

Le esperienze in corso estenderebbero questa reazione a vari altri acidi. 

2° — L’NO, evidentemente sempre in dipendenza della sua peculiare 

struttura elettronica, possiede |’ attitudine a subire il processo di riduzione ed 

autossidazione 


2NO : H.0 — HNO, + HNO. 
Lo attestano le reazioni con gli alcali 

2NO + 2KOH —> KNO, + KNO 
2KNO —> K.N,.O, +.H.0 ~ KOH+N,0. 


A tale attitudine puo ricondursi anche Ja formazione delle nitroso-idrossi- 
lammine dagli organo-metallici : 


R-MgX + 2NO > R-NO + ON: MgX 
R-NO + ON-MgX > R-NO:NO- Mex. 


L’ aggruppamento del nitrossile ed il nitrosoderivato, intermedi, si asso- 
cieranno, come vuole la reazione di Angeli ben nota. 
3° — La reattivita predetta dell’ NO puo invocarsi anche per le scis- 


sioni del composto H,SNO, (acido bleu di E. Berl): 
2H.SNO, — HSNO, + HNO + H.SO, 
H,SO, + 2HNO > 2NO + SO, + H,0 . 


(1) «Journ. Am. Chem. Soc.», 45 (1933), 332. 

(2) L. Cams, Discussione alla seduta del 25 gennaio 1933, alla Sezione di Milano 
dell. Associazione Ital. di Chimica. Vedi « Giorn. Chim. Ind. Appl. », 1933, 1°, p. 25. 

Ricordo che in acido solforico a concentrazione superiore all’80°/, Vacido nitrosil- 
-solforico non viene ridotto da SO2. 
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Cio, NO associato potra subire il processo di auto-riduzione od ossi- 
dazione, e generare acido nitrosilsolforico e HNO. L’ HNO, con le proprieta 
riduttrici che possiede “), potra ridurre l’acido solforico a solforoso. 

La riduzione ad acido solforoso e la formazione di H,SNO,, per quanto 
in piccole percentuali, ¢ stata appunto osservata da E. Berl e H. H.-Saenger ©. 

Non si pud escludere naturalmente la formazione ,intermedia di un pro- 
dotto del tipo ON-SO,H (acido nitroso-solfonico di Raschig e Lunge) cor- 
rispondente ad una aeeesiasione 


ON-SO,H + H,O > H,SO, + HNO. 


—Coneludendo: 


appare generale la possibilita di formazione di prodotti d’ addizione 


fra acidi ed NO, del tipo 
NO + HX -> [HNO]x; 


& comprovato indirettamente, anche dalle scissioni dell’ acido bleu di 
E. Berl ad acido nitrosilsolforico e acido solforoso, |’intervento del nitros- 
sile, HNO, nelle reazioni che interessano il processo delle camere di piombo; 

é improbabile Ja natura complessa, HSNO,-(NO),, ammessa da 
W. Manchot per l’acido bleu, prodotto direttamente da NO ed acido sol- 
forico concentrato. 


(1) L. Campi, «Gazzetta Chim. Ital.», 59 (1929), 777- 
(2) plocectt. apm las. 


MEMORIE E NOTE PRESENTATE DA SOCI 


Matematica. — Intorno alla Geometria sopra una varieté 
algebrica. Nota di B. Secre, presentata“ dal Socio F. Sever. 


In questa Nota sono riassunti alcuni risultati — principalmente di carat- 
tere numerativo — relativi alle V, algebriche, che, insieme ad altri, ver- 
ranno stabiliti in una Memoria di prossima pubblicazione. Qui non ci sof- 
fermiamo sulle loro possibili generalizzazioni, né sulle applicazioni che gli 
sviluppi della suddetta Memoria possono ricevere allo studio delle V; dai 
punti di vista algebrico-geometrico e trascendente. 


1. Presa una curva C di V;, eventualmente riducibile o - pit in gene- 
tale - assegnata come curva virtuale su di una superficie di V,, si puo 
per Ogni superficie S di V, definire il numero intero (positivo, nullo o 
negativo) [CS] — numero (virtuale) delle intersexioni di C ed S —e cio anche 
se S passa per C ode virtuale. Se, in particolare, S & una superficie cano- 
nica impura, F’ — F, quel numero e un caratiere d’immersione di C nella 
V,, che -verra designata con yc. Qualunque sia S (anche se non passa per 
C od é virtuale) si puo poi definire l’intero [C?]s, grado virtuale della curva 
C sulla superficie S. 

I numeri [CS] e [C?]s non si alterano, qualora si sostituiscano C ed S 
con enti di V, equivalenti, o da essi deducibili con continuita (sempre che, 
naturalmente, cid. sia possibile). Tali numeri, inoltre, risultano legati dalla 
relazione: 


[eS] SF [C?]s —— (%c — 1)—Xc, 


ove tc é il genere (virtuale) della C. 
Le nozioni precedenti permettono di trattare con semplicita questioni 
svariatissime. Mediante esse, p. es., si pud agevolmente dimostrare che: 
Due superficie (effettive) Se T di V;, aventi la curva C, effettiva e 
priva di punti multipli, rispettivamente come s—pla e come t-pla, si segano 
ulteriormente lungo una curva D, che si appoggia alla C in 


[CD] =1#[CS} + s[CT] + st [xe— 2 (ae— 0] 


(r) Nella seduta del 5 febbraio 1933. 
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punti\, ed il cui genere vale: 


mp = Ma —\st + 1b — 1) {(CS] — 1 + 2s(s—1{[CT]— 
st + t)hx¥c+ st(s +t—1)(te—1), 


ove A é una curva (ST) virtualmente priva di punti multipli e m4 il suo genere; 
infine, il carattere d’immersione della curva D si calcola mediante le: 


Xo = Xa — $tXc = 2 (a — 1) — [57T] — [ST] — 31 xc. 
Aggiungiamo che sulla curva C la S possiede 


y= 2(s—1)(CS] +5 (5 —1) [xc — 2 (@o— 1] 


punti s—pli cuspidali; e che la curva C, tracciata sulle s falde di S che 
vi passano, costituisce complessivamente su S una curva I, coi caratteri: 


tp = (5 — 1) [CS] + —5(s—1) xe —5 (6 — 2) (Re — 1) +1 
yr=sx¥c ~~) [P?]s = —[CS] —syxe + 25(t%c—1). 


2. Presa in V; una qualunque rete (S) di superficie, avente una curva 
base semplice, C, e 6 ulteriori punti base semplici, consideriamo la relativa 
curva jacobiana, che denominiamo colla lettera M, designando - con- 
formemente al n. 1 - con yy il suo carattere d’immersione. Si ha che: 

Lespressione: 


A = yn + 3b—30@+{9[CS] + 5 xc— 6 (Hc — 1)} 


non dipende dalla rete (S); in essa w @ linvariante di Enriques—CasteL- 
nuovo della generica S, e la quantita entro {+--+} va soppressa se manca 
la curva base C. 

Cio prova che A é un invariante (per lo meno relativo) di V,: e si 
constata direttamente, in modo pressoché immediato, ch’esso € anzi un 
invariante assoluto di V;. Calcolando tale invariante per una rete del si- 
stema (eventualmente virtuale) | F’ —F}, si trova che é: 


A = 12 (Q, —Q, + Q,) + 21, 


(1) Questa uguaglianza fra numeri potrebbe venir completata da un’equivalenza 
sulla C, di cui essa costituisce la traduzione numerica; un fatto analogo sussiste per qual- 
cuna delle relazioni che diamo pil sotto. Osserviamo inoltre che, dalla suddetta ugua- 
glianza, si pud agevolmente dedurre l’equivalenza di una curva multipla-C,:comune a tre 
superficie di V3; se, come caso particolare, V3 si riduce ad uno spazio lineare, la formula 
a cui cosi si perviene concorda con quella data da M. NogTHER a p. 164 della Memoria 
Sulle curve multiple di superficie algebriche, « Annali di Mat.», serie II, t. 5 (1871). 


oa 
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ove, secondo uso, Q,,Q, ed Q, designano i caratteri virtuali (grado, genere 
curvilineo e genere aritmetico) di | F’ —F]|. Ma, in base ad un risultato 
fondamentale del Severt, il genere aritmetico della V, & legato a tali 
caratteri dalla: 


(1) 2P, = Q,—Q, + Q, + 4; 


dunque risulta semplicemente : 


A = 24 Pa — 27; 


e gli sviluppi precedenti forniscono una nuova definizione del genere aritme- 
tico Pa. Si ha inoltre il modo di giungere alla (1), con procedimento nume- 
rativo pil semplice di quello suggerito da una pura verifica della (1) stessa, 
bastando all’ uopo provare direttamente che, per una rete di superficie (ad 
es. per una rete di sezioni iperpiane) di V,, che sia priva di curve basi, 
sussiste la: 

24 Pa — 27 = yu + 3b— 3. 


3. Conservando le precedenti notazioni, e designato con p il genere 
aritmetico di S e con 7s, 7m il genere della curva intersezione variabile di 
due S ed il genere della M, si ha che: 

- L’espressione: 


© =m + b—9 73 — 36p — {2[CS] + xc — (ec — )}, 


ove la quantita entro|---}va soppressa se manca la curva base C, non dipende 
dalla rete (S) che si é scelta. 

Questa proposizione € gia stata dimostrata dal PANNELLI in un caso 
particolare ©, con un procedimento piuttosto complesso, che non si lascia 
estendere al caso generale. La via da noi seguita (della quale daremo un 
cenno fra breve), oltre che del tutto generale, ¢ notevolmente pil semplice. 

Considerando le curve jacobiane delle varie reti estratte da un dato 
sistema lineare co} di superficie, si prova agevolmente che vale la: 


OLA TA 4 28, 


me 


(1) Ved. F. Severt, Fondamenti per la geometria sulle varieta algebriche « Rendic. del 
Circolo Mat. di Palermo », t. 28 (1909)., n. 16. 

(2) Cfr. M. PANNELLI, Sopra un carattere di una varietd algebrica a tre dimensioni, 
« Rendic. del Circolo Mat. di Palermo», t. 32 (1911)2. In questo lavoro |’A. si limita allo 
studio delle V, di S, che sono intersezioni complete di 4 ipersuperficie, per le 
quali appunto introduce’ |’invariante I;, legato al nostro © dalla I, + 28 = ©. Occorre a 
questo proposito avvertire che la trattazione é svolta dapprima — in modo corretto — per 
le reti senza curve basi; ma la formula finale, che estende (senza dimostrazione) il 
risultato primitivo alle reti aventi una curva base, non concorda con quella da noi otte- 
nuta; le applicazioni che di tale formula vengono fatte nell’ultimo § del suddetto lavoro, 
vanno in conseguenza modificate. 


4) UO) 


ove I é l’invariante di ZeurHEN-SeGReE di V,. In base al n. 2 risulta-pure: 


@ a1 4 24Pe + 15. 


e lo stabilire quest’ ultima formula equivale perfettamente a dimostrare la (1). 
Si ha da ultimo che: 
Il numero dei punti d’appoggio della curva M alla C é dato da: / 


[CM] = 9(CS] + 5 xc — ¢ Ge— 1). 


4. Consideriamo in V, - oltre alla rete (S) - una seconda rete (S,), 
per la quale usiamo fotazioni analoghe a quelle addottate per la (S); diciamo 
inoltre 7,i, gli invarianti di ZeurHeN-SeGre delle superficie S, S,, € Zp il 
genere della curva loro intersezione. I] Jwogo R dei punti di V;, tali che 
tutte le superficie dell’una e dellaltra rete che vi passano hanno ivi una tan- 
gente in comune, & una notevole curva covariante delle due reti; ed 
& appunto mercé uno studio appropriato di questa curva — fondato in parte 
sugli sviluppi del n. 1 - che, nella Memoria annunciata, perveniamo al 
risultati dei ni. 2e 3. Di pil proviamo che: 

La curva R ha il genere: 


I 3 pane 
zn = 1+ 3-2 2A—30+%)+ 6(@+ oo) +2(b +5) 4+ 


“45 Tey 89.9) (ES) 2yiCS | oe a ee 
te Bowel = 2 Ceo] ore ter a 4 Tee eat) 
ed il carattere d’immersione: . 
XR= Q,—A + 3(@ + @,) +3 (0 + O:) — 6 (ee + 7) + 18 HD — 
09-9 (SSt] [S571 13 [CS] 5 Ye Gro geen, 
risulta inoltre: 
[CR] = 3 [CS] + 6[CS,] + 3x%c— 2 (mc— 1), 
[RS] = @—i—b+ 4x5 + 6mp-+ 6[S,S?] — 15 + {3 [CS] — 
— 2[C.S] +3 xe— 2 (we— 1}, | 


e¢ mediante formule analoghe si esprimono [C,R] ed [RS;]. 


5. Come caso particolare, le due reti (S) ed (S,), di cui al numero 
precedente, possono supporsi appartenenti ad uno stesso sistema lineare cot: 
la R si spezza allora nella curva dei contatti delle curve (formanti due 
fasci) segate dalle due reti sulla loro superficie comune, ed in. una curva 
residua, che € precisamente la curva doppia cuspidale della V, ima- 


ee eee 


—— ay ——— 


gine proiettiva del suddetto sistema lineare cot. Basandosi su cid, dal n. 4 
segue facilmente che: 

Una V; algebrica di S,, avente singolarita normali, possiede wna curva 
doppia cuspidale di ordine: 


Qi t 4272 a 8 te 73), 
genere: 


<14+20,—2A+100—sitasr—63, 


€ carattere dimmersione: 

Q,—A+5a—sa—8. 
In queste espressioni, I,Q,e A sono gli invarianti di V, dianzi considerati, 
a & Vordine della V;, 7 é il genere di una sua sezione piana, ed w, i sono 


gli invarianti di ENrriques—CasTELNuovo e di ZEUTHEN-SEGRE di una sua 
sezione iperpiana “), 


Matematica. — Sur les moyennes de Cesaro et Riesz des séries 
trigonometriques de Fourier. Nota di N. OBRECHKOFF, presentata 
dal Socio S. PINCHERLE. 


Soit f(x) une fonction intégrable au sens de M. Lebesgue dans |’in- 
tervalle (0,27), et soit 


Ao 


(oe) 
(ary) ~ Dans é Dee Sa Awe dy COS NYU, SI Nh 1 Oe 
a1) 


la série de Fourier correspondante. Alors de (1) on obtient 
I (ee) 
eO=—[f@+)+f@—)]~ D An cos nt. 


Nous démontrons d’abord un théoreme pour les moyennes de Riesz 
Ri (@) = o-! 3} A, (@— 2) 
uo 


d@ordre k >> 0 dé la série (1). 


(1) Nella Memoria annunciata, ultimo teorema e Ja formula A = 24 Pa — 27 [epper- 
tanto, in base al n. 2, anche la (1)], saranno pure stabiliti con una verifica diretta, per 
le V, di S, aventi una superficie doppia che sia intersezione completa di due ipersuperticie. 

(2) Nella seduta dell’8 gennaio 1933. 
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I, Supposons que la fonction f (x) satisfasse aux conditions survantes : il 
existe des nombres S®,g,a,0Ca<t, tels que 


(2) “lp (t) 2S — pit*| dé = OES) 


oO 
pour h—>o. Alors on a: pour 1 =k >a 
lim w*[R,(w) — S] = gh, 
@—> CO 
ou Pon a posé 


‘ pel @+tOloe has sina — # +9) 
@) sie 7 (k — a) eels 


sin 
2 


lo 
Tw 


pour k=a<I ona 


lim [Ra (@) —S] =o, 
o—> oo lo 
pour kia == I 
: ® 29 
ee ieee - [R, (@) — S] = one 


Démonstration. - En effet, d’apres M. Young® on a 


(4) Ri (@) = 22 f Y:+1%(@u) 9 (u) du, 


oO 


ob v(x) =P (q)x-1 Cy(x) C8) = py [ (2 — 9+ 60s ata 


étant la fonction de Young et 9 (tf) est prolongée periodiquement en dehors 
dey (0% 2 7). 


Si nous posons 


be (led) 
(5) My — | Neri (wit) uX du ; 


wT 
° 


OO 
ir 2 
on obtient facilement, 4 cause de la relation = Y¥r44 (mu) du=1, 
TT 


‘ : ie co : 
(6) o*[Re(o) — 8] — phy = = fy, (on) fou) —$ — gu du, 


ie) 


(1) Le nombre S est égal a f(@) a chaque point de continuité de f(x). 
(2) W. H. Younc, «The Quarterly Journal ot pure and applied Mathematics », 
vol. XLIII (1912), pp. 161-177. 


On en ee 


I 
Parce que y; +. (uv) = O (jaa) pour “—> co, on voit facilement 


que pour k >«@ l’intégrale (5) est absolument convergente. En posant 
@u =v on obtient 


700 
(7) b= =| Yrin (v)v% dv = hb. 


En se basant sur une formule de M. Young 


es . 

it De ay ane ay 5 OS Geel Osea 1, 
2 ea 

J Sip 


= 


et la formule C’, , (x) = Cx(x), on obtient facilement par une intégration 
par parties que la constante ) a la valeur (3). Pour k = «<1 on démontre 
facilement aussi que }. est une constante finie. Dans ce cas on utilise la 
formule asymtotique 


Ac —A 
® —— nant= AERD 4 (8) wooo 


Soit ¢ >>o un nombre arbitrairement petit et 1 choisi de facon que 
pour o<t<vy on ait 


© =[ |e@)—S—grlarcerts. 


Alors nous avons 


o ea eet at i 
j= ott ef Y: +2(@u) [oe (uy) —S — gut] du =| +f +f =; + ty 14,5 
Co) I n 


7 0O oO 
Oe ‘| Y: +1 (wu) @ (u) du — ost: [ Y: +2 (ou) (S + gu*) du=i +2, 


i) 
H+40 


H+20 
peor [rer Come@ dn sort [rele Qdet -- 


n n+20 


= o(a-¥«[eanidu) + O(or+*5 [99 |e) + - 


= O(wrt «(1 ae zeae -++))=0(1) 


post k>>«a, parce que p(u) est une fonction periodique. Si a =o ona 
i, = O (1). Pour 7,’ on obtient facilement pour k > % que i,.=- 0(1) et 
Pour fp =e, -euiaSe ’basant sur la formule (8), que i’ = OU ). 
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Parce que la fonction y, +; (w) est bornée pour chaque uw on a 
7 “: 
i= 0 (or+ | le (wv) —S— gu | in) == () ep = 0'( 1). 


I 1+4 
a 


; 1 4 ‘ ahi apes i mi - "o’ du 
| #2 |< po ix u (1) du = po (4) aa7 


I T 


Pour i, on a, S=k—a, 


o @ 


| ‘ : 
= yor 9 | Cie alae 8 ee ee o| OW) ar 


o 


eS, Pie nae 
ey oe 8 5 i= 0(0(5\o OCT); 


Do dy 
<u ef Ga<ue > NI eet 


al 


i<p(k+1)elogm , k=, 

i 
log @ 
si k= a. Le théoréme est donc démontré dans le cask >a ,k=a<i. 
Le cas k =a =1 sobtient d’ume maniére analogue en remarquant que 
C,(#) = 1—cost et en divisant l’intervalle (0,00) en deux intervalles 
(Os 2)c fuGt , 0o)s 

Si Pon pose k=1 ; O<ta<1, on obtient le théoréme de 
M. Szasz, qui a introduit la condition (2). 
Je démontre un théoreme semblable pour les moyennes de Cesaro 


$G)= Bateet 5 AS 


nN 


pour chaque nombre ¢>>0, c’est-a-dire i, 40 si k >a, et 


710), 


n 


\ 


4 condition de remplacer la constante h par 
} 2 ee) ) T 
WaSTh+ Dd] geen » $@=coso—Fa+ 0] 4 


oO 
sinkn [7 ax shy ; 
+ e Ox Xk 5 ‘ x — 
wT o 


te) 


dans le cas I->k ss, 


(1) O. Sz&sz, « Acta Mathematica », t. 48 (1926), pp. 355-362. 


Je démontre aussi le théoréme plus général. 
II. Si la fonction @ (t) satisfait aux conditions 


h 
[ |e@—S—gr | =O) , boo , o<acs, 


h 
| eO—s—grld =o G9 y bso, 


on aura pour k >a, 


lim w*(R(@)— S] = gh, 
o> 0 


ou hb est la constante (3). 


Matematica (Geometria). — Intorno alle biquintuple di rette. 
Nota di E. Cant, presentata“? dal Socio F. Enriques. 


1. Il prof. B Segre, in una elaborata e interessante Memoria pubblicata 
negli « Atti» di questa Illustre Accademia @, chiama quintupla di rette un 
ageruppamento costituito da 5 rette (dello spazio ordinario) tali che a 4, a 4, 
in tutti 1 5 modi possibili, abbiano una sola trasversale comune. Si perviene 
cosi a 5 trasversali le quali compongono, a loro volta, una nuova quintupla 
e le due quintuple sono in mutua dipendenza (cioe si trovano in condizione 
simmetrica) l’una rispetto all’altra. Cio significa che 4 rette qualsiasi della 
2* quintupla posseggono una sola trasversale comune che é una delle 5 rette 
della prima quintupla, onde il nome di biquiniupla dato alVinsieme delle due 
quintuple. Indicando quindi con 


Dee, tl” On Ta. 


eel ae haat eee 


le ro rette delle due quintuple cosi rappresentate, si puo dire che ciascuna 
retta @ incidente alle 4 rette d’indice differente dal suo che appartengono alla 
quintupla a cui essa non appartiene, ed ¢ sghemba con le rimanenti. L’ana- 
logia con una « bissestupla » di rette di una superficie cubica generica ¢ mani- 


festa e spiega l’origine della denominazione biquintupla. 


(1) Nella seduta del 5 febbraio 1933. 

(2) B. Secre, Le piramidi inscritle e circoscrilte alle quadriche di Sy e una notevole con- 
figurazione di retle dello spazio ordinario (« Memorie della R. Accademia dei Lincei », Serie VI, 
vol. II, fasc. VIII, 1927). 
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Ebbene il prof. B. Segre, in una Nota recentemente pubblicata nei Rendi- 
conti di questa Illustre Accademia“), rivendica a se stesso e giustamente, in con- 
fronto di vari Autori stranieri, la priorita di quanto riguarda la esistenza e lo 
studio di queste biquintuple, ma io mi permetto di fare osservare, a mia volta, 
che la esistenza e lo studio suddetto (a parte il nome di biquintuple) tro- 
vasi gid in una mia Memoria, molto anteriore, la cui pubblicazione risale 
al 1902 ©). In questo lavoro, i due raggruppamenti costituiti da due quintuple 
hanno origine dallo studio di un particolare gruppo icosaedrico di collinea- 
zioni spaziali e le 10 rette delle 2 biquintuple nascono dai cinque sottogruppi 
tetraedrici relativi (due da ciascuno). Con le notazioni del prof. B. Segre, 
le coppie che cosi hanno origine sono (a; br), (a2 b2), (a; 3), (a4 54) (4s 45), 
ciascuna essendo invariante rispetto ad uno dei suddetti sottogruppi. (Vedi 
pp. 2, 13, 20, 21 della mia citata Memoria). 


Matematica. — Maggiorazione dell’errore nel calcolo col metodo dei mi- 
nimi quadrati della soluzione periodica di un’equazione differenziale lineare 
ordinaria del secondo ordine. Nota di P. CLemenrte, pres. dal Socio G. Ca- 
STELNUOVO. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Matematica. — Proprieta di un notevole funzionale lineare e calcolo di 
esso per particolari funzioni analitiche. Nota di S. Martis, pres. dal Socio 
F. SEvERI. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Matematica. — Ordine minimo delle serie lineari contenenti parzial- 
mente, senza residuo fisso, una data serie lineare completa di una curva alge- 
brica. Nota di A. Maront, pres. dal Socio F. SEvert. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Matematica. — Sur la sommabilité totale per la méthode de U. Borel. 
Nota di J. C. Vicnaux, pres. dal Socio V. VoLTerra. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


(1) B. Secre, Rivendicazione di priorita. « Rendiconti Acc. Lincei», fasc. 9, 1932. 
(2) E. Crani, Sopra i gruppi finiti di collineazioni quaternarie oloedricamente isomor fi 
con quelli dei poliedri regolari. « Annali di Matematica », t. VIII, Serie III, Milano, 1902. 


Matematica. — Encore sur les opérateurs linéaires. Nota di R. L. Gomes, 
pres. dal Socio T. Levi-Crvira. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Matematica. — Sur une propriété des fonctions harmoniques dans les 
espaces de Riemann. Nota di S. Gotas, pres. dal Socio T. Levi-Crvrra. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Meccanica. — Teoria della turbolenza. Nota di G. D. MatTIOoLI, 
presentata‘? dal Socio T. Levi-Crvita. 


Nel presente lavoro mi occupo a istituire una teoria dinamica dei moti 
fluidi turbolenti nei tubi cilindrici a sezione circolare (caso al quale si rife- 
riscono quasi tutte le-esperienze) ammettendo che siffatto tipo di efflusso si 
sia gid stabilizzato nella sua situazione di regime permanente. E lasciata 
quindi da parte la questione di spiegare Vinizio della turbolenza, cioé la 
brusca modificazione dei caratteri del moto, da laminare a turbolento. E 
questo un problema del resto ancora insoluto e che da Reynolds ® - a cui 
risale la prima considerazione teorica dei moti turbolenti — occupo una folla 
di autori (Lord Rayleigh, Lorentz, Hopf, v. Mises, Prandtl, Karman, ecc.) 
i quali lo presentarono, per lo piu, come una questione di stabilita di un 
iniziale effusso laminare. Della turbolenza gia formata ci si occupOo invece 
assai meno, ed oltre al lavoro gia citato del Reynolds, ¢ da menzionare la 
Memoria di v. Karman) nella quale la teoria viene costruita su un’ipotesi 
di similitudine. Una vera e propria teoria dinamica manca ancora: in questa 
Nota sulla base di ipotesi plausibili ormai comunemente ammesse o sugge- 
rite dall’esperienza, cerco di collocare questi complicati e irregolari movi- 
menti fluidi nel quadro della meccanica, i cui teoremi fondamentali sembrano 


invero sufficienti a spiegarli. 


(1) Nella seduta del 22 gennaio 1933. 

(2) On the dynamical theory of incompressible viscous fluids and the determination of 
the criterion, « Phil. Trans. A.», t. 186 (1894), p. 123. 

(3) Mechanische Achnlichkeit und Turbolenz, « Gottinger Nachrichten », 1930, p. 58. 
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1. — TURBOLENZA NEI TUBI. — IPOTESI DEL TRASPORTO DISCONTINUO 
RADIALE DI MASSA. — LUNGHEZZA DI TRASPORTO. 


Consideriamo il moto di un fluido in un tubo cilindrico (indefinito) a 
sezione circolare: ¢ un fatto d’esperienza che |’efflusso ha caratteri diversi 
secondo che la velocita media é inferiore o superiore ad un valore critico. 
Nel primo caso il moto é regolare (ogni molecola percorre la corrispon- 
dente parallela all’asse) ed ¢ dominato dalla viscosita (regime laminare o dt 
Poiseuille); sorpassata la velocita critica, il moto cambia improvvisamente 
carattere: perde la regolarita del precedente regime, i filetti s’intrecciano 
senza nessuna legge, ed in particolare la resistenza d’efusso (gradiente di 
pressione necessario a mantenerlo) si esalta enormemente (regime idraulico 
o turbolento), E evidente che le equazioni dei fluidi viscosi non possono 
rendere conto di siffatti movimenti: esse presuppongono la continuita (al- 
meno in questo riguardo, che filetti adiacenti in un punto lo restano ovunque) 
che manca invece nei moti turbolenti, come semplici esperienze lo mostrano: 
un filetto colorato iniettato nella massa conserva per un lungo tratto la propria 
individualita nel regime laminare; si diffonde immediatamente nel caso tur- 
bolento. 

E chiaro percid che la turbolenza é caratterizzata da un rapido trasporto 
di masse ortogonalmente alla velocita media locale, cio che presuppone una 
disgregaxione della massa fluida, anche parziale - ma pur sempre dominata 
dal caso -; che si pnd ammettere consegua all’instabilita di iniziali pertur- 
bazioni “), 

E questa |’ipotesi fondamentale, che preciseremo al modo che segue: 
il moto essendo supposto permanente, la velocita (a cui va attribuito un signi- 
ficato statistico, quale media in una piccola regione intorno al punto che si con- 
sidera) dipende solamente da r, distanza dallasse. Ad ogni valore di r attac- 
chiamo una quantita l(r), che supponiamo sufficientemente piccola perché di essa 
e delle sue derivate si possano trascurare le potenze superiori alla terza, la quale 
rappresenta la lunghexza percorsa radialmente dalle particelle che in r si distac- 
cano dalla massa®), e che percid vanno a collocarsi, indifferentemente, alle di- 
stanze r—l,r +1, conservando durante il trasporto le rispettive quantita di 
moto e momento baricentrale di quantita di moto. E introdotta infine, un’alira 
funzione k (r), avente le dimensioni di una frequenza, tale che essendo p la den- 


(1) Losservazione mostra Ja notevole importanza che le perturbazioni — accidentali 
© provocate - all’imboccatura del tubo hanno nel determinare il regime turbolento; il quale, 
quando quelle siano abbastanza ampie, s’inizia alquanto a valle dell’imboccatura stessa. 

(2) Essa fu introdotta da PRANDTL (« Zeit. f. ang. Mathem. u. Mech. », vol. 5 (1925) 
p. 136), che la chiamd « Mischungsweg » con lo stesso significato qualitativo qui adottato, 
ma diversamente determinabile, e solo posteriormente alla conoscenza sperimentale della 
distribuzione della velocita. 


ee ee 


es 


sila (costante) kedt &, per nnita di volume, la massa che nel tempo dt si 
trasferisce sia inir —I che r +1. i 

Come sara precisato pil innanzi, ad un siffatto efflusso con trasporto 
trasversale di masse, saranno applicati i teoremi della quantita di moto 
e del momento della quantita del moto. Quest’ultimo mon si riduce ad 
unm identita, perche viene ammesso che le particelle fluide che operano il 
trasporto turbolento, pur essendo piccole, non abbiano dimensioni trascura- 
bili‘, talche con opportune e semplici ipotesi sulla distribuzione interna 
della velocita, ognuna ¢ caratterizzata dinamicamente dalla quantita di moto 
dal momento baricentrale di quantita di moto. 


APPLICAZIONE DEL TEOREMA DELLA QUANTITA DI MOTO. 


Consideriamo Ja colonna fluida di raggio generico r e di altezza uno. 
Lungo il raggio fissiamo i punti di ascisse r—J1,,r + /,, dove 1, e 1, sono 
le lunghezze di trasporto relative ai valori del raggio r—I/;,r +1, rispet- 
tivamente. Allora lo strato cilindrico di raggi r —I,,r espelle della massa 
all’esterno dir, mentre dall’analogo strato compreso tra re r + 1, proven- 
gono le masse che entrano nel cilindro r. 

Valutiamo anzitutto lo scambio di massa. Atteso il significato delle 
funzioni di r: k,/, avremo che I’eccesso Am di massa che entra in r (n- 
dico brevemente cosi il cilindro di raggio r) nell’unita di tempo é 


r+1, tf 
Am = 270 [ brdr— amp | kr dr. 


r r—l, 


Calcolando i due integrali mediante sviluppo in serie della funzione kr 
e conservando i primi due termini, si ha pure (l’apice denota derivazione 
rapporto ad r) 


ie 


Aim =2r9[(I; a arena? D ry] 


dove kr e (kr) si riferiscono all’ascissa yr. A meno di termini di 4° ordine 
ide Hee > ast ha purée 


(ay EN el a aN 


cosicché nei limiti di approssimazione del 3° ordine in | e derivate, 


Am = 2me[2II'kr + 2 (krY] = 270 (0 hry. 


(1) Cid si ha invece nella teoria della viscosita di MAxweLL (« Proc. Lond. Math. 
Soc.» (1871)) nella quale il mescolamento avviene per molecole caratterizzate quindi dalla 
sola quantita di moto. 


= PAO) = 


Evidentemente la massa totale entro r deve essere costante (incom- 
primibilita) ; cosicché al trasporto di mescolamento discontinuo deve essere 
associato un trasporto radiale continuo: cioé tutta la massa fluida deve spo- 
starsi radialmente con una velocita u(r) tale da conservare la massa entro r. 
Si ha cosi 

2xpru=Am = 2009 (Fkry 
cioe 


(1) ru = (I kr). 


Passiamo ad esprimere il bilancio di quantita di moto entro r. La forma 
e grandezza delle particelle fluide che saltano da uno strato all’altro potra 
essere diversissima, ma € oyvioO assumere come criterio statistico che in 
ogni strato elementare di spessore conyeniente Ar la distribuzione delle 
masse espulse secondo forma e grandezza sia la stessa. Sara dunque, indi- 
cando con v la velocita (media locale) 


id r+, 
270 / krvdr — [ krvdr | dt 


r—l, r 


Ja quantita di moto perduta dar nel trasporto discontinuo e nel tempo dt. 
Operando come precedentemente, e nello stesso ordine di appros simazione 
la stessa quantita si scrive 


— 29 (Péervy at. 


A questa quantita di moto deve essere aggiunta quella uscita da r per 


\ 


trasporto continuo; la quale ¢ 


2npruvdt = 2p (kr) vat. 


Sommando si ha la quantita di moto in totale uscita da r 


—2nelkrv' dt. 


Le forze che agiscono sul cilindro r si riducono alla differenza delle 
pressioni esercitate sulle basi — poiche escludiamo l’esistenza di tensioni tan- 
genziali quali vengono considerate nella teoria della viscosita -, e queste 
pressioni devono essere (salvo eventuali fluttuazioni di cui sara detto pit 


innanzi) in ogni sezione costanti. Se = é il gradiente della pressione se- 
condo l’assse x del tubo orientato come la velocita, é chiaro inoltre che 
22 
ox 
ratteri dell’efHlusso. 


—peo € costante anche lungo x, per la indipendenza da x dei ca- 


+2 


An NO ae 


PPA hmm 


L’impulso delle forze agenti sul tratto unitario di cilindro r conside- 
rato € mr? eodt, il quale, per la supposta stazionarieta del movimento, deve 
eguagliare Ja quantita di moto perduta da r in seguito al mescolamento: 
si ha dunque, togliendo via ai due membri il fattore comune, 

or? 


(2) —Pkrv = oe 


che & la prima equazione fondamentale della turbolenza “. 


BO. a APPLICAZIONE DEL TEOREMA DEL MOMENTO DELLA QUANTITA DI MOTO. 


Come € gia stato detto, le particelle che saltano da uno strato all’altro 
sono da ritenersi, per quanto piccole, di dimensioni finite, cosicché non 
agendo su di esse durante il trasporto alcuna forza, conservano inalterati sia 
la quantita di moto che il momento baricentrale di quantita di moto. Nella 
realta forma e dimensioni loro saranno diversissime; ma anche caratteriz- 
zando questi elementi con una opportuna funzione di distribuzione, ¢ ovvio 
ammettere che questa sia costante rispetto ad r — se non altro per l’igno- 
ranza del meccanismo intimo della turbolenza -; per cui si pud svolgere il 
calcolo che segue per una specie determinata, in forma e dimensione, di 
particelle, e poi sommare secondo quella funzione di distribuzione. Ma allora 
e chiaro che tanto fa ragionare come se le particelle che operano il tra- 
sporto turbolento fossero tutte uguali fra loro. Supponiamo che siano paral- 
lelopipedi con gli spigoli diretti come l’asse del tubo, il raggio e la loro 
ortogonale (tale potra senza dubbio essere la configurazione media): c’in- 
teressera introdurre solamente la dimensione secondo il raggio; diciamola 

= cost.; e per brevita di riferimento indichiamo con P una particella fluida 
siffatta. 

Sia » =v’ il vortice del movimento fluido (medio) turbolento: sempre 
in base al criterio statistico adottato, attribuiremo alla P il vortice w, che, 
data la piccolezza di ¢, supporremo ivi costante. Il momento baricentrale 
di quantita di moto di una P, rispetto all’asse parallelo al vortice — che 
€ poi ortogonale al raggio e al piano meridiano — é allora 

e2 
mos 
se m & la massa di P. Giova ora considerare, invece del cilindro di raggio 
r, un suo generico settore di apertura Ag, abbastanza piccolo da poter con- 


(1) Allo stesso risultato si arriva, e con gli stessi limiti di approssimazione, espri- 
mendo che le masse catturate entro 7 e provenienti dall’esterno, assumono la velocita del 
punto d’arrivo (urto anelastico). 1. calcoli materiali vengono pero complicati assai dalla 
necessita di esprimere Ja stazionarieta del moto entro r. 


a PYPIIN 


siderare rettilinei i corrispondenti archi di circonferenza di raggio r: nell’ele- 
mento di volume definito da r, Ag, Ar, atteso il significato di k, la massa 
interessata al trasporto per unita di tempo, ¢ . 


e kr Ag Ar , 


per cui la somma dei momenti baricentrali di quantita di moto (presi cioé 
rispetto al baricentro di ogii particella disgregata) relativa alla massa stessa, € 


es? 
ekra He Ag Ar. 


Questa quantita si conserva nel trasporto turbolento, e viene versata 
nello strato che cattura quella massa. Procedendo come al n. precedente 


ASRS ; . Sole 5 
(basta sostituire la funzione kr con la iro =) si calcola in 
jepson 
SH lek ei — 
(G3) e Ae 


Veccesso di momento baricentrale di quantita di moto uscito dal set- 
tore Ag del cilindro r su quello entrato (oppure adottando |’ impostazione 
della nota, secondo la quale ogni particella calturafa in r assume la quan- 
tita di moto e il momento locali di un eguale elemento di massa, la stessa 
quantita indica la somma degli incrementi dei momenti baricentrali di quan- 
tita di moto). 

Differenziando rispetto ad r la (2) e ripristinando il fattore pA@Ar 
si ha 


(2’) —o(i?krv’)’ Ap Ar = por AgAr, 


che ha lo stesso significato meccanico della (2), ma relativamente al volume 
elementare r , Ap, Ar; per il quale si avra pure al posto della (3) la quantita 


(3') » — (I? kr ay Agar. 


Moltiplicando per r la (2’) si ha un’equazione Ja quale esprime che la 
derivata rapporto al tempo (il primo membro é relativo all’intervallo unita- 
rio di tempo) del momento della quantita di moto relativa alla velocita media 
locale della massa contenuta inizialmente in rAgAr, ¢ uguale all’analogo 
momento della forza applicata (i momenti essendo presi rispetto alla retta s 
parallela al vortice in Ag e incidente all’asse del tubo). Ora, il momento 
rispetto ad s della quantita di moto dell’effettivo movimento si ha aggiun- 
gendo al momento corrispondente al moto medio (caratterizzato da v co- 


aaa 


stante entro Ar, che, a sua volta, é da assumersi dall’ordine di ¢) Ja somma 
dei momenti baricentrali delle particelle disgregate; per cui la derivata rap- 
porto al tempo del momento rispetto ad s del momento della quantita di 
moto di rAgAr é data dalla somma di (3’) col primo membro della (2’). 
Il teorema del momento della qualita di moto, in conseguenza della staziona- 
rieta del movimento, esige, in conclusione, che sulla massa contenuta in 


rAgAr sia applicata wna coppia di momento p = Tr AgAr tale che risulti 
€? ; €? 
(4) ee kro’) Ag Ar = p-—TrAgAr. 


E una questione che riguarda l’aspetto fisico del problema, la determina- 
zione della I’ (coppia per unita di volume); si potrebbe pensare ad una 
fluttuazione della pressione; ma qui lasciamoci guidare solamente dalle circo- 
stanze formali. E chiaro che se w’ fosse nullo — e cioé v’ costante — una 
volta egualizzate le velocita baricentrali, ogni particella si troverebbe in ogni 
sua nuova posizione con un vortice interno ad essa uguale a quello del moto 
medio: percio nessuna coppia sarebbe necessaria per egualizzare anche i 
vortici (0 cid che é lo stesso, i momenti baricentrali di quantita di moto). 
D’altronde la coppia cercata dipende certamente da w’, e, come s’€ visto, 
deve annullarsi con w’: la posizione pil semplice ¢ quindi di porre I’ pro- 
porzionale a w’ ©), La (4) diviene allora, rimettendo v’ =o, 


(4) (Phe Ve aru 


che & la seconda equazione fondamentale della presente teoria della turbo- 
lenza. 


(1) Per quanto riguarda il valore di un simile ragionamento, si pud osservare che 
é, in sostanza, dello stesso tipo di quello col quale nella teoria della viscosita si esprimono 
le tensioni viscose come funzioni lineari delle derivate della velocita: nell’uno e nell’altro 
caso, si tratta di una presunzione di dipendenza che é posta in equazione mantenendo in 
uno sviluppo in serie solamente i termini lineari. 


Meccanica. — Le nombre des chocs dans le probléme des n 
corps qui saltirent inversement d une puissance quelconque de la dt- 
stance. Nota di M. Krveiovircu, presentata‘? dal Socio T. Levi— 
CIVITA. 


Dans une Note antériture ® nous avons reussi de régulariser ce pro- 
bltme. Nous nous proposons dans cette Note de démontrer le théoréme 
suivant : 

A) Le probleme des trois corps admet au maximum un choc binaire pour 
le mouvement dans Vespace et deux pour le mouvement plan. Dans le cas gé- 
néral des n corps on aura, au maximum, 2m — 5 chocs binaires pour espace 
et 2% — 4 pour le mouvement plan. 

En effet, consid¢rons le mouvement des trois corps dans l’espace et 
rapportons les corps P et P’ 4 P,; on aura le systeme canonique: 


( dxi oF : api FE 
() | Ghiiueepei eae dt x; : 
/ ’ cae eI 
eee Sota 
Cetera: esONe Grom ter 


’ u” 


a a 


() Fae Sete Di + wo Dob — 4 — a HE. 


Supposons que la constante des forces vives E est fixée d’avance et 
considérons deux chocs binaires consécutifs. 

Deux cas peuvent se presenter: 1° Un choc P, P suivi d’un autre choc 
desméme nature: PéiPi.c.-d.<d eive= | On poltad == fy etehe=e ebet Umcmc 
P,P: 7 = O:pour't = tg suivi'd’un-choc Ps P!: 7” = 0 pour dae F,. 

1°’ Cas. — Appliquons 4 notre systéme (I) et (IL) les transformations 
de régularisation (1) ,(2),(3) et (4)%). On aura un systéme régulier pour 
r =O par rapport aux variables y;, qi, x, et p’. 

. Pour qu’un choc se produit 4 Vinstant t = t, (wu = uo) il faut que ces 
variables vérifient trois équations de la forme: 


(IID) i= AO (u — Uo) + AO (u—u fi ++.) G=1,2,3) 
les A@ fonctions des variables y:, x! et p’. 
(1) Nella seduta del 22 gennaio 1933. 


(2) «Rend. R. Acc. Lincei», vol. XVI, serie 6* (1932), Ppp. 227-230. 
(3) loc. cit. ‘p. 226: 


abs 


¥ 


De méme pour qu’un choc se produit 4 linstant t =f, (w = t,) il 
faut trois rélations: 


(IV) i= Bo (uw — uy) + De (th, Je ero aie Satta kt): 


Si Pon étudie Ja mode de formation des coefficients AS? et BY on s’as- 
sure facilement qu’on a A‘? = BO. 
Si Pon retranche des équations (III) ceux de (IV) on trouve 


(V) o= Ao (ty — Wo) + ING (ty — Uo) (2U — Uy — Uy) + ++ 
ou 


(V’) (u; — Uo) Ae + (2u — uy — tx) AY ches 


quelque soit indice 7. Il faut done qu’on au, = uo. La méme conclusion 
pour le mouvement plan. Donc, le mouvement dans lespace et le mouvement 
plan wadmettent pas deux chocs consécutifs de méme espéce. 

Passons maintenant au 2 cas. On aura un choc r =o pour [instant 
i=, et un autre 7” =o pour t= 1,. Pour regulariser le probleme appli- 
quons deux transformations de régularisation (2) et (3) les uns changent les 
variables x; et pi en y; et g; et les autres x! et pi en y’ et qi. 

Posons 


Cl es gp _—_ du (pour t= 1¢ — vu =u, et pout tf =—1, — w= 4;) 


—; + 


ig 


et prenons, Ja nouvelle fonction canonique 
I 
(4) H=— _(F_E)=o. 


a a 
ee ag 


2 | 


On aura un nouveau systtme canonique des variables y;, qi; y, et 4g’ 
régulier pour r =o et r’ =O. Pour l’existence d’un choc binaire (r = 0) 
4 Pinstant u = uw, il faut verifier les conditions () 


(VI) g =Ayi + By, + Cg, 


les A, B et C fonctions entitres et croissantes de (uw — uw), symétriques aux 
variables initiales y;,y, et q; et invariables par la permutation circulaire des 
indices 7. 

Pour qu’un choc (r’ = 0) se produit a linstant u =u; on a des ré- 


lations analogues : 


(VID) qg,=Aryi + By y, + Crp, 


(1) loc, cit., p. 230. 
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les A,, B, et C, fonctions entitres et croissantes de (w— ux), syméetriques 


aux mémes variables initiales y;,y; et gi. 
Si Yon élimine p. e. les gi entre les systémes (VI) et (VII) on trouve 


trois rélations: 


(IX) (GAFA) + (CB +B) +(GC—1)¢=0 


trois équations homogénes a trois inconnues, si ces inconnues ne sont pas 
toutes nulles, il faut que le determinant: 


ll vi 59,59; || = 0- 


Si on élimine une des autres variables on aura des conditions analogues. 
Ces conditions indiquent, comme on s’en assure facilement, que le mouve- 


ment est plan. c.q.f.d. 
A; 


Le cas d’éxception: toutes les inconnues sont nulles c.-a.-d. — 


A 
peaks Slpate — — +, mais dans ce cas les deux systémes sont iden- 
B I C 
tiques et on n’a qu'un seul choc binaire. Le théoreme A est donc demontré. 

D’une facon analogue on demontre que le cas plan admet, au maximum, 
deux chocs binaires. 

Si Pon passe au cas général des m corps, on voit facilement que chaque 
nouveau corps introduit deux nouvelles variables x; et p:, donc deux nouveaux 
chocs, donc d’une fagon général: le cas de Vespace des n corps admet, au 
plus, 2n —5 chocs binaires et le cas plan 2n— 4 chocs binaires. 

Pour appliquer ces raisonnements aux chocs multiples, il suffit, par 
analogie avec le cas newtonien) de considérer chaque choc des k corps 
comme Ja limite des k —1 chocs binaires qui se produissent au méme 
instant f= 1t,. On aura le théoréme suivant: 

B) Si le systéme des n corps admet S,-chocs binaires, S,-chocs triples e.t.c. 
jusqwa Sp» —,-chocs dordre m, les S; vérifient Vinégalité suivante: 


Si + 282+ +++ +(m—1)S,,-:=2n—~5_ pour l’espace 
et Si + 252. + +++ + (m—1)Sy—1=2n—4_ pour le plan. 


Il est bien évident que toutes ces considérations sont valables si l’on 
suppose que les seuls points singuliers du probléme sont des chocs binaires 
ou multiples. Comme le probleme doit admettre, 4 priori, d’autres points 
singuliers que les chocs il faut s’assurer avant d’appliquer la méthode qu’on 
a affaire seulement a des chocs binaires ou multiples. 

Essayons d’appliquer ces resultats aux chocs entre les molecules de la 
théorie cinetique des gaz. On demontre facilement que le cas des forces 


(1) Sur les points singuliers.... «Bul. Astron.», t. VII, pp. 121-127 (1932). 
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répulsives qui agissent en raison inverse d’une puissance quelconque de la 

distance mutuelle ne peut pas se presenter, car au moment du choc lim r* p? 
r=0 

(p? la vitesse) tend vers une quantité positive, d’aprés l’intégrale des forces 

vives. 

Si Pon passe aux forces attractives, les theorémes A) et B) sont en con- 
tradiction avec certaines suppositions de la théorie des gaz p. e. l’hypothése 
de Maxwell, selon laquelle la force qui agit entre les molecules (considérees 
comine sphéres élastiques) est inversement proportionnelle 4 la cinqui¢me 
puissance de la distance mutuelle; car dans ce cas, comme nous l’avons vu, 
le nombre des chocs est limité (2 — 5), contrairement a la supposition de 
la théorie cinétique des gaz. Il faut done supposer d’autres forces entre les 
molecules. 

Pour les mémes raisons on ne peut pas appliquer, comme dans certains 
theories cosmogoniques, les lois de ]a théorie cinetiques des gaz aux étoiles 
- de la voie Lactée, car les forces sont newtoniennes. 


Geofisica. — Considerazioni sopra gli ipocentri sismici dei Colli Laziah. 
Nota di G. AGAMENNONE, pres. dal Socio F. MILLoseEvIcn. . 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Fisica (Fisica—matematica), — Sulla teoria unitaria dello 
spazio fisico. Nota di A. p—E Mira Fernanpes, presentata “ dal 
Socio T, Levi—Civita. 


1. Come si sa), i parametri che definiscono una connessione lineare, 


I. Tx, ed i coefficienti della forma metrica fondamentale danno origine 
a cingue tensori 


Cop’ = Tha +'6h 
een @ a ¥ 
Sap = —(l% —T ») 


uf 


59 I , , 
aa (Ts — sh.) 


By 
a 


NS 
H 
No 
= 


By 
sie: 
Qapy = YBy/« 


che determinano completamente la struttura dello spazio affine. 


(1) Nella seduta del 22 gennaio 1933. 
(2) Veggasi Ricci-Kalkiil (SCHOUTEN). 


Ooo 


. 4 . . . . . . 
I parametri [, ,' 4, i quali definiscono rispettivamente il trasporto 
controvariante e il trasporto covariante, hanno la forma 


(2) 


essendo 


oe eee aloe I . . ohm 
(3) laa — Go — I (ee = eT (gai ae + Lyk Ons TEs gn Suk Lam Q: ) = 


Aah ari Abs 
+ Soycene (gai Smy + yk Sua) 


e 
PN, I , / , BA eat lek BX Pee 
(3) Toy” = = (Qrap ss Quays —Qpay) 2 —Spy Zor — Spa Syke + Say‘. 
D’altra parte, 
con sey LY ory 
Thay) = Soy 3 Upayi = Say 5 


Asi Aci eo 
Cray] = Say + Say 3 
(5) Qhay = Pia Pvp On oh 2 Cag Boas 


eee Mines . . 
Ed i tensori di curvatura (Ripe) e (Ree) sono legati tra loro, in 
virt della formula ©) 


Ber Abd Desens Bors BBS 
(6) Raby = Rapy + 2Sap Cy + Coyle — Cavip 
in cul le derivate covarianti si riferiscono ai parametri I e I” del trasporto. 
Tra il tensore (Rise) ed il tensore di Riemann (Kip) esiste in piu 
la relazione (3) 
Score eed Aas ces AP ser ahs Sekneiaces 
(7) Rapy = Kapy + Tya;8— Typ;2—Tya Tip + Typ Tre 
iu cui le derivate covarianti Grsay ecc. sono riferite ai parametri spettanti 


al puro trasporto di Riemann, ossia ai simboli di Christoffel Mu 


a| 
fs) 
2. Supponiamo che il tensore Cie) sia emisimmetrico in rapporto 
agli indici a e y. Sara allora 


(8) To’ = Ssh. 


(1) Vedi ScHouven, loc. cit., p. 73. 
(2) Ibid., p. 70. 
(3) Ibid., pp. 84 e 86. 
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La formula (3) dimostra che, se ¢ (on) =5°O;, Sara 


(9) Dan ate Sua = 0 
fe) - » ? . 
(9’) a lita + A ay = Or 


-cioe che il tensore (Tiya) € emisimmetrico rispetto a tutte le coppie di 


indici. Percio tutte le componenti Tj,’ in cui l indice superiore é eguale 
a uno degli indici inferiori saranno nulle. 

Cio vuol dire che in ogni connessione lineare in cui il tensore Gigs 
€ emisimmetrico rispetto agli indici « e y, l’annullamento del tensore (Q,") 
cioé la conservazione della grandezza dei vettori covarianti, ha come con- 
seguenza 
(10) Tay = OL. 


Dall’equazione (7) risulta ora, tenendo presenti le proprieta dei sim- 
boli di Riemann, che le 


(11) Rage = 0 
sono equivalenti a 

, anes AOS ea eS 
(11’) oye ee A, SOs 


che sono le equaxioni fondamentali della teoria wnitaria del prof. Straneo, dove 
il tensore (T#’) non @ altro che il suo tensore (O34) . 

E, siccome l’equazione (11) definisce il trasporto assoluto dei vettori 
controyarianti, e la condizione (oo = 0 traduce l’invarianza di grandezza 
dei vettori covarianti, l’equazione (11’), come le sue conseguenze in questa 
notevole struttura dello spazio fisico, caratterizzano un cronotopo di curva- 
tura controvariante nulla e covariantc metrico. 

Soltanto che il prof. Straneo ammette implicitamente |’ ipotesi 


(12) a pap Secs ry A 


se sail 
e percid l’annullamento del tensore (Ca Ve 
LA | oY , e A . 
Dalla (5) risulta percio che € anche (Qi) == 0s cloe chest. conset= 
vano anche le grandezze dei vettori controvarianti; e, per la (6), 
aa enh | 
, Ropy = Rapy > 
<igé, per la (11), ok 
egy =0 ) 3 


° ai 


il che prova che il parallelismo é assoluto anche per il trasporto covariante. 


(1) In cee Pindice y non ¢ un indice sommatorio. 


RENDICONTI. 1933, Vol. XVII. 16 
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3. L’oggetto di questa Nota é di dimostrare che le equazioni (11’) del 
prof. Straneo sono compatibili con connessioni lineari dello spazio molto 
piu generali. 

Si supponga difatti che la condizione (12) non si verifichi. Il tensore 
(ay) non é nullo e percid, per la (5), lannullamento del tensore (Ors) 
non ha come conseguenza |’annullamento del tensore (Oueye D/altra parte, 
per la (6), ’annullamento di (Ripe) non conduce all’annullamento di (Riey)s 

Cid che sempre avverra ¢ il sussistere di 


(13) Cop’ = Top’ + Tap” 


in virti delle (1) e (2). 

Nella ipotesi delle equazioni (11), e quando il tensore (ioe) soddisfi 
alle condizioni di Straneo (Ca = — Ts,’ ; Tea = 0) , verificandosi per- 
cid le equazioni (t1’), si possono dare due casi: 

a) Il tensore (oz73 é nullo ed in conseguenza, tenendo conto delle 
equazioni (5), sara nullo il tensore (Qipy) , visto che s’annulla (OP) Siamo 
allora nel caso del numero precedente, essendo anche 


Ee 
come dimostrano le equazioni (6). 

b) Il tensore (Coe) non ¢ nullo; e non lo é quindi nemmeno il ten- 
sore (Oues come risulta dalla (5). In tal caso, i due tensori di curvatura 
sono in generale differenti, come mostra l’equazione (6); in modo che 
VPannullamento di (Rape) non porta seco l’annullamento di (Ros); cioe 
non ¢ assoluto il parallelismo dei vettori covarianti, né ¢ invariante la 
‘grandezza di vettori controvarianti; lo spazio ha curvatura covariante e non 
€ controvariante metrico. Com’é evidente, possono questi ragionamenti 
essere invertiti in ordine alla covarianza e controvarianza. 

E non sara privo d’interesse, per future utilizzazioni della teoria uni- 
taria l’aver constatato che le equazioni del prof. Straneo sono compatibili 
con connessioni lineari (in numero infinito) in cui il tensore (C27) non 
nullo; cio che non sono iuvarianti per contrazione. 


Fisica. — Determinazione del numero dei tensori isotropi indipendenti di 
rango n. Nota di G. Racan, pres. dal Socio A. Garsasso. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Fisica. — L’effetio di Hall nel Berillio. Nota di A. Ciccone, pres. dal 
Socio L. PuccianrTI. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Chimica. — Sulla importanza della forma cristallina nella formazione di 
soluzioni solide. -IX. Analisi termica dei sistemi CoC],—SnCl, e FeCl,—SnCl, 
anidri. Nota di A. Ferrart e C. Cowra, pres. dal Socio G. Bruni. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Geologia. — Intorno all’ eta della scaglia cinerea dell’ Appen- 
nino centrale. Nota di P. Principt, presentata‘? dal Corrispon- 
dente G, RovERETo. 


I risultati delle varie ricerche eseguite nell’ Appennino umbro-marchi- 
giano mi avevano indotto a riferire il complesso della formazione, conosciuta 
sotto il nome di « scaglia cinerea», all’ Eocene, contenendo i suoi strati Num- 
muliti del Suessoniano, del Luteziano e del Priaboniano. Quest’ ultimo livello 
€ stato da me riconosciuto nei dintorni di Visso, dove alcuni strati di cal- 
care arenaceo afhoranti presso la Fonte della Vallopa) racchiudono, oltreche 
Nummuliti a filetti semplici e con granulazioni, la Chapmanina gassinensis 
Silv. e la Rupertia incrassata Uhlig. 

Siccome sopra la scaglia cinerea si riscontra generalmente una serie di 
strati rappresentati da selci nere o da marne grigie scure indurite con Ostrea 
langhiana Trab., a cui fa seguito la formazione marnoso-arenacea con fos- 
sili del Miocene, cosi io ammisi l’esistenza di una lacuna stratigrafica tra 
la scaglia cinerea ritenuta esclusivamente eocenica ed i terreni miocenici. II 
rinvenimento di faune a Lepidocicline fatto dal Sig. O. Renz) in alcune 
localita dell? Appennino marchigiano ed abruzzese mi ha indotto ad esami- 
nare in dettaglio la successione degli strati, considerati fino ad ora appar- 
tenenti unicamente all’ Eocene, ed i territori, che hanno offerto maggiore 
interesse, sono quelli della Forchetta di Usigni presso Monteleone di Spo- 
leto ed il bacino di Rieti. 

Tra Monteleone di Spoleto ed il villaggio di Usigni gli strati della 
scaglia cinerea, che succede in concordanza ai calcari del Cretaceo, sono 
disposti in una stretta sinclinale allungata da Nord a Sud e ribaltata verso 


(1) Nella seduta de] 5 febbraio 1933. 

(2) P. Princtpi, Il Miocene nell’ Umbria meridionale, « Boll. Soc, Geol. ital. », LI, 1932; 
A. Strvestri, Revisione di Orbitoline nordamericane, « Mem. della Pont. Accad. dei Nuovi 
Lincei», XVI, Roma, 1932. 

(3) O. Renz, Osservazioni stratigrafiche sulla scaglia cinerea dell Appennino umbro- 
marchigiano. « Giornale di Geologia », ser. 2*, VII, Bologna, 1932; IpEM, La posizione telto- 
nica delle argille scagliose tra la catena mesozoica di Gubbio e la valle tiberina, « Rend. 
R. Acc. Lincei», n. 9, Roma, 1932. 


Est. Da Monteleone scendendo al Fosso di Pago, affiorano dei calcari mar- 
nosi rossi, includenti alcuni strati di calcari bianchi cristallini; seguendo la 
mulattiera, che conduce alla Forchetta di Usigni, essi in vicinanza del fosso 
Boato vengono ricoperti da una serie di scisti marnosi intercalati a calcari 
bianchi ed a calcari grigi nummulitiferi contenenti: 


Nummulites Lamarki D’ Arch. 
Nummulites dispansus Sow. 
Numinulites Puschi D’Arch. 
(1) Nummulites atacicus Leym. 
Nummulites distans Desh. 
Ortophragmina aspera Gimbel 
Ortophragmina Pratti Mich. 
Heterostegina reticulata Rut. 


Proseguendo verso Nord, dopo una serie di marne scistose grigio-ver- 
dastre, appariscono altri calcari bruno-chiari o bianco-rosei a struttura cla- 
stica, i quali hanno offerto i fossili seguenti: 


Nummulites Guettardi D’Arch. 
Nummulites Garnieri De la Harpe 
Nummulites variolarius Lmk. 

(11) Nummulites contortus Desh. 
Ortophragmina stella Gimbel 
Ortophragmina Archiaci Schlumb. 
Assilina cfr. granulosa Leym. 


Finalmente, in prossimita della Forchetta, si riscontrano dei calcari di 
colore grigio in strati sottili, talora a struttura cristallina o minutamente 
brecciata. Queste ultime rocce contengono: 


Nummulites budensis Hantk. 

Nummulites complanatus Lmk. 

Lepidocyclina (Nephrolepidina) sumatrensis Brady 
(IIL) Lepidocyclina (Eulepidina) dilatata Michelotti 

Miogypsina irregularis Mich. 

Miogypsina complanata Defr. 

Operculina complanata Defr. 


(t) Anche il Sacco (vedi F. Sacco, Gli Abruzzi, « Boll. Soc. Geol. ital. », XXVI, 1907) 
segnala presso la Forchetta d’Usigni la presenza di un calcare soar fra le marne 
grigio-verdicce, contenente numerosi esemplari di Lepidocicline (Lepidocyclina Tournoueri, 
Lep. sumatrensis, Lep. Raulini) assieme a Gypsina globulus, Gypsina vescicularis, Miogypsina 
complanata, M. irregularis, Helerostegina cfr. reticulata, Operculina sp., Linderina cfr. Pa- 
ronat. L’Autore suddetto riferisce, perd, all’Eocene tutta la serie delle marne grigie—ver- 


dicce includenti i calcari fossil in questione, i quali potrebbero, invece, apparrentre 
all’Oligocene medio-superiore. 


La serie (1) sta ad indicare nel suo complesso la presenza dell’Eocene 
_medio; la serie (II) quella dell’Eocene superiore, mentre la serie (III) attesta 
la presenza dell’Oligocene. 

Nel bacino di Rieti, salendo lungo il sentiero, che da Sud di C. Ca- 
nera sbocca alla strada rotabile di Poggio Fidoni, si incontra una inte- 
ressante serie stratigrafica, che fu gid studiata dal Sacco, il quale giunge, 
tuttavia, a conclusioni cronologiche diverse da quelle, che io credo di poter 
dimostrare (, 

Lungo le pendici NE di Colle Rillaro afforano banchi di scaglia rosso- 
mattone con intercalazioni di strati di calcare marmoreo grigio con Num- 
muliti e straterelli di selce rossa o grigio—lattea; questa formazione, i cui 
strati si presentano immersi a SE od a SSO, si estende pure lungo il ver- 
sante orientale di Colle Spineto e tra Poggio Fidoni e M. Papa. Le specie 
riscontrate in questi calcari fossiliferi sono le seguenti e stanno a dimostrare 
Yesistenza dell’Eocene medio: 


Nummulites Guettardi D’ Arch. 
Nummulites Brongniarti D’ Arch. 
Nummulites irregularis Schlumb. 
Nummulites complanatus Lmk. 
Nummulites lenticularis Ficht. e Moll. 
Nummulites Puschi D’ Arch. 
Ortophragmina discus Rut. 
Ortophragmina Archiact Schlumb. 
Assilina exponens Sow. 

Assilina cfr. spira De Roissy. 


Proseguendo verso alto si incontrano, separati dai precedenti mediante 
strati calcareo—marnosi, altri calcari giallastri o rossicci con 


Numunulites Guettardi D’ Arch. 
Nummuzlites variolarius Lmk. 
Nuimmulites laevigatus Lmk. 
Ortophragmina Archiact Schlumb. 
Assilina sp. 


riferibili alla parte superiore dell’Eocene ed ancora pit in alto dei calcari 
lattei a grana fina, in strati sottili, intramezzati talora da banchi di scaglia 
verdastra o di calcare rosso-mattone, immersi sempre a SO, nei quali si 
osservano Ortofragmine a forme lenticolari e stellate, Nummuliti a fietti 
semplici e piccole, Gipsine, Operculine, Globigerine, Nodosarie, Litotamni 
e detriti di Echinidi. Le specie determinate, che offrono maggiore interesse, 
sono: 


(1) F. Sacco, Gli Abruzzi, « Boll. Soc. Geol. Ital. », 1907. 
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Nummulites budensis Hantk. 
Nummulites vascus J. e L. 
Nummulites sp. 

Ortophragmina Pratti Mich. 
Ortophragmina stella Gimb. 
Ortophragmina Taramelli Mun. Ch. 
Gypsina globulus Reuss 

Miogypsina complanata Schl. 
Operculina sp. 


Finalmente presso la strada rotabile, dopo altra scaglia verdastra ed una 
sottile zona di selci nere, succede una serie di marne grigie scagliose, che 
ricordano alquanto la scaglia cinerea sottostante e che includono banchi di 
calcare compatto, talora arenaceo, ricchi di Lepidocicline, Anfistegine, Oper- 
culine, Eterostegine, Rotalie e di resti di Briozoi, di Molluschi e di Lito- 
tamni. I fossili determinati sono: 


Lepidocyclina (Eulepidina) dilatata Mich. 

Lepidocyclina (Nephrolepidina) Tournoueri Lem. e Douv. 
Lepidocyclina (Nephrolepidina) marginata Michel. 
Amphistegina cfr. Niasi Verb. 

Heterostegina ruvida Rut. 

Operculina complanata Defr. 

Miogypsina irregularis Mich. 

Miogypsina burdigalensis Gimb. 


La zona includente i calcari, nei quali si constata la presenza del Num- 
mulites budensis, & attribuibile all’Oligocene, mentre i calcari sovrastanti alle 
selci nere, per il grande sviluppo, che in essi assumono le Lepidocicline, e 
per la mancanza assoluta di Nummuliti sono da riferirsi al Miocene inferiore. 

La scaglia cinerea, quindi, comprende non solo Eocene ma anche |’Oli- 
gocene e da essa in alcune localita si passa senza alcuna interruzione alla 
formazione marnoso-arenacea del Miocene inferiore. Il livello, che viene a 
separare |’Oligocene dal Neogene, é costituito dalle selci nere, sostituite non 
di rado da marne dure con Ostrea langhiana. In alcuni tratti dell’Umbria 
centrale e settentrionale le selci nere riposano direttamente sulla scaglia inclu- 
dente banchi di calcari con Nummuliti, che attestano un’eta non pit recente 
dell’Eocene medio ed allora & necessario ammettere una lacuna fra la scaglia 
cinerea ed il Miocene, nonostante l’apparente concordanza degli strati, dovuta 
probabilmente al fatto che gli strati del Miocene si deposero su quelli eoce- 
nici, prima che questi avessero subito un accentuato corrugamento. 

Il profilo schematico della regione umbro-marchigiana pud essere rap- 
presentato dalle figg. 1 e 2. La zona della scaglia cinerea riferibile all’Eocene, 


ets 


e forse anche una parte di quella oligocenica, deve considerarsi eteropica 
colle « argille scagliose » e coi calcari marnosi a° Fucoidi diffusi nell’alta 
valle del Tevere e nei dintorni del Fumaiolo, mentre un’altra parte della 
scaglia oligocenica viene a corrispondere ai sedimenti arenacei con lenti cal- 
caree che appariscono quasi costantemente al di sopra del Miocene in con- 
seguenza del rovesciamento delle pieghe “. Gli scisti variegati, coi quali si 


Fig. 1. — Serie degli strati del Cretaceo al Miocene prima del corrugamento. 


Versante Cirrenico 


Fig. 2. - Serie degli strati dal Cretaceo al Miocene dopo il corrugamento. 


SPIEGAZIONE DEI NUMERI DELLE FIGURE. 


1a scaglia rosata 
Cretaceo. . | ; . 

| 1b argille scagliose 

24a scaglia cinerea 

Eocene...{ 26 argille scagliose 
| 2¢ calcari marnosi con Fucoidi 


3a scaglia cinerea 
3b argille scagliose 


Oligocene. : 4 
3.¢ arenarie con lenti calcaree 
3 d scisti varicolori 
: 4a selci nere o marne scure indurite con Ostrea langhiana 
Miocene... 


4b formazione marnoso—arenacea 


(1) P. Principi, Nuove osservazioni intorno all’Oligocene dell’Italia centrale, « Mem. 
d. Soc. Geol. ital. », I, 1932. 
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chiude la serie oligocenica nel Monte Falterona, nel Monte Favalto, nel 
Monte Murlo, ecc., rappresentano anch’essi un’eteropia della scaglia cinerea, 
come lo dimostra la presenza delle selci nere, che ad Est del Monte di 
Santa’ Maria Tiberina vengono a separare gli scisti variegati dell’Oligocene 
dalla formazione marnoso-calcarea del Miocene. 

Anche D ipotesi che le argille scagliose edi calcari a Fucoidi —dei quali 
si hanno due livelli, uno riferibile all’?Eocene medio ed un’altro all’Eocene 
superiore - rappresentino una formazione eteropica della parte media ed in- 
feriore della scaglia cinerea e della parte superiore della scaglia rosata, spiega 
assai bene come, mentre le prime rocce si presentino diffuse nell’ Umbria 
settentrionale in zone piuttosto lontane dagli afhoramenti mesozoici, le stesse 
manchino completamente ad Est della catena del Catria e dei Monti di Fos- 
sato e di Fabriano, dove sono sostituite dalla scaglia mesozoica e terziaria. 

Non sempre la serie stratigrafica, che abbiamo sopra schematizzato, é& 
completa, ma si verificano in alcuni punti delle lacune, come ad esempio 
quella fra il Miocene ed il Paleogene e l’altra fra Eocene superiore e l’Oli- 
gocene osservata nella regione del Monte Falterona, le quali sono dovute a 
parziali emersioni del fondo marino od anche a stiramenti o laminazioni 
subite dai diversi strati durante il corrugamento, fenomeni, che produssero 
apparenti discordanze non sempre riconoscibili da vere e proprie disconti- 
nuita nella sedimentazione. 


Mineralogia (Petrografia). — Contributo alla conoscenza petro- 
grafica della Sardegna. Sulle cosi dette quarziti del Sarrabus, ovvero 
su di un interessante fenomeno di metamorfismo indotto dai magmi 
granitici nei calcari dell ordoviciano superiore“, Nota di A. Cavi- 
NATO, presentata dal Socio G. Borris. 


Descrizione del fenomeno. — Recentemente ho avuta l’occasione di esa- 
minare in posto le cosi dette quarziti delle miniere del Sarrabus (Monte 
Narba, G. Bonu, Masaloni), essendomi cola recato per un primo sopraluogo 
a scopo di orientamento, dovendo in seguito rilevare geologicamente la zona 
per incarico afhdatomi dal R. Ufficio Geologico; quelle cosi dette quarziti 
cosi segnate e nominate nelle carte geologiche e nei lavori che riguardano 
quella regione, e ritenute perfino filoniane eruttive. 

Sono costituite da una roccia bianca o biancastra, molto simile per 
aspetto alle quarziti eruttive, e formano un banco raddrizzato, potente alcuni 
metri, con direzione est-ovest, al limite delle formazioni eruttive, ma da 
queste quasi sempre separato da strati di scisto pressoché interamente sili- 


(1) Lavoro eseguito nell’Istituto di Mineralogia della R. Universita di Bologna. 
(2) Pervenuta all’Accademia il 9 settembre 1932. 


cizzato. Anche per questa sua giacitura, caratteristica, nell’ Isola, per filoni di 
quarzite eruttiva, il banco poteva riferirsi a rocce di questa natura. 

Esso passa subito sopra le case della miniera di Monte Narba, lascian- 
dole a nord, e si dirige alle miniere di G. Bonu e Masaloni: son questi i 
luoghi dove si pud visitarlo con meno incomodo. 

Il particolare aspetto della roccia, la frequenza e grandiositi dei feno- 
meni di contatto indotti da magmi granitici nelle rocce incassanti che potei 
osservare ovunque nella regione, mi fecero dubbioso sulla sua vera natura. 
Esaminandola pit attentamente e accorgendomi che contiene della wollastonite, 
ben visibile talora ad occhio nudo, e che frequenti irregolari cavita e ritorti 
canaletti, di varie dimensioni, la popolano e la percorrono in tutte le dire- 
zioni, mi rinsaldai nel dubbio. 

E con ragione: infatti alcuni campioni raccolti in punti tra loro di- 
stanti, sempre pero entro. le zone di quelle miniere, esaminati, in sezione 
sottile, al microscopio rivelarono trattarsi, non gid di quarzite, bensi di 
una roccia metamorfica per azione di magmi granitici sul calcare con for- 
mazione di hornfelse tipici. 

In alcuni punti sono hornfelse a wollastonite, che prevale in listerelle 
allungate sino a due millimetri, spesso con evidente idiomorfismo, con segno 
ottico negativo ed angolo degli assi ottici notevolmente costante, aggirantesi 
intorno ai 50 gradi, e per il resto coi ben noti aspetti e caratteri: a questa 
si associano: vesuviana, incolora o torbida o verdastra, in elementi larghi 
sino a mm. 2.5, a contorni sempre irregolari, talvolta frastagliati, percorsi da 
irregolari screpolature e da chiari accenni di sfaldatura secondo (100), molto 
meno evidenti secondo (110), con carattere ottico negativo e birifrangenza 
notevolmente alta per questo minerale, circa 0.004, includenti talvolta cri- 
ristallini tabulari o listiformi di wollastonite ; clinozoisite incolora o grigiastra, 
in granuli rotondeggianti od in elementi prismatico-tozzi, a nette e grosse 
linee di sfaldatura, a media positiva birifrangenza ed angolo degli assi ottici 
di circa 70 gradi, senza pleocroismo, caratteristiche proprie delle varieta prive, 
o quasi, di ferro. Accessori sono il diopside, gli ossidi di ferro, e rari elementi 
di un minerale biassico positivo, con angolo degli assi ottici di circa 70 gradi, 
ad alta birifrangenza, in minuti elementi inclusi nella vesuviana, od in liste- 
relle ai bordi della wollastonite, che, per questi suoi caratteri, e per la 
natura della roccia in cui si trova, parmi poter riferire alla pectolite. In 
altri punti si sono formati hornfelse a wollastonite prevalente, talvolta in ele- 
menti tabulari, tal’altra in fasci di minute listerelle tra loro parallele o leg- 
germente divergenti, con i ricordati o comuni caratteri. In quantita subor- 
dinata si trovano: ortoclasio ed albite in piccoli granuli di dimensioni mas- 
sime di mm. 0.2, con molto bassa birifrangenza, clinozoisite e diopside: 
quest’ultimo in finissima granulazione, talvolta con diametri di mm. 0.02. 
Accessori sono il quarzo, la tremolite e la calcite. In altri punti ancora si 
hanno sia hornfelse a wollastonite prevalente, e subordinati diopside ed ortoclasio, 
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accessori epidoto, quarzo, calcite e zircone; sia in fine anche hornfelse a sola 
wollastonite ed accessori il diopside e Vepidoto. 

Dunque le associazioni minerali osservate nei campioni raccolti, invero 
ben pochi, permettono di compendiare, almeno in parte, la variabile natura 
petrografica della roccia nei seguenti tipi di hornfelse: 1° hornfelse a wol- 
lastonite-vesuviana—clinozoisite ; 2° hornfelse a wollastonite—ortoclasio-albite— 
clinozoisite-diopside; 3° hornfelse a wollastonite-ortoclasio-diopside; 4° horn- 
felse a wollastonite, (wollastonitite), 

Ho avuta l’occasione in un altro mio lavoro di segnalare la presenza 
di calcari a cystoidee, nel Sarrabus, in zone limitrofe a quelle minerarie “ : 
ebbene sono appunto questi che, nelle zone delle miniere, sono stati inte- 
ramente metamorfosati per lazione che vi ha esercitato il magma granitico 
intruso ©), 


Consideraxioni sulle condizioni geochimiche e geofisiche dell’ambiente. — 
Queste formazioni caratteristiche sono certamente da attribuirsi ad azioni 
metamorfiche in zone di contatto fra magmi eruttivi e calcari alquanto 
marnosi e poveri di silice. Evidentemente il fenomeno ¢ stato caratterizzato 
da perdita di CO, e da apporto di materia nuova, e precisamente di SiO., 
K, Na, perché nei calcari a cystoidee, da me sopra ricordati, non si trova 
la quantita di silice sufficiente per dare luogo alla formazione di tanta wolla- 
stonite quanta se ne trova nel quarto hornfelse, ne le quantita di K ed Na 
per spiegare la abbondanza dei feldspati che sono presenti negli hornfelse 
secondo e terzo. Questa materia nuova proviene con tutta probabilita dai 
magmi dei graniti e porfidi; graniti e porfidi che nella zona di contatto 
presentano facies aplitica alcalina. 

La dove vi & contatto diretto tra la roccia eruttiva edi calcari lazione 
metamorfica si ¢ rivelata pil complessa portando alla formazione degli horn- 
felse secondo e terzo, nei quali il numero dei minerali ¢ pit alto. Pero 
questa azione metamorfica sui banchi di calcare si é fatta sentire in modo 


(1) Per maggiori dettagli sulla geologia e petrografia della regione si veda R. TEIcH- 
MULLER, Zur Geol. des Tyrrhenisgebietes in « Abhandl. der Ges. der Wiss. zu Gottingen », 
Berlino, 1931; A. CavINATo, Appunti di geologia e petrografia sulla regione del Sarrabus 
e Gerrei, « Boll. del R. Uff. Geol. », Roma, 1932. 

(2) Ritengo che anche i banchi di « quarziti» di Acqua Arrubia e quelli pure di 
« quarziti» che si stendono per ben trentotto chilometri da Muravéra a Solemnis, inter- 
rompendosi qua e 1a, talvolta per notevoli tratti in corrispondenza alla mancanza di intru- 
sioni (si veda la carta geologica della regione redatta dal Traverso), altro non possano 
essere se non la ripetizione dello stesso fenomeno, forse limitato in altri ad una semplice 
ricristallizzazione dei calcari. Con questo accenno voglio riferirmi a quanto troviamo affer- 
mato dal Teichmuller, il quale pur non avendo determinata la vera natura di queste rocce, 
ebbe tuttavia il merito di aver visto per primo in queste formazioni, che indica come 
«metamorphe Cystoideenkalk» ... «viel hatifiger verkieselt...» (I. c, p. 36, riga 63 
e seg.) un prodotto del metamorfismo. 


notevole anche dove non vi era contatto diretto, dove cioé troviamo inter- 
posti tra essi e la roccia eruttiva degli scisti, pure in vario modo metamor- 
fosati. In tale caso ¢ duopo ammettere per il fenomeno un carattere pneu- 
matolitico od anche idrotermale, sempre con apporto di silice, potassio e sodio. 

Le frequenti irregolari cavita e ritorti canaletti, dei quali si ¢ fatto cenno, 
sono forse dovuti alle stesse correnti pneumatolico-idrotermali che appor- 
tarono la materia nuova e che permearono minutamente la roccia, e proba- 
bilmente all’azione dissolvente loro e della anidride carbonica messa in 
liberta nella decomposizione dei calcari e da loro catturata e portata in 
circolazione. Infatti quelle cavita e quei canaletti sono tutti orientati verso 
alto cosi da dare limpressione di vie percorse da vapori e soluzioni. 

Il valore della pressione non poteva essere molto forte. E cid potrebbe 
desumersi da considerazioni geologiche: infatti i calcari a cystoidee rap- 
presentano, nella regione, Vorizzonte ultimo del potente mantello (circa 
mille metri) di formazione ordoviciane, che, nel luogo dove ha avuto sede 
il fenomeno, non sono neppure ricoperti dalla coltre, molto meno potente, 
un massimo di cento metri, di terreni del gotlandiano; né la serie si pre- 
senta rovesciata ma solo localmente raddrizzata, con tutta probabilita dalle 
intrusioni stesse che causarono il metamorfismo; né la degradazione ed ero- 
sione possono aver operato cosi intensamente da mettere a giorno le parti 
profonde di quel banco raddrizzato. 

Ma anche le associazioni di minerali presentati dagli hornfelse sareb- 
bero caratteristiche di un ambiente a pressione non molto elevata. Ricordiamo 
ad esempio che la grossularia sarebbe caratteristica di ambienti ad alta pres- 
sione, e che, nel caso nostro pur trattandosi del tipo di giacimento preferito, 
ed il pil adatto alla sua formazione essa manca totalmente: e anche l’asso- 
ciazione albitezoisite, dell’ hornfelse secondo, in ]uogo di un termine medio 
della serie dei plagioclasi, e |’associazione wollastonite ossidi di ferro in 
luogo della andradite, che avrebbe potuto formarsi secondo l’equazione: 


3 CASO! a in OF Se Ca,Fe; (SiO,);, 


ne sarebbero una ulteriore conferma. Si avrebbero cosi composti a minor 
volume molecolare dei componenti, in accordo con la «legge dei volumi », 
secondo la quale nelle zone ad alta pressione si dovrebbero formare di pre- 
ferenza, quei composti che hanno minor volume molecolare. 

Una prima limitazione dei pil: bassi valori della temperatura alla quale 
puo essersi svolto il fenomeno pud aversi dall’esame dell’equilibrio chimico: 


(1) CicOre SiO? 2 CisiO, + COe 


E ben noto che solo sopra i 500 gradi“ si inizia la formazione della 
wollastonite. Se pero, ammettiamo che una non elevata pressione si eser- 


(1) La temperatura non € conosciuta con maggiore precisione. 


citasse nell’ambiente da parte di terreni in seguito degradati ed asportati di 
almeno un centinaio di atmosfere, allora solo verso i 600 gradi ha inizio la 
formazione dei termini del secondo membro della (1); e se ne pud dunque 
concludere che il valore di circa 600 gradi ¢ un minimo per la temperatura. 


E il punto in cui avviene la trasformazione: wollastonite Zz pseudowolla- 
stonite, che ¢ intorno ai 1190 gradi, ci offre una limitazione dei valori piu 
alti, non certo oltrepassati dalla temperatura, poiche, se fosse, avrebbe dovuto 
formarsi della pseudowollastonite, che invece non vi fu osservata “. 

La presenza dei feldspati non contraddice questa limitazione in quanto 
essi possono formarsi anche a temperature di poco superiori ai 400° (Gru- 
benmann-Niggli, Die Gesteinsmetamorphose, p. 253): la sostanza necessaria, 
allo loro genesi puo quindi esser stata, in soluzione, convogliata dalle cor- 
renti pneumatolitico—idrotermali. Anche la mancanza di ogni traccia di sili- 
cati idrati e di carbonati, e la presenza del solo pirosseno e non dell’anfibolo 
costituisce una ulteriore prova che la temperatura doveva essere notevol- 
mente alta. Infatti nelle regioni di contatto nelle quali @ stato possibile asse- 
gnare con sicurezza un’ alta temperatura durante |’azione metamorfica ¢ 
stato trovato il pirosseno, non mai l’anfibolo; e questo secondo e non il 
primo quando si & potuto stabilire che la temperatura era bassa. E vero che 
anfibolo e pirosseno si trovano associati in molti contatti, ma é pure vero 
che in questi casi non si cercO, 0 non si pote fissare, non dico un valore 
sia pure approssimativo per la temperatura, che davvero, oggi, mancano 
totalmente sicuri criteri per farlo, ma un intervallo di valori entro al quale 
dovesse esser compresa la temperatura. E del resto puo benissimo darsi, 
ed a badare alla temperatura parrebbe infatti, che |’ intervallo di temperatura 
entro al quale i due minerali possono coesistere sia molto ampio. Conviene 
tuttavia osseryare che |’ anfibolo sarebbe minerale per la cui genesi é neces- 
saria un’ alta pressione ed una non molto alta temperatura (massimo 800°. 
Cfr. Grundriss der Mineralparagenese, Franz Angel, p. 22): ma anche cid 
conferma le supposizioni sui valori della pressione e della temperatura nel 
caso in esame. 

Non va taciuto perO che la mancanza di ogni fenomeno di « riassor- 
bimento » od « assimilazione » (Erdmannsdorffer, Grund. der pet., 202-203) 
del calcare da parte del magma, con formazione delle ben note « zone 
periferiche di assimilazione » (Lacroix, « Bull. serv. Carte geol. France», 1898 
N. 64, 1900, N. 1- Th. Vogt, Vidensk, Selskap, Skrif, Kristiania, 1920, N. 8) 
anche nei punti in cui il calcare € venuto ad immediato contatto col granito 
(Masaloni), e sopratutto la mancanza di intensi fenomeni di metamorfismo 
fra magma e scisti, indica che la temperatura doveva essere notevolmente 


(1) In nessun metamorfismo di contatto si € osservata la pseudowollastonite, appunto 
perche Ja temperatura € sempre pil bassa di 1190 gradi, come generalmente viene am- 
messo da tutti coloro i quali si occuparono di questi fenomeni. 


sotto al limite massimo fissato anche in tali punti di contatto: non dico 
nelle parti in cui l’intero banco pit é distante dalle intrusioni, dove il fenomeno 
ha carattere addirittura idrotermale (temperatura 500°-700°, Erdmannsdérffer). 

Inoltrarmi ulteriormente in cosi fatte questioni, discutere la struttura, 
la tessitura, Pordine paragenetico negli hornfelse, e sopratutto trattare pit 
a fondo l’aspetto chimico-fisico del fenomeno e raffrontarlo con gli altri 
del genere, onde trarne pil generali conclusioni, son temi che potranno es- 
sere argomento di altro lavoro. Svolgendoli uscirei dallo scopo prefissomi 
in questa Nota, che é di segnalare e succintamente descrivere un cosi inte- 
Tessante e raro fenomeno; sopratutto quello di togliere di mezzo l’equivoco 
sulla vera natura delle cosi dette quarziti delle miniere del Sarrabus. 


Geologia. — Tettonica della montagna dei Fiori e rapporti col piegamento 
del terziario. Anticlinale di Acqua Sanita. Nota di S. Sorrentino, pres. dal 
Socio A. MarTELtt. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Biologia. — Sul complesso delle funzioni che intervengono nel 
meccanismo ingestivo dei Salpidae. Nota di M. FEDELE, presentata “” 
dal Corrisp. U. PreraNnToNI. 


In organismi planctonici che, come i Sa/pidae, non posseggono possi- 
bilita predatrici per una ricerca attiva dell’alimento, e vivono a spese di minuti 
organismi e di detriti, che cercano nelle acque, la funzione ingestiva assorbe 
molta parte della organizzazione; non meravigliera, dunque, se il suo studio 
nelle Salpe ci porta ad indagare rapporti e interferenze con le attivita pil 
varie degli individui: da quelle dinamiche alla secretrice, alla sensoriale, ma- 
nifestantisi attraverso un ricco complesso di organi, perfettamente collegati 
e armonizzati nell’atto ingestivo. 

Astraendo da quanto riguarda la graduale conquista della conoscenza 
dell’« endostile » nei Tunicati, dei suoi rapporti e del suo significato funzio- 
nale (che possiamo leggere riassunta nella Memoria fondamentale del Fol ®, 
che ne riconobbe |’attivita secretiva, contrastato successivamente in modo 
reciso dal Roule), che ritenne il muco per la ingestione secregato nelle 


(1) Nella seduta del 5 febbraio 1933. 

(2) For H., Ueber die Schleimdriise oder den Endostyl der Tunicaten. « Morphol Jahrb. ». 
Bd, I, 1876; p. 222. 

(3) Route L., Recherches sur les Ascidies simples de cotes de Provence. « Ann. Mus. Hist. 
Nat. Marseille, Zool.», t. 2, n. 1, 18843 v. sp., pp. 66-68. 
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Ascidie dalla « glandola iponeurale » e distribuito sulla branchia dell’organo 
vibratile) dobbiamo rilevare che non possediamo ancora, delineata chiara- 
mente nei suoi particolari e nel meccanismo complessivo, una chiara visione 
del meccanismo ingestivo nelle Salpe. 

Il Fol ci ha dato un cenno esatto della secrezione e delle formazioni 
mucose, senza tentare, perd, una ricostruzione in rapporto delle altre strutture, 
all’infuori dell’endostile, e delle attivita dinamiche e nervose degli animali; 
né su questa parte troviamo notizie nelle pil antiche ricerche del Miller ™, 
che descrive erroneamente le correnti ciliari, del Vogt ®, che ignora perfino 
la funzione dello endostile, del Brook %), che da una descrizione erronea delle 
correnti ciliari dei nastri periesofagei, e del Todaro “, che attribuisce a questi 
organi una funzione essenzialmente respiratoria, piu che la ingestiva a loro 
gia riconosciuta dal Fol. 

Le Salpe sono attivi consumatori del plancton e la loro influenza diviene 
enorme in frequenti circostanze per la loro grande prolificita, che porta alla 
formazione di accumoli di miriadi di individui occupanti miglia e miglia negli 
Oceani, la presenza dei quali porta talvolta ad un estremo impoverimento di 
alcune forme, specie minute, nel mare e pud ripercuotersi finanche sul colore 
e la trasparenza delle acque. 

Questo impoverimento deriva non solo dal consumo di minuti organismi 
ingeriti e digeriti dalle Salpe, ma anche dall’enorme numero di ammassi di 
plancton minuto, specialmente fitoplancton, che le Salpe introducono, per le 
caratteristiche della loro organizzazione intestinale, nel loro tubo digerente, 
pur superando essi la loro potenzialita digerente e il loro bisogno di alimento, 
ma che, addensati e cementati dal muco e dal passaggio attraverso I’intestino, 
diventano aggregati pesanti di forme adatte, quando isolate, per il galleggia- 
mento, e cadono verso il fondo o servono di cibo ad altri animali, perduti 
per la vita planctonica. 

Osservazioni fatte su esame del contenuto intestinale di animali raccolti 
appena dal mare in bicchieri, ed esperimenti di alimentazione in acquario ren- 
dono chiaro che le Salpe non esercitano cernita qualitativa nella cattura degli 
alimenti. 

Sono state, nelle mie ricerche, studiate a questo scopo cinque specie di 
Salpidae: Cyclosalpa pinnata (Forsk.), Salpa democratica (Forsk.), S. maxima 
(Forsk.), S. fusiformis (Cuv.), S. confoederata f. bicaudata (Q.e G.) accom- 
pagnando l’esame del contenuto intestinale con uno studio delle pit impor- 


(1) Métter H, Bericht itber einige im Herbst 1852 in Messina angestellte vergleichend- 
anatomische Untersuchungen. IV Mollusken. « Zeitschr. wiss, Zool.», Bd. 4, 1853, p. 329. 
(2) Vocr C., Recherches sur les Animaux inférieurs. 22 Mém. Généve, 1855. 

(3) Brook K., The Development of Salpa. « Bull. Mus. Compar. Zool. Harvard Col- 
lege», vol. 3, 1876. 

(4) Toparo F., Sull’omologia della branchia delle Salpe con quella degli altri Tumnicati. 
«Rend. R. Acc. Lincei», vol. 4, S. 2, 1888, p. 437. 


tanti caratteristiche del plancton, pescato contemporaneamente e nelle stesse 
localita di comparsa delle Salpe catturate, ed eseguendo, infine, esperimenti 
di alimentazione in laboratorio, particolarmente con la Salpa democratica. 

Questo esame dimostra che le Salpe si nutriscono a spese di organismi 
planctonici e di detriti di mole non soverchiante il rigido calibro del tubo 
esofageo, ed i primi anche di scarsa possibiliti locomotoria, incapaci di resi- 
stere alle correnti generate per la ingestione delle Salpe e liberarsi dalle trame 
mucose, che queste tendono per la cattura del cibo. 

Troviamo, percio, predominante negli alimenti ingeriti il fitoplancton con 
Coccolithophoridae, Dinoflagellata e Bacillariales, senza elezione di gruppi e di 
specie, che abbondano pil o meno secondo la fisonomia del plancton esterno; 
ma per gli organismi dello zooplancton, fra le molte forme presenti del 
plancton esterno e che, per le loro caratteristiche, sarebbero ingeribili, riu- 
sclamo a rintracciare nell’ intestino di tutte le specie esaminate solo quei minuti 
organismi che presentano scheletri o involucri non digeriti, come Radiolaria, Tin- 
tinnidae e, talvolta, Copepoda (ingeriti forse morti o ridotti in cattive con- 
dizioni). Non e da escludere, anzi € molto verosimile, che gran numero di 
forme minute zooplanctoniche, che non lasciano traccia per mancanza di invo- 
lucri e parti scheletriche, che rendono facile la diagnosi, passino nell’ inte- 
stino delle Salpe, subito deformate, e sono da esse largamente sfruttate, come 
meglio adatte nella digestione. 

Ad ogni modo le Salpe si nutriscono a spese di piccole forme planctoniche 
vegetali come animali, ed ingeriscono anche ogni sorta di detriti : organici ed inor- 
ganici ; esse sono spiccatamente onnivore. 

Non esiste cernita qualitativa, riguardante ciot specie pil o meno pre- 
ferite, in questa ricchezza di alimenti ma esiste bene una cernita dinamica, 
perché le forme attive, che possono validamente reagire all’aspirazione delle 
correnti di ingestione generate dalla Salpa, ed all’agglutinazione delle forma- 
zioni mucose di questa, non passano nello stomaco dei Salpidae, ed una cer- 
nita quantitativa nei riguardi delle dimensioni non potendo passare nel tubo 
intestinale organismi superiori al calibro boccale prima ed esofageo poi, non 
possedendo le Salpe possibilita di frammentarli. 

Le Salpe posseggono recettivita chimica, che si manifesta dietro opportune 
stimolazioni di sostanze in soluzione sul cavo orale. Sono numerose e varie le 
disposizioni sensoriali dell’ apertura boccale, dove, oltre a notevolissima ricchexxa 
di elementi sensitivi tattili, sono riscontrabili formazioni receltive di varia com- 
plessita, ma di natura evidentemente chemorecettiva, che possono essere rappresen- 
tate da elementi in formazioni a fiasca, con lungo collo prendente rapporto con 4 
veli labiali, fino ad aggregati sensoriali pitt complessi a forma di bulli. 

Le Salpe possono scegliere ’acqua dove permangono e fuggire stimoli 
chimici non accetti, ma non pare siano in grado di esercitare una immediata 
accettazione od esclusione di determinati alimenti per stimoli chimici rive- 
lantisi all’atto della ingestione; e, d’altra parte, anche in presenza di sostanze 


inerti, da questo punto di vista, come inchiostro di Cina e carminio, pos- 
sono manifestare intensa attivita ingestiva. 

Forse appropriate recezioni tattili possono in questo caso avere influenza. 

In uno studio del meccanismo ingestivo i cui risultati ho esposti in una 
Memoria, in corso di stampa, sono richiamate ed esaminate brevemente le 
disposizioni anatomiche e le varie attivita funzionali degli organi cooperanti 
nell’atto ingestivo, dandone una rapida rappresentazione d’insieme, ferman- 
domi particolarmente ‘sulle parti poco o niente note e rappresentando in 
special modo il tratto intestinale e la zona periesofagea di alcune fra le specie 
studiate, fra le quali: S. democratica, S. asimmetrica, S. punctata, C. polae e 
C. pinnata, per alcune delle quali nulla si conosceva precedentemente su 
questa parte della organizzazione. 

La funzione ingestiva si esplica merce lazione combinata delle seguenti 
parti dell’organismo: bocca con i suoi dispositivi muscolari e sensoriali; or- 
gani del cavo faringeo, cioe endostile con la sua secrezione mucosa e attivita 
ciliare, cordoni ciliarit perifaringei, non privi di attivita seeretiva, ma agenti 
principalmente con la loro attivita vibratile; cordone branchiale per la sua 
attivita ciliare; nastro retrofaringeo anche esso per J’attivita ciliare. 

La superficie interna della cavita faringea ha apparati nervosi recettori, che 
spiegano la presenza di una sensibilita viscerale in questa importante cavita del 
corpo dei Salpidei. 

Grande importanza, inoltre, per la funzione ingestiva hanno l’area pe- 
riesofagea, Vattivita intestinale e particolarmente quella vibratile dell’esofago che, 
con la aspirazione che provoca nella cavita faringea, determina la trazione 
e dirige i cordoni mucosi, con gli alimenti agglutinati, attraverso il suo cavo, 
nello stomaco. 

T’endostile secrega muco in minore 0 maggiore quantita, secondo di- 
versi momenti che, pit' che con stimolazioni esterne, si mostrano in rapporto 
con i diversi stati fisiologici dell’ animale, specialmente derivanti dalle con- 
dizioni di minore 0 maggiore pienezza intestinale o ingorghi e stimoli anor- 
mali sull’ intestino. 

Il muco, nei momenti di produzione rallentata, si allontana dall’endo- 
stile in due correnti continue; la prima iniziantesi all’estremo orale di esso 
€ continuantesi, con l’azione delle ciglia dei cordoni perifaringei, lungo questi 
organi per i due lati fino al margine anteriore ventrale del cordone bran- 
chiale, lungo il quale, per la propulsione generata dalla ciliatura di quest’or- 
gano, raggiunge |’area periesofagea ed @ aspirata nell’esofago; la seconda 
corrente si muove al centro della doccia endostilare dalla parte orale all’ado- 
rale di questa e, fuoriuscendo dal margine adorale della fenditura endostilare, 
si segue sul nastro retrofaringeo, dal quale & portato fin nell’interno del- 
Vesofago, in cui anche la ciliatura del nastro penetra e si continua. 

A tratti, il meccanismo ingestivo funziona con modalita molto diverse 
e di gran lunga pil efficaci; la secrezione endostilare si intensifica grande- 
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mente, il muco, spinto abbondantemente dalle lunghe ciglia del fondo fuori 
tutta la fenditura della doccia, esce sotto forma di trabecole e di lamine, se- 
condo il grado di attivita, e si dirige con un estremo verso |’apertura eso- 
fagea, nella quale ¢ aspirata. 

Possiamo cosi avere trabecole: tese, fta l’endostile e Pesofago 0. fra cor- 
doni perifaringei, branchia ed esofago, una rete tesa attraverso la cavita fa- 
ringea per l’agglutinazione e successiva trazione nell’esofago. degli organismi 
che v’incappano, Di tratto in tratto si forma, fra cordoni perifaringei ed: 
esofago un imbuto mucoso limitato ventralmente dall’ endostile e dorsalmente. 
dalla branchia, generato da lamine mucose fuoriuscenti dalla doccia endosti- 
lare, seguenti con la estremita orale i cordoni e convergenti con Paltra verso 
Vesofago, nel quale tutto l’imbuto, attorcigliato in un cordone,.¢ tratto, ricco 
degli organismi e detriti catturati nell’acqua, completamente filtrata attraverso 
il cavo della Salpa. ry febhie etal 

Abbiamo. quindi due modalita di ingestione: una .ingestione continua, 
ma di pil tenue entita; ed un momento ingestivo efficace, che segna i periodi 
piu importanti dell’alimentazione delle Salpe. 

Tutti gli att manifestantisi nella esplicazione di questa attivitad mostrano 
una evidente coordinazione fra 1 diversi organi che vi partecipano, coordinazione 
che ha anche evidenti manifestaxioni riflesse, come quelle di interruzioni subi- 
tanee dell’atto ingestivo e della secrezione mucosa dietro urti o pienezza 
intestinale; della espulsione esofagea dei cordoni in ingestione, dopo l’arresto 
di questa per ingorgo gastrico o ostacoli nella zona esofagea; e di un riflesso 
muscolare espulsivo, in seguito ad accumoli delle -sostanze rifiutate dall’eso- 
fago in zona intestinale, portante alla rapida espulsione dei corpi estranei 
attraverso l’apertura boccale. 

A queste coordinazioni, manifestamente nervose, corrisponde una organizza- 
zione nervosa delle diverse parti, collegate poi al ganglio centrale per il tramite 
del nervo branchiale e dei nervi che corrono, attraverso i cordoni perifaringei, 
all endostile. 

Questi nervi centripeti, a rapporti roahifestamtente viscerali, sono le vie 
dei riflessi secretori, che certamente si manifestano nell’attivita ingestiva delle 
Salpe; attraverso le fibre centripete del nervo branchiale, che, per i suoi rap- 
porti con il centro viscerale e con i diversi visceri dell’animale, ben si puo 
chiamare il pneumagastrico dei Salpidci, si possono ‘manifestare riflessi a 
recettori viscerali, che provocano le contratture della muscolatura somatica 
nella espulsione delle sostanze rifiutate attraverso |’esofago. 
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Biologia. — Ricerche sugli stagni litorana “). Nota di G. Bru- 
NELLI presentata dal Corrisp. F. RAFFAELE. 


Nei miei precedenti studi sulla laguna veneta, giungevo alla conclusione 
che la fauna lagunare é caratterizzata da un piccolo numero di specie, ma 
che al contrario molti possono essere gli individui delle singole specie che 
si adattano a quel mezzo particolare, per una naturale norma di concorrénza 
vitale. Questa per le acque salmastre ha valore di legge. A differenza di 
altri autori, stabilivo anche che, se le specie suddette sono poche, e perché 
debbono resistere a due fattori oscillanti del mezzo di vita, la salinita e la 
temperatura; ma che sopratutto alle oscillazioni di questa ultima, si deve 
il fattore limitativo. Ne conseguiva un insieme di problemi relativi alla 
spiegazione pil ovvia del catadromismo e dell’anadromismo, come pure 
l’aspetto speciale che derivava dalla incursione dell’onda di marea, come fat- 
tore di perturbazione del medium salino, e come fattore delle oscillazioni 
termiche. In una seconda serie di lavori, determinavo poi le almirobiocenosi 
del fondo lagunare come caratteristiche degli stagni salati. Collo studio pro- 
seguito di laghi e stagni costieri coll’aiuto dei miei alunni (Apolloni, Can- 
nicci, Maldura, Rizzo), cercavo di individuare i caratteri fisico—chimici e bio- 
logicit degli stagni litoranei. salsi e salmastri. 

Lo studio « dello spettro salino » puo essere condotto, come ha fatto 
Redeke % nello Zuiderzee, colla distinzione di forme oligoaline, mesoaline e 
polialine, ma i termini 0,5 e I per mille in cloro, sembrano per noi poco 
adatti a stabilire il termine oligoalino in confronto alla salinita media del 
nostro mare, differente e pil salato di quello del Nord, come pure il termine 
del 16 per mille in cloro, non ¢€ sufhciente per il mediwm polialino. 

Conservando il termine oligoalino per il contenuto in cloro sotto il 
5 per mille, distinguo come mesoalino ambiente acqueo che raggiunge il 
5-10 per mille, come polialino quello che arriva al 10-20 per mille, come 
isoalino l’ambiente di quelle lagune, come quella di Venezia, che hanno una 
salinita simile a quella del mare, e come iperalino il medium, sia pure ec- 
cezionale, di quelle valli salse che, per effetto della evaporazione estiva o di 
altri fattori, sorpassano la salinita media del mare. 

Naturalmente solo uno studio accurato degli indici biologici o delle 
associazioni caratteristiche, potra confermare o spostare di alcuni termini i 
limiti delle diverse categorie. 


(1) Lavoro eseguito nel R. Laboratorio Centrale di Idrobiologia di Roma. 

(2) Nella seduta del 5 febbraio 1933. 

(3) H. C. Revexe, Abriss der regionalen Limnologie der Niederlande « Hydrobiologische 
Club», Amsterdam. Pubblicate n. 1, 1932. 


Cio che sappiamo in Italia degli stagni salsi e salmastri, sia dal punto 
di vista fisico-chimico che biologico, & poco, se si eccettuino le ricerche 
di Carazzi, Grandori e mie, quelle sulla laguna di Orbetello eseguite nel 
Laboratorio da me diretto, e quelle eseguite nel Veneto dal punto di vista 
malariologico, dal Magistrato alle acque, e alle quali lo scrivente ha colla- 
borato. Altre ricerche sono in corso nella laguna veneta da parte del R. Co- 
mitato Talassografico. 

In questi ultimi anni la letteratura scientifica si ¢ arricchita di opere 
relative all’ambiente vallivo (Schreiber, Brighenti, ed altri). 

Per la Sardegna vi ¢ solo qualche notizia sporadica dovuta sopratutto 
alle esplorazioni talassografiche della professoressa Monti, e alle indagini del 
prof. Mola. 

Per stagni salmastri sfocianti nel Medio Tirreno, si puo dire non si 
conosca nulla. 

E percid interessante riportare fin d’ora alcuni dati rilevati dalle analisi 
della dr. Cannicci del nostro Laboratorio Centrale di Idrobiologia, e quelli 
biologici eseguiti parallelamente colle mie ricerche. 

Nei riguardi del contenuto in cloro, Massaciuccoli e Fondi presentano 
valori alquanto variabili da periodo a periodo, ma molto bassi, sempre infe- 
rioria r per mille, con uniformita di distribuzione per Massaciuccoli e grande 
variabilita per Fondi, a seconda della profondita e della maggiore o minore 
distanza dalla comunicazione col mare. Fogliano, Burano e Paola raggiun- 
gono talvolta concentrazioni in cloro molto pit alte, con rilevanti differenze 
nella distribuzione orizzontale, e per Paola ~ che presenta in alcuni punti 
notevoli profondita — anche in quella verticale; in nessuno dei suddetti laghi, 
tuttavia, il contenuto in cloro ha raggiunto nelle analisi finora eseguite, il 
7 per mille. 

Dal punto di vista biologico, ora occorre indagare le analogie e le dif- 
ferenze che intercorrono tra gli stagni di differente salsedine. 

Gli stagni a bassissimo tenore salino possono essere molto ricchi di 
vita planctonica. 

Si pud inferire che le oscillazioni di temperatura che tali stagni pre- 
sentano, non sono quelle che servono a liimitare le specie, sia vegetali che 
animali di plancton, poiché in sostanza i limnobi d’acqua dolce sono abi- 
tuati pill o meno a sopportare tali sbalzi di temperatura. : 

- Si deduce piuttosto che, se negli stagni salsi le specie alofile non sop- 
portano tali sbalzi, é perché gli organismi di origine marina, abituati ad un 
mezzo di grandi riserve termiche e quindi a lente perturbazioni, non sono 
atti a sopportare tali rapide oscillazioni termiche. 

Cosi nell’ambiente salmastro, mentre le oscillazioni della salsedine li- 
mitano i limnobi d’acqfa dolce, le oscillazioni termiche (sommate sovente 
a quelle della salsedine) contrastano i limnobi di origine marina; infatti il 
plancton é ancora pit’ o meno abbondante nei Jaghi oligoalini, mentre tende 
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a diventare pili raro nei mesoalini, ed ha ulteriori limitazioni negli isoalini 
e negli iperalini. 

Eyidentemente negli oligoalini il plancton & quasi tutto di acqua dolce, 
con forme salino-resistenti per piccole salinita; nei mesoalini, nei polialini 
e negli iperalini, il plancton ¢ invece in gran parte di origine marina. 

Restano a stabilirsi gli indici delle facies caratteristiche, che richiedono 
ancora largo tributo di studi, ma dalle indagini preliminari si puo dire quanto 
appresso. 

Gli stagni suddetti sono poco salati, o per la distanza dal mare, o per 
la sfociatura insufficiente, e inoltre per le condizioni della marea che, come 
é noto, nel Tirreno ¢ di minore entita. 

Scopo dello studio di laghi a salsedine poco elevata era anche quello 
di vedere, quali siano gli organismi da servire come indici biologici, o in- 
indicatori di una facies caratteristica. 

Si & scelto lo studio di uno stagno litoraneo quasi dolce (lago di Mas- 
saciuccoli), che si ¢ dimostrato molto interessante per le sue caratteristiche, 
studiate, dal punto di vista fisico-chimico, dalla dr. Cannicci. Biologicamente 
tale lago offre una grande ricchezza di vita, che prova come gli oligoalini 
siano ricchi di cianoficee e presentino anche un certo numero di specie di 
Cladoceri. 

Per i protisti merita di essere rilevato questo fatto: la facies a Ceratium 
sembra mancare negli stagni costieri, mentre si presenta nei continentali 
(es.: Trasimeno, Laghi-stagni craterici), sebbene negli ultimi intervenga il 
fattore profondita. 

Una facies speciale di alcumi stagni mesoalini sembra quella a Chaeto- 
ceras (lago di Paola); essa forse si ripete altrove, anche per alcuni stagni 
polialini. 

La Daphnia aculeata & esclusa dagli stagni oligoalini, e si pud consi- 
derare indice negativo e positivo per le acque dolci. 

Circa i Rotiferi sembra propria dei laghi oligoalini la facies ad Anuraea, 
Triarthra e Polyarthra, mentre in quelli mesoalini predomina la Synchaeta. 

Il ciclo stagionale dei Rotiferi poi, non sembra uguale nei laghi stagni 
e nei laghi craterici, ma questo spostamento di fase richiede ulteriori studi. 

Tra i Copepodi sembra abbastanza diffuso nel medio Tirreno la Poppella 
Guernei Richard, e questo costituisce un nuovo reperto per la distribuzione 
geografica di tale specie. ; 

Negli stagni mesoalini, polialini e iperalini, ¢ caratteristica la facies a 
Tintinnidi, che sembrano aumentare nel numero di specie, col passaggio dai 
mesoalini ai piu alti gradi di salsedine. 

Per le alghe sembra anche accertato, da tali preliminari indagini, che 
quelle a capsula o ad involucro gelatinoso, sono tra le pili resistenti all’in- 
tensificarsi del fattore salsedine, mentre le Desmidiaceae sono poco abbon- 
danti anche negli oligoalini. 


Stagni oligoalini sembrano rappresentare un optimum di vita per molte 
Cianoficee e Diatomee. 

Gli studi sull’almiroplancton sono stati condotti da Lemmermann per i 
mari nordici, dove, a causa della bassa salinita, si riscontrano intrusioni di 
forme di acqua dolce, ed assai interessante ¢ |’esame comparativo delle 
nostre forme salino-resistenti coi reperti dei mari nordici. Gid dallo studio 
preliminare dei nostri stagni costieri, si possono desumere notevoli coin- 
cidenze tra i reperti e quelli di Lemmermann e di Redeke. 


Anatomia Patologica. — Riproduzione sperimentale di un 
quadro anatomo-patologico simile a quello del panno tracomatoso 
umano. Nota di A. Busacca, presentata’ dal Socio G. Levi. 


Inoculando dei conigli con materiale tracomatoso, secondo una tecnica 
che esporremo diffusamente quando la avremo meglio stabilita in alcuni suoi 
particolari, ci € riuscito di ottenere nella cornea un quadro anatomo-pato- 
logico simile, nelle linee generali, a quello che si osserva nelle forme gravi 
di panno tracomatoso dell’uomo. . 

Come un tale reperto, per quanto ini € noto, non é stato sino ad ora 
ottenuto, ne riassumo qui per sommi capi le caratteristiche cliniche ed ana- 
tomo-patologiche. 

Alla fase acuta che si ha subito dopo la inoculazione, e che regredisce 
rapidamente, subentra, dopo circa un mese, una forma di cheratite super- 
ficiale vascolarizzata. I vasi provengono da tutta la periferia della cornea e 
si avanzano verso la parte centrale. L’esame con lampada a fessura e mi- 
croscopio corneale, di una cornea affetta da tale cheratite, fa osservare che 
la infiltrazione e la vascolarizzazione sono superficiali e che esistono qua e 
la degli addensamenti della infiltrazione, di colorito grigiastro. 

AlPesame istologico troviamo una lieve infiltrazione degli strati pit: su- 
perficiali della congiuntiva, in prossimita del limbo corneale (fig. 1a -- fig 2 a). 

Il tratto di congiuntiva che dal limbo anatomico si avanza sulla cornea 
a mo’ di cuneo, ed il cui margine anteriore ¢, nel coniglio, segnato da la 
esistenza di pigmento nelle cellule epiteliali, presenta una forte infiltrazione, 
in massima parte a tipo linfocitario (fig. 1b - fig. 25). Al pari di quanto si 
osserva nell’uomo, é questa la zona in cui si constata il massimo della in- 
filtrazione. La infiltrazione decresce rapidamente man mano che ci portiamo 
negli strati pit. profondi della cornea. 

A carico del rimanente di questa membrana troviamo una infiltrazione, 
molto accentuata negli strati pit superficiali, e che € accompagnata da una 


(1) Nella seduta del 18 dicembre 1932. 
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ricca vascolarizzazione (figg. 1-3-4). La infiltrazione decresce rapidamente 
quindo ci allontaniamo dalla superficie (fig. 4); in generale non oltrepassa 
eli strati me lii; gli strati profondi sono edematosi, ma in generale mai in- 
filtrati. 

Gli elementi cellulari che formano questo essudato sono poliformo-nu- 
cleati (pseudoeosinofili del coniglio) e cellule del tipo linfocitario. Queste 
ultime si riuniscono spesso in cumuli che talvolta possono raggiungere di- 
mensioni cospicue (fig. 1 ¢ — fig. 3c). Un vero aspetto di follicolo linfatico 
non I’ho riscontrato, come del resto non si riscontra nella cornea umana 
dove i veri follicoli sono solo nella zona di congiuntiva che sopravvanza 
sulla cornea. 

L’epitelio corneale, di aspetto quasi normale in prossimita del limbo, 
ove cioé il processo & pil antico, presenta delle alterazioni nelle zone ove il 
processo é piu recente; oltre a fatti di picnosi dei nuclei, troviamo spesso delle: 
lesioni che ricordano la ballonierende Degeneration di Unna, reperto molto so- 
migliante a quello da me osservato in alcuni panni tracomatost umani. 

Questo nelle linee fondamentali il quadro da noi riscontrato, quadro 
che sira pit diffusamente descritto e documentato quando ayremo ultimati 
altri esperimenti in corso. 


Fisiologia. — Sul metabolismo dei grassi nella tignuola degli alveart 
(Galleria Mellonella). Nota di C. Mawnunra, pres. dal Socio F. Borrazzi. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Fisiologia. — Sulla deidrogenasi degli acidi grassi superiori contenuta nel 
fegato. Nota di F. P. Mazza e G. Srotrt, pres. dal Corrisp. G. QUAGLIARIELLO. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 
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PRESENTAZIONE DI LIBRI 


L’Accademico Segretario ParRAVANO presenta le opere giunte in omaggio, 
segnalando gli « Annali del R. Osservatorio Vesuviano » a cura di A. Mal- 
ladra, vol. I (1927-1928); « Nuovi contributi alla conoscenza della fauna 
delle isole italiane dell’Egeo» del Socio F. Smvesrrt. 


PRESENTAZIONE DI NOTE E MEMORIE 


Presentano Note per l’inserzione nei « Rendiconti» i Soci Casret- 
NUOVO, Fermi, Levi-Civira, Patazzo, PUCcIANTI, QUAGLIARIELLO, SEVERI. 


OPERE PERVENUTE IN DONO ALL’ACCADEMIA 


presentate nella seduta del 5 febbraio 1933 


BareLli Luict. — Ricerche sull’incapacita 
degli uccelli a presentare temperature 
febbrili. (Estr. da «Lo Sperimentale ». 
Anno LXXXVI, pp. 409-443). Siena, 
1932. 8°. 


~Borcuit Bruno. — La colorazione nucleare 


secondo Feulgen nei tripanosomi. (Estr. 
dal « Bollettino della Societa Italiana di 
Biologia Sperimentale», Vol. VIL). Mi- 
lano, 1932. 8°, pp. 1-3. 

COLLARD AuGusTE. — Le Professeur Mau- 
rice Alliaume. (1882-1931). (Extr. du 
« Bulletin de la Société Belge d’Astro- 
nomie, de Météorologie et de Physique 
du Globe ». 1932). Bruxelles, 1932. 8°, 
pp. I-It. 

Corrtarp AuGcustrE. — Un astronome fran- 
cais Piérre Puiseux (1855-1928). (Extr. 
du « Bulletin de la Société Belge d’Astro- 
nomie, de Meétéorologie et de Physique 
du Globe». 1931). Bruxelles, 1931. 8°, 
pp. 1-27. 

CotLtarD AvucusTE. — Un savant belge 
du x1xe siécle: Ernest Quetelet (1825- 
1878). (Extr. du Bulletin de la Société 
Belge d’Astronomie, de Météorologie et 
de Physique du Globe», 1929). Bruxelles, 
1929. 8°, pp. 1-24. 

Cottarp AucusTE. — Nécrologies. L’Astro- 
nome Guillaume Bigourdan (1851-1932). 
Le général Gustave Ferri¢ (1868-1932). 
(Extr. du « Bulletin de la Société Belge 
d’Astronomie, de Météorologie et de 
Physique du Globe». N° 7, 1932). s. 1. 
1832. 8°, pp. 1-3. 

Erepra Firipeo. — Sulla temperatura del- 
Varia e sulle precipitazioni acquee di 
Asmara (Estr. dalla « Rassegna Econo- 
mica delle Colonie», 1932). Roma, 1932. 
8°, pp. I-14. 


Erepia Frrippo. — I monsoni dell’Oceano 
Indiano al suolo e a quota (Estr. dalla 
« Rivista Marittima», 1932). Roma, 
1932. 8°, pp. 1-28. 

Erepia Fitippo. — Le precipitazioni acquee 
nell’Eritrea dal 1923 al 1931. (Estr. dagli 
« Annali dei Layori Pubblici». Anno 
1932. Fasc. IX). Roma, 1932. 8°, pp. I- 
Wis 

FaNTOLI GAuUDENZIO. — Premiazione dei 
migliori laureati del Politecnico (L’ inau- 
eurazione dell’annata didattica 1932-33 
del R. Politecnico di Milano). Milano, 
1932. 8°, pp. 43-47. 

FANTOLI GAUDENzIO. — Un vibrante discorso 
del Senatore Fantoli G. « (Libro e Mo- 
schetto», N°1.28 ottobre 1932). Milano, 
1932. fol. 

Matrapra A. — Annali del Reale Osser- 
vatorio Vesuviano. Vol. I° per gli anni 
1927-1928. Napoli, 1932. 8°, pp. 1-394. 

Ourss Frttx F. — Solar 1931. Organo de 
divulgacion del Museo Antropologico y 
Etnografico de la Facultad de Filosofia 
y Letras. Buenos Aires, 1931. 8°, pp. I- 
492. 

Patazzo Luic1. — Il Professor Giuseppe 
Martinelli. (Est. dagli « Atti della Pon- 
tificia Accademia delle Scienze Nuovi 
Lincei», Anno LXXXYV, pp. 191-200). 
Roma, 1932. 4°. 

Poza Luisa, — Ricerche istologiche com- 
parative sulle alterazioni indotte da ba- 
cilli tubercolari vivi e morti. (Estr. dal 
« Bollettino dell’ Istituto Sieroterapico 
Milanese ». Fasc. X. 1932). Milano, 
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Pozzt Luisa. — L’ influenza di dieta iper- 
proteica ed iperpurinica e di intossica- 
zione metallica cronica sulle articola- 
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zioni del ratto. (Estr. dalla « Rassegna 
internazionale di Clinica e Terapia». 
Vol. XIII). Napoli, 1932. 8°, pp. 1-12. 
Prero Epoarpo, — Modificazioni articolari 
per interventi neuro-chimici diversi, 
enervazione, somministrazione di para- 
thormone e di vitamina D, (Estr. dal- 
’« Archivio dell’ Istituto Biochimico Ita- 
liano», 1933). Milano, 1932.8°, pp. 1-16. 
Ronponi PIETRO, Ueber den Einfluss 
gewisser Stoffwechselprodukte auf die 
experimentelle Meerschweinchentuber- 
kulose. (Abdruck aus der « Zeitschrift 
fiir Immunitatsforschung». Bd. 77. 1932. 
Heft 3-4. pp. 264-279). Jena, 1932. 8°. 
Ronbonr Pietro. — CLXXV. Proteolysis 


in tumours. (From the « Biochemical 


Journal»: Vol. XXVI, pp. 1477-1487). 
Cambridge, 1932. 8°. 

Ronpont Pierro. — I fermenti proteolitici 
nei tumori. Azione della lecitina sinte- 
tica in vivo. (Estr. dal «Bollettino della 
Societa Italiana di Biologia Sperimen- 
tale». Vol. VII, fasc. 7). Varese, 1932. 
S-. ppai—5. 


Ronpbont Perro. L’acido urico come 
co-fattore della infiammiazione. (Estr. 
dai « Rendiconti del Reale Istituto Lom- 
bardo di Scienze e Lettere ». Vol. LXV, 
fasc. xI-xv). Milano, 1932. 8°, pp. 1-4. 

Sitvesrri F, — Nuovi contributi alla cono- 
scenza della fauna delle isole italiane 
dell’Egeo. (Estr. dal «Bollettino del 
Laboratorio di Zoologia generale ed 
agraria del R. Istituto superiore agrario 
di Portici». Vol. XXVII, pp. 61-111). 
Spoleto, 1932. 8°. 

Stimpson GeorG GayLorp. — A new Paleo- 
cene mammal from a deep well in 
Louisiana. (From the « Proceedings of 
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Rend. d. Cl. di Sc. fis. mat. e nat. A. Busacca. — Riproduzione sperimentale di u 
Vol. XVII. anatomo~patologico simile a quello del p 


Fig. 1. - A piccolo ingrandimento, sezione della calotta Fig. 2. — A pit forte ingrandimento, la zon 
sclero corneale di occhio di coniglio inoculato da tre al limbo. Indicazioni come nella fig. 1. Al 
mesi; @): congiuntiva bulbare in vicinanza della zona b) si vede bene un cuneo di tessuto fort 
limbica; la infiltrazione non é molto accentuata ed in- filtrato di linfociti 1 quali tendono a disp 
teressa gli strati pili vicini all’epitelio; 0): la congiun- mazioni nodulari. 


tiva, che a questa altezza sopravvanza, normalmente, 
sulla cornea, € molto infiltrata. La infiltrazione dimi- 
nuisce verso c), ed in tutto questo tratto é limitata agli 
strati superficiali; c): accumulo di linfociti con aspetto 
di nodulo. 


Fig. 3. — Ingrandimento della parte prossima a c) della Fig. 4. - A forte ingrandimento un tratto in 
della estremita del panno. Assottigliamento « 


L’infiltrazione e la vascolarizzazione, massime 
piti superficiali, diminuiscono rapidamente vet 
profondi. Nella microfotografia non si distin 
i linfociti dai polimorfonucleati. 


REINDICONT | 


DELLE SEDUTE 


DELLA REALE ACCADEMIA NAZIONALE 
DiteLiLNGEA 


Classe di Scienze fisiche, matematiche e naturali 
Fascicolo del 19 febbraio 1933 (anno XI) 


MEMORTE E NOTE “DI SOGl 


Fisica. — Sullazione di luce periodica su lamine metalliche 
sottil. Nota“? del Socio Q. Majorana. 


In due Note precedenti ho dato notizia di alcune mie esperienze, da cui 
deducevo la possibilita di esistenza di un nuovo fenomeno fotoelettrico, con- 
sistente in un aumento di resistenza di metalli colpiti dalla luce. Ho fatto 
altresi rilevare, che, pur ammettendo tale possibilita, il fenomeno in parola 
deve necessariamente apparire frammisto alla comune azione termica della luce. 

Nuove ricerche ho eseguito negli ultimi tempi, che hanno talvolta con- 
fermato i precedenti risultati, e tal altra contrastano con qualcuno di essi. 

Tra le prime, accennerd al fatto che ho potuto spingere la frequenza 
di interruzione del raggio luminoso, agente su di un vetro platinato, sino a 
circa 16,000 hertz, pur continuando ad ascoltare il corrispondente suono al 
telefono, o meglio rilevando lesistenza di una corrente elettrica di egual fre- 
quenza, ad un istrumento di misura. 

Tra le altre, comunico che lo studio del comportamento di una lamina 
ticoperta di nerofumo alle varie frequenze di interruzione del raggio lumi- 
noso, resta assai complicato dallo spessore del nerofumo stesso. Al crescere 
della frequenza, diminuisce naturalmente la lunghezza d’ onda calorifica che 
pud essere compresa gia, nello spessore di tale corpo; e, puo darsi, che per 
spessori sufficentemente elevati, lo smorzamento dell’ onda calorifica diventi 


(1) Presentata nella seduta del 5 febbraio 1933. 
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grandissimo, quando essa ¢ pervenuta sulla lamina metallica. L’andamento 
cadente della caratteristica gid riportata, per la lamina annerita, puo cosi essere 
giustificato. 

Comunico inoltre, di avere realizzato altri due congegni, atti a compen- 
sare la pulsazione di resistenza della lamina, diversi da quello gia descritto, 
fondato sull’uso di un getto di mercurio. In tale ricerca sono stato spinto 
da talune incertezze di funzionamento di questo primo dispositivo. Uno di 
questi nuovi congegni, o variatori, ¢ costituito da una sorta di variatore di 
resistenza elettrolitico, formato da una ruota fornita di 24 laminette periferiche 
di platino, girante dentro una corona avente anche essa 24 altre laminette, 
pure di platino, ma fisse; il tutto € immerso in un bagno di acqua salata 
con cloruro di sodio; tale liquido viene mantenuto in continua circolazione, 
per asportare i gas di elettrolisi. La ruota & coassiale (come quella di rame, 
gid descritta) con il disco a fori, e gira solidalmente con questo. 

Un altro dispositivo, che si pud dire il piu perfetto, realizza la com- 
pensazione, mediante I’ uso di una cellula fotoelettrica a metallo alcalino, che 
é colpita da un raggio di luce sussidiario, interrotto anche esso periodica- 
mente dallo stesso disco, che fa pulsare la luce cadente sulla lamina metal- 
lica. La fase relativa di questi due fenomeni periodici e le loro intensita, 
possono facilmente regolarsi, realizzando cosi in modo assai soddisfacente, 
Ja compensazione voluta. La misura dello spostamento di fase si ottiene, 
con approssimazione superiore che non per il passato, facendo le differenze 
fra le due posizioni angolari del variatore, corrispondenti alla compensazione 
ottenuta nei due sensi di rotazione del disco a fori girante. 

Mi riservo di dare in seguito una pit minuta descrizione di tali appa- 
rati. Ma intanto, voglio rilevare come le nuove determinazioni dello sposta- 
mento di fase @, ora eseguite, si appalesino pit costantemente prossime a 45°, 
di quanto era stato rilevato con |’ uso del getto di mercurio. Tale rilievo 
mi induce a ritornare sulle conclusioni che avevo creduto di poter trarre 
precedentemente; il che fard prossimamente. 


Bie ss 
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MEMORIE E NOTE PRESENTATE DA SOCI 


Matematica (Geometria). — Le trasformazioni pseudo-ordi- 
narie sulle varieta abeliane reali. Nota di S, CHERUBINO, presen- 
tata“? dal Corrisp. G. Scorza. 


I. Strumento essenziale per lo studio della geometria sulle varieta 
abeliane reali (o di tipo reale) ¢ la considerazione delle parita @) delle ca- 
ratteristiche  e k dei periodi reali wh ed imaginari puri wk, simultanei 
pel parametri v,+++ vp sui quali una simmetria S esistente su Vy si rappre- 
senta con la relazione | 


(1) == at ol) (mod. @). 


In questa, la matrice v = (vu; +++ Up)_; & il p-complesso verticale 6) dei 
parametri(v,), Vi='(0,, 4,9), ¢ il suo coniugato, ¢ = (ce; j+.45/%)_, € 
un p—complesso costante, b == (hi ,<+ +), bap) iy ek == (hy, -+*, bo, ) 1 Sono 
2p—-intieri opportuni, @ & Ja matrice di Riemann dei periodi ammessi dai 
parametri v su un sistema di cicli primitivi. . | 

I parametri v si dicono reali rispetto ad S (Comessatti). 

Queste parit’ operano in senso, diciamo cosi, astratto poiché (come si 
é verificato in tutte le quistioni sinora trattate), accade che 2 periodi qual- 
sivogliano, purche entrambi reali o imaginari puri e (colle caratteristiche) 
della siessa parila sono sempre sostituibili Puno all’altro. 

Vi & inoltre da osservare che se sulla Vy» si opera una trasformazione 
birazionale corrispondente ad un’omografia riemanniana di matrice (modu- 
lare) T, Vantisostituzione S corrispondente alla simmetria considerata vien 
portata in una S’ = T-'ST ed ogni matrice caratteristica ea di S in 


(1) Nella seduta del 19 febbraio 1933. 
(2) La nozione di parita insieme a quella di successioni fondamentali di parita fu da 
me introdotta sin dal 1923, nella mia II Memoria del «Giornale di Matematiche». Entrambe 


. ae ee m : 
furono utilizzate specialmente per la formazione delle matrici caratteristiche (a di una 


simmetria S, che ho largamente adoperate in tutti i lavori successivi. 

(3) Un p-complesso @ una matrice di una sola riga, o di una sola colonna, ed a 
p elementi. Un 2p-intiero é un 2»-complesso ad elementi intieri. Una matrice € orizzontale 
(verticale) quando il numero delle sue righe (colonne) é inferiore a quello delle sue colonne 
(righe). Con A—r si indica la trasposta della matrice A. Due matrici intiere, ad es. due 
2p-intieri si dicono fra loro paritarie o della stessa parita quando sono congrue tra loro mod. 2, 
cioé quando sono tali gli elementi corrispondenti: altrimenti sono non arditarie o di parita, 
distinte. 


N 


una bal = (") T di S’. Orbene, le matrici m1 deile prime o delle ultime p 
n 


righe di “4 costituiscono le basi dei 2 sistemi di parita® X, X* (delle ca- 


ratteristiche) dei periodi reali, risp. imaginari puri, percio si pud dire che T 
porta i periodi reali, risp. imaginari puri degl’integrali v reali per S in quelli 
degVintegrali v’ reali per S’ ed i sistemi di parita relativi ad S in quelli 
relativi ad S’. 

Ne segue facilmente @) che affinché questa trasformazione sia reale ri- 
spetto alla simmetria fissata, cioé porti questa in se stessa, occorre che 

7% 

m HUN ue We é ity 
( | =| T sia una matrice caratteristica della stessa S, cioé che i 2 si- 
n n 
stemi XZ, Z* sieno portati ciascuno in se stesso. In tal caso, pud addirittura 
accadere che le singole parita di Ze di &* restino invariate, cioe che si abbia 


(2) ("yt =(7) (mod. 2). 


nN nN 


Cosi facendo, la trasformazione T si comporta come se fosse ordina- 
ria 3), il che esprimeremo dicendola pseudo-ordinaria. Queste trasformazioni, 
fra le quali sono comprese le ordinarie “, hanno un interessante significato 
geometrico, che qui ci proponiamo di illustrare ©) 


(1) Per questa nozione cfr. la mia Nota Sugli n-intieri calcolati mod. 2 [« Rend. 
Acc. Napoli», s. 3°, vol, XXXV (1930)]. In verita, qui ciascuno dei sistemi X& , X* é costi- 
tuito soltanto da quei 2p-intieri che sono caratteristiche di periodi reali od imaginari puri 
pei v: ma poiché due di essi fra loro paritari si considerano sempre identici, sussistono 
inalterate tutte le proprieta dei sistemi astratti di parita considerata nella Nota ora citata. 
(2) Basta riferirsi alla relazione 


("")s pars Be ( Veo 
n n o|—1 
cui soddisfa ogni matrice carratteristica della simmetria di antisostituzione S. Qualora si 
considerino so]tanto operazioni che lascian fermo il punto v =0, questa condizione di cui 
nel testo € anche sufficiente. In ogni caso, essa @ necessaria e sufficiente perché la sosti- 
tuzione riemanniana T porti in se stessa l’antisostituzione S, cioé abbia luogo la relazione 
inematrici = Siie=S 

(3) Cioé corrispondente alla sostituzione riemanniana identica + I od alla sua opposta 


—lI, cosicché risulta fa (Se) ae ie ( (mod, 2). 


(4) Percid si potrebbero anche, forse pit propriamente, chiamare quasi-ordinarie. 

(5) In altra Nota, daremo qualche proprieta di queste trasformazioni, mentre in una 
Memoria di prossima stampa (nella quale, fra l’altro, daremo una sistemazione a buona parte 
dei risultati sin qui ottenuti in questa teoria) scriveremo esplicitamente tutte le sostituzioni 
riemanniane modulari corrispondenti alle trasformazioni pseudo-ordinarie esistenti sulle 
superficie iperellittiche reali. Si vedra cosi che non sempre il loro gruppo coincide con quello 


delle trasformazioni ordinarie e che, assai spesso, esso é costituito da infinite trasforma- 
zioni singolari. 


2. Consideriamo soltanto trasformazioni e simmetrie che lasciano fermo 
il punto v= 0, cioé a dire, nella (1) ¢ nelle relazioni analoghe si prenda 
sempre ¢ = 0 (come pud sempre farsi). Allora, insieme alla data simmetria, 
vi ¢ da considerarne una sola ad essa associata ed & quella che si rappre- 
senta con la relazione 


Cr): i =——-% (mod. @) 


I 


ossia quella che corrisponde all’antisostituzione riemanniana di matrice — S. 
Queste due simmetrie sono entrambe dotate di punti uniti® e questi sono 
assegnati, rispettivamente, coi valori 


(G3) r+ — ol ; wh + i+) 


dei parametri, r e j essendo due p—complessi reali arbitrari ed wk ,@h due 
qualsivogliano periodi ordinatamente imaginario puro, o reale. 


She es I I 
Due punti uniti per la stessa simmetria, ad es. r’ + = ok! 7 + ey wk’, 


appartengono alla stessa falda @ quando sieno riducibili uno allaltro con 
variazione continua dei valori dei parametri, quindi della matrice r (della j, 
se si tratta di 2 coincidenze di —S) cio quando, fissata 7’, sia possibile 
determinare r’”” in modo da avere 


I oie 
{ml a wk! =r" + <3 wk’ (mod. @) 


ossia 


2 (7 —12") = w (k" — hk 4 21) 


con | 2p-intiero opportuno. Dunque w (k” — k’) dev’essere un periodo ima- 
ginario puro paritario al periodo reale 2(1’ —1’’); e viceversa. 

Se” & il carattere reale diS, fra le 2? parita di 2 (di 2X") ve ne 
sono 2*, e tante soltanto, comuni al sistema &* (a 2) mentre le rimanenti 
2*—-*% sono distinte fra loro e sono tali che la differenza di 2 qualunque 
non € mai una parita di 2* (di %). Dunque le falde distinte cui apparten- 
gono le coincidenze di S sono 2°—*, ed altrettante quelle costituite dalle 


(1) E, nelle loro schiere, sono le sole che ammettono coincidenze: A. CoMEssaTTI, 
Sulle varietd abeliane reali. [« Annali», s. IV, t. II (1924-1925)], Mem. I, n. 7. 

(2) Queste si dicono falde reali delle varieta perche (Comessarti, ibidem) conside- 
rando il modello di Vp sul quale la simmetria (S,o—S) @ subordinata dal coniugio dello 
spazio ambiente, le coincidenze predette sono i punti reali delle varieta. 

Considerando un tale modello, il Comessattt (loc. cit. @), a p. 259, Mem. II, n. 25) 
dice falde reali quelle unite nella simmetria subordinata dal coniugio e falde fittizie quelle 


unite nella sua associata, 
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coincidenze di —S, Ogni falda di punti uniti per S (per — S) & dunque 
caratterizzata da una pariti di E* (di Z) non comune a & (a B*), € resta 
inalterata se il periodo imaginario puro wk (il periodo reale wh) che la ca- 
ratterizza si sostituisce con un altro ad esso paritario o che differisca da 
esso per uno la cui parita appartiene al sistema A = X-2* (sistema inter- 
sezione di & con &*). 


3. Ecco cosi ottenuti su V» due sistemi, entrambi di 2?—* falde, uno 
di punti uniti per S, V’altro, di punti uniti per —S. Due falde di uno stesso 
sistema non hanno alcun punto comune, mentre ogni falda di un sistema 
ha 2* punti a comune con quelle dell’altro sistema e precisamente 2* con 
ognuna®): cioé si hanno, in totale, 27?-* punti di appoggio delle falde 
unite per S su quelle unite per —S. 

Questi punti sono assegnati dai 27? valori 


I I 
(4) =z oh = oe 


pei parametri v, con w/) , wk periodi risultanei risp. reale ed imaginario puro. 


; I I I I cae 
Due di questi, ad es. 2S, wh’ + > oF ioe wh!” + ae coincidono allora 


e solo che si abbia 


~ BUCH he = S wo (k” —h’) (mod. «) 


cioe quando il periodo imaginario puro w (k” —hk’) @ paritario a quello reale 
w (b' —h’’). E se rimane fisso w*, cioe resta fissa una falda relativa ad S, 


. I I I I need 
due punti (4), ad es. Zor + 3 0 a ah!’ + on wk coincidono allora 


e solo che wh’ ed wh’ sono paritari. Percio i 2? punti di appoggio su una 
stessa falda relativa ad S (od a —S) corrispondono biunivocamente alle 2° 
parita dei periodi reali (imaginari puri), mentre i punti (4) corrispondono 
alle parita del sistema congiungente 6) i 2 sistemi Z e B*, quindi sono 2?/—*. 


(1) Anche questo risultato &€ del Comessarri (loc. cit.). Qui l’abbiamo ripresentato 
adoperando le nostre notazioni ed introducendovi la nozione di parita, il che occorre per 
quel che segue. 

(2) Anche cid € stato gid osservato dal Comessarti (loc. cit. (), a p. 259, Mem. II, 
n, 25). Crediamo anzi opportuno ricordare qui (ComEssatT1, ibidem) che dalle 2¢+1—A falde, 
unite in S od in — S, su Vp scaturiscono le 26+1—4 regioni della varieta reale di Kummer 
imagine delle coppie di punti di Vp corrispondentisi nella trasformazione di 1* specie 
v’ = —v (mod. w). Su questa il coniugio @, in pari tempo, imagine di S e di —S, e la 
suddivisione nelle 2° +1 —4 regioni predette ¢ effettuata dai suoi 22/— punti singolari reali, 
i quali son poi le imagini dei punti di appoggio di cui sopra. 

(3) Cfr. il n. 4 della Nota cit. 
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4. Le trasrormazioni ordinarie lascianti fermo v0, sono le 2 sole 


v=Suv , vv (mod. «) 


I 


corrispondenti alle sostituzioni riemanniane + I e —I. Esse sono reali tanto 
rispetto ad S che alla simmetria associata —S e lascian ferme tutte (le 
matrici caratteristiche di S e tutte) le parita di periodi reali od imaginari 
puri. Ne segue che queste trasformazioni portano ciascuna in se stessa tutte 
falde di entrambi i sistemi di cui al numero prec. ed anche in sé ciascuno le 
dei 27?—* punti di appoggio. 

Cade percid opportuno domandarsi: quali sono le pit generali trasfor- 
mazioni reali che mutano in sé ciascuna delle falde predette ed anche ciascuno 
in s¢ i loro punti di appoggio ? 

La risposta ¢ ormai quasi immediata. Sia T una tal trasformazione: 
essa Si rappresentera con la relazione 


(5) v =n (mod. ) 


e dara luogo ad una sostituzione riemanniana modulare di.matrice T, che 
soddisfa alla 
(6) hay == Tes 


Consideriamo i punti di appoggio esistenti sulle due falde, una relativa 
ad S Paltra a —S, che corrispondono ai periodi wk , wh di parita nulla 
(o addirittura, il che ¢ lo stesso, ad wk = 0 , wh = 0). Essi sono assegnati 
dai 2-2? valori dei parametri 


I I 
(7) —wh , —ok 

2 2 
con wh ,wk periodi risp. reale, imaginario puro, di parita arbitraria. Ope- 
rando con T, questi punti si portano in quelli individuati dai parametri 


I I I I 
STO == ay by de 1 te hae Lk 
2 2 z 2 


e questi coincidono con i punti (7) allora e solo che 
a ee mee ae ee Le (mod. 2). 


Si & cosi trovato che T deve lasciare inalterate le parita dei periodi 
reali od imaginari puri, quindi, che ¢ pseudo-ordinaria. D’altra parte se T 
é tale, lascera anche ferma (cioé portera in s¢) ciascuna falda relativa ad S 
od a —S, dunque: 

le pseudo-ordinarie sono le sole trasformaxzioni reali (lascianti fermo il 
punto v==0) che portano ciascuna in sé tutte le falde di entrambi 1 sistemt 
di punti uniti per S e per —S ed anche in sé ogni punto di appoggio delle 
falde di un sistema sulValtro ©. 


(1) Dalla dimostrazione risulta che basta richiedere di lasciar fermi i punti di appog- 
gio, perché segua la invarianza di ciascuna falda. 


=== YG2) == 


Matematica (Analisi). — Maggiorazione dell'errore nel cal- 
colo col metodo dei nunimi quadrati della soluxione periodica di una 
equazione differenziale, lineare, ordinaria, del secondo ordine, Nota di 
P. CLEMENTE, presentata “ dal Socio G. CasTELNUOVO. 


In una mia recente Nota, pubblicata in questi « Rendiconti», ho 
stabilito alcune formule di maggiorazione per gli integrali periodici, di asse- 
enato periodo, delle equazioni “ieee lineari, eee! autoaggiunte, 
del secondo ordine, con coefficienti periodici con lo stesso periodo assegnato 
per l’integrale. 

Mi propongo ora di far vedere, come da dette formule si possa agevol- 
mente dedurre una formula di maggiorazione per lerrore di approssima- 
zione, che si commette calcolando tali integrali col metodo dei minimi 
quadrati. : 

Dette (x) e A(x) due runzioni continue e periodiche di periodo 27, 
la prima sempre positiva e la seconda di segno costante, porremo 


Loy= (0 oe) + Ay. 


Se Punita non & un autovalore del parametro 4 nelle equazioni 


d dy a 
(1) (03 )+aay=o 


FO)" (ac) = 
yo) —y'@R) =0, 


detta f(x) un’altra funzione continua e periodica di periodo 27, esiste 
certamente una ed una sola soluzione y(x) della equazione 


(3) Ly)=f(), 


verificante le (2). Per detta funzione e per la sua derivata valgono formole 
di maggiorazione del tipo 


(4) max|y| <0]! ["" [fp dx, 


(5) max | y|=Q’ a [f(x)}? d 


(1) Nella seduta del 5 febbraio 1933. 

(2) P. CLEMENTE, Nuove formule di maggiorazione per le soluzioni periodiche di wna 
equaxione differenziale lineare ordinaria del secondo ordine, « Rendiconti della Acc. Naz. dei 
Lincei», vol. VI, pp. 925-931 (1933). 


(2) 
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dove Q e Q sono quantit’ che non dipendono da f(x), e delle quali nella 
mia citata Nota si trovano le espressioni. 

; Cio posto, scegliamo un sistema di funzioni 9,,9.,+-+,@i, +++ veri- 
ficanti le condizioni ai limiti 


gi (0) —gi (2m) =0 


9, (0) —9, (27) =0, 
e€ poniamo 


JO)=f (LO) —f OF ae. 


ie) 


Diciamo Y, (x) la combinazione delle prime » funzioni 9; (x) che rende 
minimo J (y) e supponiamo che sia 


tim J (Y,(x)) =0. 


‘Yn 


Si vede subito che: Je successioni delle Y, (x) e 


convengono puntual- 


dx 
mente ed uniformenente verso la soluzione y (x) delle (2) e (3) ela sua deri- 
vat s 
ata —— - 
dx 


Ed invero dalla identita 
L(y) =LY.—f() 


si ha,: pér le:i(4)- € 459; 


max | y — Y, | =Q \/ fe (Yn) — f (xP dx = QYVJ(Y,) 
(6) : 


Bp UN ORE ess 
te oe eNO). 


max 


Vediamo ora come, particolarizzando le i, si possa precisare 11 modo 
con cui J[Y,] tende a zero. Come funzioni gi (x) prendiamo il sistema 


[ete WCOSiAMEy ESEINLR Oem COS*2 Wi) HOSEN Mi, ie 
Diciamo ap e by(k =0,1,+-+,m) le coordinate di Fourier di y (x) 
€ poniamo 
Ao i : 
Vil h)= mir > a,cos kx + desenkx . 
Si ha 
(7) Jn) =J On). 
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Supponiamo ora che f(x) e A(x) siano derivabili 2 + v volte e 6 (x) 
3+. volte; la y(x) sara allora derivabile 4 + v volte ed esistera un nu- 
mero M, tale da aversi 

| a | 
| he | 


My 


= ety 


Ripetendo alcuni calcoli sviluppati in una Memoria del prof. Picone “), 
si trova 


CO M, 
|y— yn | = 3 ay COS kx + b;, sen kx Se ae 
dy ayn gee 2M, d? ies Yn] 2M, 
Un eae |r NOTA) 1 roe dx O07 | rik Victoy) ae 


Ne segue 
2% ° = 2% | d2 y qd? Vn 


dO (dy dyn nde 


Lei Mys (ete ele Bre 
Pan fr+v 2+4+y 


In definitiva, tenendo presente le (6) e (7), possiamo dire che: 

Nelle ipotesi poste per 9(x), A(x), f(x), la successione delle combinazioni 
trigonometriche Y,(x), fornita dal metodo dei minimi quadrati, e quella delle 
loro derivate convergono puntualmente ed uniformemente in (0 , 2 7%) rispettiva- 
mente verso l’integrale periodico di periodo 27% y(x) della (3) e verso la sua 
derivata, con un massimo errore puntuale che, al divergere di n, é infinitesimo 


dé 


dx 


I 


5 a i 


ee 


MAIER ° 


(1) M. Picong, Sul metodo delle minime potenze ponderate e sul metodo di Ritz per il 
calcolo approssimato nei problemi della fisica matematica, « Rendiconti del Circolo Matema- 
tico di Palermo», to. 52 (1928), pp. 225-253. 


7c) % 
“i 
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Matematica. — Ordine minimo delle serie lineari contenenli par- 
xialmente, senza residuo fisso, una data serie lineare completa. di una 


curva algebrica, Nota di A. Maroni, presentata“ dal Socio 
F. SEVERI. 


. Cominciamo col dimostrare la proposizione: 


a una curva algebrica C contiene una gt completa, esistono sulla curva 


seriz lineari dell’ ordine n + k contenenti, senza residuo fisso, una data g’ com- 
pleta (r= 1). 


Supporremo dapprima che la g'te la g” siano prive di punti fissi; e 


inoltre che la serie lineare completa g® somma delle serie g' e g’, sia 
a +k? Sk n? 
semplice. 
Su di una curva C,,, di un Sr, immagine della serie Seeee i gruppi 


della g’ appartengono a oe di dimensione R — 2; ed i gruppi della g' a 
spazi di dimensione R —r—1. Indicheremo con Va_, la varieta razio- 
male generata da questi cot Sp_,_1. 

Si consideri, nello spazio Sp, un punto O non appartenente alla Vr_,. 
Gli iperpiani per O segano sulla C,;, una serie lineare (incompleta) 
wieke : ae 
| rare la quale contiene la g’, perché per O e per un qualsiasi Sr —, deter- 
minato da un gruppo della gy” passa un Sg—,; ma i gruppi della g” non 
A ° + j -TeHne R— ralne 
danno come residuo, rispetto alla giv ', un gruppo fisso della gi perche 
(essendo O fuori della Vg _,) gli iperpiani per O e per un qualsiasi Sr—,—; 
contenente un gruppo della gt segano sulla curva una g’—*. Cosi la proposi- 
zione € dimostrata. 

Esaminiamo ora il caso che la g*,, sia composta con una involu- 
zione yi. Questo caso puo avvenire soltanto quando siano composte con 
la yi tanto la gi che Ja g @, Allora, su di una curva I rappresentante bira- 
j 4 j I 1 I a j a j 
zionalmente i gruppi della y!, alle serie gi e g’ corrispondono due serie 
semplici gi e g’; sulla P esistono quindi, per la dimostrazione precedente, 

v v 

(1) Nella seduta del 5 febbraio 1933. 

(2) Infatti, i gruppi della pee , ottenuti sommando i gruppi della gi, col gruppo Gr ,. 
della g,', passante per un punto P della curva, debbono aver tutti in comune il gruppo 
della y,, che passa per P; ma la g/ non ha, per il supposto, punti fissi, dunque il Gz sud- 


detto deve contenere il gruppo della yi passante per P. Nello stesso modo si vede che 


uf 


anche i gruppi della g’ passanti per un punto P debbono contenere il gruppo della 1, pas- 


sante per P, 
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delle serie g’,, ciascuna delle quali contiene senza residuo fisso la g”. Ad 


v v 


; , Beg 3 
ogni ¢”, , corrisponde, sulla nostra curva C, una serie lineare g’,  an- 


calla 
v 

ch’essa composta con la ¥!, contenente senza residuo fisso la g’. 

Facciamo infine l’ipotesi che la g’ abbia a punti fissi, e che la gi ne 
abbia b. Siano g”_, ¢ gi_, le serie che da esse si ottengono facendo astra- 
zione dai punti fissi. Per quanto si é gia dimostrato, esistono serie lineari 
dell’ ordine n —a + k—b, ciascuna delle quali contiene senza residuo fisso 
la g’ |: aggiungendo a ciascuna di queste serie, come fissi, gli @ punti 
fissi della g’ ed i b punti fissi della gt si ottiene una serie lineare dell’ or- 
dine » + k, contenente senza residuo fisso la g’. 


La proposizione enunciata vale dunque in ogni caso. 


2. Dalla proposizione del n. 1 si trae subito la seguente: 

Condizione necessaria e sufficente affinché, sopra una curva algebrica C, 
una serie lineare completa 9” (r = 1) sia contenula parzialmente, senza residuo 
fisso, in una serie lineare di ordinen +k, e non in una di ordine inferiore, 
é che la curva C contenga almeno una gi e non una gi_, (sid, cioé, una 
curva k—gonale). 

Infatti, sulla curva C esista una serie lineare g’’, , contenente senza 
residuo fisso la g’, e non esista nessuna serie lineare di ordine inferiore 
ad m +k che goda la stessa proprieta. La curva C non puod allora conte- 
here una g; , se ¢ ky <<k, altrimenti per la proposizione del n. 1 esiste- 
rebbe sulla C una serie lineare di ordine n +k, ,<( n + k contenente senza 
residuo fisso la g’“), D’altra parte, la serie lineare completa g@, residua 
della g’ rispetto alla serie lineare completa contenente totalmente la g’’, ,, é 
di dimensione p = 1 per |’ipotesi che Ja g” non abbia residuo fisso rispetto 
alla age ma non puo essere 9 > 1, altrimenti sulla C esisterebbero serie 
lineari gf _(_.> di ordine k —(e—1)<k (tale essendo la residua di 
e—I punti generici della curva rispetto alla g@). La curva C contiene 
dunque almeno una gt e non una gi__, ossia & k-gonale: cosi ¢ dimostrato 
che la condizione enunciata ¢ necessaria. 

Inversamente, supponiamo che la curva C contenga almeno una g! e 
non una gi __ (sicché la gi sara completa). Allora, per la proposizione del 
n. I, esistono sulla C serie lineari dell’ordine +k contenenti la g’ 
senza residuo fisso. Inoltre, se ¢ k; <k non puo esservi sulla C una serie 
lineare di ordine m + k,, la quale contenga senza residuo fisso la g’, altri- 
menti la serie residua della g’ rispetto alla serie completa contenente total- 


(1) Veramente, per applicare la proposizione del n. 1 si dovrebbe supporre la op 


completa. Ma se essa non lo fosse, esisterebbero sulla C serie g; complete, di ordine 
= ke. : 
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mente tale g, 4, sarebbe una serie lineare almeno semplicemente infinita e 
di ordine ki <k, esistente sulla curva, il che & contrario all’ipotesi che 
sulla C non esistano serie lineari semplicemente infinite di ordine minore 
di k. La condizione enunciata é dunque anche sufficente. 


Osservaziong. — Dalla proposizione dimostrata in questo numero segue 
che se » +k é il minimo ordine delle serie lineari che contengono senza 
residuo fisso una particolare serie lineare completa g" (r = 1) di una curva 
algebrica C, questa ¢ k-gonale, e allora ¢ m +k il minimo ordine delle 
serie lineari che contengono senza residuo fisso una qualsiasi altra serie li- 


neare completa g*, (di ordine m e dimensione 5s = 1) della stessa curva. 


Matematica. — L’evoluta della superficie dei centri di carena, 
Nota di G. ArriGui, presentata“ dal Socio R. MarcoLonco. 


J 1. — Il volume di carena di un galleggiante sia costante ed eguale 
a v: la corrispondente superficie dei centri di carena, le cui proprieta dif- 
ferenziali furono oggetto di una precedente Nota @), ha una evoluta ) le cui 
falde sono definite dalle equazioni 


(1) Me= see 
M,=C lee 
(2) NO 


dove C é un centro di carena, m € un vettore unitario normale in C alla 
superficie dei centri di carena (quindi anche al galleggiamento corrispondente 
a C) e volto all’esterno di detta superficie, e 


I, Ty 


2 ear Ree ernay: 


sono i raggi principali di curvatura (raggi metacentrici principali) in C re- 
Jativi alle direzioni w,v =m /\ w coincidenti con le direzioni principali 


centrali d’inerzia del galleggiamento corrispondente a C, di cui I, e Iv sono 
i momenti principali centrali d’inerzia relativi. 


(1) Nella seduta del 19 febbraio 1933. 

(2) G. ArricHl, Introduzione alla geometria differenziale della superficie dei centri dt 
carena, « Atti della Reale Accademia delle Scienze di Torino», vol. LXVII, 1932. 

(3) P. Burcarti, T. Boccro, C, Buratt-Forti, Analisi vettoriale generale. 11: Geo- 
metria differenziale, Bologna, 1930, parte I, cap. Il, § 15; C. Buratt—Fort, R. MarcoLonco: 
Analisi vettoriale generale. 1. Trasformazioni lineari, Bologna, 1929. 
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I punti M, Mz si dicono metacentri principali per C e la superficie luogo 
definito dalle (1), (2) si dice evoluta metacentrica. 

Il raggio metacentrico corrispondente ad un qualunque asse d’inclina- 
zione parallelo al gallegiamento ¢, per definizione, la distanza fra il centro 
di carena e il piede, sulla normale per esso, della perpendicolare comune a 
questa ed alla normale al galleggiamento infinitamente vicino, ottenuto con 
una inclinazione infinitesima attorno all’asse considerato, condotta pel nuovo 
centro di carena. Esso sara dato pertanto da 


_. axXxnf\a 
os d0 


dove dO & la misura della rotazione infinitesima del galleggiante ed @ ¢ un 
vettore unitario parallelo all’asse di questa rotazione e volto in modo che, 
personificato, la veda avyenire nel senso orario. 

Per essere 


C=O naa, 


dove « é la dilatazione centrale d’ inerzia del galleggiamento corrispondente 
aC ricaviamo 


r= —(nf\2a)X (nA a)=—aXaa (nx @=o) 


e il metacentro corrispondente ¢ dato da 


| I 
M=C— —-axXaa-n- 


Da quanto sopra risulta che, in generale, r ¢ diverso dal raggio di cur- 
vatura relativo alla direzione dC e gli ¢ uguale solo quando cos (@,«@) = 1 
cio quando l’asse d’inclinazione ¢ direzione principale per C. A questo punto 


potrebbe agilmente dimostrarsi la nota relazione involutoria [iperbotica a 


I Syl ulas 
potenza zl tra il metacentro relativo ad un certo asse d’inclinazione e il 


centro di curvatura della sezione normale ad esso tangente; ma ritorniamo 
senz’altro allo studio dell’evoluta metacentrica. 

Lo spostamento di un suo punto si ottiene differenziando le (1), (2): 
per la prima falda abbiamo “) 


(1) Si tenga presente che m @ direzione nulla per « e quindi 


Com k- 90 /\ ie 08 an \ =n / Co. 
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dM, = [1 — p.¢ —H (grads px m)]dC = [1 — Toe Cam — 
Ty 40 
ea lap (grad; Iv , 22) rg nf a—lo-n f+ 
+ J H@ A Ca grads To m)] 4 


dove, detto C il noto operatore della ciclica, 


_an 
THe 


o => Co! 


& Pomografia fondamentale delle curvature della superficie dei centri di carena: 
espressioni anologhe possono scriversi per la. seconda falda. 
Dalla precedente, moltiplicando scalarmente per w, ricavasi 


iM, Xu=2(mf\aaxu—b-nf\ aXu)= 
=O (—avXatlevXa)= 


=2 (lex athe Xa)=0 (av = I, v) 


e, similmente, 


aM <== 10), 


si puo enunciare pertanto il teorema. 
« La direzione principale d’inerzia a (wv) del galleggiamento ¢ normale 
alla prima (seconda) falda dell’evoluta metacentrica », 


§ 2. — Si passi adesso allo studio della omografia fondamentale del- 
Vevoluta metacentrica: per la prima falda essa ha l’espressione 


i ae ae 
G3) i aa - dC. dM, 


Per essere 


ae 


Mt AC = du = dC w= —u Arde, 


y=nf\otH (* + bes ; n), (omografia del vettore cinetico) 
Ro i £2 


{ 


(1) I vettori w,v danno solo la direzione delle normali alle due falde. 
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dove g:,g2 sono i raggi di curvatura geodetica delle linee di curvatura tan- 


gentl a #@,U, ricaviamo 


(4) Mu y= mu Anfo—u\ H(A ste Hii) = 


= —H(w,n)o + H(™ a 0) =—H(Kew,n) as 


2 


is H(™ f ,o)=— TP A(w,n) +H(S 42,0); 


gr 2 


da una formula del § precedente risulta ancora 


dC I re 
(5) Fens E —Iy-Ca-1 — a (grads lL, D) 4 


onde, per le (3), (4), (5), avremo 
« Sulla prima falda, ?omografia fondamentale delle curvature ha la forma 


£o,= — EH (em) 3F H( +20] . E =F inet Cee ae ae 
I, gi £2 
ae ~ H (grads Iv , n)|> 
In virtt della (3) puo scriversi 


dM, Hts. du : eG dM, te de 
dC AC os pet diy lho SR nT aa 


aE “oy 


dove, per le (4), (5), 


I 
Uae grads Iu K e+ 


dM, ly Pie te 
Fe = (FO [ee grad be X os 
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per la curvatura media H, della prima falda si ricava allora la formula 
dM, dM, dM, dM, 
Hee Car ee 1G ee 
: Ss dM, dM, = 
iG gee 
dM, du dM, du 
OR acs Ge a 
Cex dM, dM, : 
erred arene 
ma, dalle formule superiori, discende 
dM, 
ae? \ ee = — 5g Bra Lbxunf\v 
dM, du I ie I 
We Age % = |e(7—7) Stn SA n/\ v 
dM, dM, I Iy F , 
7c [x aeee rae ( — era, lyxXKu-nf/v, 


e si ha, pertanto, in definitiva 


grad. Iy x u—~-grads Ih Kv + v? (E- | 
+H, =: 1 U 


(: — r| grads ly &K 


La curvatura totale o gaussiana K, della prima falda ¢ data dalla formula 


dM, dM, du 


du 
spe eee ae 
a ie aie y ou © aM, aN : 
Tee ie oa ome sl a © 


tenendo presente la forma data di sopra al denominatore e per essere 


du du 
Bere to 


abbiamo in definitiva 


Vv 
hast a 


Kistane ss 
; Ly 22 ( SS i) grads ea dS U 


RENDICONTI. 1933, Vol. XVII. 
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Per una formula di Mainardi—Codazzi ‘) si ha 


gas grads I, Xu x U “ 
onde, sostituendo nella precedente, si ricava laltra forma 


v? grads Iu KU. 
(lu —Iv)? grads ly K w 


Kee 


Formule analoghe a quelle sin qui scritte per la prima falda dell’evo- 
luta metacentrica, mediante opportune sostituzioni, potranno ricavarsi anche 
per la seconda falda. Adesso si osservi che gli spostamenti 


M, | 
iN is, ac 
dM, | 
aM; = ds, —~ Free 


corrispondenti sulla prima falda agli spostamenti principali ds, w , ds, v del 
centro di carena, soddisfano la relazione di coniugio 


dM: X63 dM; =0 

si enuncia il teorema 

« Con rotazioni isocareniche i cui assi istantanei si mantengono paralleli 
alle direzioni principali d’inerzia del galleggiamento, i metacentri principali 
descrivono un sistema coniugato su ciascuna falda dell’evoluta metacentrica ». 

Inoltre, poiche gli spigoli di regresso, corrispondenti a linee di curvatura 
dell’evolvente, sono geodetiche dell’evoluta, avremo ancora 

« Con rotazioni isocareniche i cui assi istantanei si mantengono paralleli 
all’asse principale d’inerzia del galleggiamento wv (a), il metacentro M, (M.) 
descrive una famiglia di geodetiche sulla prima (seconda) falda dell’evoluta 
metacentrica ». 

Gli spostamenti sopra queste geodetiche hanno l’espressione 


aM, = Or grad, ln Kx w- m 


dM!= e grads lu KU-n, 


da qui risulta che 
«Le due geodetiche predefinite passanti pei metacentri principali cor= 
rispondenti ad uno stesso centro di carena hanno tangenti parallele ». 


(1) Op. cit. in (2) — Parte I, cap. Il, § 13, la seconda delle (I). 


pee (S: 


Sopra la superficie dei centri di carena si consideri una linea-lungo la 
quale sia Iy = costante, allo spostamento dC sopra di essa corrisponde, sulla 
prima falda dell’evoluta metacentrica, lo spostamento 

dM; =dC ——dn 
per cui resulta 
aM X dM: =0 
e quindi 

« Le traiettorie ortogonali alla famiglia di geodetica definita superior- 
mente sopra la prima (seconda) falda dell’evoluta metacentrica, si ottengono 
con rotazioni isocareniche il cui asse istantaneo si mantenga coniugato alle 
linee lungo le quali ¢ costante il momento principale d’inerzia I, (I,) del 
galleggiamento ». 

Si osservi infine che dalla costruzione di Beltrami per il raggio di cur- 
vatura geodetica segue che un metacentro principale relativo ad un dato 
galleggiamento é il centro di curvatura geodetica di una traiettoria ortogonale 
alle geodetiche dell’altra falda dell’evoluta nell’altro metacentro principale cor- 
rispondente al galleggiamento considerato, ovvero 

«I raggi di curvatura geodetica delle traiettorie ortogonali alle geode- 
tiche delle due falde dell’evoluta metacentrica nei metacentri principali cor- 
rispondenti a un dato galleggiamento, sono dati (salvo il segno) da 


I,—l 
v 


§ 3. - A conclusione di questo studio sopra la superficie dei centri di 
carena, iniziato nella Nota citata in @ a p. 267, & opportuno fare un 
breve cenno sopra le altre due superfici fondamentali della geometria delle 
isocarene. La prima di queste & la superficie luogo dei centri T delle zone 
isocareniche comprese fra tutte le coppie di galleggiamenti paralleli limitanti 
le carene di volume v ev + Av. Lo spostamento di un tale centro T deve 
soddisfare la relazione 


(v + Av)dC* =v-dC + Av-dT 
dove 


dCt = = enh (a+ dada, 


con Ae incremento di « corrispondente a Av, 


& lo spostamento isocarenico del centro della carena di volume v-+ Av; 


(1) L. BraNcut, ie ioni di geometria differenziale, Edizione II, Spoerri, Pisa, 1902. 
Volw I, cap: 1X,)§ 127. 


sostituendo ricavasi 


d0-n/\ (a+ Aa)a=d0-nfiaa+Av-dT 
donde 
d@ 


on Ap Aa: a. 


Facendo tendere Av a zero, T tende al centro O del galleggiamento 
relativo allascarena di volume v e, al limite, 


da da Aw 
dO=ddnf\ 7a ; dove a ee WeAeCTY 


di lo spostamento sulla seconda delle superfici cui si & fatto cenno: la su- 
perficie dei centri di galleggiamento. . 
Dal confronto delle espressioni di dC ,dT ,dO risulta che la seconda 


4 AGm dae 
e la terza ricavansi dalla prima ponendo, ordinamente, ,— e =— in luogo 


Av av 


te pLigece: Sen ees 
di “> Pertanto, con opportune sostituzioni, dalle proprieta ricavate dalla su- 


perficie dei centri di carena, possono ricavarsi le geometrie differenziali della 
superficie dei centri delle zone isocareniche e della superficie dei centri di 
galleggiamento. E da osservarsi pero che non pud dirsi anche per queste 
che siano necessariamente convesse. 

Per le carene complementari, tagliate in un gallegegiante da uno stesso 
galleggiamento, le superfici dei centri di galleggiamento coincidono. Detto, 
poi, C, il centro della carene di volume v; complementare a quelle di vo- 
lume v e U il centro di volume del galleggiante, valendo la relazione 


Cc,-U=——(C—J), 


ricavasi che le due superfici dei centri di carena sono inversamente omo- 
tetiche rispetto al centro del volume dell’intero galleggiante. Sara eviden- 
temente 


IC=—onfaa 


dove m é adesso volto all’interno della superficie. 

Si osservi ancora che una qualunque &, delle superfici dei tipi consi- 
derati pud rappresentarsi sopra un’altra Z, delle medesime mediante la cor- 
rispondenza dei punti relativi ad una stessa giacitura dei galleggiamenti. 


dQ, 


L’omografia B = 10, da la corrispondenza fra gli spostamenti 


dQ; =d0-nfAy.a 


uscenti da Q, di Z, e gli spostamenti 
dQ, = d0- n/\ 2 a 
uscenti dal corrispondente punto Q, di Z,, dove y, e y, sono dilatazioni 
dei tipi 
% Au da 
: v nw A Sago 
Dalla relazione 


dQ,=6dQ., 
sostituendo a dQ, ,dQ, le loro espressioni, ricaviamo 
n/\y.a=B8(n/\y.a)=n/\CKB-ya, 
e, poiche y,@ e CKB-y,@ sono normali a m, ancora 


¥,@= CKE-¥, 4a; 


donde, per Varbitrarieta di @ 
y. = CKB-y, 
ovvero 


CKp =e" 7, 


Si osservi adesso che per essere 
CKB=1,8 —K6=K(L6—B)=KCf§, 


possiamo scrivere 


K CB ae Ne i ee ’ 
applicando loperatore K ad ambo i membri e ricordando che le y sono di- 
latazioni - 
i a SO PY ats ae eee 
e operando con C—! ad ambo i membri risulta in definitiva 


i 
Bean Cig Oy) ale Lily, ya) ee 


Da quest’ultima espressione possono dedursi i singoli valori che as- 
sume ® pei vari tipi delle superfici 4, , ,. 
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Matematica. — Proprieta di un notevole funzionale lineare e 
calcolo di esso per particolari funzioni analitiche. Nota di Sitvia 
Martis in Bippau, presentata “) dal Socio F. SEveri. 


1. In una Memoria del prof. Fantappie @ qualunque funzionale lineare 
analitico 


(1) Fly@;z] =f), 


cioe qualunque operatore distributivo che ad ogni funzione analitica y(t) fa 
corrispondere un’altra funzione analitica f(z), viene completamente caratteriz- 
zato dalla sua cosiddetta indicatrice simmetrica, cioe dalla funzione analitica 
di due variabili w(x ,«) che si ottiene applicando l’operatore alla particolare 


funzione (dit) y(t) = 


mane . Sia cioe 
toca (7.4 


I — la 


@) w(c,a) = F| a 


Nota infatti questa funzione si dimostra, nella Memoria citata, che il 
valore del funzionale per qualsiasi altra funzione y(t) del suo campo di esi- 
stenza é dato dalla formola integrale 


ies Wives 


G) f@ =F bOs = zy [| —-Fe(z. F)O4=4@, DIO 


ove C é una curva chiusa del piano-sfera complesso la quale, per ogni valore 
di z, racchiude nel suo interno tutti i punti singolari di y(#), ma lascia al- 
Pesterno tutti quelli singolari per l’altra funzione eer (: +): 
t t 

Dato che per la (2) ad ogni funzionale lineare F viene a coordinarsi 
una ben determinata funzione analitica di due variabili (la sua indicatrice 
simmetrica w(z,«)) e viceversa, per la (3), a ogni tale funzione un cor- 
rispondente funzionale lineare F, in modo che ogni proprieta dell’uno si 
riflette in una proprieta dell’altra, Jo studio di tutti i possibili funzionali lineari 
viene ricondotto a quello, molto pit agevole nello stato presente dell’ana- 
lisi, di tutte le possibili funzioni analitiche di due variabili pensate come 
loro indicatrici. Cosi per esempio, nella Memoria citata, si dimostra che ogni 


(1) Nella seduta del 5 febbraio 1933. 
(2) L. Fanrapeiz, I funzionali analilici, «Mem. della R. Accademia dei Lincei », 
serie 6", vol. III, fasc. XI. Questa Memoria verra indicata nel seguito con F, A. 
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funzione w (x ,«) razionale in «  lindicatrice simmetrica di un funzionile 
lineare F esprimibile con le operazioni di derivazione, moltiplicazione, sostitu- 
xtone, che il Pincherle chiama operazioni elementari appunto perché gid con- 
siderate nell’analisi ordinaria, e viceversa. Alla classe particolarmente semplice 
delle funzioni w(z , «) , razionali in «, corrisponde dunque la classe di operatori 
lineari esprimibili con operazioni elementari. 

Fra i funzionali lineari si presentano pure come particolarmente inte- 
ressanti quelli la cui funzione indicatrice é esprimibile mediante una funzione 
analitica di una sola variabile, come per esempio i funzionali che il Pincherle 
chiama normah, i quali hanno per indicatrice simmetrica w(z , «) una funzione 
del solo prodotto za, cioé del tipo 


(4) w(x, a) = k (xa) 


(per questa definizione di funzionali normali vedi F. A. n. 61). Tali fun- 
zionali 


(5) Niy@3sx]=f@ 


possono caratterizzarsi anche con la proprieta che se a y(t) corrisponde la 
funzione f(x), alla funzione y (ct), con c costante qualunque, corrisponde la 
funzione f (cx), st ha cioé 


(6) NO @)sd=Np@3e] =f@)-. 


Da questa proprieta segue infatti che, se indichiamo con k (z) la fun- 
zione corrispondente per il funzionale normale alla particolare funzione 


: cioe 


(7) N] = 433]=F@ 


funzione che chiameremo caratleristica del funzionale normale N, alla fun- 


corrispondera precisamente la funzione k (az); ma questa non 


zione — 


é altro che lindicatrice simmetrica di N, la quale dunque risulta funzione 
del solo prodotto «z, come nella definizione (4). D’altra parte dalla (4) segue 
subito la (6) essendo (vedi F. A. n. 50, form. 55) 


(8) Nyc); 2] =w@ Dy Ct) =k Dy (Ch =k yO =f). 


2. Fra i funzionali normali che, come ora abbiamo visto, sono com- 
pletamente individuati dalla loro funzione caratteristica k(x), cioe da una 
funzione analitica di una sola variabile, riesce spontaneo di incominciare a 
considerare quelli che hanno come funzione caratteristica funzioni di una 
variabile particolarmente notevoli. Tra queste, dopo le funzioni razionali, 
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che ci riporterebbero a funzionali esprimibili con operazioni elementari, gia 
studiati, la prima che si presenta ¢ la funzione esponenziale. In questo la- 
voro vogliamo appunto esporre sommariamente alcune delle proprieta pit 
importanti del funzionale ‘lineare normale che ha per funzione caratteristica 
la funzione esponenziale e« e che indicheremo con M, riservando a una 
Memoria pit vasta lo studio dettagliato di esso e del suo funzionale inverso, 
degno di nota poiché coincide con la trasformazione di Laplace gia studiata 
da vari autori, come il Pincherle, il Doetsch, ecc. E forse opportuno osser- 
vare che, come la funzione esponenziale con le funzioni circolari che ad essa 
si riducono sono state le prime trascendenti a presentarsi nell’analisi, cosi 
pure la trasformazione di Laplace, con lecaltre. che ad essa si riducono, sono 
state le prime trasformazioni funzionali studiate dopo quelle elementari. 

Essendo dunque k (z) = ex la funzione caratteristica del funzionale nor- 
male M, la sua indicatrice simmetrica sara data da 


(9) W(X, a) = er, 


Per la formola (3) abbiamo allora, in questo caso, come espressione 
del funzionale lineare M, 


I 
2 Tl 


(0) /O=MbOd= sy f[-tebor=4 [toe 


2 TH 
Cc Co 
dove C racchiude all’interno tutti i punti singolari di y (¢) ma lascia all’esterno 
Punico punto singolare ¢ =o dell’altro fattore (ove la y(t) deve essere rego- 
lare) oppure C, = —Ce una curva chiusa che racchiude il solo punto sin- 
golare t = o della funzione integranda. La funzione f(z) che corrisponde per. 
questo funzionale M alla funzione y(t) viene data come il residuo nell’ori- 


gine della particolare funzione (di 1) - ef y (t) dt - 


3. In questa Nota mi limito soltanto ad enunciare alcune delle proprieta 
pit. notevoli del funzionale normale M, e cioé: 
1* A ogni funzione analitica (0 ramo di funzione analitica) y (#) rego- 
> . . . . . . . ‘ 
lare nellorigine e quindi rappresentabile in questo intorno con una serie di 
potenze 


(11) OD 


corrisponde sempre, per il funzionale normale M, una trascendente intera 
f(&) data dallaltra serie di potenze 


ee) 


(12) — {@M=MVOsx = 2,5 
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che si ottiene dividendo i coefficienti della serie primitiva’(11) per i fatto- 
riali dell’indice. 

2* AlPoperazione (elementare) di moltiplicazione per 1 della funzione 
variabile indipendente y(t) fa riscontro Voperazione di integrazione fra 0 e x 
della funzione f(x), corrispondente a y(t) per il funzionale normale M, in 
formole 


(13) Mly Osa =| ME Osadde = f F@de- 


3* Alle funzioni molto semplici 


I t I t 
Pt) la ste PE a te? 


i! funzionale M fa corrispondere le note trascendenti cosh z ,senh z , cos z, 
sen z, e in generale, se si effettua il calcolo di M per una qualunque funzione 
raxionale y(t) che sia regolare nell’origine si trova che se una tale funzione ha 
poli di ordine ni nei punti al finito t = 1, ed eventualmente un polo di ordine 


no all’ infinito, la trascendente intera f(z) che ad essa corrisponde per il funzio- 
zz 

nale M é la somma di tante funzioni esponenziali e% quanti sono i poli ti a 
distanza finila, moltiplicata ciascuna per un polinomio in x di grado nj —1, 
pit eventualmente, un polinomio di ordine no se la funzione razionale y(t) é 
infinita di ordine n, all’ infinito, non escluso il caso ny = 0 im cui questo po- 
linomto si riduce a una costante. 

Applicando nuovamente Voperazione M alle funzioni che cosi si otten- 
gono, cioe alle funzioni del tipo 


W(t) == ape? 


con a ec costanti, si trovano trascendenti intere esprimibili per mezzo delle 
funzioni di Bessel di ordine 1, avendosi 


Bact ct 


M [at” ect x] == MI E (Gye ects (| —— = M [(ct)” ects x | <= ia M ie OP cz] ; 
D’altra parte e 
©O Weg = yf 
M [resz] = >, =e ——, = ( — 11k)" J C20) 


Oo” thi ryt 


dove J, (x) é la funzione di Bessel di ordine n data dalla serie 


Ae a >, ean ( = i 
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e quindi ¢ in definitiva 


M [at e's x] = < (i Vex)" Jn (2ifex ) - 


4* Ai diversi rami, regolari nell’origine, della trascendente polidroma 
y (t) = — log (1 — 2) corrispondono, per M, altrettante trascendenti intere che 
si ottengono tutte da una qualunque di esse aggiungendovi multipli interi 
di 27, 


Matematica. — Swi sistemi differenziali aventi integrali algebrici. Nota 
di G. Bara, pres. dal Socio R. MarcoLonco, 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Matematica. — Sull’omografia di Riemann relativa ad uno spazio curvo. 
Nota di T. Boceio, pres. dal Socio T. Levi-Civira. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Matematica (Geometria). — Quwualche proprieta delle trasformazioni 
pseudo-ordinarie. Nota di S. CHERusiNno, pres. dal Corrisp. G. Scorza. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Matematica. — Sur les équations aux différences finies. Nota di M. GHEr- 
MANESCO, pres. dal Socio T. Levi-Civira. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Matematica. — Sur la transformation canonique simultanée de plusieurs 
matrices non hermitiennes ni unitaires. Nota di R. L. Gomes, pres. dal 
Socio T. Levi-Civita. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Matematica. — Sulle algebre dotate di modulo composte mediante una 
loro semialgebra normale. Nota di N. Spampinato, pres. dal Corrispondente 
G. Scorza. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo, 
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Meccanica. — La riproduzione meccanica del volo degli esseri 
ala. — Risultati sperimentali e confronti con gl esseri di Natura. 
Nota di G. CastaGneris, presentata “? dal Corrisp. G. A. Crocco. 


Era ancora insoluto il problema della riproduzione meccanica del volo 
degli uccelli e degli insetti, nonostante l’uomo si cimentasse a tale studio 
da secoli con pit serie di tentativi ingegnosi. 

Gli studi di fisiologia sperimentale hanno ben messo in evidenza alcune 
delle principali caratteristiche apparenti sul volo degli uccelli e degli insetti 
- ma i risultati di tali analisi sperimentali non condussero che a suggeri- 
menti di carattere induttivo. 

Partendo dalle formole fondamentali dell’aviazione il colonnello Renard 
(Francia) nel 1900 stabiliva gia che Ja bonta di un sostentatore ortoptero 
dipendeva dal numero di unita di potenza consumata per chilogrammo di 
peso sollevato, e che un sostentatore ortoptero consumerebbe tanto maggiore 
energia per chilogrammo sostenuto quanto piu lentamente si muovessero le 
ali. Successivamente gli studi di fisiologia sperimentale hanno messo in evi- 
denza che la potenza sostentatrice di un essere alato di natura veniva pre- 
cisata dal rapporto S/P della superficie alare S al peso sollevato P. Fra i 
vari fisiologi che si occuparono di questo problema va rilevato il Lenden- 
feld che nel 1905 pubblicava sulla « Naturwissenschaftliche Wochenschrift » 
una serie di rilievi fatti sopra esseri alati di diverse specie e a caratteristiche 
differenti di volo. 

Nel « Bollettino della Societa Aeronautica Italiana », anno 1906 (pp. 156, 
158-159), furono riportate le riproduzioni meccaniche da me fatte di una 
libellula, e di alcuni insetti tipo mosca e farfalla in grandezza 30 volte al 
naturale. Con tali riproduzioni io intesi particolarmente studiare il funzio- 
namento degli organi meccanici. Quanto maggiori le superficie alari risul- 
tavano pero sempre dei pesi organici e dei momenti di inerzia proibitivi e 
impossibile il tentare le grandi velocita di battuta. 

Ripresi in questi ultimi anni i miei lavori sperimentali operando se- 
condo il concetto del Renard della necessita della maggiore possibile velocita 
di battuta delle ali per avere il miglior rendimento della potenza consumata. 
Per un criterio definitivo al riguardo organizzai apposita bilancia di misura in 
cui un peso gravitante ad una estremita della bilancia annulla il peso dell’appa- 
recchio da esperimentare disposto all’altra estremita del bilancere medesimo. 


(1) Nella seduta del 5 febbraio 1933. 


ee, 


Disturbato l’equilibrio del bilanciere occorrera aggiungere all’apparecchio in 
esperimento un dato peso che indichera il sostentamento fornito. Stabilita 


allora la relazione fra il sostentamento fornito dall’apparecchio in esperimento, 
la superficie alare totale impiegata, la velocita di battuta della superficie alare 
medesima, si hanno allora tutti gli elementi necessari per valutare diretta- 
mente l’effettiva potenza del sostentatore in esperimento. 


Fig. 2. 


I] metodo della bilancia cosi adoperato si presta agevolmente, sia per 
piccoli modelli, sia per modelli in grandezza dell’apparecchio al naturale. 

Nello studio della costituzione organica della superficie alare necessaria 
per un dato peso da sollevare, risulto preferibile costituire la superficie alare 
secondo una raggiera conica di un numero n di ali elementari disposte al 
loro attacco circolarmente in un unico piano e rotanti come le ali di un mu- 


” ies 


lino a vento attorno all’asse del sistema. Risultd pure la necessitd per le ali 


elementari di avere una struttura organica la pit: leggera, e della massima 
finezza di forma, e la massima lunghezza possibile per fornire una velocita 
di battuta la maggiore possibile. Nella disposizione a raggiera conica le ali 
elementari vengono a trovarsi combinate a coppie simmetriche rispetto al 
mozzo di supporto costituendo cosi un organo meccanico perfettamente equi- 
librato in tutte le sue parti e in tutti i suoi movimenti rotatori. 

Per il governo dell’orientamento della superficie delle ali elementari nei 
singoli punti della traiettoria battuta, riuscii ad un dispositivo.semplicissimo. 
Al centro del mozzo di supporto,’ della raggiera conica di ali elementari, 
sporge un piccolo asse a gomito e immobile, che costituisce un organo eccen- 
trico fisso al quale fanno capo a snodo cardanico delle aste di guida, una 
per ogni ala elementare, che comandano I’orientamento della superficie della 
rispettiva ala. ; 

Ogni singola ala elementare per circa 240° della sua traiettoria circolare 
batte ortogonalmente |’aria urtata (fig. 1) e nel percorso dei due settori rima- 
nenti, di 60° ciascuno, compie la sua rialzata e il suo raddrizzamento, ritor- 
nando alla posizione ortogonale nel preciso punto voluto per la successiva 
battuta di volo sostentante. Variando di posizione il piccolo asse a gomito, 
eccentrico e fisso, varia la posizione della zona di battuta ortogonale e varia 
il sostentamento fornito. 

Nei modelli di ali elementari queste furono mano mano ridotte fino 
al tipo zanzara (fig. 2). 

Vediamo ora i risultati ottenuti. 

Per uniformita di correlazione dei dati relativi alle varie esperienze che 
qui riassumo, si abbia: 


S = superficie alare totale in metri quadrati; 

n = numero totale di ali elementari; 

v = vvelocita di battuta in metri al minuto secondo; 
P = peso sollevato in chilogrammi; 


HP = forza motrice impiegata; 
S/P = millimetri quadrati di superficie alare per ogni grammo di 
peso sollevato. 

I valori P, S/P stabiliscono le caratteristiche del modello esperimen- 
tato, ed S/P é il dato di confronto di ogni modello con i rilievi corrispon- 
denti del Lendenfeld sugli uccelli e insetti di Natura. Per ogni serie di 
esperienze sono date le sole medie dei risultati rispettivi. 


Espe- Pe Oggetto S i P 
rienze| tp delle esperienze 
A | mano 0.1110 8 2.8 0.100 
B 1/4 Variazione velocita 0.1232 8 10 0.160 
» » » Wes 0.180 
Cc » Pesi prefissati 0.2000 8 WP 0.060 
Ricerca di v. » » 9.6 0.080 
» » 10.2 0.100 
» » » — Aria mossa. » » 9.6 0.130 
» » 13 0.140 
D » Variazione numero ali 0.0312 4 6° 0.100 
0.0624 8 6 0.160 
1B » Ali compensate. 0.0616 8 6.6 0.195 
F 4.5 2 mq 8 2.9 2.7 
G 7 Motori ‘accoppiati . 2» 8 a2 4 
H 4.5 Ali strette — concave 3) 16 4 4.100 
ie » Ali scanalate 2» 8 4.6 3.200 
» 4 » 16 4.2 5-600 
K 2.5 | Variazione forza motrice 4» 16 2.65 | 3.200 
4.5 Dy ay) » 4.2 5 600 
L 4 Attacco rigido ali . 0.0212 8+} “ag 0.095 
Attacco elastico » » 18 0.095 
M Variazione velocita: 
Motore doppia molla . 0.0212 8 2 0.030 
"4 » » 15 0.095 
N 2 Aumento numero ali. 0.0212 8 18 0.095 
OLO 317 ee lanl 14 0.120 
0.0634 | 24 10 0.120 
O » Variazione lunghezza ali: 
lungh. 25 c/m.. 0.0212 8 15 0.095 
94) BOs 5» 0.0371 » 52 0.180 
» oi) 0.0364 » 20 0.140 
seh pat Ali concave dietro 0.0212 SUllits 0.100 
Motore doppia molla. » » 2 0.040 
Q 2 Ala tipo mosca. 0.0705 | 12 15-4 0.135 
R » » concava sotto e sopra. 0.0336 8 12 0.100 
S » Bordo ingrandito . 0.0212 8 15 0.095 
g » Peso sostentato a fermo . 0.0371 8 ie) 0.140 
Peso innalzato . » » » 0.180 


ae aaa Ay 
.: 

- 

; 

; 


Passiamo ora ai confronti con i dati rilevati dal Lendenfeld “ sugli es- 
seri alati di Natura, uccelli ed insetti. 


Riporto qui la tabella del Lendenfeld. 
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| Uccell: 
1e S S/P 
SN UENTRY Sg WS GD mq. 0.8000 m/mq. 67 
Aquila marina. » 5 » 0.7937 » 160 
CicOgnd ee aes 5m 2205 » 0.4506 » 196 
Eaciano sme n> I » 0.0880 » 88 
Gabbiano@eteme) >) 1.035 » 0.2380 » 230 
@ormacchiaes2= >!) § 10:505 » 0.1286 » 216 
PICCIONC Hai nee De 0.203 » 0.0608 » 207 
Balcones hic ica. 0:260 » 0.0680 » 261 
OLAS Ate ae eee aeRO: OT; » 0.0662 » 336 
Martinettoum 6 >) 003315 » 0.0144 » 430 


Insetti — volo remoso: 


Calabrone '. <. gr: 0.44 mq. 0.000130 m/mq. 234 
A Caer ee 0.074 » 0.000039 Die A2S 
Moscaueaner 4-8 /-eea EOLOT » 0.000018 » 1800 
ZANZaATaT . i 20,003 » 0.000030 » 10000 _ 


Insetti — volo a vela: 


ibellulay ee et 9 mq. 0.001330 m/mq. 148 
Parfalla® 2 3928 9) 10:34 » 0,001120 bh 33 3 
Ealenaveee ee Dae. 92 » 0.001864 eeeOTi 


Sulla scorta di tali elementi vediamo i confronti. 


(1) «Naturwissenschaftliche Wochenschrift », 1905, e vedi anche « Bollettino della 


Societa Aeronautica Italiana», 1906, p. 32. 


aS 


Confronto fra i risultati sperimentali e i rilievi del Lendenfeld: 


: Uccelli Insetti 
Esperienze S/P s/P 
O-T-_P: Cicogna lg a SLOG 
$/P = mjmq-. 205 = 205'= 212 PNCORE ie ArT zh 
Cormacéiide. an F205 
L-M-N-O-S: ; 
S/P = m/mq. 225 - 225 - 225 - Gabbiano . . 230 Calabrone@ s=. 234 
225 - 225 
Ory Nee EAlcome ane aco ad 
S/P = m/mq. 250-265 - 270 PasserOy-s 1 e270 
D-E-R-D: 
; Foliga. <a) a 2 1330 
S/P = m/mg. 312 - 315 - 336- iardnenomen as A DOsE an cern AS 
390 
G-Q-N-P: 
Rondinez esas a5 55 — 


S/P = m/mgq. 500 - 520- 530 


Come si rileva tutte le singole esperienze hanno fornito un rapporto S/P 
in precisa corrispondenza con la serie di rilievi fatti dal Lendenfeld. 

Si puo quindi dichiarare che la riproduzione meccanica del sostenta- 
mento dinamico posseduto dagli uccelli e insetti é definitivamente ottenuta. 
E si hanno i primi insegnamenti per iniziare lo studio effettivo dell’avia- 
zione ad ali battenti. 
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Meccanica. — Su di una rappresentazione geometrica della 
leoria delle travi inflesse. Nota di E. Froxa, presentata “) dal 
Socio G, Fusint. 


E noto come lo studio di parecchi problemi, riguardanti le travi inflesse, 
possa venire vantaggiosamente trattato con equazioni integrali lineari, del 
tipo di Fredholm; queste equazioni vengono in generale, introdotte attra- 
verso corrispondenti equazioni differenziali, le quali, alla lor volta, discen- 
dono dall’equazione della linea elastica: 


[EI @)y" @)" = — Pp). 


E ancora noto, come questa equazione venga ricavata dalla teoria del- 
Velasticita a prezzo di ipotesi non rispondenti alla realta, e di notevoli sa- 
crifici logici. PuoO sembrare interessante ricavare direttamente |’ equazione 
integrale, ammettendo, oltre ovvie condizioni di continuita e derivabilita, i 
solo principio della sovrapponibilita degli effetti, senza passare attraverso 
Pequazione - differenziale, cosi fortemente compromessa. 

Con questa Nota si cerca di risolvere tale problema, dando inoltre una 
rappresentazione della teoria delle travi in uno spazio ad infinite dimensioni. 

Considero Vasse geometrico di una trave come un intervallo (O’, L) 
di una variabile reale x; considero in questo intervallo una qualunque suc- 
cessione completa di funzioni ortogonah, normali: 


1 (X) Po (x), ++ Pm (x), oo 


godente la propricta, che ciascuna di esse possa essere una linea elastica 
della nostra trave, che soddisfi, cioé, alle condizioni di vincolo e derivabi- 
lita caratteristiche delle linee elastiche della trave in questione. Sia dato in 
(O,L) un carico p(x), si calcolino i coefficienti dello sviluppo di p(x), 
in serie di @m(x), essendo questi dati da: 


pu =| han C8) dx 


e non si faccia alcuna ipotesi sulla convergenza, potendo lo sviluppo anche 
rimanere allo stato puramente simbolico. 

E evidente che, per i nostri scopi, due p(x) che abbiano gli stessi 
coeflicienti, sono equivalenti: esse infatti non possono differire che per una 
funzione nulla in quasi tutto (O,L), e tale che moltiplicata per una qua- 
lunque funzione regolare, ed integrata in (O,L) dia valore zero. 


(1) Nella seduta del 19 febbraio 1933. 


RENDICONTI. 1933, Vol. XVII. 20 
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Considero una varietd euclidea V,. ad una infinita numerabile di dimen- 
sioni, in essa un sistema cartesiano ortogonale, di assi x,. Ad ogni fun- 
zione p(x) faccio corrispondere un punto P di Va, avente per coordinate: 


Xy= Py > X2. = fay ee* Xn =pnge-? 


Un carico nullo sara rappresentato dall’origine, due carichi proporzio- 
nali da due punti allineati coll’ origine. Un carico somma di due carichi 
dati, avra per coordinate la somma delle corrispondenti coordinate degli ad- 
dendi: varrd cioé, per la somma dei carichi la somma vettoriale, nel senso 
che, se P é il punto rappresentativo del carico somma, e P’, P’’ i rappre- 
sentativi degli addendi: 


> > 
OP = OP = OP”: 


Le combinazioni lineari di m carichi dati, staranno nella V,,,, piana 
determinata dall’origine e dagli m punti rappresentativi; un carico uguale a 
@n (x) sara rappresentato dal punto unita dell’ennesimo asse. 

Come rappresentiamo i carichi con punti P, cosi nella stessa Voo pos- 
siamo rappresentare le linee elastiche con punti Y. Se ammettiamo che, 
data la trave, vi sia corrispondenza biunivoca tra carichi e conseguenti linee 
elastiche, e che sia valido il principio della sommabilita degli effetti, ovve- 
rosia se ammettiamo che: dando il carico P’ la linea elastica Y’, il carico P” 
la linea elastica Y’’, il carico aP’ + bP” dia la linea elastica aY’ + DY”, 
si deduce che trai P e gli Y resta subordinata un’affinita, e che, se infine 
si suppone che a carico nullo risponda linea elastica nulla, laffinita in que- 
stione sara omogenea, e sara retta dalle equazioni 


co 
ys = Qasr pr (s=1,2+++ 00). 
rr! 
Ricapitolando, il comportamento elastico: di una trave resta rappresen- 
tato da una affinita omogenea in uno spazio ad infinite dimensioni, affhinita 
che € a sua volta rappresentabile con una matrice infinita: 


Orr Aro hr 3 2 + + Arm * 
Kar Xoo Oo3 °° * hom * 
X31 A3> X33 2 pape, A3m hess 
(od ° 


eee eee ese eee eee eee eeee 


Ont An2 Anz +++ Ann * 


eee eec eee eee eee eee seen se 


ee eee eee eer eee ee eee eee 
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Usando il linguaggio simbolico potremo scrivere:. 
(2) YY == aP 


e traducendo analiticamente: 
Vk 
(x bis) vs) = [ NO, He@ak 


dove N(x, &) (a parte questioni di convergenza) & una funzione di x, &, 
i cui coefficienti in serie doppia di @n(x) sono dati dai termini della ma- 
peice... 

Se ammettiamo il primo principio di reciprocita, possiamo indagare 
oltre nelle proprieta della matrice «& “. 

Definisco prodotto di un P per un Y quello scalare, che si ottiene som- 
mando i prodotti delle corrispondenti coordinate di P e Y, sempre inteso 
che la somma cos} definita abbia un significato, sara cioé: 


(2), PY = a pm Ym 


ora ¢ immediato che il prodotto simbolico (2), che pud anche pensarsi come 
prodotto interno di OP per OY, puo essere tradotto analiticamente in: 


— 


ee) i 
(2 bis) Pie > Pm Vin =) p(x) y(x) dx 


e concludere che il lavoro di un carico P per una linea elastica Y é espri- 
mibile a mezzo del prodotto PY, 0 cio che & lo stesso, a mezzo di: 


> > 
OP OCON, 
Cid premesso scriviamo il teorema di Betti nel nostro linguaggio sim- 


bolico 


(3) Pp’ yi a5 [zee wt 
ma tenendo presente la (1) la (3) diventa: 
(4) 2 eh eae a laa Sai 


Ma (4) deve essere vera per qualunque coppia di P’ e P’’, quindi la 
matrice a deve essere simmetrica, deve cioé essere: 


Ann = Snm 


(1) Il primo principio di reciprocita pud essere dimostrato indipendentemente dalle 
equazioni dell’elasticita, nel nostro caso basta ammettere l’indifferenza dell’ordine di suc- 


cessione dei carichi 
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Oppure analiticamente : 


NC a) = ee) 


La matrice « ci rappresenta: ed un operatore capace di trasformare 
le P in Y, e una funzione in due variabili N(x, &); interessa vedere il si- 
enificato fisico di « come rappresentante di N(x, &). 

Consideriamo la funzione 8(x), definita come funzione nulla da + co 
a —co, eccetto nel punto x = 0, ove é affetta di una singolarita di tal 


fatta, che: 
+00 
/ o(x) d= 1 


— 00 


e per la quale valga la nota proprieta: 


b 
[eG ste arse) OLX 60 = be Ay ye eg oe 
a 


(Wee 


La funzione della x ,3(x —8&) in (O,L) mi rappresenta il carico con- 
centrato unitario in €, ed il suo punto rappresentativo A; sara di coordi- 


nate: 
9:(&) , 9 (&) x tee »Pn(&), eee 


Al variare di & tra O ed L Ay descrive una V, nella Vq che indico con 8, 
e che rappresenta il luogo dei carichi unitari concentrati, mentre il luogo 
dei carichi concentrati di intensita qualunque ¢ rappresentato dal cono che 
dallorigine proietta V,. 

La funzione 8(x — &) come funzione di due variabili & rappresentabile 
dalla matrice unita: 


oe) 
al 
oO 
S) 


(o) 
ie) 
— 
o) 


'@ 0 (0: 0 Je. 2 6) 0 ee. (e 6: 0 @..6)6.0:10 61-6 


che puo anche essere considerata come l’operatore identitd nella Vey. 
Cio premesso, consideriamo un punto Ag di 8, e applichiamo lafi- 
nita «, il punto trasformato sara caratterizzato dalla linea elastica: 


Ne. e)= [ N(x, 8) 8 — 9) dE. 


Abbiamo, che se consideriamo N(x ,&) con funzione della sola x, i 
punti che la rappresentano, al variare di & descrivono il luogo trasformato 
di 8, sono cioé i rappresentativi della linea elastica per un carico unitario 
concentrato in posizione €, di conseguenza i coefficienti di « non sono altro 
che i coeficienti dello sviluppo in serie doppia della funzione di x e & che 
rappresenta l’abbassamento del punto di ascissa x, per il carico 1 nel punto 
di ascissa &. 

Il lavoro di deformazione che compie il carico P crescendo da zero 
al suo valore finale, abbastanza lentamente, da non causare fenomeni vibra- 
tori, sara espresso da: 

(5) £=—P-aP 
2 
od in forma esplicita : 


(5 bis) Ls > Din &mn Pn 


mn 


Cerchiamo quali sono le condizioni cui devono soddisfare i P, perché 
il Javoro di deformazione, che essi sono capaci di compiere, sia una quan- 
tita positiva prefissata K. La (5 bis) ci dice che le coordinate dei carichi P 
devono soddisfare un’equazione del tipo: 


(6) 295 Amn Pn =n ee 

Wit 
Ora la (6) nelle p, si pud considerare come l’equazione di una iperqua- 
drica della V.., ed anzi essendo §& pm enn pn definitiva positiva, perche eguale 


mn 


ad un lavoro di deformazione, la iperquadrica potra essere considerata come 
un iperellissoide; mancando in (6) i termini di primo grado, I iperellissoide 
avra il centro nell’origine del sistema di riferimento. 

Gli assi dell’iperellissoide individuano, a meno di un fattore di propor- 
zionalita, una successione di funzioni; essendo gli assi tra loro ortogonali, 
anche la successione di funzioni sara ortogonale, 1 punti di tali assi distanti 
uno dall’origine, rappresenteranno un sistema di funzioni ortogonale e nor- 
male, a cui potremo far assumere il ruolo di sistema di riferimento. 

Eseguendo tale cambiamento di coordinate, che chiameremo canoniz- 
zante la (6) nel nuovo sistema, essendo l’iperellissoide riferito ai suoi assi, 
assumera Ja forma canonica: 


@) D Pir On Pn = Don pr = 2K, 


mm 


cioé, riferendoci al nuovo sistema di assi cartesiani, la matrice @ sara ri- 


Suet . . , 
dotta ad essere una matrice diagonale, essendo nulli i termini «,, con m==n ; 
concludendo, data una trave é sempre possibile rappresentare, carichi e de- 
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formate, servendoci di un appropriato sistema di funzioni ortogonali, tali che 
laffinita, che lega i carichi alle linee elastiche, sia rappresentata da una ma- 
trice diagonale, e tale che le iperquadriche isoenergetiche siano iperellissoidi 
con gli assi adagiati sugli assi del sistema di riferimento. 

Questo sistema di riferimento é quello delle funzioni parametriche del 
nucleo N(x ,&), mentre i parametri sono dati dai quadrati dei semidiametri 
dell’ iperellissoide: 


, , 
PaP= Dd on Pn = Tos 
m 
Infatti, chiamate y»(x) le funzioni di riferimento del nuovo sistema, 
poiche si é operata la trasformazione canonizzante, il nucleo sara esprimi- 
bile con: 


(8) N(x, 8) = SS 0, Ym (x) ¥m(E) = > week 


mt m=!I 


mentre la iperquadrica di lavoro 1/2 sara esprimibile con: 


CO co 


(9) See Stakes 


m—1 m=! d,. 


se indico con dm i semiassi di (9), tenendo conto di (8), che so convergere 
uniformemente ed assolutamente; e se chiamo Am i parametri di N (x, &), ho: 


(10) An = a, . 


Quale sia l’importanza dell’iperellissoide isoenergetico (2), si vede con- 
siderando il fenomeno delle vibrazioni libere della trave, quando si supponga 
la massa uniformemente distribuita sull’asse, allora le successive frequenze 
sono eguali al rapporto della lunghezza dei semiassi, per il valore della ra- 
dice quadrata della massa per unita di lunghezza diviso per 27; mentre il 
fenomeno vibratorio pil’ generale é rappresentabile con termini, ottenuti 
moltiplicando funzioni ym(x), rappresentate, a meno di un fattore, da punti 
dei semiassi, per termini del tipo: 


Am COS (a) t oh en| 5 
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Meccanica. — Teoria della turbolenza. — Conseguenze anali- 
iche e confronto con lesperienza, Nota II di G. D. Marriott, pre- 
sentata‘ dal Socio T. Levi-Civira. 


1. — LECGE EMPIRICA DI SIMILITUDINE E LEGGE DI RESISTENZA. 


In una Nota © pubblicata in questi « Rendiconti » ho posto i fondamenti 
di una teoria dinamica dei moti turbolenti nei tubi a sezione circolare, che 
risultava compendiata nel sistema di equazioni 


or? 


(1) —Pkrvy'= 


(2) (Pkrv’) = are’. 


Le equazioni (1) e (2) sono sufficienti alla determinazione delle due 
incognite: v,/?k. La separazione di / da k nel prodotto I?k esige un’ulte- 
riore equazione, sulla cui probabile forma sara solamente accennato alla fine. 

Integriamo una volta Ja (2): tenuto conto che /, per il loro signifi- 
cato sono finiti sull’asse del tubo, si ha 


ES Pkrv’ —= [rv’— (v a Vinee) | 


dove Umax € la velocita per r =o (asse del tubo). 
Indichiamo con R il raggio del tubo, ed assumiamo come variabile al 


posto di r 
; 


S=R> 


allora le equazioni (1) e (2’) diventano (indicando con un punto la deriva- 
zione rapporto a &) 


G) —(jx) FREP =e 
oS (x)! Rap eaee Oe Ol 


I risultati d’esperienza sugli efHussi turbolenti nei tubi si possono com- 
pendiare, nei riguardi formali, in queste due leggi: 


(1) Nella seduta del 22 gennaio 1933. 
(2) Teoria della turbolenza, questi « Rendiconti», 
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I. Legge di similitudine di Stanton®), —- Ad esclusione delle immediate 
vicinanze della parete (di cui apparira la necessita) e per numeri di Reynolds 


max U 


7 talaes v 
abbastanza grandi, la quantita adimensionale 
yo 
2 


la stessa per tutti i fluidi e tubi, e indipendente sia dalla viscosita che dal 
grado di -levigatezza della parete. 

IL. Legge di resistenza). - Negli efflussi turbolenti puri - nei quali 
cioé la viscosita non interviene in alcun modo, nemmeno come condizione 
al contorno, e che sono realizzati nei tubi mediocremente rugosi — detta 
V la velocita media, si ha 


é una funzione della €, 


(5) c= cy 


con c costante adimensionale e universale. 
Conformemente alla I assumiamo come nuova incognita 


(6) “= ——_, 


che dovra risultare una f (&). 
Prendendo il valor medio, sulla sezione del tubo, dei due membri 


della (6), si ricava 
; Umax ar Vv 
2 | ede = rs 


per cui la legge di resistenza II € soddisfatta se, e solamente, la velocita 
massima Umax € proporzionale alla velocita media V. 

Cio pud avvenire, evidentemente, in infiniti modi; senonché il modo 
di influenzare lefflusso che in questa teoria verra attribuito alla viscosita, 
ci porta, net moti turbolenti puri, a specificare in modo determinato la rela- 
zione tra Umax € V, ammettendo che la velocita v alla parete sia nulla. Si ha 


allora dalla (6) 


e la costante c della legge di resistenza II diventa 


Gm 2 (u— 2[ uke): 


oO 


(1) T. E. Sranron, The mechanical viscosity of fluids, « Proc. R. S.», vol. 35, p. 366 
(1911). 
(2) Cf. De Marcut, Idraulica, vol. 1 (Hoepli, 1930), p. 154. 


® 


Espresse per la w, le (3), (4) divengono 


(4') ia) bReu == 9 [— Bu + ul, 


dalle quali appare che, essendo w una funzione universale della &, dovra 
essere 


oR 


BK ao; 


con x costante adimensionale indipendente sia dal fluido che dal tubo (nel- 
Vambito di validita della legge di Stanton). 
Eliminando /?k, si ha infine dalle precedenti 


u an a 


= x 
i ae : 


ed integrando una volta 


u 


(7) aS 


La costante d’integrazione C & determinata noti u e u in un punto del- 
Pintervallo o!—\1 per Ja &, e vien naturale di procedere a questa deter- 


minazione in base ai valori che u e hanno sulla parete (€ = 1), oppure 
sull’asse del tubo (€ = 0). Un ulteriore perfezionamento della presente 
teoria, potra forse consentire di assegnare la C come conseguenza del mec- 
canismo marginale della turbolenza; vale a dire dei fatti meccanici che si 
svolyono nello strato pit esterno a contatto dalla parete, oppure nel cilin- 
dretto centrale di raggio delVordine del valore che ivi assume il percorso 
di mescolamento |. Per ora limitiamoci a valutare la C sulla base dei 
dati d’esperienza; orbene, si € condotti a questo notevole risultato: Ja curva 
empirica che da la u in funzione della &, ¢ formata da due archi di due in- 
tegrali della (7) corrispondenti a valori diversi della C; uno per Varco che 
parte da &=0, Valtro per quello che sinizia in § = I. 

Questo fatto cessa di avere il carattere paradossale che subito si sa- 
rebbe portati ad attribuirgli, ove si pensi che, come si ¢ detto sopra, nella 
teoria completata con le condizioni al contorno, si hanno due modi di de- 
terminare la C: in base al meccanismo centrale e a quello perifetico, 1 
quali sono senza dubbio di natura diversa, e non & detto a priori che essi 
debbano condurre allo stesso valore di C. Nella realta si & proprio forzati 
ad assumerne due diversi; cosicché in un punto — che € prossimo a 


ats ul at ae 
—&—o0.7 - v’é una discontinuita della ca espressa per la derivata prima u 


—~ Van 
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(nella realta fisica si ha uno stretto intervallo di variazione rapida della z): 


Questa singolarita dei moti turbolenti nei tubi e anche plausibile se si con- 
sidera la cosa da un punto di vista di perturbazioni di un efflusso regolare. 
Le perturbazioni partono dalla parete o dall’asse del tubo, ed essendo di 
origine indipendente, si scontrano saldandosi in un punto intermedio attra- 


é esp ano, od? 
verso una discontinuita di co 


Riporto infine in un diagramma la curva empirica © e quella calcolata 
integrando numericamente la (7) ®. Occorre assumere x = 0.4427 in tutto 
ol—!1; cio che riafferma il carattere specifico di x quale costante di turbo- 
lenza; mentre bisogna fare C = 1 nel tratto AB, e C = 1.308 in OB. 

La x & anzi una costante universale, perché essa si ritrova, con l‘iden- 
tico valore, anche (ad es.) nell’equazione della turbolenza nei canali. 


(1) Proviene da misure di Nikuradse, ed é@ riportata ad es. in W. MUtter, Einfiih- 
rung in die Theorie der xahen Flissigkeiten, p. 359 (1932). Oppure in W. TOLLMIEN, The pre- 
sent state Gages brterae problem, « California Institute of technology», Pasadena. 

(2) L’integrazione della (7) si riduce alla quadrature assumendo come incognita 


Une ae 
y = —. Si ottiene 


3 


da cui 


Ey = Cony —y 


oe. a ee 
°8 &, Ceny — y 
Yo 


Come appare dal grafico, V’accordo tra teoria ed esperienza non sarebbe 
desiderabile migliore. Si pud essere tentati di estendere l’arco integrale AB 
fino all’origine: si ottiene la curva tratteggiata che, volendo, di una gros- 
solana approssimazione di quella empirica, ed anzi ¢ contenuta nella striscia 
formata dai punti sperimentali. Io ritengo perd pit conforme alla realta 
l’impostazione precedente, perch l’esame di tutte le misure di cui ho potuto 


: Seat : cE oe DR 
disporre palesa evidentissima l’esistenza di una discontinuith di —- quale 


g 


funzione di u nell’intorno di Shae O 7. 


2. — INTERVENTO DELLA VISCOSITA. 


Nella teoria precedentemente svolta non si sono fatte intervenire in alcun 
momento, finora, le condizioni alla parete. Qualora esse si riducano a u =0, 
od anche u = cost. determinata, avente carattere universale, si puo parlare 
di un efflusso turbolento puro, in quanto per esso vale la legge di resistenza 
quadratica. Nella realta per i tubi lisci la resistenza dipende da una potenza 
della velocita << 2 (= 1.75); e nella rappresentazione empirica dei dati spe- 
rimentali, cio risulta dall’adottare come rappresentazione del coeftficiente ¢ 


della formula (5) in funzione del numero di Reynolds, N, 


¢ = Y(N) = aN-os, 


Lo schema da adottarsi per rendere conto dell’influenza della viscosita 
si presenta naturale: conviene ammettere che tra la parete e la colonna fluida 
turbolenta — nella quale vale la legge di velocita che risulta dall’integrazione 
della (7) — sia interposto uno strato di piccolo spessore (Grenzschicht) dove 
il moto fluido ¢ Jaminare, cioé retto dalla sola viscosita: la velocita é nulla 
alla parete, ad avrd un valore u** (in misura adimensionale) sulla superficie 


e l’integrale ¢ di facile calcolo numerico. La curva empirica indica i valori da assumersi 
per &,,¥., che possono riferirsi a due punti qualsivoglia; uno relativo al tratto AB, Valtro 
a OB. Poiché lintegrale é finito anche per y = 0, appare che nessuna curva integrale pas- 
sante per l’intorno di O transita per l’origine € = 0,u = 00 (escluso il caso che tra Ce x 
sia soddisfatta una relazione immediatamente determinabile, ma che non é verificata nel 
caso concreto; anzi ogni integrale che risponde all’ attuale problema taglia l’ascissa & in 
un punto prossimo a 0 (= 0.0317...). Cid é in apparente contraddizione con la circostanza, 
che si é naturalmente portati ad ammettere, che u divenga 0 per §=0, € non per ==0, 
sia pur assai piccolo come é attualmente. Non bisogna dimenticare due fatti: che lequa- 
zione differenziale della turbolenza é l’approssimazione continua di un fenomeno intrinse- 
camente discontinuo, e che l’origine (asse del tubo) é, in certa guisa, una posizione sin- 
golare nel meccanismo discontinuo anzidetto. Inoltre pud anche darsi che il valore trovato 
0.0317... per l’ascissa di velocita massima, sia il valore da attribuirsi al percorso di me- 
scolamento J nell’intorno dell’origine (pitt precisamente in § = 0.0317...); ed allora, in 
relazione al significato statistico attribuito alla velocita, ¢ naturale porre u = cost. (= 0) 
in tutto il cilindretto assiale di raggio /. 
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che lo delimita internamente. D’altronde la sottigliezza di questo strato vi- 
scoso, ci consente di assumere valido sulla stessa superficie, per la colonna 
turbolenta, il valore u* che ad w compete a norma della (7) sulla parete 
% = 1; cosicché la velocita massima adimensionale sara 


Umax = e+ u™, 


e la velocita nei punti interni 


dove 


per cui il coefficiente c della (5) dovra essere 
¢=2:(u* + u™* —a) = P(N). 


Questa relazione, nota la funzione , serve a calcolare 1**, cioé lo scor- 
rimento alla parete della colonna turbolenta e dovuto alla viscosita; che a 
sua volta puo servire a determinare lo spessore 5 dello strato di contorno, 
se si ammette un vortice costante attraverso allo strato stesso, e determi- 
nato al modo noto nella teoria della viscosita. Si ottiene 


1 


§ = y—_—— > 
oR 
ies 
con v coefficiente di viscosita cinematico. 
La predeterminazione teorica di u** — che prescinda cioé dalla cono- 
scenza della funzione empirica ) — ¢€ piuttosto azzardata, e non pud farsi 


prima di acquisire idee chiare sull’interazione tra il fluido turbolento e lo 
strato di contorno viscoso. 


= 


‘conduce ad una 


ayy a DETERMINAZIONE DEL PERCORSO DI MESCOLAMENTO. 


Noto 1, 2k & immediatamente calcolabile: l’equazione occorrente per 
separare / da k puo essere cercata prendendo suggestione dall’andamento di 
una perturbazione di un moto di fluido perfetto che coincide col moto medio 
della colonna turbolenta. Richiamando anche Vipotesi di similitudine - che 
sembra valere in ogni riguardo in quest’ordine di fenomeni — e per la quale 


R deve essere una funzione di &, si troverebbe che kR dipende linearmente 


dalla velocita v. La posizione 


l 

R che sta tra quelle calcolate, nelle rispettive teorie, da 
Prandtl e Karman. Ad ogni modo questa é una delle tante questioni di det- 
taglio che meritano un ulteriore approfondimento. 


Meccanica. — Intorno ad wun criterio statistico per la stabi- 
lita dell’equilibrio elastico net solidi caricati di punta. Nota di 
C. TaGriacozzo, presentata“ dal Socio G. CasTELNUOVo. 


1. Ci proponiamo in questa Nota di mostrare come, date le circostanze 
che accompagnano il fenomeno dell’ inflessione laterale nei solidi caricati di 
punta, si possa proporre per il suo studio un criterio desunto da conside- 
razioni elementari di Calcolo delle Probabilita. 


2. Sia dato un solido elastico, che abbia la forma di un cilindro retto 
(supporremo - per semplicita formale - che la direttrice sia un cerchio di 
raggio R), libero da vincoli ad una base e rigidamente incastrato in cor- 
rispondenza dell’altra; esso sia sollecitato solamente da una forza N, la cut 
linea d’azione coincida con l’asse geometrico del cilindro, ed il senso sia 
tale da produrre compressione, 

In queste condizioni geometriche e di carico, il cilindro dato si tra- 
sforma - secondo la Teoria del Saint—Venant - in un altro cilindro, pure 
retto; le sezioni piane del primo si trasformano nelle sezioni piane del se- 
condo: in particolare le sezioni rette si trasformano omoteticamente ed inoltre 


(1) Nella seduta del 19 febbraio 1933. 
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si spostano lungo l’asse del cilindro di una quantita proporzionale alla loro 
distanza dalla base incastrata “, 
In breve, la teoria ordinaria prevede due sole deformazioni: 
a) V'accorciamento del cilindro per una quantita 


NL 

AL=—, 
EA 

L essendo la lunghezza del cilindro, A = 7R? l’area della sua sezione retta, 
ed E il modulo di elasticita normale o di Young del materiale da cui esso € 
costituito; 

b) Vallungamento del diametro 2R della sezione per una quantita 
1 N(2R) 


AQGK)=— Fat 


1/m essendo il rapborto di contrazione laterale o coefficiente di Poisson del ma- 
teriale. 


3. Ma Vesperienza quotidiana fa certi i Cultori di Elasticita Applicata 
che quando il carico N supera un certo valore, funzione delle caratteristiche 
geometriche ed elastiche del solido, questo s’inflette. 

Ammetteremo senz’altro (Navier, Rankine, ecc. ecc.) che il fenomeno 
dell’ inflessione sia dovuto a quel complesso di cause @, alcune delle quali, 
allontanando il sistema in esame dallo schema ideale presupposto dalla Teoria 
dell’ Elasticita dei corpi omogenei ed isotropi, ne impediscono la logica appli- 
cazione, mentre sono tali da lasciar ritenere che il Calcolo delle Probabilita 
meglio sia atto ad indagarne gli effetti. 

Infatti: 


a) esse sono cosi numerose e cosi mal determinate, che non ¢ pos- 
sibile tenerne conto, mentre hanno non minore importanza di quelle che 
prendiamo in esame nell’ordinata teoria; 

b) esse sono cosi piccole, che non é possibile una loro analisi, ma 
producono un effetto tanto considerevole (I instabilita dell’equilibrio elastico) 
da non sfuggire alla nostra osservazione. 

Possiamo dunque affermare che é il caso (risultato di un grande numero 
di piccole cause, dipendenti da parametri troppo numerosi perché si possa 


tener conto saparatamente di ciascuna di esse) a produrre il fenomeno, che 
stiamo studiando. 


(1) Cfr. ad es. Coronnetr1-G., La Statica delle Costruzioni, «U. T. E. T.», To- 
rino, 1929, vol. I, p. 114. 
(2) Mancanza di perfetta omogeneita ed isotropia del materiale, e di rigorosa retti- 


lineita delPasse geometrico del solido; impossibilita di centrare perfettamente la forza ap- 
plicata, ecc. ecc. 
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Schematizziamo, con criterio gid usato dal Rankine, tutte queste cause 
perturbatrici con una eccentricita iniziale del carico, osservando che, ai fini 
della nostra ricerca, non interessa indagare da quale parte essa si manifesti. 

Pit: precisamente, noi supporremo che — inizialmente - il solido, del 
cui equilibrio elastico ci stiamo occupando, abbia perfettamente la forma di 
un cilindro circolare retto e sia costituito da materiale rigorosamente omo- 
geneo ed isotropo, e che la linea d’azione del carico N risulti perfettamente 
parallela all’asse geometrico del solido; ma considereremo la distanxa iniziale P; 
tra la linea d’azione del carico N e l’asse geometrico del cilindro come wna va- 
riabile dipendente dal caso. 


4. Sulla variabile casuale P; faremo due ipotesi, che, mentre ci sem- 
brano ben aderenti alle modalita con cui avviene il fenomeno, ci permet- 
teranno di determinare il problema dal punto di vista del Calcolo delle Pro- 
babilita. 

a) il punto d’applicazione del carico N pud essere qualunque punto 
sul piano della sezione retta del cilindro “). Si tratta dunque di un problema 
di probabilita nel continuo. 

b) la legge della probabilita & quella data dalla relazione ©). 


by —# (43 +97) a eta 
— eae: DX? i ‘ es ney : DSZ ; 2 
d a dx; dy ze doi dp 


In breve, noi facciamo l’ipotesi che la probabilita delle coppie di va- 
lori Xz, Yi sia espressa dalla legge di Bravais ©). 

La precisione h,, che deve risultare omogenea di grado — 1 rispetto 
alle lunghezze, dipendera evidentemente dal carico N e dalle caratteristiche 
elastiche e geometriche del solido. 


(1) Se riferiamo il punto d’applicazione della forza N ad un sistema cartesiano orto- 
gonale di assi O(Xz, Y7) con lorigine nel centro della sezione (centro della probabilita), 
tanto l’ascissa Xi che l’ordinata Y7 possono assumere tutti i valori compresi tra — oo e 
+ co; passando invece a coordinate polari O(P7,@z) con il polo nel centro della sezione, 
Yanomalia ®; ed il raggio vettore Pz possono assumere tutti valori compresi rispettiva- 
mente tra O e 27% e tra O e + 00 (oppure tra O e me tra —-00 e 4+ 0%). 

(2) Per la particolare forma della sezione del solido in esame, la precisione relativa 
allascissa € uguale alla precisione relativa all’ordinata. 

(3) Nel formulare questa ipotesi, l’intuizione ¢ sorretta dal teorema di LapLacr- 
TCHEBYCHEFF, ‘esteso alle coppie di variabili casuali. 

Le coordinate Xz ed Yi sono due variabili casuali dovute al concorso di un numero 
rilevante di altre variabili casuali indipendenti (mancanza di perfetta omogeneita ed iso- 
tropia del materiale, e di rigorosa rettilineita iniziale dell’asse geometrico del solido; im- 
possibilita di centrare perfettamente la forza applicata, ecc. ecc.), che variano secondo leggi 
ignote intorno ai rispettivi valori medi. 

In sostanza l’ipotesi, da noi formulata, consiste nel rifenere dello stesso ordine di gran- 
dexza tutte quelle variabili casuali; condizione che ¢ sufficiente per l’applicabilita del teorema 
di LapLace-TCHEBYCHEFF. 


Le prime saranno’ rappresentate — dato il tipo di deformazione, che 
stiamo studiando - dal modulo E di elasticita normale o di Young. Espri- 
meremo le seconde, che si compendieranno in una relazione tra la lunghezza 
del solido ed una grandezza inerente alla sua sezione, con il rapporto di snel- 
lezza A=L/r,7 essendo il raggio d’inerzia minimo della sezione. 

Assumiamo dunque per la precisione ,; una funzione del carico N, del 
modulo di elasticita normale E e del rapporto di snellezza A: 


breathy (Nee 


Si osservi allora che ), sari ovviamente funzione crescente di E e de- 
crescente di N e di A. 
Facendo I ipotesi pit semplice possibile, poniamo allora 


E 
(1) hy =k, 


in cui k & un coefficiente omogeneo con una lunghezza. 

Riassumendo: noi suppowiamo che l’eccentricita iniziale P; sia una varia- 
bile casuale, la cui probabilita di assumere un valore compreso tra gp; e pi + dpi 
é data da 


2 72% oO; + 4Q; Pi @ + 4Q; Dae 
e; + do; h —h_Q. 2 —* Q@; 
(2) Pe =f ‘ e. one dor - Ga 2, oie 2 wipe 
oO Q; 


dove la precisione h, é determinata dalla (1). 


5. Nelle condizioni di carico e di. vincolo, in cui ci siamo posti, l’in- 
tegrazione dell’equazione differenziale della curva elastica (Eulero) porge per 
Pordinata massima d’ inflessione un valore, dato da 


F = P;} sec (LYN/EJ) — 1} 
e quindi un’eccentricita massima del carico 
G3) Pi, = P; sec (LYN/EJ), 


in cui J é il momento d’inerzia minimo della sezione retta del cilindro. 
Pertanto si riconosce immediatamente che l’eccentricita massima P,, ¢ 
una variabile casuale, che segue la legge espressa dalla (2) con la precisione 


hy | 1 E cos (L /N/EJ) 


Ose (LINE) NA 


» 


fier wae 


II momento flettente-massimo M,, e la tensione unitaria massima E, 
dovuta alla flessione sono allora due variabili casuali, che pure seguono la 
legge (2). Le rispettive precisioni sono date da 


p, = 22 — pEcosMLYNIE)) . , J _ , Ecos (LYN/EJ) 
N N22 eee Roe N2aR 


6. Nei solidi sollecitati da un carico eccentrico Vinstabilita dell’equili- 
brio elastico si manifesta quando la tensione massima, cui i] materiale é 
soggetto, supera il limite di elasticita (), 

Si osservi allora che il cilindro, da noi considerato, é soggetto alla ten- 
sione unitaria massima complessiva 

+ Na NR N 


at J Pin = + Xm 5 


in cui P,, ha il valore dato dalla (3) e Xm é la tensione unitaria massima 
dovuta all’ inflessione. 

Per le ragioni dette, la stabilita dell’equilibrio elastico non sara turbata 
se sussiste la condizione 


NR N 
(4) Oo => + Sc bi Pas Nel Do =e Ce 
o Paltra equivalente 
NR N N 
(4’) Mee Oe ee ee 


oe essendo la tensione limite elastica. 

Possiamo dunque affermare che, date Je caratteristiche elastiche e geo- 
metriche del cilindro e l’intensita del carico ad esso applicato, Ja condizione 
di stabilita per l’equilibrio elastico (4) - o la (4’) — impone un limite su- 
periore pmo per la variabile casuale P» e, in virtt della (3), un limite supe- 
riore gio per la variabile casuale P;. 


7. Dopo tutte le osservazioni che precedono, siamo in grado di porre 
la questione fondamentale di questa ricerca. 


(1) Cfr. ad es. CHamBaup R., Le flambement des picces rectilignes a charge excentrée, 
« Premier Congrés International du Béton et du Béton armé», Liege, 1930. 

Karner L., Stabilitdét und Festigheit von auf Druck und Biegung beanspruchten Bau- 
teilen. «Premier Congrés del’ Association Internationale des Ponts et Charpentes», Paris, 1932. 
Pubblication Préliminaire. 

Ro§ M., La stabilité des barres comprimées par des forces excentrées - « Premier Con- 
grés de l’Association Internationale des Ponts et Charpentes», Paris, 1932, Pubblication 


Préliminaire. 
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Pi 


Qual’é la probabilité che il punto d’applicazione della forza N cada ad una 
distanza non superiore a pio dal baricentro della sexione relta del cilindro? O 
in altre parole: Qual’é la probabilita che Pequilibrio elastico del cilindro sia 
stabile ? 

Se si pone 


E E 
Goheak oe © to=hpo= ky eee, 


questa probabilita @ espressa da 


Q fo) re) ee e4 : 
Oe SPO 
cs Cie 5; dt: dg: re) 
TT 


8. Come é conforme ai processi d’indagine nelle scienze d’osservazione, 
abbiamo postulato delle ipotesi plausibili con le modalita del fenomeno (la 
variabile casuale P; segue la legge espressa dalla (2) con la precisione 
h, = kE/Na); partendo da queste ipotesi siamo giunti alla (5), la cui con- 
ferma potra essere data dall’esperienza con i risultati che essa ha fornito o 
fornira. Tuttavia abbiamo voluto rilevare per Vimpostazione di questo pro- 
blema (e forse per altri di Elasticita Applicata) un criterio, che a noi sem- 
bra pil. consono alla natura di esso. 


‘di oie 


Fisica. — L’ effetio di Hall nel Berillio. Nota di A. Cic- 
CONE presentata®’ dal Socio L. Puccranrtrt. 


Scopo delle esperienze descritte nella presente nota) é di ricercare se 
il berillio presenta il fenomeno di Hal!, di stabilire il suo segno e di deter- 
minare il coefficiente su una lastrina ricavata da un campione di questo me- 
tallo puro al 99,5°/.. Questa & stata appositamente, e con molta cura, pre- 
parata dalla Casa Siemens e Halske di Berlino ed ha le seguenti dimensioni: 
iat t,5 1S << 0,045) 

I] campo magnetico € stato ottenuto facendo uso di un grande elettro- 
magnete tipo Weiss (costruito da Max Hohl di Chemnitz) con raffreddamento 
a circolazione di acqua. Le espansioni polari, costruite in ferro di Svezia dai 
tecnici dell’ Istituto, appositamente per questa ricerca, hanno la forma tronco— 
conica con la base minore del diam. di 15 mm. L’intraferro’ usato é di 
4 mm. e la corrente per l elettromagnete ¢ stata fornita da una batteria 
di 48 accumulatori. 

Per ricercare |’ effetto si € usata ]a classica disposizione sperimentale di 
Hall, ma non riuscendo per I’ ossidazione, a saldare il berillio si @ ricorsi 
a un metodo di contatto il quale ha dato eccellenti risultati. Con speciali cure 
si é fatto aderire uniformemente la piastrina di berillio a una sottile lastra V 
di vetro, dello spessore di circa 15 mm., la quale veniva poi applicata a un 
telaio A, B, C, D di ebanite (v. fig. 1), dello spessore di 4 mm., avente 
nella parte centrale una finestra di 18 mm. di Jato. Lungo le mediane del 
telaio sono quattro solchi nei quali s’incastrano quattro spilli di bronzo fosfo- 
roso con punta a scalpello. Facendo ruotare questi spilli, la punta toglie il 
leggero strato di ossido sul lato della piastrina assicurando in tal modo un 
perfetto contatto elettrico. 

Su ciascuna testa degli spilli preme l’estremita di una mollettina di ot- 
tone che serve a mantenere la punta bene aderente alla lastrina di Be e 
a stabilire le comunicazioni, Si riconobbe cosi che si assicuravano ottimi 
contatti. 

Il telaio di ebanite, fissato ad un pezzo di legno duro cavo dentro cui 
si incastra perfettamente una dell’ espansioni polari, ¢ tenuto a posto con 
tre viti a pressione. 


(1) Lavoro eseguito nell’ Istituto Fisico della R. Universita di Pisa. 

(2) Nella seduta del 5 febbraio 1933. 

(3) Una notizia preliminare fu pubblicata su «Nature» Letters to. the Editor. 
Vol. 130, pag. 315. 
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Prima di eseguire le esperienze per la ricerca dell’ effetto di Hall, si ¢ 
avuto cura di misurare lo spessore della piastrina in diversi punti della sua 
estensione puntando con un catetometro di precisione, capace di apprezzare 
con esattezza il centesimo di millimetro, un piccolissimo cono d’avorio pog- 
giato sopra una lastra piana di vetro orizzontale con o senza l intermediario 
della piastrina. Dopo numerose misure lo spessore é risultato sensibilmente 
uniforme e uguale a cm. 0,0457. 


Nella fig. 2 @ dato lo schema della disposizione elettrica adoperata per 
ricercare l’effetto. A, B, C,.D sono i quattro elettrodi; precisamente per A 
e B passa la corrente principale la quale si regola da un minimo di 125 a 
un massimo di 500 milliampere variando la resistenza R; C e D sono gli 
elettrodi fra cui si misura la forza elettromotrice di Hall, la quale viene ap- 
prezzata, per confronto o per riduzione a zero, con una nota caduta di poten- 
ziale mediante Puso del galvanometro G, il cosidetto corazzato della Casa 
Siemens Halske. 

La sensibilita ¢ spinta ad una divisione per 2X 10! ampere; le mi- 
sure definitive sono state eseguite di notte la cui perfetta quiete dava afh- 
daimento del decimo di divisione che poteva facilmente apprezzarsi mediante 
un’opportuna disposizione dell’ illuminazione della scala. 

Due elementi di accumulatori sono chiusi su una resistenza e varia- 
bile; il millivolmetro segna la differenza di potenziale fra i punti M,N di 
mano in mano che si sposta K. Fra i punti L ed S si ha una frazione di 
questa differenza di potenziale, la quale si puo ricavare semplicemente dal 
valore delle resistenze R, = (10—'Q), R, = (105 Q) perché la resistenza del 
galvanometro é molto grande. Generalmente si opera per riduzione a zero 
e anche per confronto con deviazioni uguali. 
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‘Gis Rear pees Ore os rs ; se 
-ausa @inevitabile, in effetto minima, dissimmetria, stabilita la cor- 
rente principale anche senza campo magnetico, i punti C e D non erano mai 
esattamente allo stesso potenziale il quale veniva inizialmente compensato. 


La f. e. m. di Hall é€ calcolata mediante Ja formula: 


p— Comar)R, 
glad Se 


iN cUl &o,é; sono i valori della tensione fra i punti M e N senza e con 
il campo. Durante le misure si ebbe cura di operare le inversioni sia del 
campo che della corrente principale. Nel corso dell’ esperienza si é inoltre 
misurata la temperatura delle espansioni polari con un termometro oppor- 
tunamente collocato in vicinanza dell’ intraferro ; essa é risultata costante- 
mente di 20° grazie alla circolazione di acqua nell’ elettromagnete. Le misure 
del campo si sono fatte col noto metodo dell’ effetto di induzione adoperando 
un modello gia esistente nell’ Istituto. 

Si collocava un piccolo rocchetto d’avorio, su cui erano avvolte quattro 
spire di filo di rame (del diametro di mm. 0,15), con l’asse parallelo al campo 
magnetico e si leggeva, col solito metodo a riflessione, la elongazione im- 
pulsiva prodotta su un galvanometro balistico a quadro mobile estraendo 
bruscamente il rocchettino dal campo. 


ad 
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Immettendo nel solenoide torico una corrente di intensita 7 si riusciva 
a produrre nel galvanometro la stessa elongazione impulsiva ottenuta all’atto 


dell’estrazione del rocchetto. 
Il galvanometro ed il rocchetto erano in serie con il secondario del 


modello di induzione, mentre il primario era collegato, con opportune resi- 
stenze, alla batteria degli accumulatori. 
La formula usata per misurare il campo é la seguente: 


_ Mi 


10777 1 


r raggio del rocchettino, numero delle spire, 7 intensita della corrente 
nel primario del solenoide, M coefficiente di induzione mutua dei due cir- 
cuiti, elemento geometrico calcolabile conoscendo le caratteristiche del sole- 
noide con Ja formula: 


essendo N, N, rispettivamente il numero delle spire del primario e del secon- 
dario del modello d’induzione, h, Ry R, rispettivamente laltezza e il raggio 
interno ed esterno del detto modello. 

I risultati di numerose serie di misure, ottenute variando |’ intensita della 
corrente principale sono riunite nella seguente tabella in cui H, E,R rap- 
presentano rispettivamente il campo, la f. e. m. e il coefliciente di Hall ca!- 
colato mediante la formula: 


ee 
1 


a8 lien) 


essendo d, i, E, H rispettivamente lo spessore della piastrina, l’intensita della 
corrente principale, la forza elettromotrice di Hall in unita: a.e.m. e il 
campo magnetico. 


2 ) 
H Wa. 6. 1. R Media 
27 A008 VF 8.8 + 0.0024 
27.490 38.2 + 0.0023 
+ 0.0024 
27.490 57-8 + 0.0025 
27.490 76.0 + 0.0024 


Biologia. — Sul metabolisimo dei grassi nella tignuola degli 
alveari (Galleria mellonella). Nota di CarMELA Manunta, pre- 
sentata® dal Socio F. Borrazzi. 


L’ adattamento alimentare particolarissimo del bruco di Galleria mello- 
nella, la tignuola degli alveari, offre allo studio tutto un complesso di pro- 
blemi di ordine chimico biologico. 

Per affrontare questi problemi ho cominciato con lo studio dei lipidi 
del corpo. 

Estraggo dalle crisalidi il grasso con solfuro di carbonio, in Soxlet; ot- 
tengo un olio limpido, giallo che a bassa temperatura presenta Preeione 
di aggregati cristallini, come per demargarizzazione, e finisce col rappren- 
dersi in un grasso a consistenza butirrosa. 

Sull’ olio che costituisce circa il 52 °/, del peso secco della crisalide ho 
determinato le principali caratteristiche : 

Numero di saponificazione, di jodio, di acidita, quantita per cento di 
glicerina, di acidi grassi fissi; e per questi il P. F., il numero di saponi- 
ficazione ed il numero di neutralizzazione onde il P. .molecolare medio. 


Olio: 

IMICLONGis SAPONINCATIONC a. = 4G Sacre at fa yea "5 L9G 

SSS 2: NIRS (E66 Re eee MI gee gin ee a ee Le 

» LO ee Ape eg a ue 3 Hadas Accent VOD 

DrmesGe gi Clerie kl aE. 5 185.8 
quantita per cento di acidi grassi vee ie ce Hohner) 94.59 

» per cento di glicerina . . Sete a OL 

» di glicerina (dosamento ndieto) eet aN, ate 0 osu 


Acidi grassi; 


Pete ee ee et res A O-aes 
numero di Pie ateOne Nene eee er 202 4 
» GencuicaizzaAOne.. 2 2 oe ee EOD 
Peeedeg ie eret! a5 9's mee ale) 3-4 
quantita lattoni (come SRO Rt we ore iene iy Se 


(1) Lavoro eseguito nell’Istituto di Zoologia e di Anatomia Comparata della R. Uni- 


versita di Sassari. 
(2) Nella seduta del 5 febbraio 1933. 
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Quello che risulta ben sicuro sin d’ora é che Dolio di crisalidi della 
tignuola & costituito di gliceridi che sono tutti o quasi trigliceridi. Lo di- 
mostra il fatto che la quantita di glicerina ammonta a pil del 10°/, (11 °/o 
nelle determinazioni dirette col metodo della ossidazione ad acido ossalico, 
10.1 °/, nella valutazione indiretta dedotta dal numero degli eteri). La quan- 
tita di acidi grassi fissi é del 94.6 °/.. Insaponificabile ce n’e ben poco e forse 
& solo colesterolo, 

Non ho ancora determinato il numero di Reichert, ma il fatto che il 
numero di saponificazione ¢ piuttosto basso, 196, sembra escludere la pre- 
senza di acidi a basso peso molecolare in quantita considerevole. 

Notare che i saponi sono assai facilmente solubili il che esclude la pre- 
senza di acidi a lunga catena di atomi di carbonio, come il cerotico. Certo 
¢ un miscuglio di acidi grassi saturi e insaturi, come indica il numero di 
jodio che € uguale a 57.22. 

Gia il fatto che l’olio & costituito di gliceridi & un fatto importante, se 
messo in rapporto con la biologia particolaré di questo insetto che si nutre 
soltanto di cera. 

Gliceridi posson esser presenti solo in traccie nella cera dei favi e del 
resto la tignuola cresce e si sviluppa anche nutrendosi di cera chimicamente 
pura, purché addizionata, s’intende, d’impurita azotate. Dunque la tignuola 
fabbrica i gliceridi che costituiscono il grasso del suo corpo nello stadio di 
crisalide e secondo ogni probabilita anche nello stadio larvale. Lo fabbrica 
a spese dei costituenti della cera, costituenti che non possono entrare né tali 
quali sono, né leggermente modificati, a far parte dei tessuti e neanche, pare, 
depositarsi nel tessuto adiposo. 

Se vogliamo farci un’ idea della via che ’organismo della Galleria deve 
seguire per giungere a fabbricare la glicerina che gli occorre per la sintesi 
dei grassi del suo corpo dobbiamo naturalmente ricorrere alle teorie che 
la chimica biologica ammette per spiegare il ricambio intermedio dei grassi 
negli animali superiori. 

Lo sgretolamento della lunga catena carboniosa dell’ acido grasso av-— 
verrebbe, secondo la teoria di Knoop, per ossidazione in corrispondenza del 
2° atomo di carbonio, a partire dal carbossile. 

L’attacco si svolgerebbe in pit fasi, cioé, secondo la teoria ormai clas- 
sica del Wieland, prima una deidrogenazione con formazione di acido insa- 
turo, poi una idratazione con formazione dell’ ossiacido; quindi nuova deidro- 
genazione con formazione del chetoacido. Seguirebbe idrolisi per la quale i 
due atomi di carbonio si staccano sotto forma di acido acetico. Due mole- 
cole di acido acetico deidrogenate insieme darebbero acido succinico e questo 
rientrerebbe nell’ingranaggio delle reazioni a coppia idrogenazione-idratazione, 
giungendo, traverso I’ acido fumarico ed il malico, al chetosuccinico che libe- 
rando |’O per intervento di una carbossilasi diventerebbe acido piruvico. Di 
qui per riduzione acido lattico. Ma con questo é aperta la strada alla for- 


mazione di zuccheri. Glucosio pud derivare dall’acido lattico probabilmente 
traverso l’aldeide piruvica o metilgliossal e laldeide glicerica. Mentre da 
questa per condensazione alcoolica pud derivare glucosio, per riduzione si ha, 
finalmente, glicerina. 

Notare che la formazione di zucchero dagli acidi grassi per processo di 
parziale ossidazione ha luogo certamente nel regno vegetale; nel regno ani- 
male non é dimostrata ma solo sospettata in certe condizioni dell’organismo 
come il digiuno e il diabete. 

Quanto agli acidi grassi che si combinano con la glicerina a costituire 
gli eteri che compongono i grassi della crisalide, essi evidentemente posson 
derivare dagli acidi grassi, presenti nella cera che costituisce |’alimento della 
tignuola : l’acido cerotico (C.6H;,.0,) gid libero e acido palmitico (CisH;.0.), 
liberato dall’ alcool miricico. Per un processo di degradazione parziale del tipo 
suaccennato, dall’acido cerotico possono originarsi catene pil corte come 
quella dell’acido palmitico e dell’acido oleico. 

Quanto all’acido palimitico esso entra probabilmente come tale nella 
costituzione dei gliceridi misti: acidi grassi come |’ oleico forse possono 
‘formarsi dall’ acido paliitico traverso formazione di zuccheri ed il saldamento 
di catene corte di atomi di C in catene pit Junghe per opera di fermenti 
del tipo della carboligasi di Neuberg. 

Veramente Metalnikov ha visto che, somministrando acidi grassi come 
il palmitico ai bruchi di Galleria, questi non crescono e muoiono anzi senza 
metamorfosarsi; mentre somministrando acido cerotico solamente o solo mi- 
ricina prosperano, purché si aggiungano impurita azotate. Ed avendo visto 
che, mentre somministrando ai bachi le sostanze azotate, estratte dai favi, 
la tignuola diminuisce di peso e finisce col morire, invece, umettando con 
un po’ d’acqua questi miscugli azotati i bruchi incomincian ad aumentar di 
peso, come se si fosse aggiunto della cera pura; egli suppose che nell’os- 
sidazione dei materiali cerosi si liberi quell’acqua che € necessaria all’ orga- 
nismo della tignuola. Ora veramente é plausibile che per 1 processi descritti 
secondo lo schema del Wieland avvenga appunto formazione di acqua in 
quanto |’H, labilizzato da una deidrogenasi, puo venir fissato dall’O libero 
che cosi funziona come accettore formando H,O, : 


DlesiesQavens £156), HO 2H == SHO 


Questa acqua vien richiesta nella fase di ossidazione delle reazioni 
svolgentesi secondo la coppia deidrogenazione-idratazione. Ma quando ci si 
ferma ad un acido grasso insaturo come !’oleico, |’ acqua prodotta nella dei- 
drogenazione resta a disposizione dell’ organismo. Ho gia installato delle 
esperienze di nutrizione dei bruchi delle tignuole con i componenti della cera 
d’api isolata, alcool miricico, acido cerotico e con altri alcooli cerosi come 
il cetilico (preparato dallo spermaceti). Condurro in piccolo queste esperienze 
per fermarmi poi a quelle sostanze che dimostreranno un valore nutritivo 


completo e ripetere le esperienze in grande onde analizzare il grasso delle 
crisalidi e verificare se dimostra variazioni nella composizione. Ma bisogna 
anzitutto completare l’analisi det grasso delle crisalidi normali e cercare, 
aiutandosi con lo studio degli escrementi, di formulare in termini pil con- 
creti — prim) avviamento a risolverli - i problemi chimico biologici che 
col suo adattamento particolarissimo — pili unico che raro nel mondo ani- 
male — la Galleria mellonella ci offre. 


Chimica. — Sulla importanza della forma cristallina nella forma- 
zione di soluziont solide. 1X. Analisi termica dei sistemt CoCl,-SnCl, 
e FeCl,-SnCl, anidri®. Nota A. Ferrari e C. Corta, presen- 
tata“ dal Socio G. Bruni. 


I cloruri di cobalto e di ferro bivalenti sono romboedrici, tipo MgCl, , 
mentre il cloruro stannoso ¢ rombico%. La mancanza di analogie cristal- 
lografiche e chimiche fra i due primi cloruri ed il terzo rendeva presumi- 
bile una completa mancanza di miscibilita allo stato solido fra il cloruro 
stannoso ed i cloruri di cobalto e di ferro bivalente. 

Questo comportamento é confermato dall’analisi termica dei due sistemi 
che riferiamo nella presente Nota. II dispositivo sperimentale usato € lo 


(1) Perché tra Paltro tutti questi enzimi necessari perché si svolga il ciclo di utiliz- 
zazione delle sostanze alimentari cerose, deidrogenasi, idrolasi, decarbossilasi dovrebbero 
trovarsi non soltanto nei tessuti per il metabolismo intermedio, nia anche nel lume inte- 
stinale. Certo non basta la presenza di un enzima cerolitico - che del resto ne Metalnikov 
né Jucci sono riusciti a mettere in evidenza — a permettere l’assorbimento dei costituenti 
cerosi. Come possono venir assorbiti l’acido cerotico, i cui saponi sono cosi difficilmente 
solubili, el’ alcool miricico insaponificabile? Sembra doversi ammettere che Je prime fasi 
di deidrogenazione delle Junghe catene di C abbiano luogo nel lume intestinale. La ricca 
rete tracheale che si estende sulle pareti dell’intestino servirebbe ad importare la quantita 
di O necessaria allo svolgersi di questi processi, indispensabile preliminare per 1’ assorbi- 
mento. Potrebbe riuscire molto interessante a questo riguardo |’ esame della poltiglia cerosa, 
semidisciolta, che riempie l’intestino della tignuola, confrontandone la composizione con 
quella della cera, assunta ad alimento. Un altra ricerca sussidiaria che potrebbe contribuire 
efficacemente a chiarire i problemi del metabolismo della Galleria sarebbe lo studio del 
quoziente respiratorio CO,/O,. Dato che l’organismo della tignuola deve fabbricarsi zuc- 
cheri dagli acidi grassi, il Q. R. dovrebbe esser assai basso, intorno a 0,7 (come nei mam- 
miferi alimentati a base di grasso) poiché una parte dell’O dovrebbe servire ad ossidare 
parecchi atomi di C della catena dell’acido grasso (in cui solo un C é ossidrilato mentre 
nel carboidrato tutti i C lo sono) e percid non votrebbe comparire come CO, nell’aria 
espirata. 

(2) Lavoro eseguito nell’ Istituto di Chimica Generale e Chimica Fisica della R. Uni- 
versita di Milano. 

(3) Nella seduta del 5 febbraio 1933. 

(4) A. Ferrari, «Rend. Acc, Lincei», 6%, VI (1927), 56-59. 

(5) NorDENSKIOLD « Bihang. K. Sv. Vet-Akad. Handl.» (1874), 2, N. 2. 
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Fig. 2. 


stesso di quello impiegato nei sistemi esaminati nelle precedenti Note di 
questo studio ed é stato descritto nella Nota I). 

Le curve di raffreddamento delle miscele, disegnate nella fig. 1, sono 
state ottenute leggendo ogni 15 secondi la temperatura mediante una coppia 
termoelettrica collegata ad un galvanometro Hartmann-Braun. Le caratteri- 
stiche delle diverse curve sono raccolte nella tabella I e i risultati sono 
riassunti graficamente nei due diagrammi della fig. 2. 


Tasetra I, 
Sistema CoCl,—SnCl, Sistema FeCl,—SnCl, 

Molec, | Fem-| Vem-| Durata} Numero |} Molec, | Tem- | Tem- | Durata| Numero 
ofa i | Pi latpestal eatéck-\Pebtra di | 10801 aimee iyresial ctca.dl aaa 
SnCl, one Gee i Sec.) fipery SnCl> | crist. |eutect.Jin sec. fig. 1 

0 724° | — — l Oo 675° | — — XIV 

5-79 | 700 240° | 135 II 11.48 652 237° 105 XV 
T2ON 65200 240 180 ITI [756° |) O4OeN 237 150 XVI 
18.24 | 668 | 236 210 IV 25.10 } 024 | 239 225 XVII 
25.92 641 240 270 Wi 36.86 592 234 300 XVIII 
35.60 | 612 | 240 390 VI 48.14 568 | 238 375 XIX 
42.61 584 240 420 VII 57-00 538 240 450 XX 
55.48 539 240 435 VIII 72.25 487 240 585 XXI 
69.60 | 486 | 243 540 IX 79-10 | 449 | 240 600 XXII 
85.87 BT 243 630 Xx 87.74 380 | 242 675 XXII 
93.80 _ 241 690 XI 91.76 322 242 675 XXIV 
97-50 — 240 750 XII 95.66 362 244 720 XXV 
100.0 248 _ — XII 96.62 — 242 860 _XXVI 
— — 100.00 248 — — XXIII 


I risultati sopra esposti dimostrano nettamente l’esistenza di un eutec- 
tico fra i cloruri cobaltoso e ferroso e quello stannoso; Ja temperatura eutec- 
tica coincide quasi con quella di fusione del composto che fonde pit basso, 
il cloruro stannoso. Gia molti esempi di questo tipo si conoscono, basta 
ricordare: tra i metalli le coppie: 


Ag (p. fus. 961°) Na (p. fus. 97.5°) 


E. Quercicu, « Z. anorg. Ch.», 68, 
1910, 303; C. H. MaTHEewson, 
«Int. Z. Metallogr. >, 2.4988, 


57° 


(1) Questi « Rendiconti», 6%, VII (1928), 849. 


Au (p. fus. 1064°), Hg (p. fus. — 39.7°) N. Parravano, « Gazz. Chim.», 48, 
JT74918,.-123: 

Bi (p. fus. 268°), Hg (p. fus. — 39°) N. A. Puscuin, « Z. anorg. Ch.», 
BOs L903. 244, 

Cu (p. fus. 1084°), Bi (p. fus. 270°) K. Jeriomin, « Z. anorg. Ch. », 55, 
1907, 413; GAUTHIER, « Contrib. 
4 étude des alliages», 1901, 110; 
Heycock e Nevinye, «Ph. Trans. 
(A) 189, 1897, 25 ; Rotanp-Gos- 
SELIN, « Bull. Soc. d’ Encour. », 
(Saha A896, rane, 

Oi (p. tus. 1474°), Sb: (pe fus. 630°) R.S. Wittiams, «Z. anorg. Chem. », 
$55. F907, 20: 

Si _(p-tus. 1417°), Sn: (p. fus.. 233°) S. Tamaru, «Z. anorg. Chem. », 
61, 1909, 42. 


Tra i sali le coppie: 


NaCl (p. fus. 800°), NaNO, (p. fus. 281.5°) D. Menecuini, « Gazz. Chim. », 
VOX UE SES w ix 

CdCl, (p. fus. 568°), ZnCl, (p. fus. 261.5°) G.Hermany, «Z.anorg.Chem.», 
Te TOLU. 250: 

MgCl, (p. fus. 711°), SnCl, (p. fus. 245°) O. Mence, « Z. anorg. Chem. », 
Fon LOTT, 191: 

MgCl, (p. fus. 711°), ZnCl, (p. fus. 271°) O. Menace, loc. cit. 

MnCl, (p. fus. 650°), ZnCl, (p. fus. 275°) C.Sanponwini, « Rendiconti Acc. 

, Lincei », 5*, XXI, 1912, 524. 

PbCl, (p. fus. 501°), ZnCl, (p. fus. 261.5°) G. Hermaan, « Z. anorg. Chem. », 
LEE OOS n ey 

FeCl, (p. fus. 680°), ZnCl, (p. fus. 300°) A. Ferrante A. Incanni, « Ren- 
ciconte Ace, Linces 62. X71. 
1930, 668. 

CoCl, (p. fus. 722°), ZnCl, (p. fus. 300°) A. Ferrarre A. Incanni, loc. cit. 


In tutti questi casi gli sperimentatori ammettono che la miscela eutectica 
sia costituita dal solo componente che fonde basso per cui il fenomeno 
della solidificazione avverrebbe nel seguente modo: dapprima solidifica il 
componente alto fondente e Ja temperatura diminuisce gradatamente; poi, 
quando la separazione di questo ¢ stata completa, si inizia la solidificazione 
del componente che fonde basso e quindi la temperatura si mantiene co- 
stante al punto di fusione di questo fino alla sua totale solidificazione. In 
questo modo si viene a spiegare la coincidenza fra la temperatura eutectica 
e quella di fusione di uno dei componenti. 
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In altre coppie fra metalli la temperatura eutectica € ancora assai vi- — 
cina a quella di fusione del componente che fonde pit: basso, ma di qualche 
erado inferiore, cosiccht la composizione dell’eutectico non corrisponde 
pit al 100°/, del componente che fonde a temperatura bassa, ma contiene 
una piccola percentuale dell’altro componente. Queste piccole differenze della 
temperatura dell’ eutectico rispetto alla temperatura di fusione del compo- 
nente pit fusibile, se anche esistono, non sono probabilmente riscontrabili 
nelle coppie costituite da sali perche Ja minore conducibilita di queste so- 
stanze rispetto ai metalli rende meno sensibile il metodo dell’analisi ter- 
mica. Sono stati ritrovati invece molti esempi di tale comportamento nelle 
coppie tra metalli e tra esse ricordiamo: 


Zn (p. fus. 419°) He (p. fus—39°) = eutect. a-42° = comp. 97.50°/o 
N.- A. Puscuin, « Z. anorg. Ch.», 36, 1903, 214. 


Al (p. -fus. 657°). Sa (p. fas: 239°) —“eutect.a' 232° = scomp 599.9 2ae 
A: GirCy Gwyer, « Z) anorg. Chie, 49, 18906)" 3155 nEveocmar 
Nevitte, «J. Ch. Soc. », 57, 1890, 376; Lorenz e PLumpripce, « Z. 
anorg. Ch.», 83, 1913, 243. 


Ag’ (p.<fus...961°) | 11 (p. fuss 303°), « eutects) a-287°F scommagn 5 Ord 
G. I. Perrenxo, «Z, arforg. Ch.», so, 1906, 135. 


Ag’(p. fus.961°) Bi (p. fs. 269°)- “eutéct.4 262°) “compu ore 
G. I. Perrenxo, «Z. anorg. Ch.», so, 1906, 138. 


In tutti questi sistemi gli sperimentatori sonc concordi nell’ammettere che 
la curva rappresentativa del diagramma risalga, se pure per un tratto bre- 
vissimo, al di la dell’eutectico dalla parte del componente che fonde basso. 

Nel caso invece del sistema CoCl,—ZnCl,, che era stato studiato come 
abbiamo ricordato sopra da uno di noi, un successivo esame fatto da H. Basset 
e W. L. Bedwell avrebbe dimostrato che la temperatura eutectica coin- 
cide col punto di fusione del cloruro di zinco come avevano trovato A. Fer- 
rari e A. Inganni, ma attribuisce alla miscela eutectica la composizione 93 °/o 
di ZnCl, e 7°/. di CoCl, anziché quella del 100 °/, di ZnCl, che hanno 
trovato A. Ferrari e A. Inganni. 

Il diagramma tracciato dagli autori inglesi presenta un tratto orizzon- 
tale che va dall’eutectico al punto di fusione del cloruro di zinco e che 
corrisponderebbe a un campo di miscibilita di questo col cloruro di cobalto. 
Effettivamente l’ultimo tratto del diagramma rappresentativo non si pud trac- 
ciare con l’esattezza che sarebbe necessaria per scegliere tra il diagramma 
di Basset e Bedwell e quello di Ferrari e Inganni. 


(1) «J. Chem: Soe. 9511931552470: 


we 
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Infatti come si pud vedere anche nelle curve di raffreddamento della 
fig. 1 il cambiamento di inclinazione della curva che corrisponde all’ inizio 
della separazione del componente alto fondente & diyentato quasi insensibile 
per le miscele a bassa percentuale di questo componente che corrispondono a 
punti del tratto di curva dove differiscono i diagrammi di Basset e Bedwell 
e di Ferrari e Inganni. 

Nel caso dei due sistemi CoCl,-SnCl, e FeCl,-SnCl, per tentare di 
tracciare il tratto di curva in vicinanza all’eutectico con una esattezza mag- 
giore rispetto a quella che si puo fare usando i dati sperimentali, che ab- 
biamo visto non essere suflicientemente esatti in questa zona, abbiamo cer- 
cato di stabilire se la curva del diagramma che da gli inizi di solidificazione 
corrisponde ad- una determinata equazione. 

Ritenendo come suflicientemente sicure le temperature d’inizio di so- 
liditicazione delle miscele contenenti pili del 40 °/, del componente che fonde 
alto (CoCl, o FeCl,) abbiamo potuto stabilire che questi punti giacciono 
con buona approssimazione sopra una conica e precisamente una parabola o 
una iperbole. Quest’ultima curva e quella tracciata nei nostri diagrammi, 
nella scala ‘del disegno gli assi delle due iperboli sono vicini a 30 cm. e la 
distanza dal vertice al fuoco é all’incirca di 2 cm. Come risulta dalla fig. 2 
Vaccordo € ottimo per il sistema CoCl,-SnCl, ed e pure buono per Valtro, 
FeCl,-SnCl, , dove pero appaiono scarti notevoli nell’intervallo 45-75 °/. 
di Sah 

Nei tratti di curva che compaiono nei diagrammi della fig. 2 e che sono 
guelli in vicinanza del vertice Viperbole e la parabola praticamente coinci- 
dono e quindi non possiamo scegliere fra i due tipi di curva. Siccome perd 
nei sistemi CoCl,—PbCl, e FeCl,—PbCl,, da noi recentemente studiati e dei 
quali riferiamo nella nota X del presente studio, Je curva rappresentative del- 
inizio di cristallizzazione, differiscono molto dalla parabola mentre si iden- 
tificano bene con delle iperboli e d’altronde in altri sistemi divengono delle 
rette (iperboli degeneri) riteniamo verosimile che le curve rappresentative 
dei diagrammi dell’analisi termica, almeno nei sistemi con eutectico, siano 
delle iperboli per cui ci ripromettiamo di estendere questa ricerca ai sistemi 
CoCl,—ZnCl, e FeCl,-ZnCl, esaminati in precedenza. 

Mediante queste considerazioni si deduce quindi che i sistemi formati 
dal cloruro di cobalto e di ferro bivalenti col cloruro stannoso presentano 
entrambi un eutectico alla temperatura di circa 240° le cui composizioni 
sono rispettivamente: 4°/, CoCl, ¢ 96°/o SnCl.; 2 °/o Fe€l,"e -98°9/, “dt 
paGi 

Dai sistemi ricordati sopra e da quelli che sono oggetto della presente 
Nota apparirebbe dimostrato che l’eutectico coincidente col componente che 
fonde pit basso, oppure contenente solo una piccolissima quantita dell’altro 
composto, € una caratteristica delle coppie formate da composti a punto di 
fusione assai diverso. 
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Geologia. — Tettonica della montagna dei Fiori e rapport 
col piegamento del terziario. Anticlinale di Acquasania. Nota di 
S. SoRRENTINO, presentata “? dal Socio A. MarTELtt. 


Il gruppo montuoso che si sviluppa dai pressi di Ascoli Piceno a quello 
di Teramo per circa 16 km., conosciuto come montagna dei Fiori, costituisce 
un motivo tettonico unitario malgrado che il suo asse di sviluppo longitu- 
dinale subisca un cambiamento di direzione nella sua porzione meridionale. 

Questo cambiamento di direzione si riscontra propriamente in quel 
rilievo che € meglio individuato come montagna dei Campli e che & sepa- 
rato dal primo della forra del torrente Salinello. 

Se si esamina la porzione settentrionale di questo rilievo, che piu pro- 
priamente costituisce la montagna dei Fiori, sara facile vedere che esso ha 
asse orografico sviluppato con direzione nord-nord—ovest, sud—sud-est ; 
mentre nella montagna di Campli tale direzione orografica € piu propria- 
mente individuata da nord verso sud. 

L’asse orografico dei due rilievi corrisponde anche all’asse tettonico, ]on- 
gitudinale, di una piega anticlinale, la quale presenta quindi necessariamente la 
medesima deviazione di direzione dell’asse orografico. Che il complesso oro- 
grafico risulti da un rilievo anticlinale, sviluppato nel senso della orografia 
del massiccio, si rileva facilmente dalla inclinazione degli strati rocciosi; 
poiché quelli che costituiscono il versante occidentale del gruppo montuoso 
inclinano ad ovest, mentre quelli orientali sono pendenti ad est. 

L’inizio di questa anticlinale ¢ da cercarsi negli strati del miocene su- 
periore dei pressi dell’abitato di Gimigliano, poiché l’anticlinale miocenica 
che passa nelle vicinanze di questo paese, innalza il suo asse longitudinale 
a mano a mano che si spinge al sud. In questa direzione infatti, seguendo sulla 
testa lanticlinale miocenica ora detta, si riscontrano afhoramenti di terreni 
sempre pili antichi ad incominciare dai pressi del cimitero di Ascoli Piceno 
e di Mozzano, dove gia si ha allo scoperto il miocene medio. 

Detto sedimento fa posto, sempre lungo la direzione sud, all’ eocene, 
coperto dai travertini di Rosara, Piaggia S. Marco, ecc., e quindi al cre- 
taceo, che inizia il suo afhoramento tra il gruppo di case detto S. Vito ed 
il monte Giammaturo. 

Questo cretaceo costituisce poi il massimo afhoramento del versante 
orientale della montagna dei Fiori, perche, oltre a formare le cime dei 
rilievi, si continua fino al termine quasi dell’anticlinale e cioé in regione 


(1) Nella seduta del 5 febbraio 1933. 


«Le Vene» ad ovest di Roiano. Sul versante occidentale, per la esistenza 
di una faglia, che si rende evidente gid a meta del monte Piselli e si con- 
tinua poi per il resto del rilievo, affiorano ancora terreni pili antichi del 
cretaceo, e cioé fino ad un piccolo lembo di Trias superiore. 

Questo affioramento pit antico si trova sviluppato intorno a Castel 
Manfrino ed & costituito da calcari massicci in grossi banchi pil spesso 
dolomitici. 

L’afhoramento del Trias, in conseguenza della sua venuta a giorno, 
indica il massimo innalzamento subito dall’anticlinale nel suo sviluppo lon- 
gitudinale, per il fatto che, al sud di questo sedimento e col medesimo an- 
damento dell'anticlinale stessa, si ritrovano gli afforamenti dei terreni su- 
periori gid citati. Naturalmente questi si trovano disposti nell’ordiné inverso 
di quello avuto prima e cid fino a riavere il miocene superiore oltre la 
regione « Le Vene ». Inoltre il cambiamento di direzione dell’asse orografico 
e tettonico del rilievo, della montagna dei Fiori, si individualizza proprio al 
sud dell’afhoramento del Trias. 

Come conseguenza di queste costatazioni si rileva che |’anticlinale, al 
sud di questo massimo innalzamento della serie, tende a chiudersi subendo 
una lieve torsione nella direzione. Infatti il rilievo orografico e tettonico 
fino a Castel Manfrino (Trias) si sviluppa da nord—nord-ovest a sud-sud- 
est (montagna dei Fiori propriamente detta), mentre dall’altezza di Castel 
Manfrino al termine dell’anticlinale, lo sviluppo segue una direzione nord- 
sud (montagna di Campli). 

Da quanto fin qui si é detto risulta che l’elissoide mesozoico, sviluppato 
nella montagna dei Fiori e in quella di Campli, ¢ da considerarsi come un 
nucleo di anticlinale interessato da, una faglia sul suo fianco occidentale e 
con deviazione di direzione in corrispondenza del massimo innalzamento 
della piega. In tutto questo sviluppo, i terreni del terziario seguono 1l rilievo 
mesozoico, lungo le sue falde, con andamento pil o meno regolare e talvolta 
con parziali discontinuita. Per questo sviluppo del terziario si ha che lungo 
il versante occidentale (limitatamente alla porzione mediana dell’ intero rilievo), 
vengono a contatto, per la faglia, i sedimenti dell’eocene medio e del mio- 
cene medio (strati basali) con i terreni del mezosoico. Negli altri versanti 
invece si ha la successione regolare degli strati fino al miocene superiore, 
che chiude, per cosi dire, il rilievo tettonico. 

Pero se & vero che sul versante orientale la serie dei sedimenti non 
presenta accidenti tettonici, pur tuttavia si notano punti in cul i terreni non 
si seguono con quella regolarita richiesta, malgrado che la serie ¢ da ritenersi 
concordante. Infatti lungo questo versante si hanno parziali lacune, o sviluppi 
deficienti di alcuni tipi litologici (quali ad esempio, la parte superiore del 
cretaceo, l’eocene e in parte gli strati del miocene medio), che offrono 
caratteri tali di pecurialita da lasciar dubbi sulla loro assegnazione crono- 
logica e sui limiti di separazione dei singoli piani. 
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Innanzi tutto bisogna far presente fin d’ora che una buona parte del- 
Veocene medio, ritenuto tale dagli autori, ¢ da riferirsi al miocene medio “ e 
cioé che i tipi litologici distinti in qualche localita coi nomi di screja e di 
cerrogna, sono appartenenti alla serie del miocene medio. Infatti la screja 
e la cerrogna non sono altro che marne cenerine un po’ pil compatte, per 
maggiore ricchezza di carbonato di calcio, intercalate in una serie di marne 
cineree con echinolampas, briozoi, pecten, teredo, foraminifere mioceniche 
(abbondanti le miogypsine) ecc. 

IL vero eocene medio si trova sviluppato invece sotto questo complesso 
marnoso, con tipi litologici molto simili a quelli citati, ma con precise in- 
tercalazioni di strati calcarei ricchissimi di nummuliti e riferibili alle, cosi 
dette, brecciole nummulitiche. 

Con eguale aspetto litologico, ma privi di strati calcarei, seguono delle 
marne scagliose cineree, le quali fanno passaggio a marne scagliose rosate, 
al disotto delle quali si continua la serie mesozoica. 

In alcune localita la serie perO non corrisponde esattamente a quella 
sopra accennata, giacche al nummulitico, di per se stesso qui esiguo di spes- 
sore, segue subito la scaglia rosata. Talora pero si ha la scaglia cinerea, ma 
essa é ridotta a pochi ed esili straterelli, ovvero addirittura compenetrata 
nell’eocene e nella scaglia rosata. A questo fatto @ dovuto se, lungo tutto 
il versante, detta scaglia costituisce il tipo litologico che offre quasi sempre 
le parziali discontinuita stratigrafiche accennate precedentemente. 

Una spiegazione di questi fatti si puo trarre tenendo presente che la 
scaglia cinerea ¢ l’unica formazione, tra 1 sedimenti a contatti, che offre una 
maggiore plasticita, dovuta alla sua costituzione, e che non si appoggia su 
nessuno strato compatto come si ha invece per il nummulitico, che ha inter- 
calati strati calcarei pit compatti. Lo stesso si dica per la scaglia rosata, la 
quale, oltre ad appoggiarsi sul calcare rosato, ha anche pit resistenza per la 
sua maggiore ricchezza in carbonato di calcio. 

Ma qualunque sia la spiegazione che si voglia dare al fenomeno, resta 
la costatazione dei fatti, in base ai quali si pud arguire che lungo tutto il 
versante orientale della montagna di Fiori, lo sforzo orogenetico che ha de- 
terminato la faglia sul versante occidentale, ha iniziato anche, sul versante 
orientale, un disturbo tettonico che non si é@ prodotto totalmente, ma che 
ha portato al laminamento delle formazioni pit plastiche a contatto. Questa 
laminazione dei sedimenti plastici (specialmente scaglia cinerea e parte bassa 
del’eocene medio) si ¢ prodotta secondo piani paralleli a quelli della stra- 
tificazione, talché la serie € restata generalmente concordante, malgrado le 
lacune parziali che si rilevano dal minuzioso esame tettonico eseguito lungo 
questo contatto. Tale laminamento pud, del resto, essere rilevato anche dal- 


(1) Affermazione che deve valere anche per molti altri affioramenti di questo versante 
adriatico, tra cui principalmente quello di Acquisanta, come sara detto in seguito. 


Yesame della tettonica generale del rilievo. Cid perché fin dai terreni del- 
Peocene e della scaglia cinerea si ha un ribaltamento delle pendenze, le quali, 
verosimilmente, devono collegarsi con la piccola piega inclinata ad est ed 
esistente nei sedimenti del. medio mesozoico, mentre poi la tettonica gene- 
rale dej versante si presenta a monoclinale. 


Fig. 1 — Schema di profilo della Montagna dei Fiori nella scala approssimata a 75 ma. 


Alcune osservazioni eseguite lungo le falde orientali dei Sibillini e pib 
propriamente sviluppate da Sarnano ad Arquata del Tronto, e di qui poi 
fino a Cittareale, mi hanno rilevato, in alcuni punti di questo tratto, con- 
dizioni strutturali molto simili a quelle ora viste, anzi talora anche pil ac- 
centuate. 

La medesima sistemazione di contatto tra cretaceo, eocene medio e 
miocene medio, si puo riconoscere anche in alcuni punti delle pendici 
adriatiche del Gran Sasso, dove per altro tale sistemazione ¢ molto pit di- 
sturbata. ies 

Ma a prescindere da ogni considerazione d’ordine generale, ,che potrebbe 
essere, ed ¢ ancora prematura, ritorno all’esame del gruppo della montagna 
dei Fiori, poiché questo ¢ molto significativo per la tettonica del terziario. 

Come € stato accennato, i terreni terziari circondano completamente 
il rilievo in esame e vengono a contatto, sul versante orientale, con inclina- 
zioni verticali o addirittura rovesciate. Quelle invece del versante occidentale 
si sviluppano, dalla faglia, a monoclinale non troppo forte ed anzi tendono 
sempre pit’ ad addolcirsi. Infatti i rilievi di Vallepezzata, Prevenisco, ecc., 
mostrano strati con pendenza ad ovest sempre pil dolce fino ad arrivare ad 
una inclinazione decisamente ad Oriente. In tal modo il terziario sviluppato 
tra i rilievi della montagna dei Fiori, 1 monti della Laga ed il Gran Sasso, 
costituisce, nel significato tettonico d’ insieme, un’ampia conca sinclinale rac- 
chiusa tra le anticlinali di Acquasanta, Amatrice, Gran Sasso e montagna 
dei Fiori. 


Eat. 


Il versante orientale invece, fino al mare, é variamente piegato, e le pieghe 
sono dirette longitudinalmente e con un generale andamento parallelo all’asse 
appenninico. Ho detto generale perche in effetti le pieghe neogeniche presen- 
tano, rispetto all’andamento dei rilievi mesozoici, leggere convergenze, tanto 
che vanno ad urtare, in linea di massima, contro l’asse appenninico# Questo 
incontro determina spiegazzamento degli strati e scombussolamento delle 
pieghe stesse, le quali poi si normalizzano allontanandosi dai massicci. In 
altri termini il piegamento del neogene adriatico (non considero il paleogene 
che, se affiora, € come nucleo d’anticlinale o come bordo degli afhoramenti 
piu antichi) é costituito da un sistema di pieghe quasi parallele e piu o meno 
allungate, le quali ripetono nei loro caratteri individuali quelli di ogai singola 
piega. Le pieghe stesse poi sono tanto piu regolari, quanto piu si trovano 
allontanate dai complessi rigidi. 

Da cid é evidente che se le pieghe neogeniche nell’urtare con le loro 
estremita contro i rilievi rigidi appenninici si perturbano e danno origine a 
pieghe sempre pili spostate ad est, devono presentare relazioni di coesistenza 
con i massicci stessi: 0, cid che & lo stesso, ritenere che il piegamento dei 
sedimenti neogenici € avvenuto contemporaneamente, o subito dopo, alla 
costituzione di un asse rigido appenninico gia in parte esistente come sistema 
orografico. Ed infatti la constatazione che le pieghe mioceniche in generale 
si aprono ad una delle estremita, o talvolta a tutte e due, lasciando afhorare 
i terreni pil antichi, pud costituire una conferma a quanto é stato detto, 
perché nel caso che i sedimenti pit antichi fossero stati portati da un feno- 
meno posteriore a quello orogenico del neogene, le anticlinali del miocene 
dovrebbero infossarsi sotto quei sedimenti. 

Inoltre questa spiegazione concilia gli affioramenti del miocene medio 
{e qualche lembo dell’eocene) di Montefortino, Casale, Fluvione, Acqua- 
santa, montagna dei Fiori, pendici del M. Camicia, regione Ciliera, La Que- 
Blidy CeCe. 

I pit. tipici esempi di anticlinali che restano scoperti per l’incontro con 
i rilievi rigidi sono: quella di Sarnano-Amandola—Montefortino e quella di 
Canzano-Bisenti-Farindola. La prima al sud di Montefortino si allontana dal- 
Passe appenninico e si chiude quindi a Monte S. Giovanni“): la seconda, urtando 
sempre pili contro i rilievi rigidi del Gran Sasso, si perde nel Monte Cap- 
pucciata, con i sedimenti del miocene medio e dell’eocene, portando il sin- 
clinale del banco coglomeratico (miocene superiore) all’altezza di m. 1213 
(Monte Bertola). 


(1) Un'ultra anticlinale dello stesso tipo é quella del M. La Queglia, descritta in: 
«Rendiconti R. Acc. Naz. dei Lincei», vol. 13, serie 67, fasc. 8, Roma 1931. 


ANTICLINALE pI ACQUASANTA. 


Poiché questa Nota verte principalmente sulla regione del fiume Tronto, 
credo non privo d’interesse geologico accennare anche a due fatti che ho 


potuto verificare, durante la mia permanenza in questa zona, e relativi all’an- 
ticlinale detta di Acquasanta. 


Ray Neue 


» 


x 
Fig. 2. - Topografia dell’andamento della piega anticlinale 
«Comunanza — Acquasanta». (Scala 250 mila circa). 


Questa piega anticlinale, che viene tagliata dal fiume Tronto presso la 
gtaziosa cittadina d’Acquasanta, pud considerarsi originata dal miocene supe- 
tiore di sotto il cimitero di Comunanza. Cid per il semplice fatto che l’an- 
ticlinale, che s’inizia da questa localita, sviluppa poi il suo asse longitudinale 
al sud, passando fra i centri abitati di Polica vecchia e Polica nuova, da qui 


a i) 
per Lisciano, Casale, Pedara e Rovecchia (localita in cui affora il miocene 
medio) si spinge verso S. Giovanni d’Asoli, facendo riafhorare il miocene 
superiore, e quindi fino a Monte Castello e Piano della Forcella. Da queste 
due localiti ricompare il miocene medio, che si sviluppa ancora al sud, col 
medesimo andamento di direzione ma con la volta anticlinale pit ampia ed 
ondulata, talché essa, lungo il profilo del Tronto, si mostra variamente pie- 
gata. Da S. Martino di Caraduna, sud di Acquasanta, si ritrovano nuova- 
mente gli affioramenti delle molasse del miocene superiore, le quali, con 
inclinazioni sempre pit dolci a sud—-ovest, a sud ed a sud—est, chiudono la 
piega nei rilievi del Monte Ceraso. 

In riguardo alla cronologia dei terreni afhornati nei nuclei di Casale- 
Fluvione e Acquasanta, devo precisare che i sedimenti riferiti, per la massima 
parte, all’eocene medio debbonsi invece riportare al miocene medio. Cid 
perché in queste marne calcaree a frattura scagliosa si trovano grossi banchi 
decisamente calcarei compatti (vengono anche usati per pietrisco), in cui si 
riscontrano gli stessi complessi fossiliferi citati per il miocene medio della 
montagna dei Fiori. 

Inoltre lungo il profondo vallone detto « Fosso della Montagna », che 
s’inizia dalla Macera della Morte (m. 2073), non si ha l’afhoramento cre- 
taceo, che si trova comunemente segnato sulle carte, ma solo un piccolo 
lembo di eocene medio. Questo eocene si continua poi fino alla valle del 
Tronto, dove passa sotto il conglomerato di base del travertino di Acqua- 
santa. 

A conclusione di questa breve esposizione risulta che 

gli afhoramenti calcareo marnosi di Casale-Rocca Fluvione e di Acqua- 
santa sono da riferirsi al miocene medio, ad eccezione di qualche esile lembo 
eocenico afhorante lungo i margini pil bassi della serie; 

i citati afhoramenti sono in rapporto allo stesso rilievo tettonico, 
giacché costituiscono i nuclei della medesima piega anticlinale, che, per il 
suo speciale sviluppo longitudinale e per lerosione che |’ha interessata, 
permette la venuta a giorno degli anzi detti nuclei. 


Zoologia. — Ovogenesi abortiva e spermatogenesi aberrante in molluschi 
prosobrancli del genere Valvata. Nota di C. Arron, pres. dal Corrisp. R. Rar- 
FAELE. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Fisiologia. — Sull’azione dell’alcool etilico, del fenolo, della vera- 
trina, della stricnina, della nicotina e della chinidina applicata local- 
mente sulle varie regioni del cuore di Bufo V. Nota di Marta Mar- 
SIGLIA, presentata‘” dal Corrisp. S. BaGLiont. 


1. Scopo delle ricerche. — Le ricerche sinora eseguite per stabilire 
Pazione delle diverse sostanze chimiche sull’attivita cardiaca furono condotte 
secondo diversi metodi: 

a) iniettando la sostanza sottocute o nelle vene o facendola assor- 
bire dal tubo gastro-enterico negli animali integri o nell’uomo, 

b) aggiungendo la sostanza al liquido di perfusione sul preparato 
isolato, in tutti i casi osservando le modificazioni che subisce |’attivita car- 
diaca in toto. 

Con la scoperta degli elementi specifici dellattivita cardiaca, ossia del 
fatto che il miocardio — tanto degli animali inferiori che dell’uomo - é costi- 
tuito di due tessuti, di cui l uno fondamentale dotato pil specialmente di 
contrattilita e l’altro specifico (gangli di Remak, Ludwig, Bidder nel cuore 
degli anfibi: tessuto nodale, nodo di Keith-Flack, Tawara, Aschoff, fascio 
di His, rete di Purkinje negli animali superiori) dotati di attivita automa- 
tica, da cui si partono e sono regolati gl’ impulsi spontanei dell’attivita ritmica, 
sembra logico pensare che le diverse sostanze chimiche attive sul cuore ab- 
biano una particolare azione elettiva su questi diversi sistemi o elementi 
del miocardio, cosi come € stato dimostrato per i veleni dei diversi centri 
nervosi. 

Non mancano nella letteratura affermazioni od ipotesi che si collegano 
a questa dottrina della « Localizzazione di alcuni veleni cardiaci », ad esempio 
la dottrina che ammette che |’ atropina agisca paralizzando le terminazioni 
del sistema parasimpatico (del vago cardiaco), in antagonismo all’azione 
della muscarina che eccita gli organi terminali del parasimpatico. Tuttavia 
queste affermazioni sono state dedotte e non dimostrate direttamente poiché 
i veleni si facevano agire diffusamente su tutti gli elementi del miocardio 
senza distinzione alcuna. 

Per poter ottenere risultati decisivi e pit’ convincenti di un’ eventuale 
azione locale sui vari elementi attivi del miocardio é necessario ricorrere 
all’applicazione limitata e locale delle sostanze sulle singole regioni o zone 


del cuore. - 


(1) Nella seduta deli’ 8 gennaio 1933. 
(2) Eseguite nell’Istituto di Fisiologia umana della R. Universita di Roma. 
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2. Metodo. — F stato quello miocardiografico o della sospensione di En- 
gelmann, sul Bufo vulgaris, con un apparecchio speciale di contensione: esso 
permetteva la registrazione grafica dei movimenti del cuore, l’immobilizza- 
zione dell’animale senza veleni paralizzanti e l’applicazione mediante batuf- 
folini di ovatta o dischetti di-carta bibula imbevuta delle varie soluzioni delle 
sostanze usate, sulle diverse regioni delle pareti del cuore (v. fig. 1). 


~ if 


Fg. 1. — Schema dell’ apparecchio di contensione. Il rospo, fissato sulla tavoletta I. di 
sughero, ¢ tenuto immobile dall’ assicella di legno II. fenestrata in corrispondenza della 
regione cardiaca (f), per il passaggio del cuore. a, atrio; v, ventricolo;.s, seno; /s, leva 
scrivente. 


3. Risultati. — Li riassumero secondo le varie sostanze usate: 
> ot . 
a) L’azione locale dell’ alcool varia secondo Ja quantita o concentra- 

zione di esso. . 
. Servendomi di diluizioni relativamente forti 25 °/.—50 °/. applicate perd 
in piccola quantita sulle varie regioni del cuore (ventricolo, atrio, seno ve- 
noso) osservai che gli effetti furono costantemente di paralisi dell’ attivita 

ae, é ap te ghee : 
manifestantesi immediatamente dopo l’applicazione, ma che anche rapida- 
mente scomparvero, in rapporto evidentemente col fatto che l’alcool etilico 


dltera profondamente per ragioni fisico-chimiche i protoplasmi viventi (per 
coagulazione delle sostanze proteiche), alterazioni, perd, che sono reversibili 
nelle condizioni dei nostri esperimenti, perché questa sostanza facilmente 


Fig. 2. — Applicazione di alcool etilico (50 °/,) sul seno: arresto di astolico degli atri e del 
ventricolo; bradicardia. T. in secondi. 


diffonde attraverso le pareti nella massa sanguigna sottostante, la quale con 
la circolazione la trasporta ai vari organi di eliminazione (polmone, rene), o 
di ossidazione (fig. 2). 

Quindi la sua azione é transitoria. 

Tuttavia ¢ importante notare come anche da queste esperienze é dimo- 
strato il fatto che e diversa la sua azione secondo il punto di applicazione: 
sul seno venoso provocando un arresto dei centri automatici dominanti si 


Fig. 3. — Applicazione (A) di fenolo (5 °/o) sul seno: gravissimi disturb del ritmo (Abril- 
lazione, flutter e accesso tetanico). I. in second. 


stabilisce la nota bradicardia con ritmo secondario atrio—ventricolare; mentre 
se si applica sull’atrio o sul ventricolo le modificazioni rimangono localizzate, 
e quindi poco o punto evidenti nel miocardiogramma. 

b) L’applicazione locale di soluzione di fenolo all’ 1 °/, e al 5 °/. non 
ebbe sugli elementi generali del ventricolo e dell’atrio alcuna azione dimo- 
strabile. 

Sul seno nevoso, invece, questa sostanza esplicd un’azione nettamente evi- 
dente che secondo I’intensita (quantita e durata della stimolazione) produ- 
ceva fenomeni di eccitamento seguiti da fenomeni paralitici. I primi furono 
evidentissimi applicando questa sostanza mediante’ pennellazione e consiste- 
rono in ripetuti accessi tetanici del ritmo cardiaco, con evidente ipertono o 
contrattura del miocardio atriale e ventricolare, accompagnate da_palpitio 
(flutter e fibrillazione) (fg. 3). 

I secondi fenomeni paralitici furono i consueti, manifestantisi in forma 
di bradicardia sempre accompagnata da paralisi delle pareti sinusalt con dila- 
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tazione abnorme delle pareti sinusali stesse e degli atri, dovuta all’insorgenza 
del ritmo nodale (atrio-ventricolare) (fig. 4). 


ees a aes re eae 
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Fig. 4. — Applicazione (A) di fenolo (5 °/o) sul seno: ipertono; bradicardia irregolare. T. in 


secondi, 


Cio dimostra che le alterazioni funzionali (intossicazione) limitate sol- 
tanto alle regioni dei centri automatici inducono non solo profonde altera- 
zioni della regione stessa, ma di tutti gli elementi dell’attivita cardiaca, sia 
del ritmo come delle proprieta inotrope, ecc. 

Importante notare ¢ che l’azione cosi evidente di questa sostanza non 
ha una durata molto lunga, nel senso che il ritmo cardiaco, dopo allonta- 
nata la sostanza, ritornava alle condizioni normali primitive (fenomeni rever- 
sibili). Cio si spiega, colla facile diffusibilita di questa sostanza al sangue 
circolante e col fatto che questa sostanza non ha la proprieta di fissarsi eletti- 
vamente agli elementi del seno. 

Inoltre e da osservare che le lesioni e le alterazioni prodotte non erano 
cosi profonde si da portare la necrosi o distruzione chimica (causticazione) 
degli elementi. 

c) L’applicazione locale di veratrina (solfato sol. 1 °/o) sugli elementi 
del miocardio ventricolare, a dose sufficiente, provocava una modificazione 
strettamente locale, manifestantesi in una forma di diastole o rilasciamento 
prolungato limitato alla regione colpita, che si rendeva evidente in forma 
di bozza o protrusione del miocardio specialmente durante la sistole del rima- 
nente ventricolo; cio probabilmente corrisponde all’azione paralizzante locale 
della veratrina sulle fibre muscolari direttamente colpite, le quali per la di- 
minuzione del loro tono e per la perdita dell’attivita sistolica vengono a 
sfiancarsi sotto |’azione meccanica del sangue compresso dagli elementi ven- 
tricolari non direttamente colpiti. Questa alterazione funzionale bene evidente 
all’ispezione non implica, d’altra parte, alcuna variazione del ritmo e degli 
elementi dell’attivita cardiaca, rilevabile nei tracciati. 

Applicata sull’atrio non si sono riscontrate modificazioni apprezzabili 
dell’attivita cardiaca, tranne una Jeggera bradicardia, dovuta forse alla diffu- 
sione della sostanza al seno vicino. 

Pit profonde, invece, furono le modificazioni sul ritmo cardiaco per 
effetto della sua applicazione locale sul seno venoso. 

In un caso, probabilmente per la dose iniziale meno forte, in seguito 
all’applicazione locale sul seno venoso si ebbe prima della bradicardia un 
notevole disturbo dell’attivita ritmica consistente in alcuni periodi, circa sette, 


di aritmia, caratterizzati da uno o due extra-sistoli. Tale disturbo dovuto 
all’azione tossica dell’alcaloide sul seno venoso dimostra ancora una volta 
come alterazioni funzionali di questo possono essere la causa di tale forma di 
aritmia che puo precedere la bradicardia di origine paralitica sinusale (fig. 5). 
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Fig. 5. — Applicazione di veratrina (i Jo) sul seno: bradicardia, extrasistoli, ipertonia 


T. in seconti. 


d) L’applicazione locale di soluzione di stricnina all’1 °/,. sul ven- 
tricolo provocava un aumento dell’attivita sistolica (funzione inotropa) mani- 
festantesi con una maggiore durata della sistole ventricolare: senza effetti 
sugli altri elementi dell’attivita cardiaca, trame un lieve rallentamento del ritmo, 
dovuto forse secondariamente alla maggiore durata della sistole. Questi effetti, 
non sempre evidenti, si possono attribuire all’azione locale dell’alcaloide, di 
natura eccitante, sugli elementi muscolari del miocardio ventricolare. 

L’applicazione sull’atrio non produceva modificazioni evidenti. 

Molto piu evidenti e profonde sono le modificazioni indotte dall’azione 
locale di- questa sostanza sul seno venoso: esse consisterono in un prolun- 
gamento sempre maggiore della seconda fase della perisistole, con consecutiva 
forte bradicardia dovuta probabilmente all’azione di questo alcaloide di natura 


Fig. 6. — Applicazione (A) di stricnina (1 °/oo) sul seno: bradicardia regolare T. in secondi. 


deprimente o paralizzante sui centri automatici del cuore. Tale bradicardia 
dura per un tempo abbastanza lungo anche dopo tolto il dischetto di carta 
bibula imbevuto della soluzione, probabilmente per il fatto che questo alca- 
loide lentamente si libera dagli elementi specifici del seno venoso. Tale 
bradicardia non & preceduta da fenomeni di eccitamento o di disturbi del 


ritmo. 
Le fasi sistoliche di questo ritmo rallentato si mostrano regolari, ma piu 


ampie del normale (fig. 6). 
Il cuore sembra ristabilirsi dopo un periodo abbastanza lungo dall’ap- 


plicazione della stricnina. 


e) La nicotina in diverse concentrazioni (98 °/o, I °/o, I °/0) fino @ 
sostanza pura, sulle varie regioni del cuore produsse effetti paralizzanti im- 
mediati ma transitori, evidentemente in rapporto con la facile diffusibilita e 
volatilita di questo alcaloide. 

Mentre perd l’applicazione sull’atrio e sul ventricolo non produceva 
effetti evidenti sul ritmo, l’applicazione sul seno venoso producendo l’arresto 
dell’attivita dei centri automatici superiori, provocava i noti effetti del blocco 
(bradicardia e ritmo nodale). | 


Fig. 7. — Applicazione di nicotina (1 °/o) nel seno: accesto di tetano cardiaco: extrasi- 
stoli; ipertono seguito da ipotono. T. in secondi, 


In un esperimento, a differenza dei risultati accennati, per l’applicazione 
locale di nicotina 1 °/, sul seno prima di aversi fenomeni di paralisi si sono 
osservati importantissimi fenomeni di eccitamento patologico, consistenti in 
accessi di vero e proprio tetano cardiaco, caratterizzato da ipertono con tachi- 
cardia parossistica (fig. 7). L’importanza di questa osservazione sta nel fatto 
che una modificazione localmente indotta da un veleno eccitante sui centri 
automatici del seno venoso pud provocare un gravissimo disturbo della com- 
plessa attivita ritmica di tutto il cuore, paragonabile ad alcune forme di car- 
diapatologia umana (tachicardia parossistica da iperattivita sinusale). 


Fig. 8. — Applicazione (A) di chinidina (1 °/o) sul seno: rallentamento permanente del 
ritmo. T. in secondi. 


Il fatto merita, certamente, un ulteriore studio, che valga a chiarire le 
condizioni d’insorgenza del meccanismo patogenetico. 
f) La chinidina, applicata in soluzioné fresca all’r °/. produsse ripe- 
tutamente fenomeni concordi: 


a 


1° Il seno venoso dopo brevissimo tempo dall’applicazione & inibito 
sino all’arresto completo della sua attiviti, mentre si stabilisce un perfetto 
ritmo atrio—-ventricolare (il ritmo diminuisce di frequenza sino a ridursi a 
meta). Ed era sopratutto la fase della pausa quella che si allungava mentre 
le altre fasi non subivano notevoli variazioni (fig. 8); 

2° Tale azione oltre ad essere istantanea era anche duratura poiché 
la variazione accennata persisteva dopo l’allontanamento del dischetto di 
carta imbevuta della soluzione di chinidina e dopo il lavaggio con soluzione 
fisiologica per un tempo molto pit lungo che per qualsiasi altra sostanza ; 

3° Le altre regioni del cuore (miocardio atrio-ventricolare ed atriale) 
sulle quali € stata applicata con le stesse modalita la chinidina, anche in 
quantita e durata maggiore, non sembrano reagire con modificazioni ap- 
prezzabili. 

La chinidina quindi anche a minime dosi sembra che abbia un’azione 
particolare elettiva sugli elementi automatici del seno venoso, deprimendone 
lattivita; mentre non altera le proprieta elementari degli altri tessuti mio- 
cardici, seppure non eccita l’attivita sistolica, inotropica e tonica di questi. 


CONCLUSIONI. 


Da un esame comparativo dei risultati si possono trarre alcune con- 
clusioni. 

Anzitutto, col metodo usato dell’applicazione locale ed in piccole dosi, 
ho potuto solo in parte confermare i fatti rilevati dagli autori precedenti in 
merito all’azione cardiaca delle stesse sostanze, mentre ho potuto stabilire 
alcuni fatti nuovi. 

Mi limito qui solo a rilevare questi ultimi, che mi sembrano non privi 
di interesse dal punto di vista sia della fisiologia e fisiopatologia dei vari 
elementi attivi del miocardio, sia dell’azione fisiologica e terapeutica di alcune 
delle sostanze sperimentate. 

1. Il primo e piu saliente fatto concorde che ho osservato @ che qua- 
lunque sia la natura delle sostanze usate essa esplica un’azione notevole e 
caratteristica secondo il luogo della sua applicazione: 

a) sul seno venoso, dove si trovano i centri superiori e dominanti, 
induce sempre profonde modificazioni, oltre che sull’attivita del seno stesso, 
sull’intero ritmo cardiaco. 

Tale azione per lo pil & inibente o depressiva (paralizzante) a dose e 
intensita di stimolo suffciente; manifestantesi con ]a scomparsa del ritmo 
proprio delle pareti sinusali, con l’insorgenza di bradicardia dell’ intero ritmo, 
per istaurarsi del ritmo settale (nodale) o atrio—ventricolare: che pero puo 
essere pil. o meno evidente e presentare perfino extra-sistoli atriali e ven- 
tricolari, secondo la natura delle sostanze usate. 


=e 


Tale effetto depressivo puod essere inoltre preceduto da fenomeni di irri- 
tazione o di ipereccitamento dei centri automatici dominanti, manifestantesi 
in accessi tetanici € ipertonici interrotti da vero proprio palpitio di tutto il 
cuore (flutter e fibrillazione), Anche questo effetto dipende dalla natura della 
sostanza, oltre che dalla sede di azione. 

Finalmente un altro fatto importante emerge dalle esperienze, ed & quello 
della scomparsa dell’azione depressiva (0 irritante) coll’allontanamento della 
sostanza stessa. Perd varia notevolmente il tempo necessario per tale ripristino, 
anche qui secondo la natura della sostanza. Esso é pil breve per l’alcool, 
la nicotina ed il fenolo, pi lungo per le altre, specialmente per la chinidina, 
la quale ha un’azione piu duratura ed anche pil regolare, nel senso che il 
ritmo bradicardico che si stabilisce dopo la sua applicazione sul seno e un ritino 
regolare, senza fenomeni irritahvi, a sistoli pit valide. 

L’azione della stricnina si avvicina a quella della chinidina; mentre 
Vazione delle altre sostanze ¢ molto pil nociva e disordinante. 

2. L’applicazione locale sulle altre regioni esterne del miocardio (atri 
e ventricoli) provoca invece modificazioni funzionali strettamente locali di 
eccitamento o di paralisi, secondo la natura e la dose della sostanza appli- 
cata, senza indurre notevoli modificazioni del ritmo e degli altri elementi 
dellattivita cardiaca generale. 


Fisiologia (Chimica biologica), — Sul valore nutritivo delle proteine 
det semi di leguminose. Nota di V. Zacami e V. Famtant, pres. dal Corrisp. 
S. BaGLIonl. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 
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Astronomia. — La radiazione del Sole nel 1929 ¢€ nel 1930. 
Nota‘? del Socio G. ARMELLINI e di G. ANprissI. 


1. Come € noto, fin dal 1876, il R. Osservatorio del Campidoglio, a 
Roma, esamina ogni giorno il diametro orizzontale del Sole al passaggio al 
meridiano. E, poiche le‘ lievissime oscillazioni sistematiche del diametro so- 
lare hanno presumibilmente relazione col ciclo delle macchie e con I irra- 
diazione solare, nel maggio 1929 — dopo accordi presi col prof. Brunner 
di Zurigo, direttore del « Bulletin of Solar Phenomena» dell’Unione Astro- 
nomica Internazionale - |’ Osservatorio iniziO anche una statistica sistematica 
delle macchie solari. Tale statistica viene effettuata ogni giorno sereno, a 
mezzodi, con un equatoriale di Merz di cinque pollici di apertura ed i risul- 
tati. vengono pubblicati, ogni trimestre, nel predetto « Bulletin of Solar Phe- 
nomena» di Zurigo. 


2. Ma, per completare le osservazioni sistematiche sul Sole, appariva 
desiderabile di misurarne ogni giorno — oltre al diametro ed al numero dei 
gruppi e delle macchie — anche l’irradiazione. Ed, a tale scopo, il R. Osser- 
vatorio del Campidoglio acquistd, nei primi mesi del 1929, un ottimo piro- 
eliometro a pila termoelettrica, tipo Kipp. 

Il pregevole strumento si compone di un sostegno, a tre piedi, portante 
una custodia metallica che ha la forma di un cilindro. Tale custodia ¢ vuota 
ed annerita nell’interno e, sopra una delle basi, ha un foro circolare dietro 


(1) Presentata nella seduta del 5 marzo 1933. 
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cui si trova una lente sfero-cilindrica, destinata a concentrare i raggi del 
Sole lungo la linea delle saldature degli elementi di una pila termoelettrica, 
situata nel fondo della custodia stessa. 

L’ apparecchio viene esposto al Sole, in modo che i raggi solari cadano 
normalmente sopra la base del cilindro portante il foro; cid che é facile 
ottenere per mezzo di una piccola mira. Entra allora in azione la pila termo- 
elettrica e la corrente, cosi generata, viene inviata ad un galvanometro di 
alta precisione, annesso allo strumento. 

Secondo i dati, forniti dal costruttore e controllati da ricerche di labo- 
ratorio, una divisione del galvanometro corrisponde ad una irradiazione di 
0,0202 calorie-grammi per minuto primo e per centimetro quadrato di super- 
ficie. E quindi, poiché le divisioni sono larghe quasi due millimetri ed é 
facile di stimarne con sicurezza il decimo ed anche il ventesimo, |’ appa- 
recchio permette di misurare anche una variazione d’irradiazione di un 
millesimo di calorie-grammi per minuto primo e per centimetro quadrato. 
[n pratica, pero, le variazioni accidentali della trasparenza atmosferica - dovute 
a bolle di vapore acqueo, a piccoli cirri,ecc. e sempre presenti anche nelle 
giornate molto serene — producono errori accidentali, o scarti, certamente 
superiori al millesimo di caloria e che & possibile correggere soltanto con 
replicate osservazioni. 

Si deve aggiungere che, vicino al foro da cui entra il fascio di raget 
solari, si trova un disco a « revolver» portante quattro filtri di luce; onde, 
volendo, si puo misurare sia Il’ irradiazione totale del Sole, sia I’ irradiazione 
filtrata con filtro azzurro, giallo, rosso e rosso cupo. 


3. Con questo piroeliometro, il R. Osservatorio del Campidoglio ha 
iniziato, dal luglio 1929, una serie di regolari osservazioni della irradiazione 
del Sole. Tali osservazioni vengono eseguite ogni giorno in cui il cielo sia 
molto sereno e senza nubi apparenti, nel momento del passaggio del Sole 
al meridiano. In conseguenza, poiché durante il breve tempo richiesto dalle 
osservazioni |’ altezza del Sole resta praticamente invariata trovandosi |’ astro 
in vicinanza della culminazione, diviene pid facile e pil: sicura la riduzione 
dei risultati tenendo conto dell’ assorbimento atmosferico. 


4. Le osservazioni furono iniziate il 12 luglio 1929, e continuate in 
tutti i giorni molto sereni, per cura dei due assistenti dott. G. Andrissi e 
dott. N. Squillace. 

A partire dal 15 luglio 1932 - avendo il dott. Squillace chiesto ed 
ottenuto il collocamento a riposo, per ragioni di salute — le osservazioni 
furono continuate unicamente dal dott. G. Andrissi. Ne riportiamo i risultati 
per il 1929 e 1930 nella seguente tabella, indicando con T,A,G,R,RC, 
le deviazioni dell’ago in corrispondenza alla irradiazione totale del Sole ed 
a quella filtrata con filtro azzurro, giallo, rosso e rosso cupo e ricordando 
che ogni unita corrisponde a 0,0202 calorie-grammi per minuto primo e cm?. 
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OS ONE NAR 


Data 


14-VIII 
16 » 
1) 
18 » 
19 » 
20 » 
24 » 
29» 


30 » 


25» 


20.2 
19.7 
20.7 
19.8 
19.8 
21.3 
18.4 
18.0 
20.3 
20.8 


18.9 
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Astronomia (Astrofisica), — Altezza della cromosfera nel 1932 
ed andamento del ciclo solare. Nota“ del Corrisp. G. ABETTI. 


I risultati delle osservazioni compiute ad Arcetri con |’ equatoriale di 
Amici, durante il 1932, per l’altezza della cromosfera solare, misurando l’al- 
tezza della riga H, invertita, con la fessura dello spettroscopio radiale al 
bordo, sono 1 seguenti : 


Altezza media della cromosfera nel 1932. 
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Le osservazioni di Arcetri si basano su 95 giorni di osservazioni, quelle 
di Madrid su 32 giorni. Le osservazioni di Arcetri danno un aumento gene- 
rale della cromosfera, rispetto all’anno precedente : 


1932-1931 + 0”.38, 


(1) Presentata nella seduta del 5 marzo 1933. 
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quelle di Madrid una diminuzione di 0.29, imputabile probabilmente ai pochi 
giorni di osservazione, che furono possibili a Madrid. Dalle osservazioni di 
Catania“ risulta un lieve aumento nell’altezza media dal 1931 al 1932. 


o° 20 40 60 80 80 60 40 20 0° 
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Fig. 1. — Altezza della cromosfera nel 1932. 


‘L’altezza della cromosfera, in buon accordo fra Arcetri e Madrid, come 
si vede nella fig. 1, continua ad essere massima ai poli e minima all’equa- 
tore: questo fatto, assieme a quello di un probabile lieve aumento generale, 
sono indici che siamo non solo nel minimo, ma forse gia all’ inizio del nuovo 
ciclo. Anche nell’area totale delle protuberanze e nella posizione dei mas- 
simi principali delle aree si conferma quanto sopra. L’area totale delle quattro 
stazioni: Arcetri, Catania, Madrid e Zurigo non sono quest’anno in buon 
accordo, probabilmente in causa delle poche protuberanze presenti e della 
diversita del numero e delle date di osservazione. Arcetri e Madrid conti- 
nuano a dare una diminuzione, mentre Catania e Zurigo un lieve aumento. 
Si puO approssimativamente ritenere che l’area totale sia rimasta, dal 1931 
al 1932, stazionaria, come pure é rimasto stazionario il solo massimo di fre- 
quenza delle protuberanze, che si ¢ presentato nel 1932 in ambedue gli emi- 
sferi, cioe a circa 45° di latitudine, come nell’anno precedente. 

Per i dettagli di queste osservazioni si confronti il Fascicolo 51 delle 
Pubblicazioni del R. Osservatorio di Arcetri. 


(1) G. A. Favaro, L’attivita del Sole nell’anno 1932. R. Osservatorio da Catania. 
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Geofisica. — Emendamenti ad alcuni valori della variazione 
secolare di H nel Piemonte, dati in una Nota precedente. Nota‘? 
del Socio L. Patazzo. 


In precedente Nota), per ottenere le variazioni secolari degli elementi 
magnetici fra le epoche 1887.0 e 1929.0 in Piemonte, ho confrontato i ri- 
sultati delle-mie pit recenti misure fatte nel 1928 e 1929 con quelli delle 
vecchie determinazioni del Chistoni, negli anni 1886 e 1887, per una die- 
cina di stazioni che erano comuni ai due rilevamenti. I dati del Chistoni io li 
ho desunti, naturalmente, dalle pubblicazioni originarie %), e per la compo- 
nente orizzontale H ho tenuto presente che quei valori andavano corretti della 
quantita comune + 12 ¥: piccolo errore — se errore si puo chiamare — dovuto 
al metodo speciale allora seguito nel calcolo del cosidetto coefficiente ma- 
gnetometrico P, metodo che io dippoi ho perfezionato. Ma non ho avuto 
parimenti presente che i valori di H presi pel 1887 (non quelli pel 1886) 
dovevano anche essere corretti per un’altra piccola quantita, + 14y, deri- 
vante da una lieve svista fatalmente occors1 nella misura delle lunghezze dei 
cilindri d’ottone, impiegati come corpi di sovracarico per la determinazione 
del momento d’inerzia del magnete oscillante e deviatore del magnetometro 
Dover-Schneider, adoperato dal 1885 in pot. I cilindri forniti dallo Schneider 
di Vienna furono studiati una prima volta nel 1887, presso il laboratorio 
della Commissione superiore di pesi e misure; l’erronea misurazione della 
loro lunghezza L venne in chiaro nel maggio 1889, allorquando io, assunto 
da poco il servizio magnetico, volli intraprendere una rigorosa, totale revi- 
sione delle costanti e dei coefhicienti del magnetometro, compresi i cilindri 
d’inerzia, dei quali rideterminai le dimensioni nel Laboratorio Centrale Me- 
trico. In conseguenza dell’errore cosi scoperto nei precedenti valori L , do- 
vevano essere adeguatamente corretti i valori di H pubblicati da Chistoni per 
le misure del 1887 e del 1888; cio che non manco di fare lo stesso Chi- 
stoni pubblicando le tabelle di correzione in un’appendice (la 2) inserita in 
altra sua successiva Memoria, riguardante misure eseg uite in Sicilia nel 1890. 

E appunto tale appendice di rettifica ai valori del Chistoni, che io non 
ebbi pil nel ricordo quando elaborai la precedente Nota, ed ora riparo alla 
dimenticanza, consegnando nella sottostante tabella i valori emendati di H 


(1) Presentata nella seduta del 5 febbraio 1933. 

(2) V. seduta del 6 novembre 1932. 

(3) V. « Annali dell’Ufficio di Meteorologia», vol. VII e vol. VIII, parti te. 
(4) «Ann. di Meteor.», vol. XI, parte 3°. 


eS 
(per 6 stagioni fatte dal Chistoni nel 1887) e le conseguentemente emen- 
date differenze AH (Chistoni—Palazzo); in altri termini, le colonne di nu- 
meri 3* e 6° offerte nella tabella dal titolo Variazioni magnetiche in Piemonte 
dal 1887.0 al 1929.0 della precedente mia Nota, devono essere rimpiazzate 
rispettivamente con le colonne 3* e 4? dello specchietto seguente. 
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Gopmmayenre yee Aa =|! HO.2 1008 2 reso 0.20997 aie 17) 
Novaideen sa. we st WO. 21270 D.- -- S51 0.21259 + 252 
ENRCEOEL a. SS Gt Guia ue 0.20625 » » .52 0.20614 1223 
DoimtOdoOssOlaer ssn. cl. v1 | 8. (20925) 53 0.209 13 + 229 


Media delle variazioni 1887-1929 = + 282y+17y. 


La media delle variazioni di H nel 42™"° 1887-1929 risulta cosi alte- 
rata da + 290 y della precedente Nota a + 282 dell’attuale. Si tratta, come 
vedesi, di una differenza pressocché insignificante, che poteva anche passare 
senza rilievo, e tuttavia |’4bito mio mentale, formato alla pit. scrupolosa 
esattezza allorché devo offrire dei dati numerici, m’induce a non tralasciare 
di far palese la relativa rettifica. 
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Fisica. — Su l’adozione del sistema assoluto di unita elettriche 
di misura. Nota“? del Corrisp. L. Lomsarpl. 


Come é noto, il sistema attualmente in uso di unita di misura delle 
principali grandezze elettriche é scaturito da una deliberazione del Congresso 
Internazionale di Elettricita di Chicago del 1893, in occasione del quale la 
Camera dei Delegati, composta dei rappresentanti ufficiali dei principali Go- 
verni, adotto come unita fondamentali di resistenza e di corrente Ohm e 
V Ampere internazionali, aventi per base i multipli 109 e 1o—* dell’unita cor- 
rispondente del sistema assoluto CGS , e come campioni pratici la resistenza 
a o° di una colonna di mercurio di sezione uniforme del peso di 14,4521 
grammi e della lunghezza di 106,3 cm. e la corrente costante che, attra- 
versando una soluzione di nitrato d’argento, preparata in conformita di deter- 
minate prescrizioni, ne deposita in ogni 1’’ 0,001118 gr. di argento. A queste 
due unita fondamentali vennero nella stessa occasione riferite quelle inter- 
zionali di forza elettromotrice, di quantita di elettricita, di capacita elettro- 
statica e di induzione, laddove | unita pratica di lavoro (joule) e quella di 
potenza (watt) vennero ragguagliate al multiplo 107 delle corrispondenti unita 
assolute: fu aggiunto bensi che la prima di esse per gli scopi pratici puod 
essere abbastanza bene rappresentata dall’energia assorbita in 1” da un cir- 
cuito, avente la resistenza un ohm internazionale, e attraversato dalla cor- 
rente di un ampere internazionale, e che la seconda corrisponde alla potenza 
di un joule per 1”. 

Per completare tali specificazioni, e unificare 1 campioni delle unita 
fondamentali e di quelle derivate, si aduno a Londra nel 1908 una Confe- 
renza internazionale, che istitul a sua volta un Comitato internazionale delle 
Unita e dei Campioni elettrici. Questo si riuni a Washington nel 1910, 
ed esegui per la prima volta il paragone dei campioni di resistenza in forma 
di spirali di filo metallico, e di quelli di forza elettromotrice in forma di 
pile campioni, allestiti nei Laboratori nazionali di Francia, Germania, Inghil- 
terra e Stati Uniti; esso assunse come valore medio della f. e. m. dell’ele- 
mento normale Weston 1.083 volt. Su questa base vennero da quell’epoca 
conservati i campioni secondari di resistenza e di forza elettromotrice nei 
principali Laboratori nazionali, senza ottemperare esattamente al voto della 
conferenza di Londra, che aveva inteso di riferire le unita fondamentali alla 
resistenza della colonna di mercurio ed alla corrente misurata col voltametro 
ad argento, considerate come campioni primari. 


(1) Presentata nella seduta del 5 marzo 1933. 
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Durante quest’ultimo ventennio pero si é compiuto nelle misure asso- 
lute un tale progresso, da rendere pressoché inutile il riferimento ai cam- 
pioni internazionali, dei quali veniva d’altronde constatata la insufficiente 
precisione. 

Percio il Comitato Consultivo di Elettricita, costituito cinque anni or 
sono per deliberazione della Settima Conferenza Internazionale dei Pesi e 
Misure col mandato di consigliare il Comitato Internazionale corrispondente 
nelle questioni relative ai sistemi di misura ed ai campioni elettrici, fin dalla 
sua prima Sessione nel 1928, considerando la grande importanza di unificare 
i sistemi di misure elettriche sopra una base priva di ogni carattere arbi- 
trario, riconobbe che il Sistema assoluto, derivato da quello CGS, avrebbe 
potuto essere con vantaggio sostituito a quello delle unita internazionali per 
tutte le determinazioni scientifiche e industriali, e decise di proporne |’ ado- 
zione al Comitato Internazionale dei Pesi e Misure. 

Malgrado cio il Comitato consultivo non credette possibile fissare fin 
d’allora con tutta la precisione necessaria, e di cui essi appaiono suscettibili, 
i rapporti fra le Unita assolute derivate dal Sistema CGS, e quelle inter- 
nazionali di corrente, di forza elettromotrice e di resistenza, definite dal 
Congresso internazionale di Chicago e dalla Conferenza di Londra, e fece 
yoto che le ricerche fossero proseguite a questo scopo nei laboratori con- 
venientemente attrezzati, secondo un programmia preliminarmente concordato. 

In adempimento di tale proposta, che il Comitato Internazionale dei 
Pesi e Misure approvo nella sua Sessione del 1929, i Laboratori nazionali 
di Leningrado, Teddington, Tokyo e Washington proseguirono le loro ri- 
cerche, e ne presentarono i risultati alla seconda Sessione del Comitato 
Consultivo di Elettricita nel 1930. 

Fu riconosciuto a quell’epoca che i metodi per la determinazione asso- 
luta dell? Ohm erano sufficientemente progrediti, e ! accordo fra i campioni 
secondari dei diversi Jaboratori, eseguiti in forma di spirali di manganina, 
era oramai raggiunto con tale precisione, da renderne superfluo I’ ulteriore 
confronto con i campioni primarii a mercurio. Fra i campioni di f. e. m., 
allestiti nei diversi Paesi in forma di elementi normali Weston, i confronti 
internazionali rivelavano invece ancora tali differenze, da renderne deside- 
rabile la rivalutazione mediante il voltametro ad argento. 

Il Comitato Consultivo suggeriva pertanto all’ Ufficio internazionale dei 
Pesi e Misure di attrezzarsi in modo, da poter eseguire nel Laboratorio di 
Sévres i confronti tra i campioni di resistenza e di f. e. m. con I’ appros- 
simazione di un milionesimo; tale proposta, approvata dal Comitato Inter- 
nazionale dei Pesi e Misure, € oramai in atto, si che il Comitato Consul- 
tivo, adunato quest’ anno in terza Sessione ai primi di febbraio, oltre che 
dei nuovi risultati ottenuti nei principali Laboratori nazionali, ebbe anche 
conoscenza delle prime misure comparative eseguite in quella sede. 

Queste ebbero sostanzialmente per iscopo di verificare il grado di pre- 
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cisione consentito dai mezzi sperimentalia disposizione, e il grado di varia- 
bilita a cui vanno soggetti i nuovi campioni di resistenza in manganina nel 
decorso del tempo, e per effetto delle variazioni di temperatura. 

Le misure di paragone fra i campioni secondari di resistenza e di f. e. m. 
posseduti dai principali laboratori nazionali furono ripetute con estrema ac- 
curatezza nel corso degli anni 1931-32, e condussero a stabilire il valore 
definitivo delle differenze fra di essi esistenti; quelle riscontrate fra 1 Campioni 
del Bureau of Standards di Washington, del National Physical Laboratory 
di Teddington e della Physikalische Technische Reichsanstalt di Berlino non 
eccedono 2 centomillesimi. 

Le misure assolute dell’unita di resistenza, eseguite nel Bureau of Stan- 
dards mediante ‘campioni di autoinduzione, hanno condotto ad attribuire al 
rapporto fra l’ohm internazionale e quello assoluto il valore 1.00045 con 
una incertezza inferiore a 10 milionesimi; quelle eseguite mediante un cam- 
pione di induzione mutua nel Laboratorio di Teddington fornirono il valore 
1.00044. 

Le misure assolute dell’unita di corrente, eseguite con la bilancia elet- 
trodinamica nel Bureau of Standards, hanno confermato con grande appros- 
simazione il risultato gid cola ottenuto nel 1911, secondo il quale l’ampere 
internazionale puo ragguagliarsi a 0.99992 ampere assoluti; 11 volt interna- 
zionale dovrebbe in conseguenza ragguagliarsi a 1.00037 volt assoluti. La 
cifra precedente, secondo le pil recenti misure eseguite a Washington negli 
ultimi mesi del 1932, si eleverebbe peraltro a 0.99994, con che anche il 
campione di f. e. m. subirebbe una variazione in piu di 2 centomillesimi. 

Anche nel Laboratorio Elettrotecnico di Tokyo vennero eseguite mi- 
sure assolute preliminari dell’unita di resistenza mediante un campione di 
mutua induzione, e il rapporto fra ohm internazionale e quello assoluto 
fu riscontrato di 1.00046. 

In base a questi valori assai concordanti il Bureau of Standards aveva 
manifestato l’avviso che il Comitato Consultivo di Elettricita dovesse fin d’ora 
sottomettere in materia di Unita elettriche le sue proposte definitive al Co- 
mitato Internazionale dei Pesi e Misure; questo a sua volta avrebbe potuto 
chiedere l’autorizzazione per la loro adozione alla Conferenza Generale, che 
sara convocata nel corso di questo anno, e l’adozione del nuovo sistema di 
unita avrebbe potuto effettuarsi a partire dal 1935. A tale suggerimento ac- 
cedette sostanzialmente anche il Laboratorio di Teddington; ma quella data 
si considerO prematura dalla Reichsanstalt, la quale ritenne insufliciente il 
numero delle misure assolute eseguite fino ad ora, e non peranco adeguato 
il loro grado di concordanza. Essa propose pertanto che la fissazione del 
rapporti fra i valori internazionali e quelli assoluti venisse ulteriormente 
differita, per dar tempo al compimento di parecchie misure che si trovano 
in corso di esecuzione, e giustificd la opportunita di tale dilazione anche con 
ragioni legali; essendo di fatti in Germania e in altre Nazioni stabilita per 
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legge la definizione delle unita internazionali, la riforma loro non potra av- 
venire se non in virtt di una legge nuova, mediante la quale é desiderabile 
che si determinino con la maggiore esattezza i rapporti numerici fra le attuali 
e le nuove unita. A questa determinazione la Reichsanstalt intende collabo- 
rare con tutti 1 mezzi di cui essa dispone, ed ha percio intrapreso nuove 
ricerche, che desidera di ultimare prima che il nuovo sistema entri defini- 
tivamente in vigore. 

La proposta ¢ sembrata cosi ragionevole, da indurre il Comitato Con- 
sultivo a confermare il voto gid emesso nella sua prima Sessione per la sosti- 
tuzione definitiva del sistema assoluto di unita a quello internazionale, con 
Yinvito al Comitato Internazionale di ottenerne fin da quest’anno |’approva- 
zione di principio dalla Conferenza plenaria dei Pesi e Misure; considerando 
pero che alcuni Laboratori Nazionali non hanno peranco ultimato le misure 
necessarie per stabilire i rapporti definitivi fra le unita internazionali e quelle 
assolute, il Comitato Consultivo ha proposto di differirne la conclusione al 
1935, e fatto voto che il Comitato Internazionale ottenga prima d’allora dalla 
Conferenza Generale dei Pesi e Misure le facolta necessarie per potere a suo 
tempo fissare definitivamente quei rapporti, e stabilire la data alla quale le 
nuove unit dovranno entrare in vigore. 

Le altre proposte e deliberazioni del Comitato Consultivo concernono 
essenzialmente i procedimenti da seguire nelle ulterior! misure assolute e 
comparative, e non offrono in questa sede particolare interesse. 

Interessante per contro e dolorosa é la constatazione che il nostro Paese, 
per Ja mancanza di un Laboratorio Nazionale convenientemente attrezzato, 
non avra parte in queste ricerche, e, malgrado il valore dei suoi scienziati 
e l’abilita dei suoi sperimentatori, non potra portare alcun contributo posi- 
tivo alla risoluzione di un problema di grande interesse internazionale, a cui 
nei tempi andati taluno dei nostri Fisici maggiori consacro con successo una 
parte notevole della Sua attivita. 
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Fisica. -— Azione sul campo magnetico terrestre sulla radia- 
zione penetrante. Nota“ del Corrisp. E. Fermi e B. Rossi. 


Risultati sperimentali acquisiti in questi ultimi anni hanno dimostrato 
che la radiazione penetrante consiste di corpuscoli carichi elettricamente. An- 
cora discussa ¢ invece la questione se questi corpuscoli rappresentino il feno- 
meno primario oppure si generino essi stessi nell’ alta atmosfera per effetto 
di una radiazione di altra natura; l’argomento principale che puo indurre a 
sospettare una tale natura secondaria della radiazione corpuscolare consiste 
nel fatto che la radiazione penetrante ha valore presso che indipendente dalla 
latitudine, tanto che una leggera diminuzione dell’intensita del fenomeno a 
basse latitudini @ stata messa in evidenza solo negli ultimi tempi con espe- 
rienze di notevole accuratezza. 

Ci proponiamo di discutere in questa Nota leffetto del campo magne- 
tico terrestre alle varie latitudini e alle varie altezze, nell’ ipotesi che la ra- 
diazione sia dovuta primariamente all’effetto di corpuscoli elettrici (elettroni 
© protoni) provenienti dagli spazi cosmici, e distribuiti a grande distanza dai 
corpi celesti isotropicamente e uniformemente; e di confrontare i risultati 
teorici con quelli sperimentali. 

Il movimento di un corpuscolo elettrizzato nel campo magnetico ter- 
restre ¢ stato studiato da C. Stoermer in connessione coi problemi delle aurore 
boreali. La sua teoria, applicata ai problemi della radiazione penetrante, nel- 
VYipotesi che i corpuscoli che arrivano sulla Terra siano elettroni @ porta ai 
risultati seguent: 

Quando Ja loro energia supera 61.5+109 volt-e essi possono giungere 
su qualsiasi unto della Terra e da qualsiasi direzione; se Ja loro energia é pid 
piccola, in un punto della Terra di latitudine magnetica A, essi possono giun- 
gere soltanto da quelle direzioni il cui angolo col piano del meridiano ma- 
gnetico (positivo verso oriente) supera il valore % definito da 
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(1) Presentata nella seduta del 5 febbraio 1933. 

(2) Risultati sostanzialmente eguali (salvo il segno, quando v’é luogo di considerarlo} 
si otterrebbero nell’ ipotesi che i corpuscoli della radiazione penetrante fossero protoni; cid 
almeno finché le energie considerate sono superiori a qualche miliardo di volt-e, poiché in 
questo caso, per effetto delle correzioni relativistiche, la differenza tra le masse di quiete 


del protone e dell elettrone determina solo una lieve differenza nelle equazioni del loro mo- 
vimento. 
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= 20" M A 
—~;— 3; M = momento magnetico della terra = 8.33-1075 C.G.S.; 


R = raggio della Terra = 6.38-108 cm.; V = energia in volte}, 


Dal calcolo risulta che questa condizione é necessaria; ammetteremo 
che essa sia anche, in generale, sufliciente (come lo é certamente in alcuni 
casi particolari), ossia che gli elettroni possano effettivamente giungere da 
tutte le direzioni, il cui angolo col meridiano magnetico é maggiore di 9). 

La dipendenza dell’angolo limite $ da V per diverse latitudini magne- 
tiche ¢ la seguente 


K=O; V = 10.3-109 9 = 90° 
1217 252 
15.4 On 
25 43 
39-1 | = 69° 30! 
61.5 — 90° 
A= 15° V= 9.45-109 = 90° 
LIST 25- 
13.4 0° 
18.9 — 36° 30! 
25 — 60° 30° 
31 — 90° 
== 3.0% V = 6.6:109 3 = 90° 
7:5 30° 
8.6 o° 
10.3 — 30° 
12.5 — 60° 
13.6 — go° 
= 45° Vir 13.27 109 3 = 90° 
3-53 30° 
3.85 0° 
4.24 ca ols 
4.6 — 60° 
4-75 — 90° 


1) B. Rosst, «Nuovo Cim.», 8, 85 (1931). 
(2) Da un calcolo pubblicato a LeMAITRE e VALLARTA, « Phys. Rev.» 43, 87 (1933), 
mentre la presente Nota era gia in corso di stampa risulterebbe che in realta questo non 
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D’altra parte si dimostra facilmente che se consideriamo uno sciame 
di elettroni (0 protoni) aventi tutti la stessa energia, che si muovono in un 
campo magnetico qualsiasi, e seguiamo nel loro movimento quelli che al- 
Vistante iniziale si trovano in un dato elemento di volume e hanno velocita 
appartenenti a un dato elemento di angolo solido, il prodotto dell’elemento 
di volume nel quale essi sono contenuti, per |’ elemento di angolo solido a 
cui appartengono le loro velocita resta costante durante il movimento dello 
sciame di corpuscoli. Da questa proprieta, analoga al teorema di Liouville, 
e dall’ipotesi che la distribuzione degli elettroni a distanza infinita dalla 
Terra sia uniforme ed isotropa segue immediatamente che |’intensita spe- 
cifica della radiazione penetrante (numero di corpuscoli, per intervallo uni- 
tario di energia e per angolo solido unitario, che attraversano normalmente 
una superficie unitaria nell’uniti di tempo) ¢ per ogni punto (prescindendo 
dall’assorbimento atmosferico) la stessa in tutte le direzioni, da cui i cor- 
puscoli possono effettivamente giungere. 

Se non vi fosse l’atmosfera, l’intensita sulla superficie della Terra di 
ciascuna componente monoenergetica della radiazione penetrante (di energia 
inferiore a 6.15-10'° volt-e) dovrebbe, procedendo dal polo magnetico verso 
equatore, rimanere costante fino ad una determinata distanza dal polo (tanto 
pil grande quanto maggiore é la sua energia); poi diminuire gradualmente 
(pel fatto che un cono di apertura via via crescente rimane « in ombra ») 
fino, eventualmente, ad annullarsi. L’intensita tofale della radiazione pene- 
trante, ammesso che lo spettro d’energia di questa radiazione si estenda con 
continuita da zero fino ad un massimo, dovrebbe quindi presentare una dimi- 
nuzione continua dal polo verso l’ equatore. 

Questo risultato si modifica quando si tenga conto dell’assorbimento 
atmosferico. 

In prima approssimazione (valida nel caso in cui lo spessore della atmo- 
sfera sia da considerarsi infinitamente piccolo rispetto al raggio di curvatura 
delle traiettorie) possiamo trattare separatamente |’azione del campo magne- 
tico terrestre e dell’assorbimento atmosferico. La distribuzione di intensita 
della radiazione penetrante, quale si produce per |’ azione combinata di questi 
due fattori, resta cosi determinata nel seguente modo: in un dato punto ed 
in una data direzione possono giungere soltanto quei corpuscoli, la cui energia 
é ad un tempo maggiore di quella definita dall’ equazione (1) e maggiore di 
quella necessaria per attraversare, nella direzione data, lo strato di atmosfera 
sovrastante; e tali corpuscoli giungono colla medesima intensita con cui giun- 
gerebbero in assenza sia dell’atmosfera che del campo magnetico terrestre. 

Si riconosce immediatamente quale dev’ essere la dipendenza della di- 
stribuzione cosi definita dall’ altezza sul livello del mare, dalla latitudine ma- 


¢ sempre vero; che esistono cioé «direzioni proibite » il cui angolo col piano del meridiano 
magnetico € maggiore di % Questo perd non modifica sostanzialmente i risultati della 
nostra analisi. 
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gnetica e, per un dato luogo di osservazione, dalla direzione di. prove- 
nienza @), 

a) Procedendo dal polo magnetico verso I’ equatore, |’ intensit’ totale 
della radiazione penetrante osservata ad una determinata altitudine deve rima- 
nere costante fino a quella distanza dall’equatore, dove il campo magnetico 
terrestre comincia ad impedire l’arrivo di alcuni dei corpuscoli, che potreb- 
bero attraversare lo strato di atmosfera sovrastante: A partire da questo vee 
Pintensita deve diminuire gradatamente verso |’ equatore. 

b) Ad una data Jatitudine magnetica, l’intensita della radiazione pe- 
netrante, misurata, in wna determinata direzione, a partire dal limite della atmo- 
sfera verso il basso, deve mantenersi costante fino a quella distanza del limite 
dell’ atmosfera, dove cominciano a rimanere assorbiti i pit lenti fra i cor- 
puscoli ai quali il campo magnetico terrestre permette di raggiungere nella 
direzione data, il limite dell’ atmosfera. Da questo punto deve cominciare una 
graduale diminuzione di intensita; e ad una distanza dal limite dell’atmosfera 
sufhcientemente grande (tale cioé che possano raggiungerla soltanto corpuscoli 
cosi rapidi da non essere ostacolati dal campo magnetico terrestre) questa in- 
tensita deve coincidere con quella che si osserverebbe in assenza del campo 
magnetico. 

Se, come generalmente avviene, si misura l’intensita complessiva in tutte 
le direzioni (e non l’intensita in una direzione data) la curva dell’ intensita 
in funzione della distanza dal limite dell’ atmosfera deve inizialmente presen- 
tare un decremento assai lento (anziché un tratto esattamente orizzontale) 
e raccordarsi attraverso ad un flesso con la curva normale di assorbimento 
(quella cioe che si osserverebbe in assenza del campo magnetico terrestre). 

c) In tutti i punti nei quali l’intensita complessiva della radiazione 
penetrante € minore di quella che si osserverebbe in assenza del campo ma- 
gnetico terrestre, il numero dei corpuscoli, che giungono da occidente del 
meridiano magnetico, deve essere minore del numero di quelli che giungono 
da criente del meridiano stesso giacché, per quanto abbiamo veduto, le di- 
rezioni occidentali « entrano in ombra » prima di quelli orientali. 

In realta, una dipendenza dell’ intensita dalla latitudine magnetica, del 
tipo di quella descritta in a) & stata effettivamente osservata da Clay ©), da 
Clay e Berlage% e da Compton “); e una curva di intensita in funzione del- 
laltezza, del tipo di quella descritta in b) & stata effettivamente osservata da 
Regener ‘), 

L’accordo dei risultati sperimentali colle previsioni teoriche ¢ anche 


(1) Cfr. anche la recente Nota di E. ReGENer, « Naturwiss.», 21, 43 (1983) (nota 
aggiunta alla correzione delle bozze). 

(2) J. Cray, « Amsterd. Proc.», 33, 711 (1930). 

(3) J. Cray, e H. P. Berzace, « Naturwiss.», 20, 687 (1932). 

(4) A. H. Compron; «Phys. Rev.», 41, 111 (1932). 

(5) E. ReGENER, « Naturwiss.», 20, 695 (1932). 
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quantitativo se ammettiamo che le perdite di energia dei corpuscoli della 
radiazione penetrante nella materia siano di circa 13-10% volt-e per gr/cm?. 
Con questa ipotesi si spiega anche perche nessuna dissimetria del tipo di 
quella descritta in ¢) sia stata osservata a Firenze“); alle nostre latitudini 
infatti ed in vicinanza al livello del mare l’atmosfera assorbe tutti i raggi 
sui quali si potrebbe far sentire l’effetto del campo magnetico terrestre. 

I] valore, che siamo stati condotti ad attribuire alla perdita di energia dei 
corpuscoli della radiazione penetrante nella materia, é circa triplo di quello 
calcolato da Heisenberg ) per elettroni di corrispondente energia. Data pero 
Pincertezza delle valutazioni teoriche in questo campo, riteniamo di dover 
forse attribuire maggior peso all’accordo qualitativo che al disaccordo quanti- 
tativo e di essere quindi autorizzati a concludere che i risultati delle espe- 
rienze finora eseguite sono conformi, anche per quel che riguarda |’influenza 
del campo magnetico terrestre, all’ipotesi che la radiazione penetrante pri- 
maria sia una radiazione corpuscolare. 

Per l’ulteriore controllo di questa ipotesi sono in programma le seguenti 
esperienze : : 

1° Determinazione della dipendenza dell’intensita dall’altezza a diverse 
latitudini magnetiche. Il flesso dovrebbe presentarsi ad una quota tanto pil 
bassa quanto pit: bassa é la latitudine magnetica; 
2° Misura della dipendenza dell’intensita dall’azimut eseguita ad una 

altezza sul livello del mare sufhicientemente grande e ad una latitudine ma- 
gnetica sufficientemente bassa perché sia sensibile l’azione del campo magne- 
tico terrestre. Si dovrebbe trovare una dissimmetria dell’intensita rispetto al 
piano del meridiano magnetico, dal cui senso si potrebbe dedurre il segno 
della carica dei corpuscoli della radiazione penetrante. 


(1) B. Rossi, loc. cit. 
(2) W. HEIsenserc, « Ann. d. Phys.», 13, 430 (1932). 
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Geologia. — Sull’eta dei calcarei bianchi marmorei del M. Pi- 
sano. Nota“ del Corrisp. P. Vinassa pe REGNY. 


L’eta liassica inferiore dei calcari bianchi del M. Pisano é stata sino 
ad oggi pacifica, ed anzi quell’ orizzonte cosi caratteristico serviva di capo- 
saldo per la tormentata geologia del Monte. 

Fu il De Stefani che ne stabili per primo, in modo deciso, |’ eta benché 
egli stesso riconoscesse in alcuni dei fossili da lui studiati un’impronta di 
antichita maggiore. 

Ricordo che quando il collega prof. Neri snocciolava i fossili dalla lu- 
machella del M. Rotondo, ero rimasto colpito dalla somiglianza, specialmente 
dei gasteropodi, colle forme di Esino. Successivamente percorrendo il M. Pi- 
sano mi ero formato |’idea che la geologia de M. Pisano non si sarebbe 
potuta fare se non prendendo a confronto la geologia alpina. Per questo ho 
sempre ritenuto il Verrucano come triassico in gran parte Werfeniano, per 
VP analogia, per non dire |’identita, di quella formazione con le analoghe alpine. 

Ed ho pure sempre dato importanza a quelle problematiche Evinospongie; 
sembrandomi strano che tipi analoghi, se non identici, si dovessero trovare 
a Esino, in Valle Brembana e in parecchi altri luoghi, sicuramente triassici. 

Scopo di questa Nota ¢ di porre in evidenza che i calcari bianchi del 
M. Rotondo sopra S. Maria del Giudice sono triassici. 

Intanto occorre far subito notare come questi-calcari ad una accurata 
ispezione non risultino ceroidi, come quelli, decisamente liassici, della por- 
zione pil. meridionale del Monte. Si tratta invece di veri e propri calcari mar- 
morei, privi di quel carattere di traslucidita che é tipica dei veri ceroidi. Per- 
tanto non si puo parlare del M. Pisano di un solo orizzonte di calcari bianchi, 
comprendendo in esso tanto il vero ceroide eoliassico quanto il tipo mar- 
moreo dei Monti di S. Giuliano. 

Le accurate ricerche geologiche in posto fatte in due campagne dal mio 
allievo dott. Redini davano come logica un’eta pid antica a questi calcarei 
marmorei. Pertanto credei di poter esprimere molto sommariamente questi 
dubbi sino dall’anno decorso @). E il dott. Redini ha confermato questi dubbi 
nella sua Nota preventiva ). 


(1) Presentata nella seduta del 5 marzo 1933. 

(2) P. Vinassa DE ReGny, Alcuni capisaldi per la geologia del M. Pisano, « Boll. Soc. 
Geol. Ital.», Vol. LI (1932), fasc. 1, p. 100. 

(3) Repint R., Sulla geolovia del M. Pisano. Questi « Rendiconti », XX, 1° sem., fasc, 12, 


p- 989. 
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Se non che contro un riferimento al Trias stava la cospicua fauna de- 
scritta dal Fucini e da lui senza alcun dubbio ripetutamente riferita al Lias 
inferiore “), Occorreva quindi riprendere in esame quella fauna e discuterne 
le determinazioni ed i riferimenti. 

Lavoro ingrato e faticoso che mi ha pero condotto a risultati, non per 
il solo M. Pisano, interessanti, e che qui esprimo sommariamente, riman- 
dando ad altro lavoro, documentato da fotografie e disegni, la giustificazione 
di questo nuovo modo di considerare il calcare bianco del M. Rotondo. 

Gia da una discussione delle determinazioni e da una statistica accurata 
appare la labilita' di un riferimento al Lias inferiore. 

Intanto lo stesso Fucini trovava strano che a cosi poca distanza non 
vi fosse alcuna analogia, coi fossili liassici inferiori della Spezia, eccezione 
fatta per le Ammoniti, ritenute’ identiche. E quasi nessuna analogia pure lo 
stesso Fucini notava col Lias inferiore del resto della Lunigiana, della Gar- 
fagnana e della Calabria. 

Forti invece le somiglianze col ritenuto Lias inferiore della Montagna 
del Casale (Busambra) in Sicilia. Per le ragioni che dird in seguito escludo 
dai confronti coi giacimenti del M. Pisano i giacimenti siciliani. 

Tra i fossili descritti un corallo é quasi certamente per i meno re- 
tico: crinoidi, echinidi, ecc. non hanno valore. 

Dei Brachiopodi sono determinate 40 forme sicure, di cui 6 sono-comuni 
al Casale e 8 appartengono a nuove forme. Non é il caso di entraré’ qui in 
particolari. Ricordero solo che anche il Fucini (op. cit., p. 24) riconosce 
Vimpronta triassica di taluni tipi. 

Dei Lamellibranchi sono determinate 20 forme, tra cui due sono retiche, 
una € comune al Casale e 9 sono nuove, tra cui ben 6 hanno tipo retico 
o decisamente triassico. Le 8 forme rimanenti e ritenute liassiche sono for- 
temente discutibili. © ~~ 

Dei Gasteropodi, nutnerosissimi, sono determinate 62 specie, tra cui 
13 sono del Casale e ben 45 sono nuove. Tra queste, 4 sono analoghe a 
forme del Casale e ben 10 hanno spiccate somiglianze con forme triassiche. 
Basterebbe ricordare il Loxonema liasicum Fuc. che, a confessione stessa del 
Fucini, non puo avvicinarsi che a tipi del Trias e forse anche ‘pit: antichi. Ma 
posso dire di pil, cioe che la Juliana saviana & Y Omphaloptycha Aldrovandii 
Stopp. sp. di Esino; la Chemnitzia pisana Fuc: &  Omphaloptycha irritata 
Kittl pure di Esino; la Neritopsis Bosniasckii' Fuc. é-quasi certamente la Ne- 
ritopsis compressa Hérnes del Trias superiore di Hallstat. E: probabilmente 
anche la Holopella (2) problematica, semplice modello, & una fotina triassica. 

Dei Cefalopodi i 4 Nautilidi non hanno valore perché due sono nuovi 


(1) Fucint A., Fauna dei calcari bianchi ceroidi del M-: Pisano. «Mem. Soc. tosc. 
Sc. nat.», XIV, Pisa, 1894; Fucini A., Studi geologici sul M. Pisano. « Mem: Accad. Givenia 
Sc. nat», 5, XIV, Catania, 1924-25, p. 23. 
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e due dubbi. Anche gli Atractites sono forme di dubbia e, dird cosi, elastica 
determinabilita. 

Restavano pero, come ho detto, ed erano argomento formidale le Am- 
moniti. Studio difficile e perme nuovo. Ma forse appunto per questo, perché 
cioe mi accostavo alla loro determinazione senza avere |’occhio dello spe- 
cialista, e assuefatto, come quello del valentissimo ammonitologo prof. Fu- 
cini, alle forme specialmente liassiche, ho potuto giudicare senza preconcetto. 
Avverto che avendo avuto dalla cortesia del collega Stefanini buona parte 
del materiale studiato dal Fucini conservato a Pisa, e tra questo tutte le 
Ammoniti, sono pazientemente riuscito a mettere in evidenza caratteri, spe- 
cialmente dei lobi, che al Fucini erano sfuggiti e pei quali il riavvicinamento 
a forme liassiche crolla completamente. 

Metto qui in forma tabellare i risultati del mio studio, rimandando, come 
ho detto, ad altra Nota il corso di pubblicazione la giustificazione di queste 
nuove determinazioni: 


Phylloceras cylindricum (non Sow.) = Procladiscites Fucinii n. f. 

Phylloc. Calais (non Menegh.) = Sagenites inermis Hauer sp. 

Phylloc. occiduale (non Canav.) = Sturia sp. (ex aff. Sturia semiaratae 
Mojss.). 

Rhacophyllites stella (non Sow) = Rhacophyllites julianus n. f. 

Litoceras agnatum (non Canav.) = Indeterminabile. 

Litoceras subbiforme (non Canav.) = Miltites (?) sp. nov. 


Pleuracanthites biformis (non Sow) = Gymunites (?) sp. 


» » » 


Procladiscites (2) sp. 


» » » = Kokeniella (?) sp. 
Arietites Cordieri (non Sow) = Tropiceltites cfr. arietitiformis Mojss. 
Ar. centaurioides ? (non Savi. e Men.) = Juvavites (?) an Isculites (?) sp. 
Ariet. coregonensis ? (non Sow) = Tropiceltites sp. (aff. arietitiformibus). 
Arielites sp. = Tropiceltites (?) sp. 
Schlotheimia marmorea ? (non Opp.) = Juvavites (?) sp. 


Schloth. ventricosa (non Sow) = Clydonites an Juvavites sp. (ex aff. Juv, 
Electrae Gemm. non Mojss.). 


In conclusione adunque si tratta di Ammoniti triassiche principalmente 
dell’ orizzonte halorico o di Hallstatt. Dato il cattivo stato di conservazione 
e trattandosi di forme in parte forse nuove non posso dire esattamente a 
quale preciso orizzonte sia da ascrivere questa fauna. Ma, con ogni proba- 
bilita, si tratta di un piano sincronizzabile coi calcari di Esino del Trias su- 
periore, anche per la presenza di forme di gasteropodi tipiche di tale assise. 


ait a Ol, 

Da questa revisione e dalle necessarie nuove assegnazioni cronologiche 
scaturiscono talune conseguenze che possono avere interesse per la geologia 
italiana e cioe: 

1° La necessit’ di una revisione delle Ammoniti dei giacimenti si- 
ciliani della Busambra, che molto probabilmente dovranno seguire la sorte 
dei calcari marmorei del M. Pisano. 

2° La necessita di riprendere in esame i cosidetti Arietites, in base 
ai quali si vorrebbero far passare nel Lias i Marmi apuani e senesi. Tali 
Arietites hanno tutta aria di essere Tropiceltites o Balatonites, in modo spe- 
ciale poi I’ Arietitide (aff. Vermiceras perspicuum) figurato dal Fucini ) e che 
non é sicuramente un Arietites per la linea lobale come la descrive somma- 
riamente il Fucini stesso 

3° La necessita di rivedere, con questi nuovi criteri cronologici, base 
per qualunque indagine tettonica, le interpretazioni recentemente comparse, 
e per le quali si sono invocati carreggiamenti e rivoluzioni che logicamente 
dovranno essere in gran parte per lo meno rettificate. 


Matematica. — Lua teoria delle serie di equivalenza sopra una superficte 
algebrica. Nota del Socio F. Severi. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 

Matematica. — La teoria delle corrispondenze a valenza sopra una 
superficie algebrica. Nota del Socio F. SEvert. 

Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 

(1) Fucint, Sopra Peta del marmo giallo di Siena, « Proc. verb. Soc. tose. Sc. nat.», 
XII, Adun. 18 gennaio 1903, p. go. 


(2) E difatti dallo studio fattone durante la stampa di questa Nota tale Vermiceras 
é risultato una specie nuova; Tropiceltites Pantonelli:. 


MEMORIE E NOTE PRESENTATE DA SOC] 


Matematica. — Sui sistemi differenziali aventi integrali alge- 
brici. Nota di G. Barra, presentata“ dal Socio R. MarcoLonco. 


1. Consideriamo il sistema di 1 equazioni differenziali ordinarie, del 
primo ordine, lineari, a coefficienti funzioni della x: 


(1) ‘LS REY (eal 52, seed re 


Com’é noto, si chiama « integrale » di (1), ogni funzione delle y; ed x 
tale che, ponendovi in essa, in luogo delle y;, una erelingas soluzione 
di (1), si riduce ad una costante- 

Le funzioni che godono di tale proprieta sono tutte (e sole) quelle che 
soddisfano ad una equazione lineare omogenea a derivate parziali, del 1° or- 
dine @). 3 

Quel che ci proponiamo, nel presente lavoro, si ¢ di determinare, sotto 
quali condizioni, il sistema (1), puO ammettere uno, o pil integrali della 
forma 


O(), IJ29>"* , Yn) 


con ®, simbolo di polinomio omogeneo, nelle yi, a coefficienti.costanti. 
In altre parole, sotto quali condizioni: 


(2) Dy, +++, je) = 9(%,*) 


con k costante arbitraria, € conseguenza di (1) \). 

Determineremo, in questa Nota, tali condizioni. 

L’osservazione, poi, che le relazioni (2), sono solo apparentemente 
pit generali delle altre del tipo: 


(3) DOr i) 


(1) Nella seduta del 19 febbraio 1933. 

(2) V., p. es., T. Levi-Crvira, Calc. diff. ass.. Roma. 

(3) Di questioni analoghe si sono occupati, tra altri, il Burgatti ed il De Cristofaro, 
in una nota lincea. 


ci dispenserd dal riferirci alle (2), fissando il nostro esame su relazioni del 
tipo (3). 

Esamineremo, inoltre, il caso - che diremo « speciale » — in cui la 
® & identicamente nulla, ed accenneremo, in fine, a qualche tipo di inte- 
erale fratto. 

In sostanza, in questa Nota, mostreremo come lo studio delle rela- 
zioni (3) si possa ridurre a quello del caso lineare. Ed in effetti, se la © 
non & lineare, bensi di grado v allora si amplia il sistema (1), considerando 
i monomi omogenei nelle y, come incognite ausiliarie. E facile vedere, 
allora, che, a loro volta, tali incognite ausiliarie, proprio a causa di (1), 
sodisfano, anch’esse, ad un sistema del tipo (1). Intanto la ® in queste 
incognite ausiliarie, diventa lineare, dunque possiamo dire: Lo studio di 
relazioni lineari fra soluzioni di (1), basta - attraverso i sistemi ampliati 
ora detti — a trattare, in modo unico, anche quello delle non lineari. 

Cid sara mostrato, in modo esplicito, nel caso di un integrale quadratico. 

Oltre a cid, ampliando opportunamente, si pud ricondurre al caso 
iniziale anche quello di sistemi non di primo ordine. 


2. Caso lineare 
Proponiamoci, dapprima, di voler determinare un integrale di (1), ed 
uno solo, per ora, della forma: 


D, or rsh 


dove le c siano delle costanti prefissate e k una costante arbitraria. 
Derivando la (3) e tenendo conto di (1), si avra: 


(4) DAiyi =o 


con 


n 
i ie Ari. 
t 


Perché la (4) possa valere per ogni x e per qualunque soluzione di (1), 
deve essere: 


(5) >, (rari =O PEE) 


Ne segue, affinché sia compatibile il sistema (5), che il determinante 
delle a dev’essere nullo: | 


(6) || ari || = 0. 
Ma vié di piv. 


Sa 
Chiamando P,-,+++,Pn, i minori della matrice || a,i ||, ottenuti sop- 
primendo, rispettivamente, la 1*, +++, m—-esima colonna, risulta: 


(7) Griese Sty Po Bits ssa (—— 2)" Pe 


sempre che, la caratteristica della matrice dei coefficienti del sistema otte- 
nuto da (5), dopo soppressa l’ultima linea, p. es., sia nm —1. Ma cid, nel 
caso ha luogo, diversamente, esisterebbero due relazioni integrali del tipo 
detto. 

Segue, quindi, da (7), che i rapporti delle P ad una qualunque delle 
P stesse, sono costanti e che, pertanto, le derivate di detti rapporti sono 
nulle. Cioe: 


(8) (5) =o Ose Sys = Lae et). 


La (6) e la (8), percio, si dimostrano, col loro contemporaneo verifi- 
carsi, condizioni necessarie e sufficienti per I’ esistenza di una relazione del 
tipo (3), per il sistema (1). 


3. Riferiamoci ora, anziché alla (3), alla (2). 
Deriviamo quest’ ultima e teniamo conto di (1). Si avra: 


n 
(9) > Aiyi=9' («,k) 
Tee 
con 
Ai = > Cy Ari- 
1 
Dovra, quindi, la (2), necessariamente, coincidere con la (9) e pertanto: 


(10) Csf/Ay = eee s = tyfAn =O (%,W/P 5k) = 1/0'(%)- 


Segue che g(x ,k), devessere della forma: 


dx 
(11) RU ee con p=W'/p. 
Le (10), intanto, offrono il sistema lineare, omogeneo nelle c: 
Ai—eci =0 (i =1,++-,n) 
sistema compatibile se 
(12) \\az|| = 0 


avendo inteso con tal simbolo, il determinante ottenuto da ||qir ||, sostitu- 


endo, in esso 
ass CON ass —e ise, 444, 71]. 


La (12) é, pertanto, una equazione di grado nino. 
Con procedimento analogo a quello tenuto nel primo caso gia trattato, 
si traggono, quindi le condizioni: 


(13) (pF) =° (2154545 2 oe ase 


Quindi il complesso delle condizioni necessarie e sufficienti perché da (1) 
consegua () la (2) é costituito da (11), (12), (13). 

E, d’altra parte, facile ricondurre il caso della (2) a quello della (3). 

Infatti, e: 


a= Oe 
Posto, poi: 
Ye Hi 
il sistema (1), diviene: 


n, aa (411 —w'/P) n: + 42%. + 2° bain Nn 


eooeoereere eer e eee eee eee e ee ereeoee eee eee st ee 


| Y= Any Nx + ens) (Gn 5n = v'/v) Nn 


e la relazione che si vuole sia conseguenza di tal sistema, é: 


Dd cin=k. 
I 


Si © ricondotti, cosi, al caso gia trattato. 


4. Caso non lineare. 
Supponiamo, qui, che Ja relazione conseguenza di (1), sia della forma 


® (); > 22° » Yn) — k 
dove ® é un polinomio omogeneo di grado n nelle y;, a coefficienti costanti. 


Fissiamo le idee sul caso in cui la ® @ di 2° grado. 
Vogliamo, cioé, trovare, sotto quali condizioni: 


So Gir Vi Vr = k 
€ conseguenza di (1). Supporremo, per maggior semplicita, 1 = 2. 


(1) E, qui ed altrove, sempre sottintesa la condizione d’ essere le yi soluzione di (1). 


Sa bl" dames 


Dal sistema dato, si trarra, allora, l’altro ampliato: 


\ OD! = 24 Mb 242 Ys Yo 
CL) = 2 dar Js Ya + 2 daz J, 
| Cy: aN = Ag, y a (ay, of faa) Vx Yo + Are y; 
e si vede che i monomi di 2° grado in y, e y., soddisfano ad un sistema 


analogo ad (1), se pur formato di 3 equazioni. 
Ed in genere, per 1 qualunque, il sistema ampliato che si viene a co- 


struire, constera di (°) equazioni, se la relazione é quadratica. 


Su tal sistema si potra, quindi, operare come su quello iniziale (1), 
pervenendo a stabilire le condizioni sotto le quali si pud assicurare |’esi- 
stenza di relazioni quadratiche. Cosi, ad esempio, se il determinante delle a 
é emisimmetrico non gobbo, vi sara lintegrale Ly? =k; se gobbo invece 
con gli elementi diagonali eguali ad «, vi sara lintegrale: 


> y? == e2 [ade 


Il caso di relazioni cubiche, ecc., € sostanzialmente identico a quello 
quadratico. 


5. Supponiamo, ora, di avere il sistema non pil di primo ordine: 


(14) y, = Da. Vr (1 = | “BO 6 1) 


€ proponiamoci di determinare le condizioni sotto le quali pud esistere un 
integrale primo di (14), della forma: 


> or ye +2, Yr y, ar k - 


Ponendo: 


n 
, . 
| =, air ys 


¢ i 


be Xi 


l 


che é un sistema del tipo di quelli gid trattati. Quindi: i] procedimento in- 
dicato vale anche per sistemi non di primo ordine, purché si amplino opportu- 
namente. 
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6. Diremo di trovarci nel caso « speciale » allorché la funzione che 


lega le yi, & identicamente nulla. 
Le soluzioni di (1), percid, devono soddisfare, in tal caso, la: 


n 
») Cr Vr =} (0)'= 
I 


Dovendo, allora, la (4) coincidere con questa, dovra essere: 
Sg = Pipl 


Si procede,; quindi, come al n. 3. 

E da notare che, nel caso in esame, il sistema (1) é riducibile, in 
guanto, ura delle funzioni incognite si pud esprimere mediante una combina- 
zione lineare a coefficienti costanti delle altre. 

Il procedimento qui accennato, si estende al caso di relazioni non li- 
neari « speciali ». 


7. Sin qui, noi abbiamo fatto l’ipotesi di una sola relazione del tipo (3). 
Supporremo, invece, ora, che di siffatte relazioni ve ne siano pit di una. Due, 
per fissare le idee: 


Dorn = 
Dive yr = h. 


Moltiplicando la 1* per A, la 2* per pw e sommando, si ha: 


(15) yr (GA-+ YB) +0 


relazione della forma (3), contenente, perd, tre costanti arbitrarie. 

Possiamo, quindi, con referenza alla (15), lasciando indeterminati Ae p, 
ripetere il ragionamento fatto in occasione della (3). 

Relazioni analoghe alle: Ai =0, condurranno ad un sistema ammet- 
tente co? soluzioni, e quindi la caratteristica del determinante dei coefficienti: 
|| dir ||, sara n—2. 

Ne segue che la soluzione generale del sistema é fornita da formule 
del tipo: 


(16) Ci = || aye, I/II | 


dove ||a|| ¢ il determinante d’ordine »— 2 in |ja||, diverso da zero, e 
|| -,-,||) quello in cui gli elementi di una colonna sono espressioni binomie 
della forma 


kK + hyp 


Cr Ari + Cs Asi 


e che pertanto si decompone in due determinanti ad elementi monomi. 


Bi 
xX 
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Dimodoché, il numeratore di (16), ¢ la somma di due termini, cia- 
scuno dei quali prodotto di una costante per un determinante d’ordine 
n— 2, di |la||. 

D’altra parte le c;, sono determinate a meno di un fattore di propor- 
zionalita, dunque, esse sono proporzionali a || a.,., 

E poiche il rapporto di due c @ costante, segue che il rapporto di 
opportuni due determinanti, d’ordine »—2, in ||a||, @ costante: quindi, le 
derivate di tali rapporti sono nulle. | | 

Sono queste le condizioni cercate, affinché possano esistere, per (1) due 
relazioni del tipo (3), conseguenza del sistema dato. 

Naturalmente il procedimento si puo ripetere pel caso di r relazioni 
indipendenti. 


8. Il caso di una o pit relazioni del tipo: 
» - ay) / >) APIS) wee k 
mi Oi Yi / mi Vi Yi mee 


non differisce, sostanzialmente, dal caso « speciale » corrispondente a relazioni 
del tipo (3); sempre chenon sia, per i valori r= 1,2,+++,m: 


Cr — kyr == (ON 


Ed ancora al caso della (3) si pud ricondurre, attraverso Ja ordinaria 
teoria delle funzioni simmetriche, laltro di una o pit relazioni del tipo: 


con S;eS, «somme » simmetriche, della stessa classe h, nelle yi. 
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Matematica (Geometria). — Qualche proprieta delle trasfor- 
mazioni pseudo-ordinarie. Nota di S. CHERUBINO, presentata “” 
dal Corrisp. G. Scorza. 


6 


1), La definizione data al n. 1, consente di chiamare pseudo—ordinarie 
non solo le trasformazioni considerate al numero precedente e rappresentate 
con la (5), ma anche tutte quelle prodotti di esse per ogni trasformazione 
ordinaria di 1* 0 2? specie di V», cioé tutte quelle le cui corrispondenti 
sostituzioni riemanniane modulari portano una, quindi ogni, matrice carat- 


nr 


eee A ae m bees G) 
teristica di S in una [{_, ) ancora caratteristica per la stessa S &) e 
n n 


ML 
congrua ad ; modr 2: 
nN 


Fra queste vi é la trasformazione che si ottiene da T cambiando nella 
(5) il segno di 7, quindi nella (6) il segno di T, la quale lascia anch’essa 
fermo il punto v0, ed opera sulle falde di Vp e sui punti di appoggio 
allo stesso modo come la T. Tutte le altre si rappresentano con le relazioni 


(8) veStnde (mod. ) 


che corrispondono alle stesse sostituzioni riemanniane + T e — T ; queste 
operano sui 2 sistemi di falde unite per S o per —S, e sui loro punti di 
appoggio, allo stesso modo come le trasformazioni ordinarie 


(9) vStyt+e (mod. w). 


Si puo percio dire che le trasformazioni pseudo-ordinarie (8): 
a) sono reali rispetto ad S, od a —S, allora e solo che # 


c=r+ > wk (mod. @) = Tisply” %¢ =— wh + 74+] (mod. @), 


(1) Nella seduta del 19 febbraio 1933. 

(2) La numerazione degli articoli e delle note andrebbe fatta in continuazione di quella 
della Nota: Le trasformazioni pseudo-ordinarie sulle varieta abeliane reali. [Questi « Rendi- 
conti», vol. XVII, fasc. 4, p. 257]. Preghiamo il lettore di sopperirvi. 

(3) Questa prima parte della definizione equivale alla ipotesi che la matrice 7, figu- 
rante nelle relazioni (8) che seguono, sia reale. 

(4) A. Comessarri1, Mem. I cit. (9), n. 7. 


= aoe = 
con r,j due p-complessi reali arbitrari ed wk, «) periodi imaginario puro, 
risp. reale, pure arbitrari. Le falde unite per S o quelle unite per —S sono 
lasciate tutte o nessuna ferma secondo che la parita del periodo wk, risp. 
wh, appartiene oppur no al sistema A = Z-*: in tal caso, si ha 


I I 
Cao Ons «/))* 
9.4 2 


I eevee | 
C= —ol* 47-5 =— of +1-] 

5 Ol fi j= —ol* $i.) 
e si deduce che le (8) lascianti invariata ciascuna falda unita per S, od 
unita per —S, sono tutte e sole quelle in cui il p-complesso costante ¢ 
€ reale, oppure imaginario puro. 


b) sono reali, in pari tempo rispetto ad S ed a — S, allora e solo che 


(10) C =— oh - — (mod. w) 


~ <= 


con wh ,wk periodi reale risp. imaginario puro, arbitrari. 

c) queste ultime scambiano fra loro soltanto le falde dello stesso 
sistema (unito per S o per —S) permutandole: le lasciano tutte ferme (senza 
permutazione) allora e solo che la parita dei periodi wh, wk appartengono 
entrambe a A = 2- &*. In questo caso, le (10) assumono soltanto i 24 va- 
lori incongrui fra loro“): 


(11) c= . coh* = + okt (mod. o) 


d) le trasformazioni pseudo-ordinarie reali e lascianti ferme sia le 
falde unite per S che quelle unite per — S, come segue dal n. 3, permutano 
fra loro, senza lasciarne fermo alcuno, tutti i 2? punti in cui ciascuna falda 
unita per S si appoggia a ciascuna falda unita per —S. Fanno eccezione 
soltanto le due (8) in cui c=0, che, come sappiamo, lascian fermi tutti 
i punti di appoggio. 


2. Anche nei riguardi delle coincidenze le trasformazioni pseudo-ordi- 
narie si comportano in modo analogo alle ordinarie ® (di 1* specie). Ed 
invero, considerandone una che lasci ferme, ad es., tutte le falde unite per S, 


ee ere I 
(cioé prendendo per c una determinazione reale) affinché il punto r + ok 


(1) Mentre i valori incongrui delle (10), per trasformazioni reali non Jascianti neces- 
saridmente ferme tutte le falde, sono 22¢—4, 
(2) A. ComessaTTI, loc. cit. (9), Mem. I, n. 7. 


che appartiene ad una di:queste falde sia mutato in sé dalla trasformazione 


scelta, occorre e basta che 


ee + er to + oT ,h 


la quale, poiche T_,k =k (mod. 2) si riduce alla relazione 
(12) (1 x-2a)r=c (mod. w) . 
Se una di queste é risolubile “), ed r’ & una sua soluzione, si hanno 


- : “Cc Ai at I : 
anche (come subito si verifica) tutte le soluzioni r’ + 5 OP ove wh & un 


periodo reale di parita arbitraria, cioé si hanno 2? coincidenze distinte, tutte 
sulla falda corrispondente al periodo imaginario puro wk, che é arbitrario. 
Dunque: | 

Se una trasformazione pseudo-ordinaria, lasciante ferme tutte le falde unite 
per S (0 per —S) possiede una coincidenza su una di queste falde, questa fa 
parte di un gruppo di 2?*—* punti, costituito da 2? coincidenze su ogni falda 
unita per S (o per —S). 


3. Le proprieta rilevate sono sufhcienti a mostrare qual’e l’interesse 
che, nella geometria su V;, puo avere Ja conoscenza del gruppo di tutte 
le trasformazioni pseudo-ordinarie rispetto ad S. 

La determinazione di queste ¢ fatta quando si sia raggiunta quella delle 
sole fra esse che lascian fermo il punto v= 0, le quali costituiscono un 
gruppo che indichiamo con I*, mentre indicheremo con G3 quello delle 
corrispondenti sostituzioni riemanniane modulari. 

Noi ci siamo proposti di fare questa determinazione - e l’abbiamo pie- 
namente conseguita @) — nel caso iperellittico. Essa, perd, ci sarebbe forse 
stata impossibile, o troppo faticosa (almeno per ottenerla nella forma cui 
siamo pervenuti %)) qualora non avessimo potuto utilizzare la seguente im- 
portante osservazione: 

la ricerca delle trasformazioni pseudo-ordinarie di V» rispetto ad una sim- 
metria di carattere reale A>>O si pud sempre ricondurre al caso in cui la 
simmetria considerata sia di carattere reale zero. 


(1) Lo é certamente, ad es., quando 1 — 7m, od 1 +7, sia una matrice non degenere. 
Sostituendo allora il segno = col.segno =, si ha una sola soluzione per r, corrispondente 
ad ogni determinazione di c. Questa (12) si pud interpretare anche nel senso che, asse- 
gnato 1, cioé fissato il punto, esiste una c (ed una sola) che soddisfa alla (12) e, quindi, 
un’ operazione della schiera cui appartiene la data trasformazione che lascia fermo quel punto. 

(2) Essi si trova nella Memoria di prossima pubblicazione, cui abbiamo accennato 
nella nota (8) del lavoro cit. (2), ay ag 

(3) Questa € certo la pili conveniente e comoda per le possibili applicazioni, poiché 


* 


ci permette di scrivere esplicitamente tutte le operazioni di G,. 


Il grande vantaggio che si ottiene con questa riduzione é manifesto, 
qualora si pensi agli aspetti semplicissimi che sono assunti dalla matrice di 
Riemann e dall’ antisostituzione riemanniana corrispondente alla simmetria 
considerata, quando si abbia A = 0 ©), 

Ecco come la riduzione pud ottenersi. 

Com’é noto®), una V, che possieda una simmetria S di carattere reale 
A> 0 € birazionalmente identica ad un’involuzione di ordine 2* segnata su 


di una varieta Vo sulla quale la simmetria esistente su V» ne induce una 
di carattere reale zero. 


Se w ¢ la matrice di Riemann cui é legata V,, su certi cicli primitivi, 
ed € una matrice caratteristica minima della simmetria S (sugli stessi 
n 
cicli) VS si pud scegliere legata alla matrice riemanniana 


0 rao (") 


On 


ed il riferimento fra V, e VS si ottiene eguagliando una determinazione 
dei parametri individuante un punto su Vy ad una dei parametri che indi- 


vidua un punto corrispondente su V{, cioé ponendo 


(14) vo =v+ol=v+ ao) l (mod. @). 


La simmetria S induce su V§? una simmetria S© jl cui carattere reale 
é zero, perche corrispondente all’antisostituzione riemanniana involutoria 
di w() di matrice 


ed ogni trasformazione birazionale di V,, relativa alla sostituzione rieman- 
niana modulare T, ad es., quella assegnata con le relazioni (5)-(6), induce 


su th una trasformazione algebrica caratterizzata con le relazioni 
(15) yoy = rv) (mod. w°)) 


(16) oO) TO, = rw) 


(1) Questo vantaggio & stato gia da noi utilizzato per conseguire una classificazione 
delle superficie iperellittiche dal punto di vista reale. [Questi «Rendiconti», vol. XVI, 
s. 6* (1932)]. 

(2) S. CuERuBINO, Un teorema generale sulle varietd abeliane reali. (Questi « Rendi- 
conti», vol. XI, s. 6" (1930)]. . 
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ove T) @ la matrice razionale 


(0) — WON ee Lares. 
(7) Pie | | 


Se T©) é intiera, essa € anche modulare, cioé si ha una sostituzione 
riemanniana modulare di «), quindi una trasformazione birazionale su We 


che vi si rappresentera con la (15). 
Questo appunto accade quando Ja trasformazione birazionale considerata 


su V, & pseudo ordinaria, e viceversa, Cioe: 
Le trasformazioni pseudo—ordinarie ® di Vp inducono trasformaziont pseudo— 


ordinarie @) su V{, e viceversa. 
La dimostrazione si fa semplicemente, osservando: 
1° che dalla relazione S = T-'ST si deduce laltra TO) = I, TI, 


e quindi che 
18O}=| ee bite 
(18) As ( | 7] 


con a,d matrici razionali di ordine p. 
2° Che su Vy possono assumersi cicli pseudo-normali (Comessatti) 
e che su questi puo prendersi “) 


0) (1) = (sory) 


dove 1 indica la matrice identica di ordine p ed 1 quella che si ottiene 
da questa ponendo eguali a zero anche gli ultimi p—A elementi della dia- 
gonale principale. 

3° che la) (17) sivserive 


= mm (t)=(2) 
a |B 


che puo pors: I) — fe con«,8,7,5 opportune matrici intiere di or- 


dine p ed, infine, che si ha, per ipotesi, 
m L 
(21) (é T= en (nod. 2). 


(1) Non necessariamente intiera, percheé 


"I = faked, 
(2) Sintende: rispetto ad S, su Vp, e rispetto ad S(), su ee 


(3) Vedi la mia Nota: Sul problema della norm uizzazione... [« Atti Istituto Veneto »- 
t. 88, p. I (1928-1929)]. e segnatamente il n. 9. 


NU eee 


Partendo dalla (20) e tenendo conto della (18), della (19) e della (21) 


si ricava, dopo breve calcolo, che le matrici T e T© hanno necessariamente 
gli aspetti dati dal porre 


a= (2 2%) yee) epi eS NE i 
; ° 247 (OUP bak Sod yal 


a=a §; j= (S33e | 
2y¥; | 8 


con le a , :, 8; matrici intiere che, per i = 1, 2, 3 , 4, Sono ordinatamente 
dei tipi (A,A) , (A,p—A) , (P—A,A) , (p—A,p—A) e verificano le 
condizioni 

== 1,» 4 SO, =H Tyan (mod. 2) 


ove I, ed Ip_, indicano le matrici identiche di ordini rispettivi A e p—aA. 

La matrice T) & dunque intiera come T, e si ha T©) =I (mod. 2). 
Percio, essa da luogo, su sr ad una trasformazione pseudo-ordinaria, ri- 
spetto ad S©). Il viceversa & immediato. 

In altri termini, abbiamo constatato che la nozione di trasformazione 
pseudo-ordinaria @ invariante non solo di fronte alla relazione di equiva- 
lenza) delle matrici di Riemann (cioé per trasformazioni birazionali di V») 
ma anche di fronte a quegli isomorfismi che operano sui cicli con una ma- 
trice caratteristica minima della simmetria che si considera. 


(1) ll che @ di immediata verifica. 


Matematica. — Sull’omografia di Riemann relativa ad uno spazio 
curvo. Nota di T. Boceio, presentata“ dal Socio T. Levi-Crvira. 


In alcune Note pubblicate in questi « Rendiconti» nel 1928, e poi nel 
volume: Burgatti, Boggio, Burali-Forti, Geometria differenziale (Zanichelli, 
Bologna, 1930) — che nel seguito indichero con Geom. diff. — ho svilup- 
pato ampiamente, con moltissime applicazioni, la teoria dei differenziali su- 
perficiali di vettori ed omografie, che gia avevo introdotto in un volume 
precedente “), e ho mostrato come per mezzo di essi fosse possibile defi- 
nire in modo semplice l’omografia di Riemann, che riassume i simboli a 
4 indici di Riemann e di Ricci, e come si potessero stabilire facilmente 
(Geom. diff, p. 187) le proprieta fondamentali di questa omografia, le quali 
equivalgono alle note relazioni fra i simboli di Riemann, o fra i simboli di 
Ricci. 

In questa Nota espongo un nuovo procedimento, pit semplice del pre- 
cedente, per introdurre l’omografia di Riemann, e faccio vedere come ne 
scaturiscano, quasi senza calcoli, le proprieta fondamentali, sopra accennate, 
dell’omografia di Riemann. 

Infine mostro come dalle espressioni vettoriali si possano dedurre facil- 
mente le espressioni ordinarie dei simboli di Christoffel a 3 indici, e dei 
simboli di Riemann a 4 indici, di prima o di seconda specie. 


1. Sia Vy una varieta con m dimensioni, che si puo sempre immagi- 
nare immersa in uno spazio euclideo Sy con un numero di dimensioni suf- 
ficientemente grande; diciamo poi Q il punto generico che descrive la V,,, 
ed w,v vettori fangenziali (cioe tangenti alla V, in Q) e dQ uno sposta- 
mento (infinitesimo) di Q sulla V,; allora il corrispondente differenziale 
superficiale (cio relativo alla varieta V,) del vettore aw, che indichiamo 
con dyt, & la proiezione ortogonale del differenziale ordinario dw (cioé 
relativo allo spazio euclideo Sy) sullo spazio euclideo S, tangente alla V, 
in Q. Esso pertanto risulta definito dalla condizione: 


(1) dy4Xv=duXv, 


che deve essere verificata qualunque sia il vettore tangenziale v. 


(1) Nella seduta del 19 febbraio 1933. 
(2) Buratt-Forti et Boceto, Espaces courbes; critique de la relativite, «S.T.E.N.», 
Turin, 1924, p. 125. 


Considerando un altro spostamento 8Q del punto Q sulla V,,, si de- 
duce dalla (1), differenziando col simbolo 8: 


Sduu Xv=S8duXvt+duX sv— du X 80; 


indicando con 8y dye il differenziale superficiale del vettore tangenziale dy w, 
© chiaro [analogamente alla (1)] che il 1° membro della precedente vale 
pure dodyu X wv, percio: 


Sudvu Xv=sduxXvutdu X §Sv—du X $v, 
scambiando d con 8 si ha ancora: 
dy8vt Xv=dduXv4+ sux dv—s,u X dv, 


sottraendo e notando che Sdu =d8Swu (perché qui si tratta di differenziali 
ordinari) risulta: 


(2) (@vdve—dydvu) Xv=duX dSv—f8u X dvu—dvu X 8 + Sv Xdv. 


Questa eguaglianza mostra che i due membri sono funzioni lineari di v. 
E chiaro che la (2) pud ancora scriversi, pil simmetricamente: 


(3) (Sudve—ddvu) Xv=du X8u—8u X dvu—dv K 80 + Bvt X dv, 
scambiando w con v il 2° membro cambia solo di segno, percio: 
(4) (dudvu —dySvu) X v = — (Svdvvu — dv 8vv) XU, 


da cui risulta che i due membri della (2) 0 (3) sono anche funzioni l1- 
neart di U. 

Indicando con du/dQ la derivata ordinaria del vettore w (cioé rela- 
tiva allo spazio ambiente Sy) e con dyw/dQ la derivata superficiale del vet- 
tore w (cioé relativa alla V,), si ha per definizione, qualunque sia, ad es., 
lo spostamento (tangenziale) Q: 

dw dy 


On es : 70 


perciO la (3) puo scriversi: 


SO = br Ut, 


a’ ] 
(Bo dow — duds) X v = SHAQ X55 8Q— O22 X30 dQ — 


_d u dyv pee dy 
ee d 


dalla quale risulta evidente che il 1° membro ¢ funzione lineare di dQ e 8Q. 


Percid, concludendo, il 1° membro della (3) ¢ funzione lineare dei vet- 
tori w,v,dQ,sQ. 

Ne segue, in base ad una proprieta funzionale generale, che esiste una 
ed una sola omografia di 3° ordine, che indicheremo con &, funzione di Q 


(ma non di dQ,8Q,w) tale che 
(5) Svydyu — dy8vue = KRdAQSQU, 


qualunque siano i vettori tangenziali d(Q,8Q,u. 
Come vettore # si pud ovviamente prendere uno spostamento infini- 


tesimo d’Q (che é lo stesso di d.Q) del punto Q sulla V,,, e allora la (5) 
porge: 
(6) Sv dv d.Q — dy8vd,Q = KdQ8QA'Q. 


Dalla (5) risulta anche determinato il valore di Rabw, essendo a,6 altri 
due vettori tangenziali, ed & facile vedere che (Geom. diff., p. 195): 


dU ba d.u 


dO: foro 


Rabu = 


. 2. Dalle formule precedenti si deducono tosto le proprieta fondamen- 
tali dell’omografia di Riemann. 
Scambiando i differenziali dy e dv la (5) porge senz’altro: 


RdQSQu = —KSQdQu, 


che ¢€ la proprieta emisimmetrica della &. 
. . . . . . . / 
Se poi nella (6) si permutano circolarmente i differenziali dy ,d.,d., 
e si sommano le eguaglianze ottenute, tenendo presente la relazione (Geom. 


Git Dal.) 
(7) as svQ => dy dyQ, 


e le analoghe, si ha subito: 
KAQSQAMQ+RKSQd QdQHe K€d' QdQ8Q=0, 


che é la proprieta ciclica della &. 
La (4), tenuto conto della (5), diviene: 


KRAIQSQuU XK v=—KdQ8Qv Xu, 


che € la proprieta assiale della &. 


-Infine, ponendo w = d'Q,v = Q, essendo d’'Qe YQ (ossia dQ 
e 8,Q) spostamenti di Q sulla V,,, la (3) puo scriversi: 


RdQ $QdQX FQ = dd’ Q XK 8F¥Q— 8d AX dO — 
del, Ov 510 OS. OC d,0.0 


scambiando i differenziali d e d’ e cosi pure 8 e 8’ (e in conseguenza dy 


, ; , : 5 : P 
e d, e cosi dy e §,) e ricordando la (7), € chiaro che il 2° membro resta 
inalterato, percio: 


KdQSQUQAXK FQ=KAMQHKHQAQ XK 8Q, 


che & la proprieta commutativa della &. 
Cosi le quattro proprieta fondamentali dell’ omografia di Riemann & 
sono stabilite in modo semplicissimo. 


3. Mediante lomografia & si possono esprimere facilmente i SHG 
a 4 indici di Ricci e di Riemann. 

Immaginiamo -nella varieta V, una n?@ di congruenze ortogonali di 
curve: in ogni punto Q della V, saranno allora dati m vettori unitari, a 
due a due ortogonali, u,,W., +--+, Un, tangenti alle curve della congruenza 
e quindi alla V, in Q; in tal caso i simboli a 4 indici y,,i, di Ricci, ri- 
sultano definiti da (Geom. diff., p. 274): 


Yiu = Kup ujus X Ur, 


e le proprieta della & stabilite nel n. 2 danno subito le note proprieta dei 
simboli a 4 indici di Ricci. 
Tali simboli sono le componenti /rinseche del? omografia (0 tensore) &. 
Considerando poi il punto Q che descrive la Vn come funzione di n 
variabili numeriche indipendenti g:, 942, +++ qn, i simboli a 4 indici (7, bk) 
di Riemann risultano definiti da (Geom. diff., p. 283): 


®Q 2Q2Q FQ _ 9 2Q2Q72Q,, AQ 
(8) (ij, bk) = & Bq ea; Oth oat ye age Og: “> 9g; ’ 


e le proprieta della & poc’anzi stabilite danno subito le note proprieta dei 
simboli a 4 indici di Riemann. 
Tali simboli sono le componenti covarianti deil’omografia & . 


4. Mostriamo come dalla (8) si possa dedurre facilmente l’espressione 
usuale dei simboli (ij, bk) mediante i simboli di Christoffel. 

Per questo, osserviamo che i parametri q.,q2,°+* 5 n Si possono ri- 
guardare come funzioni del purito Q, e pertanto conviene considerate i loro 
gradienti superficial (ciot relativi alla Vn), che indicheremo con gradu qi, 


e che risultano definiti come vettori tangenziali, e tali che, qualunque sia 
lo spostamento dQ sulla V,, si ha: 


grady gi X dQ = dq. 


Inoltre, i coeficienti aj; della forma quadratica fondamentale, che esprime 
il _ds?, risultano definiti da (Geom. diff., p. 279): 


(9) ees 


e gli elementi a‘i (cioe i complementi algebrici degli elementi a; nella ma- 
trice formata dalle a;j, divisi per il determinante della matrice) hanno i va- 
lori seguenti, che si stabiliscono senza difficolta (Geom. diff., p. 280): 


(10) wi = grady gi X grady q; . 


Cio premesso, i simboli a 3 indici di Christoffel possono definirsi colle rela- 
zioni seguenti (Geom. diff., pp. 281-282): 


Up sees OREO (fe e2O rte 
OS leis lappa Gee ae 


ora sussiste ovviamente |’ identitd 


ree OO) ak 


OqrOqs“~ ogt 2 


2 22,20) , 2 /2Q. 30) 2 20 20) 
ae 3) =e Sal oie =i] : 


percio ricordando la (9), la prima delle (11) diviene : 
rs I (Cdr: ,-0ds: Oars 
| ae ayes x) 


che € l’espressione ordinaria dei simboli di Christoffel, di r¢ specie. 
Se w € un vettore tangenziale, si ha l’identita, facile da verificare (Geom. 


diff, p. 284): 


eQ 
wa Bu X grade gis o 


2 


perciO applicandola al gradyq: e poi moltiplicando scalarmente alse sors 6 
qr ©9s 


si ha: 


o2 Q as: 2Q 92 Q 
By 8a, X gtady gq: = ~ gradv gq: X grady gp - 20; x aeaGe? 


pipe 2) ope 
e ricordando la (10) e le (11): 


oe ee rs 
lt [= 5a | b | 


che & l’espressione solita dei simboli di Christoffel di 2* specie. 


a, Q 


Se si indica con 
Ogr qs 


la proiezione ortogonale sullo spazio euclideo 


2 
tangente alla V, in Q del vettore - 


O) Ses : 
euhcns eVeglaroe che le (11) possono 


ancora Scriversi cosi: 
rs 3. 3 ( oe 
(12) | | —_ Cy 0 Q \ 1s | (@) 


t Og Oqs qi ? leet at Ogr Oqs X grady qs 


e i secondi membri non sono altro che le componenti covarianti e contrava- 


Pe ; ; oe ; nate 3 
rianti della derivata superficiale 5 St ; abbiamo cosi l’interpretazione geo- 
qr eqs 
metrica semplicissima dei simboli di Christoffel. 
5. Passiamo ora ai simboli di Riemann. Osserviamo intanto che se 


nella (5) supponiamo che dQ sia tangente alla linea coordinata g;, e che 
SQ sia tangente alla linea coordinata g;, si pud porre: 


e) oy dy 
dQ == aa ae aeas 2 a fhe at 2 = 39, i> 
e allora la (5) puo scriversi: 
oy Ove dy Ove JRO) 3Q uw, 
ST a Cs 


e supponendo w = 9Q/eg,, avremo dalla (18): 


= % 2Q 0Q a #Q 9Q ©) 
, bh) = —~ oS X= 
as 24; 3q:2qx a Ogi 24: 8g; aqn - ogy 


dy [%,Q =] Oy ( ,Q <| 

= x x ==|—- 
ou; Ge qr} — qi \eqjeqn "qe 
g Omense Ou es, Oo... 

~— 8g:8qn ~~ Oqjaqu ' Aqj2qn ~~ Oqi8qn’ 


(1) E importante tenere presente che, in virtu della (7), le derivate seconde miste 
superficiali del punto Q hanno valore indipendente dallordine delle derivazioni (come nello 
spazio euclideo); invece per le derivate terze superficiali, il valore dipende dall’ordine delle 
derivazioni, come é provato dalla (6). 


= Oven 


od ancora, ricordando la prima delle (11): 


ih jh %Q %Q , Oe 
(33) @j, bk) = |" i |- ogi =|" k |— eqiegn Ogjeqe 09j0qn ~~ Ogieq:’ 


ora, applicando Videntita, facile da verificare (Geom. diff., p. 284): 
u = LUX oc - grady gr, 


ove w € un vettore tangenziale, si ha, ricordando la 1* delle (12): 


cm) 1h 
man > | 7 [eee 


percio, badando alla (10): 


7 Q 4 FQ a Sofi), 


Ogiegn”  Ogjeqe — 73 


e sostituendo nella (13): 


Gals ae SOU dhee ola lhe 


che @ lespressione ordinaria dei simboli di Riemann a 4 indici, di 2? specie. 
Per 1 simboli a 4 indici, di 1* specie, si ha: 
r ge eQ 0 
(Ay, “(ts be a 5, ered v Qj Xan “Sia he 


ag" gy Bye BGs 5 BMH 


da cui si ricava tosto l’espressione usuale: 
(ij, bk} = > avi (ir, bk). 


Termineremo coll’osservare che le (8), (14) mostrano che i simboli (ij , bk), 
{47 , bk} sono rispettivamente le componenti covarianti e contravarianti del 


vettore & =O sQ seh 
On O”k 7": 


cn ia 


Matematica. — Encore sur les opérateurs linéaires. Nota di 
Ruy Louis Gomes, presentata “? dal Socio T. Levi—Civira. 


Nous avons donne déja une condition nécessaire et sufhsante pour qu’un 
opérateur « (qui opére sur l’ensemble des fonctions 4 module carré som- 
mable) soit linéaire. 

Maintenant nous nous proposons de donner une autre forme 4a cette 
condition, en faisant intervenir la notion si importante d’opérateur adjoint 
de a. 


Comme « est linéaire, la série 


fee) ee) 2 
ee > pa ij X, 


Dae 


est convergente dans tout le domaine E 


CO 
ylakaa, 
t=1 


CE 
0 


0 0 
@f.e)= Lym= x mz i Xj 5 


£=T 


en représentant par ui les composants de 9, celles de af étant ©) 


ioe) 
n= Sax) 


j= 
Prenons maintenant la matrice 


[Bij | = || a I 


adjointe de ||a/|. 
La série qui lui correspond est 


2 


co [oe) Bs i 
ee oa 
t=1 | j=I i 


(1) Nella seduta del 5 febbraio 1933. 
(2) Notre premiere Note. 


et comme elle converge en iméme temps“) que H, la matrice ||/6|| nous 
donnera la représentation d’ un opérateur lineaire @ que nous allons mon- 
trer étre ladjoint de «, c’est a dire, 


(«f,9) =(/, Be). 


Pour cela, écrivons 


co oo oS = 
(af >) = > tr, Oy De x > oi; Ti 


t= j=. j 


ee) 


co foo a aay 
=F oS am = 3 a |S arn 
J 


—— 7 j=l 1=1 


puis que les composantes de Be sont 


co (oe) s% 
v= QL Biuj = D apy. 
jJ=t1 


j= Fy 
Nous avons alors 


(af,¢) =(f,89), 


comme il fallait demontrer: 8 est l’adjoint de « et ils sonts tous les deux 
linéaires. ‘ 
Réciproquement, soit 8 |’adjoint de «, leur domaine d’existence étant 
Yensemble (tout entier) des fonctions 4 module carré sommable. 

Nous allons montrer qu’il sont tous les deux linéaires. 

Pour cela, il sufft de montrer que leurs matrices sont limitées. 


Ore), 


=f, 9) = (Be) = 2 (f,9) Ce, 9) 


cO 


[oe 
w= D x, a9) = D> xj (a9;,9:) 
j= j= 


en posant 
aig = («9; ) i) . 


(1) WINTNER, p. 127. 
(2) NEUMANN, Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik, p. 242, Anmerkung 60. 


ree W's) sie 


Comme l’opérateur « est défini partout (et @ aussi) il s’en suit immé- 
diatement la limitation des matrices: |/«|| , || |/ — les opérateurs sont linéaires. 

En résumé: la condition nécéssaire et suffsante pour qu’un opérateur « , 
défini partout, soit linéaire, est qu’il ait un adjoint. 

En particulier, les opérateurs de Hermite, définis partout, sont toujours 
linéaires (). 


Matematica. — Sur une propriété des fonctions harmoniques 
dans les espaces de Riemman, Nota di S. Goras, presentata‘” dal 
Socio T. Levi-Crvita. 


Dans chaque manuel de la théorie du potentiel on démontre le théor¢me 
suivant sur les fonctions harmoniques: 

Chaque fonction u définie et bornée dans lespace euclidien (a deux ou trois 
dimensions) tout entier qui y remplit l’equation de Laplace 


Cr) Ady = 0 
est constante. 

Ce théoreme peut étre, ¢videmment, généralisé aux espaces euclidiens 
a plusieurs dimensions ainsi qu’aux espaces de Riemann dont la forme est 
positivement définie. Dans le cas de = 3 la démonstration a été donnée 
par R. SeriniG), Son raisonnement s’applique facilement aux espaces a plu- 
sieurs dimensions lorsqu’on se sert de la formule de Green qui a éte géné- 
raliste par Beltrami “) aux espaces de Riemann et qui peut ¢tre facilement 
démontrée aussi pour le cas d'un nombre de dimensions quelconque : 


5 : {du 
(2) Iv (uw , W) hey = — fu de, = 
§ 


ue 


u Au dtn, 


U 


\ 


ou 


| Vu ,u) = g* ViuViw 
G3) 


l-Au = ge ViViu Ss). 
Le symbole vy est symbole de la derivation covariante (moyennant des 


, : oii An 
symboles de Christoffel de seconde espéce comme paraméetres). Fa designe 


(1) Ce fait est déja connu (NEUMANN, déja cité, p. 88, lignes 31-33) mais il s’agit, 
au moins je le crois, d’une conséquence du théor¢me de Torprirz énoncé p. 77, lignes 33-35. 

(2) Nella seduta del 5 febbraio 1933. 

(3) R. Serini, « Rend. della R. Acc. dei Lincei», vol. XXVII, serie 5* (1918), p. 235. 

(4) E. Berrramt, Sulla teoria generale dei paramelri differenziali, « Opere », t. Il, p. 108. 

(5) V(u,u) resp. Aw constituent le premier resp. le second paramétre differentiel de 
BELTRAMI. 


la dérivée suivant la normale 4 hypersurface et»dirigee a l’interieur. dt, 
désigne élément du volume 4 1 dimensions et dt, —, la mesure de 1’éle- 
ment de hypersurface. . 

Dans la Note présente nous donnons la démonstration du théoreme ci- 
haut dans le cas le plus général au moyen d’une méthode tout—a-fait nouvelle 
qui n’est pas une simple généralisation de la méthode classique. Notre méthode 
sera bas¢e sur l’induction mathématique. 

Voici la demonstration dans Je cas 1 = 1. Dans ce cas la forme ds? = 
= g,, dx? se réduit par un changement de la variable indépendente 4 la forme 
euclidienne ds? = dx?. L’équation (1) se reduit donc a ’equation 


d? u as 
(4) pre ee 
dou 
(5) “= bX + ¢ (b,c constantes). 


Du fait que u est borné partout il résulte b = 0 cet—a—dire 


(6) le 
Gag; td. 

Supposons que notre théoreme soit vrai dans l’espace 4 m dimensions. 
Envisageons l’espace riemannien 4 n + 1 dimensions V,,4, dont la forme 
est positivement définie. Soit « une fonction définie et bornée dans toute 
V,, 41 et remplissant |’équation (1). Soit P, un point fixe de Pespace V,, +: 
et soit uw la valeur de wu au point P,-H, étant une hypersurface quelconque 
situ€e dans V,,,, désignons par g’ le tenseur métrique de H, et par y’ le 
symbole de la dérivation covariante dans l’hypersurface au moyen du tenseur 
g’ ©), Remarquons, ce qui sera important dans la suite, que la forme qua- 
dratique définie au moyen du tenseur g’ sera aussi positivement définie. Posons— 
nous la question de savoir quel sera le rapport entre les champs scalaires 
Au et A’u sur Vhypersurface H,? Supposons a cet effet que H, est donnée 
au moyen des equations parametriques: 


, Aj fh, V=H 1,%2*,% 0 + I 
AV. a= Ve (inc . 
(7) x¥ = x” (y*) (epee 


En nous servant des trés commodes notations 


en adxy 
(8) Bee ae, 


nous citons, d’aprés J. A. Schouten et van Kampen ©) les relations suivantes 


(1) Cf. J. A. Schouten, Der Ricci- Kalkiil, Berlin (1924), p. 174. 

(2) J. A. ScHouren-E. R. van Kampen, Ueber die Kriimmung einer Vin in Vn; eine 
Revision der Kriimmungstheorie, «Mathem. Annalen», roy (1931), pp. 144-159. Voir les 
relations (2). (5), (6), (9). 


(9) 


, \ 


\ | y ¢ € v 
lab\ a B, By BY + By @ B; (2 = 2/ey’). 


De la nous obtenons par des calculs faciles 
(10) A’n = Au + gee Vi V, 0 [ER BY — ab av) — 


ah \v] a b v mG Tv 
—|k Ee Fen + BoB; 2 Br. pees el 0, Ms 


ou nous avons pos¢ pour abréger 
h h 
(11) B= Beebe. 


C’est bien la relation (10) que nous cherchions. Si nous appliquons la 
formule (10) au champ scalaire 1, le premier terme du second membre 
s’annulera. Ainsi nous voyons, ce qui était 4 prevoir, qu’en général la relation 


(€e)) A’u =0 


ne subsiste pas. Si nous supposons, au contraire, que (12) a lieu, nous 
obtiendrons |’équation 


(13) gee {see} =0 


formant une condition qui spécifie ’hypersurface H,. Nous obtenons ainsi, 
pour les hypersurfaces satisfaisant a (12), l’€quation différentielle (sous forme 
paramétrique, ol les fonctions cherchées sont les fonctions (7)) du second 
ordre, car l’équation (13) ne contiendrait pas les dérivées de second ordre 
seulement si 1° tous les g’’ étaient nuls, ce qui est absurde car le déter- 
minant | g’"’| n’est pas nul, ou 2° si toutes les dérivées 3,4 étaient iden- 
tiquement nulles et dans ce cas m serait constant conformément 4 notre 
théoreme, ou enfin 3° si l’on avait identiquement 


(14) By =A, .. 


L’hypersurface (7) étant, par hypothése réguliere (la matrice || BY || est 
d’ordre nm) de la relation précédente il résulterait que le determinant | gay | 
serait nul contrairement 4 Vhypothese. L’¢quatio.: différentielle (13) est donc 
en effet du second ordre. Si ’hypersurface H, est son intégrale, appelons—la 
hypersurface du type A. Nous l’appelerons en particulier hypersurface du type 
A si les x¥ sont definis partout (pour tous les y°). Lorsque les fonctions 


[o} 


Yap Sont sufisamment réguliéres, toute hypersurface du type A peut ¢tre étendue 


= 380 = 
de facon & étre du type A. Soit maintenant donné, dans l’espace V,, +1, un 
° 
point quelconque (arbitraire) P. II existe une suite finie des hypersurfaces du 


type A: 


(o} 


(15) Hye He, «ely 


jouissant des proprietés suivantes : 


© . 
Hn passe par le point P, 


f 
(16) \ H, passe par le point P 


je its 
H, et H, possedent des points communs. 


La démonstration de l’existence de la suite (15) exige quelques subtilites 


topologiques, elle ne presente cependant des difficultes serieuses. La foncticn 


] 
u est, par l’hypothese, constante sur chaque hypersurface Hp. 


De la propriété (16) il résulte, par conséquent, que « prend la méme 
valeur aux points P et P,. Comme P est arbitraire la fonction w a Ja valeur 
constante i. c.q. f.d. 

Voici enfin un simple exemple qui prouve que, dans notre théoreme, 
Phypothése que la forme gay dx* dx* est positive, est essentielle. Supposons, 
en effet, que le tenseur fondamentale gj, de l’espace riemannien a deux 
dimensions V, posséde, dans un certain systéme de coordonnés, les valeurs 


Gir = 1 4 S12 = Sar =O , S22 = — I~ L’équation (1) prend alors la forme 
: o? u o? u 
(17) (ex?)? re (0x2)? cary 
Chaque fonction . 
(18) w= (xt + x3) 


ol @ posstde la dérivée du second ordre, est intégrale de cette équation. 
L’équation (17) possede donc certainement des intégrales définies et bornées 
dans l’espace tout entier qui ne sont pas constantes. 


> SGI 


_ Matematica. — Sur les équations aux differences finies. Note 
di M. Guermanesco presentata‘) dal Socio T. Levi-Civita. 


La théorie des équations aux différences finies qui a pris un essor con- 
sidérable depuis les travaux de M. Nérlund ©), peut étre formulée par le pro- 
bléme suivant. 

Etant donnée une équation aux différences finies, la plus générale 


E(F) = f(x) 


dans laquelle f(x) désigne une fonction développable en une série uniformément 
conver gente 5 
2 ee xn 
(2) f(x) = > an — 


nN: 


la solution formelle de Véquation (1) s’obtient en remplacant x" dans (2) par 
un polynome Px(x), solution de l’équation particuliére 


ECP 7) = hx (k, a fonctions de 1), 
donnée par 


= > An Pn (x). 


Il sagit de déterminer des conditions de convergence uniforme pour le dé- 
veloppement (3), étant admise celle de (2) ou, déterminer les polynomes ou méme 
les fonctions P»(x) qui assurent cette convergence uniforme. 

On est aujourd’hui en possession des pro¢édés qui concernent spéciale- 
ment l’équation particuliére 


EB = F(x + 1) — F(x) =f) 
qu’on étudie a l’aide des polynomes de Bernoulli. En définissant ces poly- 
nomes commes solutions de |’équation 


xn 
1) — F(x) = sai 


(1) Nella seduta del 19 febbraio 1933. 

(2) «Acta Mathematica», to. 43 (1920), pp.121-196; to.44 (1922), pp.71-212; «Trans- 
actions of the American Math. Society », v. 25, January 1923, pp. 13-98. Voir aussi: Sur 
l'état actuel de la théorie des équations aux différences finies, « Bull. des Sc. Math. », to. 44 (1920), 


pp- 174-192. 


RENDICONTI. 1933, Vol. XVII, 26 
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M. N. Nielsen parvient & leur trouver une valeur assymptotique qut 
assure la convergence uniforme, tant que f(x) est une fonction de genre 
un au plus). 

D’autres auteurs, comme C. Guichard @, P. Appell @, A. Hurwitz , y 
ont remplacé les polynomes de Bernoulli, en leur ajoutant une fonction de 
période un, convenablement choisie. 

Enfin, M. Norlund a tourné la difficulte, en admettant l’existence des de- 
rivées de f(x) jusqu’d un certain ordre m et en introduisant une fonction de 
période un qui coincide avec le polynome de Bernoulli dans ’intervalle (0, 1). 

Ce procédé a été étendu depuis lors par M. R- Raclis%) et surtout par 
M. Bochner “ qui considére |’équation linéaire la plus générale 4 coéfficients 
constants 


(4) ECF) = A(x) + AFG + 01) +++ + APFO +o») =) 


et qu'il étudie a l’aide des polynomes P,(x), définis comme solutions de 
Yéquation particuliére 


x 


EP, => Ke . 


am 


"ai moi-méme étudie l’equation générale en introduisant, 4 lex- 
ers > 
emple de M. N. Nielsen, les polynomes G,,(x), definis comme solutions de 
equation 


nu—k 


(5) EGi(x) = i pour 7 Ske *, EG (x) ==.0 @pOURJIC. S77. 
p (n—k)! p 
dans laquelle k représente le plus petit entier positif, tel que 
; p 
B, = Aro; + A.w; + ++» + Apa,=ko , Bo= DA. 


Je vais maintenant introduire, 4 la place des polysenice Gi(x), les fone- 
tions $',(x) que je définirai de la maniere suivante, en m’inspirant de la mé- 
thode de M. A. Hurwitz, basée sur Vintégrale de Cauchy. 

En posant, avec M. Bochner 


(7) O(t) = Ay + Are: + A,el2 +... + Apel 


(1) N. Nigtsen, « Math. Ann.», Bd. 59, pp. 103-106. 
(2) C. Guicuarp, « Ann. de Ecole Normale», 1887. 
(3) P. AppeLt, « Journal de Liouville», 1891. - 

(4) A. Hurwirz, « Acta Mathematica », to. 20. 

(5) R. Ractis, « Acta Mathematica », to. 55. 

(6) T. Bocuner, « Acta Mathematica», to. 51. 


ona Sgt ie 
ph etx 00 
OM = 2) 


et puisque B, = B, =--- =B,_, =0, il s’ensuit que la fonction O(!) 
admet comme zéros d’ordre k les racines de 


C—O 
c’est—a—dire 
{= 2k ni (= 0 fe ig ney a ee (ea) 


La formule de Taylor nous permet d’écrire 


I er* az 
2tt HPO) ee ae 


(8) Gi) = 


Vintégrale étant etendue 4 un contour comprenant d son intérieur seulement 
le pile x =0. Mais la fonction O(z) admet aussi d’autres zéros, provenant 
de l’anulation des facteurs, tels que 


Ci hy ) e—B, Cro by a0 
et qui sont compris dans lune des deux formules 
Rae Oy Oe 1) Tt : fv pyeea: Tose 


s ! 
En suivant les idées de M. Hurwitz, nous allons considérer la fonction 
gi (x), définie 4 laide de Vintégrale de Cauchy 


k eee dz 
(9) G(x) = ani! O@) Ft 


Vintégrale étant prise le long d’un contour enveloppant cette fois les points 


C= 20 se Lo ek 1th rt 
W—o,+1,+2,++-,#n 
Vintégrale sera alors égale 4 la somme des résidus, correspondant a chacup 
de ces poles. 
. : k a : , 
Il est facile de montrer que la fonction 9,(x«), ainsi définie, est une 


solution de l’équation (5). En effet, en appliquant l’operateur E aux deux 
Pp 
membres de (5), on trouve 


Los cs I bt dz iia xn—k az AX xk ; 
ae) =e sale i a a aa 271 (n yi K (n — k) ! 
)o) 


Jt 


— 304) — 


Il s’agit maintenant de trouver les conditions de convergence de la série 


> 4n82(). 


Soit a la plus grande valeur absolue des quantités La, , L®,, nous pren- 
drons comme contour particulier C, un carré dont les cotés ont pour équations 


E=t at (27 20 ; n= tat (2n + 2)n 
dans le plan de la variable complexe 
ceo iy 
que nous ramenerons au carré fixe I’, dont les. cétés sont 
Bae): =o 
par le changement 
y—al+i)=(n+2)Rr ; Se G+ iy). 
On 4 sur T 
la(1 +2) + (20 + 2)2'| >(2n + 2)n|z'|=(2n+ 2) 
et si x reste dans une région R, finie mais a bicnen! grande 
elax(1+ i) + (ant a)axe"| — eax (ean! )an ta ebex . omnt2 


de sorte que 


Cree oat ne if dz’ 
(2 2) eta 2 res 


k 
|Sn(x) |< 
Ao ar > A eer tern ped 
I 


En majorant la derniére integrale sur chacun des cétes du carré T', on 
trouve qu’elle est inférieure a une constante M, qui ne depend pas de n; 
on peut donc écrire 

k ; Mes2* an+2 
(10) RAG sere serra 
n— pee ea 


Pour étudier la convergence de la we (3), cherchons ey limite pour 
infini de 


Van S° (x) =Van -VSE(x). 
On a 
k s 
2° Mese*— 2\n (J + 4)” 2. 
RES) @<(? tok +t “ es — a : S 


et le deuxitme membre tend vers zéro quand n tend 4 Vinfini. Il suffit donc 
d’avoir j 


n 
lim Van = const 


pour que la série (3) soit convergente et comme elle converge dans toute 
région finie du plan, elle représente une fonction entiére de x, qui est ainsi 
la solution entiére de l’équation fonctionnelle (4). D’aprés cela on voit quil 
est nécessaire de supposer que la fonction g(x) soit entiére. 

En posant 


gu (x) = 91x) — Gi (x) 


on trouve ainsi une série de solutions de |’équation 


Soy Gris 
a) 
I 
je) 


gn(x) est égale 4 l’intégrale (9) dans laquelle on exclut le point 7 = 0. 


Matematica. — Sur les équations aux dérivées partielles du second ordre 
non linéaires du type elliptique. Nota di A. RosensiaTT, presentata dal Socio 
T. Levi-Civira. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Matematica. — Sulle equazioni della Dinamica dei sistemi. Nota di 
T. Boaeio, presentata dal Socio T. Levi-Civira. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Matematica. — Sulla riduzione a forma canonica di una classe speciale 
di matrici. Nota II di S. AMaANnrTeE, presentata dal Socio F. SEvert. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Meccanica. — Sull’espressione generale dei tensori isotropi. Nota di M. 
Pastor, presentata dal Corrisp. U. CisoTTI. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Fisica (Fisica matematica). — Determinazione del numero dei 
tensori isotropi indipendenti di rango n. Nota di G. Racau, pre- 
sentata ‘? dal Socio A. GARBASSO. 


1. In una Nota del prof. Cisotti‘?) vengono definiti come tensori 1s0- 
tropi di un S, euclideo quei tensori che per una rotazione R qualsiasi del 
sistema di assi coordinati cartesiani conservano immutate le loro compo- 
nenti, cio€ quei tensori che soddisfano la relazione 


- 


(1) Ti, tg rbot, =e Oi, ny (R) i, 2, (RX) ars Oi ky (R) Tee, ork, 2 


qualunque sia la rotazione R dell’S, di cui la matrice del terzo ordine 
«,,(R) & la rappresentazione. 

Il prof. Cisotti distinse in seguito %) i tensori isotropi propriamente 
detti dai tensori emisotropi, ma per lo scopo di questo lavoro tale distin- 
zione non interessa, e diremo in generale tensore isotropo ogni tensore che 
soddisfi la (1). 

Il prof. Cisotti dette poi) le espressioni generali dei tensori isotropi 
di rango 2, 3, 4, 5, espressioni dipendenti rispettivamente da I, 1, 3, 10 
parametri arbitrari, senza perd dimostrare che questi parametri fossero tutti 
indipendenti; e infatti il prof. Caldonazzo%) pote mostrare che pei tensori 
isotropi di rango 5 tali parametri si potevano ridurre da 10 a 6. 

La sig." Pastori dette inoltre ® l’espressione generale di un tensore 
isotropo di rango 2k, facendola dipendere da (2k — 1)!! parametri; ma 
neppure essa ha dimostrato |’ indipendenza di tali parametri. 

Si presenta percid il problema di determinare in generale quanti sono 
i tensori isotropi linearmente indipendenti di rango n. 


2. Risulta dalle proprieta elementari del calcolo tensoriale che ai ten- 
sori isotropi di rango ” corrispondono biunivocamente gli invarianti li- 


(1) Nella seduta del 5 febbraio 1933. 

(2) U. CtsorTi, questi « Rendiconti», XI, 727, 1930. 

(3) U. Cisorri, questi « Rendiconti», XI, 917, 1930. 

(4) U. Ctsorri, questi « Rendiconti», XI, 1055, 1930 e XII, 195, 1930. 
(5) B. CaLtponazzo, questi « Rendiconti», XV, 840, 1932. 

(6) M. Pastor, questi « Rendiconti», XII, 374 e 479, 1930. 


neari dei tensori di rango 1, perché un invariante lineare di un tensore si 
puo considerare i] prodotto interno del tensore dato con un tensore isotropo 
dello stesso rango. Il numero dei tensori isotropi indipendenti di rango n 
€ dunque uguale al numero di quelle combinazioni lineari indipendenti delle 
componenti di un tensore generale di rango n, che sono invarianti rispetto 
al gruppo delle rotazioni dell’ S,. 

Le 3" componenti di un tensore di rango 1 si trasformano per una rota- 
zione R degli assi secondo una sostituzione lineare data dalla matrice di 
ordine 3”. 


(2) D (KR) = 441, (R) X a2, (R) X00 X aie, ® 
(indicando con X il prodotto esterno delle matrici); cioé queste compo- 


nenti formano la base della rappresentazione (2) di ordine 3" del gruppo 
delle rotazioni. 


n 


Ricordiamo dalla teoria dei gruppi che questa rappresentazione per 
nm >1 & riducibile);. cio& esiste una sostituzione ortogonale § che appli- 
cata ai 3” elementi della sua base li trasforma in altri 3” elementi scindi- 
bili in gruppi che sono separatamente le basi di tante rappresentazioni 
D® (R) , D@ (RK), --- , D© (R) del gruppo delle rotazioni, rispettivamente 
di ordine m,,m,,+++ mp con 


My ae Wa je => Ay 37 


Se Ja riduzione € completa, cioé le D™(R) non sono ulteriormente 
riducibili, il numero delle rappresentazioni di ordine 1 (cioé matrici di or- 
dine 1 composte del solo elemento D,,; (R) = 1) che compaiono nella ridu- 
zione della (2) ci da il numero delle combinazioni lineari indipendenti delle 
compone nti di un tensore di rango m che sono invarianti per una rotazione 
degli assi, cioeé, come abbiamo visto, il numero dei tensori isotropi indipen- 
denti di rango n. 

Questo numero si puo trovare con la teoria dei caratteri @. 


3. Si dice carattere di una rappresentazione D‘ (R) la somma degli 
elementi della diagonale principale della matrice De ys 


(3) x (R) = x [D® (RY] = Z, Di? (8); 


esso gode di alcune proprieta elementari. 
Il carattere del prodotto esterno di due rappresentazioni ¢ il prodotto 
dei caratteri delle singole rappresentazioni: 


(4) x[D™(R) X DO (RY = x9 BR) XO4) 


(1) E. WiGNER, Gruppentheorie, ed. Vieweg, Braunschweig, 1931, p. 80; H. WeyYL 
Gruppentheorie und Quantenmechanik, ed. Hirzel, Leipzig, 1928, p. 117. 
(2) Wiener, loc. cit., p. 91; WEYL, loc. cit., p. 120. 


Se una rappresentazione D(R) é riducibile a pit rappresentazioni di 
ordine inferiore nel modo che abbiamo visto al n. 2, il suo carattere x (R) 
& la somma dei caratteri delle rappresentazioni che compaiono nella ridu- 
duzione, cioe 


p 


4(R) = 22 (2); 


3 


e se in particolare nella riduzione completa della rappresentazione D (R) di 
ordine m compare a, volte la rappresentazione irriducibile D@)(R) di ordine 
m, e di carattere x7) (R), a, volte la D®(R), ecc., con 


> am; =m, 
abbiamo () 


(5) x(R) = DY, aj x) (R). 


Nel caso del gruppo delle rotazioni dell’S; ogni elemento del gruppo 
si puo considerare come una rotazione ‘di un angolo ¢ attorno ad un asse 
fisso, ed i caratteri delle sue rappresentazioni sono funzioni della sola 9, e 
non dell’orientazione dell’asse; in particolare per la rappresentazione « (R) 
di ordine 3 abbiamo ® 


(6) X@) = 14+ 2cosg. 


Tra i caratteri delle rappresentazioni irriducibili di un gruppo vale 
anche una relazione di ortogonalita, che, nel caso delle rotazioni dell’ S; ha 
la forma ) 


tales te 
(7) =| 2 Ox CG —cos9) do = 8); 
e applicando questa relazione alla (5) abbiamo “ 


(8) a; = 21x@) x (~) (1 — cos 9) de . 


£0) 


Nel caso che a noi interessa, il carattere della rappresentazione (2) é 
per la (4) e per la (6) 


%(~) = + 20s 9)", 
mentre il carattere della rappresentazione di ordine 1 é r, 


(1) Wicner, loc. cit. p. 95; WEYL, loc. cit. De 12ite 

(2) Wiener, loc. cit. p. 166 per 1 = 1. 

(3) Wiener, loc. cit. p. 167. 

(4) Analogamente a Wiener, loc. cit. p. 95, € a WEYL, loc. cit., p. 130. 


Abbiamo dunque che il numero N di volte che la rappresentazione di 
ordine 1 compare nella riduzione completa della rappresentazione (2) ¢ 


(9) N=i{ (1 + 2 cos ¢)" (1 — cos 9) de . 


Questo numero N é, per quanto abbiamo detto sopra, il numero dei 
tensori isotropi indipendenti di rango 7. 


4. Eseguendo le potenze, ed esprimendo le potenze stesse con gli archi 
multipli, si ottiene dalla (9) la formula 


Pas 3 
n Sy n 2k 
Cimsl: MG) 
n--I 


(10) N= > 
re) 
dove nella sommaria k varia da o al massimo intero contenuto er sees . 


2 
k 


Per i primi valori di m si hanno per N i valori seguenti: 


p= © I 2 3 4 ) 6 7 8 ? 2 
NeH2 15 On y/o Osi eee \MeT 23201 .603 


Si vede da questa tabella che per » =6 i valori di N coincidono col 
numero dei parametri cui si erano ridotti gli Autori citati; pei valori pari 
di m superiori a 6 invece, il numero dei parametri dato dalla sig.“ Pastori 
€ superiore ad N (105 per m= 8, 945 per # = 10, ecc.); cioé tra i ten- 
sori che compaiono nell’ espressione generale da lei data esiste gia per n = 8 
un certo numero di relazioni lineari. 


= 390i 


Chimica. — Ricerche chimiche e cristallografiche sui cobalinitrit 
di ammonio, di potassio, di rubidio, di cesio e¢ di tallio™. Nota di 
A. Ferrari e C. Corra, presentata® dal Socio G. Brun. 


In un precedente lavoro) abbiamo dimostrato le analogie cristallo- 
grafiche del cobaltinitrito potassico coi nitriti tripli di potassio, di piombo 
e di un altro metallo bivalente (Ni,Co, Cu) e queste analogie ci hanno 
permesso di concludere che il cobaltinitrito potassico, a differenza di quanto 
era stato ritenuto fino allora, é anidro. Di questi nitriti complessi e di altri 
studiati in seguito“ abbiamo gid dato le costanti della cella elementare e 
nel presente lavoro completiamo !’argomento dando la struttura di essi. 

Le analogie con altri composti ed altre considerazioni sotto esposte ci 
hanno fatto ritenere probabile che la cella elementare di questi nitriti com- 
plessi debba presentare la configurazione disegnata nella fig. 1, che rappre- 


x es 
Ge a i 


AS 


Ni(NO,).” 


senta la cella elementare di un nitrito triplo con 4 molecole per es. di 
K,Pb[Ni(NO,)¢]. Le coordinate degli atomi e dei radicali contenuti in questa 
cella sono: 


(1) Lavoro eseguito nell’ Istituto di Chimica Generale e Chimica Fisica della R. Uni- 
versita di Milano. 

(2) Nella seduta dell’8 gennaio 1933. 

(3) Questi « Rendiconti», 6°, NI (1930), 755. 

(4) Questi « Rendiconti», 6*, XIV (1931) 435 e€ 511. 


1/4 1/4 1/4 r]4 1/4 3/4 1/2 0 0 O° O?. 0 
3/4 1/4 1/4 3/4 1/4 3/4 meee 1/2 0 Ni(NO,)”” 1/2 0 1/2 
1/4 3/4 1/4 1/4 3/4 3/4 OfeaP. 31/21 1/2 1/2 0 
3/4 3/4 1/4 3/4 3/4 3/4 1/2 1/2 1/2 Oo 1/2 1/2 


Questo modello si presta bene per interpretare le caratteristiche dei 
nitriti complessi; infatti accettando una cella simile per il reticolo del co- 
baltinitrito potassico, che abbiamo dimostrato essere isomorfo col composto 
considerato, si vede come mentre due atomi di potassio occupano posizioni 
equivalenti, il terzo, precisamente quello che nei nitriti tripli viene sosti- 
tuito da un elemento bivalente (Ca,Sr, Ba, o Pb), occupa posizioni non 
equivalenti ai primi due. Questo spiega la tendenza a formarsi di cobalti- 
nitriti alcalini misti della formula AB,{[Co(NO,)<]. 

Nella struttura dei cobaltinitriti proposta Vanione é contornato quindi 
da 6 cationi in posizioni equivalenti e da 8 in posizioni diverse dalle prime, 
ma equivalenti fra loro, rispettivamente alle distanze 0.5 a (a lato della cella) 
i primi e 0.432 a@ i secondi, 

A conferma della sopradetta struttura abbiamo studiato il reticolo di 
molti nitriti complessi nei quali gli atomi metallici presentano pesi atomici 
assai diversi, onde meglio verificare |’influenza di queste variazioni sul fat- 
tore di struttura e quindi sulle intensita reciproche delle linee che compaiono 
nel fotogramma delle polveri. 

Per necessita di spazio nella presente Nota ci limitiamo a prendere in 
considerazione i cobaltinitriti di ammonio, di potassio, di rubidio, di cesio 
e di tallio. 

Il cobaltinitrito potassico che abbiamo sottoposto all’esame réntgeno- 
grafico ¢ lo stesso gia usato nella ricerca citata. 

Il cobaltinitrito di ammonio é stato preparato secondo O. L. Erdmann © 
trattando un eccesso di nitrito d’ammonio con soluzione di cloruro di co- 
balto leggermente acida per acido acetico. Il cobaltinitrito d’ammonio cri- 
stallizzerebbe anidro secondo K. A. Hofmann e O. Burger®, con 3/4 di 
molecola d’acqua secondo A. Rosenheim e J. Koppel, con 1 1/2 molecole 
secondo O. L. Erdmann. L’analisi del composto da noi ottenuto ha dato 
i seguenti risultati riferiti al sale anidro: 


Calcolato per (NH,);[Co(NO,)«| Trovato 


3(NH,)20 20.08 19.50 
CaO); 21.32 2158 
6N,O, 58.61 58.90 


(1) «J. prakt. Ch.», 97 (1866), 404. 
(2) «Ber.», 40 (1907), 3299. 
(3)°«€Z. anorg. Chav, 17 (1898), 45. 


I cobaltinitriti di rubidio, di cesio e di tallio sono stati preparati aggiun- 
gendo ad una soluzione di nitrito cobaltoso un eccesso di soluzione legger- 
mente acida per acido acetico rispettivamente di nitrito di rubidio, di cesio 
e di tallio. La composizione é risultata : 


Calcolato per Rb,[Co(NO.)<] Trovato 


3Rb,O0 47-41 46.80 
Co30;, 14.02 14.46 
6N.O, 38.57 38.26 
Calcolato per Cs,|Co(NO,)6] Trovato 
3Gs, 0% 57.60 57-30 
Co,O, 11.31 11.68 
6N.O; 31.09 30.45 


Calcolato per T1,[Co(NO.)<] Trovato 


se AG, 67.20 67.24 
Co,0; 8.75 8.77 
6N.O, 24.05 24.21 


Di questi cobaltinitriti abbiamo eseguito i fotogrammi col metodo delle 
polveri di Debye-Scherrer usando le radiazioni X provenienti da un tubo 
ad anticatodo di ferro. 

Nelle tabelle I e II sono raccolti i dati inerenti al calcolo dei fotogrammi. 


Se 


Tasetra I. 
a ng ee ee a a ee te St Eg 
K; [Co(NO,)6] (NH,)3[Co(NO,)¢] Costante a 
Intensita Intensita me 
= vo vo cm 2 
> RET <r = wo => —__ ~~ a ED) 
2send/2} s | o | & pSeind/24/5 SMBs) sz a 2 
S| ose Pat Cuan Go ne & 
2.609 PN) TER 2.710 ff 15 7.2 400 10.44 10.84 


m4 
iS) 
a 
Ne} 
ws 
mS 
& 
is) 
eR 
hy 
ws 


Wik 420 10 46 10.78 


f 
f 

2.130 ff 20 | 36,5 2207 ONE | IMO Gers 422 10.44 10.81 
d Sy le LOLO 2.081 m 8 | 12.7] 511-333 | 10.41 10.82 
d 


Wal Wess 1.913 d 3 OG 440 10.46 10.82 
1.768 dd 2-|° 24.5 1.830 md 5 | 14.0 SBN 10.46 10.83 


1.655 m 9 | 20.0 1.720 md 4] 9.6 620 10.46 | 10.87 
1.445 d 6=|" 7-0 1.507 md | 2ue 640 10.42 | 10.87 
1.394 ff 19 | 26.3 1.447 f Gia) ahe 642 10.43 10.83 
1.305 d 5 3-5 1.350 d 4 Ta 800 10.44 10.80 
— — | — | = 1.313 dd 3 7.5 | 644-820 — 10.83 
1.236 nm 8 | 20.5 Te275 d 3 g.1| 822-660 | 10.48 10.82 
— —-}—|]— 1.248 m 5 8.9] 751-555 — 10.81 
1.169 m TNE .0. 1.209 md 5 6.2 840 10.45 10.81 
_ —-}—]}] — 1.185 md 5 | 12.2] 911-753 — 10.79 
iglhss m SaleiGrs 1.149 m 5 7,0 664 10.45 10.79 
— — | —| — 1.082 d 3 | 6.9] 10.00-860) — 10.82 
1,026 f 8 | 81.0 1.057 m 4 | 30.0] 10.20-862] 10 46 10.80 


Valore medio ... . 10 44 1081 


Deénsita calcolata 7 =. 2 64 2 00 


SAY oe 


TaBeLia II. 


Rb; [Co(NOz)6] 


Cs,[Co(NO2)6] Tl,[Co(NO2)6] Costante a 

Intensita Intensita Intensita | a pe 

q 2 g ¢ ¥ bh |S |S S 

2sen 6/2 5 B76 | 2send/2 E E S 2 sen 8/2 5 E 3 < w < 

61S 6|E/S 6\E\S z/3/e 
2.680 |mf}11] 8.6} 2.772 {mf} 6 |3.7] 2.680 |md] 6] 7.3] © 400  |10.73|/11.09|10.72 
2.A00 | dV "8"6:0) 27488 =|") 39/53) 2393 al] orl) ie) 420 (1) |10.73}11.12|10.70 
2.190 fniexQ12037)) 2.273 f | 979.3 | 2:72 f )/)12"/18,6 422 10.73|T1.14|10.65 
meee} haotll Gil) Geel Sto igey AV seayl) Ca Pagel Secskey) |innvali Sede] ZB@ 10.72|11.13]10.70 

1.696 |mf|}rofrr.3] 1.763 |mf]| 715.0] 1.690 | f | 7] 9.8]. 620  |10.72|11.15|10.68 

1.55! lf Bleeyt — ==|—| —]| 1.547. |dd|] 3] 2.61 ~ 444 10.74] — |10.72 
1.434 f |17|16.8) 1.490 | ff | 9 }o.7| 1.434 | f | 10|13.4) 642 |10.73/11-15|10.74 
1.341 |dd]| 2] 1.9] 1.394 [dd] t 10.8] 1.343 |dd|] 3] 1.4| 800  |10.73]/11.15|10.73 
1.265 |m|:8{ir1.0o| 1.3f4 |mf| 5 |4.5| 11265 | m| 6] 7.6) 660-822 |10.73/11.15|10.73 
Ie2OO% 9) MNS. 747 eee Opal) Te 4 8165-0) |e OO me adi |anan 4. OlNeOAO 10.73|11.15|10,73 
16143-°|m] 7) 7liok 's.888 11 ml ig-|3.2) ataz7 Pm) 4] 4.419) 664 ro7aitersire.76 
1.094 |} d |*4) 86 =e — }—— | — — —|—}] — 844 10.73} — | — 
1.051 f£ }412\3517t “1.094 ff | 6 |11.8] 1.054 | mJ] 5 |11.3]10.2.0-862/10.73]11.15|10.75 
Valore medio 10.73 11.15 10.72 
Densita calcolata 3.176 3.513 5.10 


(1) In questo punto coincide oltre Ja 420 la linea dovuta alla radiazione Kg della 422, cid pud spiegare la maggiore 
intensita Osservata rispetto al valore calcolato. 


Il confronto fra le intensita delle linee che si calcolano “ attribuendo a 
questi cobaltinitriti la struttura della fig. 1 e quelle apprezzate ad occhio oppure 


\ 


fotometrate, ¢ sufliciente a confermare la struttura proposta. Dobbiamo perd 
rilevare che sopratutto nel caso dei cobaltinitriti d’ammonio e di potassio » 
Yaccordo & poco buono; cid si spiega se si pensa che per questi composti 


(1) Il calcolo delle intensita @ stato fatto usando la formula: 


J= 


I + cos? 8g, N 


2 


Q : cos 8/2 


sa 1S 

costituiti da atomi leggeri ’ipotesi semplificativa di concentrare l’effetto ri- 
frangente dell’anione Co(NO,);” nel suo centro, come é stato fatto nel cal- 
colo delle intensita per tutti questi cobaltinitriti, si scosta assai dall’effetto 
reale. Tuttavia una caratteristica conferma in modo sicuro la posizione del 
catione: la comparsa nei fotogrammi dei cobaltinitriti di rubidio, di cesio 
e di tallio, dove leffetto prevalente nel fenomeno della rifrazione ¢ quello 
dei cationi, delle sole linee corrispondenti ai piani reticolari-con indici tutti 
pari e la cui somma é divisibile per 4. Nei cobaltinitriti sopracitati questi 
piani hanno uno stesso fattore di struttura (4 Aaniones + 12 Acatione) aSSai pil 
grande di quello dei piani con indici tutti pari e non divisibili per 4, 0 con 
indici tutti dispari (4A snione — 4-Acatione) le cui riflessioni compaiono invece 
solo nei fotogrammi dei cobaltinitriti di potassio e d’ammonio, dove l’in- 
fluenza del catione in opposizione a quella dell’anione & minore. 

Per meglio confermare la posizione dell’anione in un lavoro ormai quasi 
ultimato abbiamo preso in esame la struttura degli iridonitriti dove quando 
il catione é relativamente leggero, come il potassio e l’ammonio, l’effetto 
prevalente & quello dell’anione. Di questo lavoro daremo conto in una pros- 
sima nota, per ora ci limitiamo a dire che la posizione dell’anione, supposto 
concentrato nei vertici e nei centri delle faccie del cubo, ha trovato conferma 
in queste. ricerche. ' 

I cobaltinitriti di rubidio, di cesio e di tallio preparati secondo T. Ro- 
senbladt “) per doppio scambio dal cobaltinitrito sodico possono contenere 
sodio, € come mostrano i seguenti risultati analitici, presentare una compo- 
sizione vicina a NaRb,[Co(NO,)¢], NaCs.[Co(NO.).] e NaTI,[Co(NO.)«] 
quando sia stato usato un grado eccesso di sodio. Nelle nostre prepa- 
razioni abbiamo impiegato i rapporti: Rb: Na= 1:48; Cs:Na=1:48; 
Tea =< tet TA. 


calcolato per NaRb,[Co(NO,)¢] trovato. 


Na,O 5-85 5-73 
2 Rb,O 35-34 | 35-50 
Co; 0, 15.68 15.87 
6 N.O, 43.13 43.01 


dove: 8 é il solito angolo di riflessione; N il numero dei piani cooperanti alla riflessione; 
2 2 ae Oe ote . : ’ meet 
Q=h+hy+ h, ; S e@ il fattore di struttura dato dall’espressione: 


Wn 


> Ak + e204 (Oy by + Bebo + YR 23) 


I 


nella quale: al solito h;,h2,h3z sono gli indici del piano riflettente, «,8,y le coordinate 
degli » atomi costituenti Ja cella elementare. Az @ una costante propria dell’atomo o del- 
Pione e che si assume eguale al numero degli elettroni esterni. 

(OR« Ber, 19 (1886), 2531. 


3 0 ee 
calcolato per NaCs,[Co(NO,)¢] trovato 


Na,O 4.97 4.75 
2GsO) 45.16 44.70 
Co,07 13.30 13.01 
6N,O, 36.57 36.58 
calcolato per NaTl,[Co(NO.)6| trovato 
Na,O 4.04 3.69 
> TRO 55-39 56.30 
Co,O, 10.82 9.90 
6N,.O, 29.74 30.04 


Il fatto che nella preparazione dei cobaltinitriti di rubidio e di cesio 

col metodo di Rosenbladt si ottengono dei cobaltinitriti contenenti sodio 
era gia stato rilevato da C. Montemartini e G. Mattucci ©) e la forma- 
zione di NaCs,[Co(NO,).] ¢ stata segnalata recentemente da H. Yagoda e 
H. M. Partridge ®. Tutti gli autori che da Rosenbladt in poi %) si occupa- 
rono della preparazione del cobaltinitrito talloso ritennero che trattando il 
sale sodico con un sale talloso si formasse quantitativamente cobaltinitrito 
di tallio. Solo pil tardi W. Strecker e P. de la Pena “ misero in evidenza 
che anche in questo caso il metodo di Rosenbladt porta alla formazione di 
cobaltinitriti di tallio e sodio e descrissero il procedimento per ottenere il 
composto NaTI,[Co(NO.)g]- 
La formazione di cobaltinitriti contenenti sodio la cui composizione 
corrisponde abbastanza bene alla formula Na(Rb, o Cs o T1),[Co(NO.)<] 
viene confermata dalle nostre ricerche. Non é pero possibile da questi risul- 
tati dedurre se si tratti di veri composti oppure di soluzioni solide, perché 
anche senza ammettere la formazione di un composto, il modello della fig. 1 
mostra chiaramente come soluzioni solide nel rapporto 1 a 2 fra i metalli 
alcalini debbano presentare una facilita a formarsi maggiore di quella con 
rapporti diversi perché in questo modo la simmetria del reticolo non viene 
disturbata. 

La costante della cella elementare di questi cobaltinitriti doppi @ mi- 
nore di quella dei corrispondenti senza sodio: 


NaRb,[Co(NO,)<] 4 = 10,39 A NaCs,[Co(NO,)«] a = 10,70 A 
Na TI,[Co(NO,)e] a = 10,25 A 


(1) «Gazz.», 33, II (1903), 189. 

(2) «J. Am. Soc.», 52 (1930), 4857. 

(3) T. Rosensraprt, loc. cit.; M. CunnincHam e F. M. Perkin, «J. chem. Soc. », 
95 (1909), 1569; S. Tanatar e S. Perrow, « J. Russ. Ges. [chem.]», 42 (1910), 943 «C.», 
1910, 1, 129015) 6 Zy anals Chyr sycicGiOrg)yaoa. 

(4) «Z. anal. Ch.», 67 (1925), 256. 


SSS 


La diminuzione del lato della cella elementare conferma che la sosti- 
tuzione del cubo dove Je dimensioni degli atomi comunemente emesse 
mostrano aversi il contatto fra l’anione e il catione. 

Un ultimo fatto importante @ stato messo in evidenza nel corso del 
presente lavoro e precisamente la stretta analogia di forma cristallina esi- 
stente fra i cobaltinitriti alcalini studiati e quello di piombo la cui for- 
mula secondo A. Rosenheim e I. Koppel “) sarebbe: Pb,[Co(NO,)¢], 12 H,O. 

L’isomorfismo coi cobaltinitriti alcalini porta ad ammettere che il cobal- 
tinitrito di piombo é anidro cid che si puo riallacciare con l’osservazione di 
M. Cunningham e F. M. Perkin © che il contenuto in acqua ¢ vatiabile 
e diminuisce per essicamento su anidride fosfotica fino a ridursi a 4 mo- 
lecole. 

Posto cosi ’isomorfismo fra i composti K6[Co(NO.)e], e Pb,[Co(NO.)e], 
€ssO trova una interpretazione se si attribuisce al reticolo del cobaltinitrito 
di piombo lo stesso modello di quello del cobaltinitrito potassico, salvo che 
una meta delle posizioni degli atomi di potassio rimangono ¥uote. Questo 
caso di isomorfismo si riallaccia ad un tipo riscontrato per la prima volta 
da G. Bruni con uno di noi G) nello studio delle solubilita allo stato solido 
fra il cloruro di litio e il cloruro di magnesio. 

Lo studio dettagliato dell’isomorfismo fra i cobaltinitriti monovalenti e 
i cobaltinitriti bivalenti sara oggetto di un prossimo lavoro. 


RIASSUMENDO: 


a) La formula del cobaltinitrito ammonico é (NH,);[Co(NO.)o] 
anziche (NH,);[Co(NO,)«] 1 1/2 H.O e quella dei cobaltinitriti di rubidio e 
di cesio Rb,[Co(NO,).]} e Cs,[Co(NO,)«] anziché Rb;[Co(NO,).].H,O e 
Cs,[Co(NO,)¢] HO. , 

b) 1 cobaltinitriti di ammonio, di potassio, di rubidio, di cesio e di 
tallio sono monometrici con le costanti sottosegnate : 


(NH,),[Co(NO.)6] a= 10.81 +0.02 A dens. = 2.00 
K,[Co(NO.)<«] a= 10.44 £0.02 » yo aa 8, GH 
Rb;[Co(NO,)e] ft 250,7 3, 0104.29 » == 3.18 
Cs,[Co(NO,)<«] (ie Uilitys GE O20» Pet pi=st 3 UST 
TI,[Co(NO,)g] a= 10.72 + 0.02 » ys 0 


c) La cella elementare dei cobaltinitriti contiene 4 molecole. Gli anioni 
€ i cationi occupano le posizioni: Co(NO,).’” (000; 1/2 1/2 0; 1/2 0 1/2; 


(1) «Z. anorg. Ch.», 17 (1898). 48. 

(2) «J. Chem. Soc.», 95 (1909), 1569. 

(3) Questi « Rendiconti», 6°, 2 (1925), 457; « Z. physikal. Ch., Cohen-Festband », 
(1927), 488-94. 
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sas era 


o 1/2 1/2); Ki. (4/20 1/23-0 2/2 05:0 0 1/25%1/2°1faajazityy tA T/A; 
3/4 1/4 1/45 1/4 3/4 t/43 3/4 3/4 1/45 2/4 1/4 3/45 3/4 1/4 3/45 
1/4 3/4 3/4; 3/4 3/4 3/4). Lo stesso modello da la struttura dei nitriti 
salvo che le posizioni 1/2 0 0; 0 1/2 0; 0:0 1/2; 1/2 1/2 1/2 sono oc- 
cupate dal metallo bivalente (Pb, Ca, Sr, Ba). 

d) Questa cella spiega la tendenza a formarsi di combinazioni 
Na (Rb, o Cs, o Tl), [Co(NO.)e] . 

é) Il cobaltinitrito di piombo é anidro. La sua cella ‘elementare & assai 
simile a quella del cobaltinitrito di potassio, per cui l’isomorfismo si inter- 
preta Ke[Co(NO.)¢].—Pb,[Co(NO,)c].. Nel reticolo del cobaltinitrito di 
piombo quindi una meta delle posizioni occupate dai cationi nel reticolo del 
cobaltinitrito potassico rimangono vuote. 


Chimica. — Swi prodotti di demolizione del solfonitroprus- 
siato potassico™. Nota di G, SCAGLIARINI e F. GENTILE, presen- 
tata® dal Socio M. Berri. 


In alcune Note precedenti%) ¢ stato messo in chiaro che la reazione 
fra solfuri alcalini e nitroprussiato sodico conduce alla formazione di un com- 
plesso cui venne attribuita ]a formula: 


CN 
CNe un eCN 


(Ri= Be Na Li) Roe? Es); 

Il fatto perd che in alcool metilico assoluto la reazioné’ avviene con 
grande rapidita e pressoché quantitativamente sarebbe poco spiegabile colla 
ammissione che il gruppo (NO) venga a subire una trasposizione nel suo 
collegamento col ferro. Si pud tuttavia trovare il modo di collegare lo zolfo 
al gruppo (NO) senza modificare percid il collegamento preesistente tra 
questo ed il ferro; cosi per es. lo zolfo potrebbe essere legato all’azoto me- 
diante un legame semipolare nel senso concepito da Sidgwick “), cioé per 
rottura del doppietto elettronico 257. 


(1) Lavoro eseguito nell’Istituto di Chimica Generale della R. Universita di Bologna. 

(2) Nella seduta del 5 marzo 1933. 

(3) Questi «Rendiconti», serie 6*, vol. VIII, p. 75 (1928); serie 6%, vol. XI, p. 193 
(1930); serie 6*, vol. NIII, p. 199 (1931). 

(4) N. V. Sipewick, Quantentheorie und Chemie (1928); Die.Rolle des Elektrons in der 
chemischen Bindung, Oxford, p. 128. 
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La formula allora sarebbe la seguente: 


CN 
CNe yw eCN 
R, Fe ZO 
iNaeeaiy NC 
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CN 


In appoggio a tale interpretazione possono essere portati alcuni dati speri- 
mentali, sia riguardanti la demolizione di questo complesso, sia relativi la 
colorazione del solfonitroprussiato, colorazione che trova un riscontro in cid 
che ha trovato Sidgwick (loc. cit.) e cioé che i legami semipolari sono degli 
auxocromi. Ed infatti il complesso su accennato ¢ intensamente colorato in 
violetto, mentre invece il nitroprussiato é di colore rosso chiaro. 

Era percio interessante esaminare come il complesso veniva a demo- 
lirsi sia spontaneamente, sia per azione di opportuni reagenti e cid appunto 
in relazione alla sua costituzione chimica. . 

La soluzione acquosa del complesso lasciata a sé in azotometro per una 
diecina di giorni si decompone dando luogo alla formazione di nitrito e di 
ferrocianuro potassico, di solfo e degli ossidi ferroso e ferrico. Inoltre si 
svolgono lentamente notevoli quantita di gas formati nella massima parte 
da azoto e da ossido d’azoto. Per spiegare la formazione dell’azoto occorre 
che, almeno in parte, l’aggruppamento (NOS)/’ staceandosi dal complesso ‘rea- 
gisca in questo modo: 


(1) 4(NOSY-=N, + 2(NO,) + 4S 


il che ci da ragione anche della formazione di nitrito alcalino e solfo. E pos- 
sibile che anche l’ossigeno ambiente concorra alla trasformazione 


NO . 


> NO... 


giacche il liquido comunica coll’esterno a mezzo della bolla di livello. L’acquo- 
ferropentacianuro. formatosi dal. distacco del gruppo (NOS)’ si trasforma in 
seguito in ferrocianuro e idrato ferroso che in presenza dell’ossigeno sciolto 
nell’acqua darebbe origine in parte all’idrato ferrico. Si sa infatti che SAG: 
pentacianuro. in ambiente alcalino si trasforma a poco a poco, secondo la 
reazione sotto riportata, in ferrocianuro: 


(CN); 


6K, [Fe no | + 2KOH = 5 K,Fe(CN). + Fe(OH). + HO. 


La Beene fredda del complesso (solfonitroprussiato potassico) 
trattata cof argento finemente suddiviso, invece di dar luogo alla’ formazione 


di un nitroprussiato col ferro bivalente come ci attendevamo, da invece luogo, 

oltre che a solfuro d’argento, ad acquoferropentacianuro e nitrito potassico, 
; AP ee 

per la formazione del quale ultimo occorre invocare 0 Possidazione del NO 

ad NO, a mezzo dell’ossigeno ambiente o la trasformazione (1) sopra ri- 


cordata. 
La stessa soluzione trattata con ossido d’argento poteva dare secondo 
Pequazione: 
Il (CN); wll (CN), 
K, | Fe Q | + 4g-0 = Ag.S + K,|Fe NO 
Na Spear 
Moo 


nitritopentacianuro oppure i suoi prodotti di demolizione. Difatti anziché nitrito- 
pentacianuro si ottennero nitrito potassico, acquoferropentacianuro oltre na- 
turalmente al solfuro d’argento. Questi prodotti di demolizione si accordano 
assai bene alla costituzione che in questa Nota ¢ stata proposta per il solfo- 
nitroprussiato potassico. 


PARTE SPERIMENTALE. 


In un azotometro di Schiff venne posta una soluzione in acqua distil- 
lata di solfonitroprussiato potassico (10 gr. in 150 cc. di acqua) e lasciata 
a sé a temperatura ambiente (25° circa). Dopo poco tempo comincio uno 
svolgimento di bollicine gassose che cesso quasi completamente dopo una 
diecina di giorni. Si raccolsero cosi una dozzina di centimetri cubici di gas 
costituito quasi esclusivamente da azoto (2/3) e da ossido di azoto (1/3) con 
traccie di ossido di carbonio. II liquido lascio depositare gli ossidi ferroso 
e ferrico colorandosi appena in azzurro. Con alcool metilico venne preci- 
pitata una sostanza che, purificata diverse volte sciogliendola in acqua e pre- 
cipitandola con alcool metilico, appariva in cristalli leggermente gialli e dava 
tutte le reazioni dei ferrocianuri alcalini. Anche all’analisi il rapporto ato- 
mico potassio, ferro, azoto (K = 3.95 : Fe = 1: N= 6) risultd corrispondere 
a quello del ferrocianuro potassico. 

Ad una soluzione acquosa di solfonitroprussiato potassico mantenuta con 
miscela frigorifera a 0° venne aggiunto a poco a poco e continuamente agi- 
tando dell’argento metallico finemente ridotto, nella proporzione di una mo- 
lecola del sale per due atomi d’argento. La colorazione violetta del liquido 
passa in tal modo al giallo—verdastro e si separa solfuro d’argento. Lasciato 
in riposo per un’ora a temperatura di 0°, il prodotto della reazione venne 
filtrato dal solfuro d’argento e trattato con un doppio volume di alcool me- 
tilico dibattendo continuamente e raffreddando il miscuglio. Si formod cosi 
una massa oleosa che per decantazione venne separata dal liquido seprastante 
€ purificata sciogliendola e riprecipitandola ripetute volte con alcool metilico. 


L’olio tenuto nel vuoto su acido solforico, dopo qualche giorno si tra- 
sformo in una massa cristallina gialla che all’analisi risultd contenere per un 
atomo di ferro, 3 di potassio e 5 di azoto (rapporto atomico riferito al Fe; 
K = 2.98: Fe = 1:N = 5) cheé appunto il rapporto corrispondente all’acquo- 

sae 

S10 | 
. La sostanza dava tutte le reazioni di Hofmann ©) per l’acquoferropenta- 
cianuro e principalmente colorazione violetta con bromo per formazione del- 
Pacquoferripentacianuro e rossa con cloridrato di idrossilamina in soluzione 


ferropentacianuro potassico di L. Cambi‘ K, c 


alcalina. 

Il liquido acquoso alcoolico da cui si separo |’acquoferropentacianuro, 
conteneva notevoli quantita di nitrito alcalino. 

La soluzione di solfonitroprussiato potassico fu poi trattata con ossido 
d’argento nelle proporzioni di una molecola di sale per una di ossido d’ar- 
gento. Si segui lo stesso procedimento seguito pel trattamento del solfonitro- 
prussiato potassico con argento metallico. Anche in questo caso il prodotto 
della reazione, eliminato per filtrazione il solfuro d’argento formatosi, venne 
trattato sempre a freddo con alcool metilico e l’olio cosi separatosi venne 
purificato ripetute volte per successiva riprecipitazione con alcool metilico 
della sua soluzione acquosa. L’olio cristallizzo, messo nel vuoto su acido 
solforico, in una massa cristallina gialla la quale dai rapporti atomici 
(Fe = 1:K = 3.01: N=5) risultd anche essa essere |’acquoferropentacia- 
nuro potassico sopra ricordato. La sostanza infatti da tutte le reazioni del- 
Vacquoferropentacianuro di Hofmann (loc. cit.). I] liquido da cui si separo 
acquoferropentacianuro, conteneva anche in questo caso notevolissime quan- 
tita di nitrito alcalino. 


@jEcGazz, Chim Wt, 475 pe 103 (L911), 
(2) «Liebigs Annalen », 312, p. 18 (1900). 


Biologia. — Azione insetticida del Tabacol. Nota di Nicola 
Alberto Barprert, presentata “? dal Corrisp. E. Carano. 


Critica. — I vari insetticidi finora usati sono gassosi, liquidi o solidi. 
Agiscono o sul sistema digerente (insetticidi da ingestione) o. sul sistema 
tegumentario (insetticidi per consatto), o sul sistema respiratorio (insetticidi 
da respirazione). 

Gli insetticidi da ingestione (solidi) sono costituiti da composti a base 
di sodio, potassio, calcio, bario, piombo, mercurio, rame, arsenico, fluoro. 
Gli insetticidi per contatto (liquidi) comprendono I’alcool, |’acetone, il fenolo, 
gli oli, i petroli, le emulsioni di sapone, gli estratti di piante: tabacco (ni- 
cotine), crisantemi ©) (piretro), quassio, aloe. Gli insetticidi da respirazione 
(gassosi) comprendono: gas varii; vapori di acido cianidrico, di Cloropi- 
crina, di solfuro di carbonio, di formolo, d’acetato d’etile, ecc. 

Gli insetticidi misti si ottengono con lassociazione di gas e liquidi 
tossici impiegati all’aperto o in apparecchi chiusi con o senza l’azione del 
vuoto. 

Alla categoria degli insetticidi descritti conviene aggiungere gli inset- 
ticidi per dir cosi biologici o entomofagi basati sulla distruzione di alcuni 
insetti per opera di altri insetti. Tale entomofagia di natura alimentare 
presuppone fra i due tipi d’insetti « il distruttore e la vittima » una certa 
analogia di organi e di ubicita. Parmi difhcile che un insetto succhiatore 
possa distruggere un insetto masticatore e viceversa, e che un insetto che 
compie tutto il suo ciclo vitale nelle radici delle piante possa distruggere 
un insetto che compie il proprio ciclo vitale negli organi aerei delle piante. 
Allo stato attuale delle conoscenze la distruzione entomofagica abbraccia un 
campo piuttosto ristretto rispetto all’ insetto — distruzione operata con mezzi 
chimici isolati o associati. 

Nessuno insetticida attuale possiede delle proprieta generali, ciascuno 
riesce in una sfera limitata d’azione; se alcuni insetticidi distruggono gli 
insetti masticatori, non distruggono gli insetti succhiatori e viceversa. Molti 
insetticidi sono dannosi alle piante, agli operatori, agli oggetti che ospitano 
gli insetti (lane, pellicce, abiti, legni). 


Principio. — Un insetticida deve agire a piccole dosi, in breve tempo, 
deve possedere un’azione rapida, sicura e durevole, uccidere gli insetti nei 


(1) Nella seduta del 5 marzo 1933. 
(2) Chrysatthemum carneum ; Chrysanthemum roseum ; Crisantemum cinerariaefolium. 


vari periodi della lore metamorfosi, cioe deve distruggere le uova, le larve, 
le crisalidi, insetto perfetto e riuscire innocuo per le piante, per gli ope- 
ratori, per gli oggetti che ospitano gli insetti. L’insetticida deve agire usando 
la massinia dose efficace, nel minimo tempo possibile: mentre finora si é 
praticato l’opposto, cioé si ¢ usata la minima dose nel massimo tempo utile 
per la distruzione degli insetti. 

Di tutti gli insetticidi il pil sicuro, il pit efficace é il Tabacol inset- 
ticida nervoso, perché agisce sul sistema ganglionare degli insetti, provocan- 
done una paralisi immediata. 


Parte Prima. - Chimica. — Io ho gia indicato ©, che il principio tos- 
sico dei Tabacchi & costituito dalla Tabacina. La Tabacina di reazione acida, 
d’aspetto vischioso, insolubile in etere, ma solubile in acqua, si deve con- 
siderare come un glucoside acido azotato. La Tabacina trattata a freddo con 
deboli dosi alcaline si scinde a) in acido tabacinico liquido, b) in uno zuc- 
chero reduttore non definito, c) in un principio « basico » il Tabacol. Il Ta- 
bacol, trattato a caldo con liscivie concentrate, perde molta ammoniaca e 
lascia un prodotto simile alla nicotina. La nicotina é dunque un prodotto 
artificiale chimico ottenuto con i metodi di sdoppiamento violento dei prin- 
cipi azotati preesistenti nel tabacco. 

I metodi di dosaggio della nicotina, basati sopra una scomposizicne vio- 
lenta dei tabacchi ad alta temperatura, sono quasi tutti errati perche danno 
una percentuale molto elevata di nicotina, percentuale che si deduce dai pre- 
cipitati metallici ottenuti. 

I metodi d’analisi biologici costituiti dall’uso successivo di solventi neutri 
vari permettono Ja separazione integrale dei principi preesistenti nelle strut- 
ture animali e vegetali. Tali principi sono separati in modo qualitativo e 
quantitativo e cosi identificati fra loro. Ora i metodi di separazione integrale 
fisiologica, applicati al tabacco, a parita di condizione, danno una percentuale 
piuttosto bassa del principio tossico, percentuale compresa fra uno e uno 
e€ mezzo per cento, mentre i metodi di precipitazione danno un tasso elevato 
di nicotina, tasso compreso fra quattro, sei, otto per cento. 

Il prodotto commerciale, conosciuto sotto il nome improprio di solfato 
di nicotina, ¢ una semplice soluzione di nicotina in acido solforico. Tale 
prodotto contiene da 20 a 25 °/, di acido solforico libero, e distrugge nello 
stesso tempo le piante e gli insetti. Esistono sali vari della pretesa nicotina. 
Conviene tener preseyte che 1 principi biologici non formano sali i quali 
sali costituiscono una*€ategoria riservata al mondo minerale. 

Il Tabacol possiede reazione alcalina, ¢ solubile in un leggiero eccesso 
d’acqua, e le soluzioni acquose presentano un aspetto opalescente con odore 
non disgradevole. Il Tabacol fra 40 e 60 centigradi emette dei vapori ir- 


(1) Questi « Rend. », Vol. VIII, serie 6, maggio 1928 (pp. 764-768). 
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ritanti, tossici, che provocano l’ansia respiratoria, |’acceleramento dei battiti 
cardiaci, e ingeriti con la saliva, il vomito. Il Tabacol applicato sulla pelle 
non possiede un’azione caustica, ma un’azione irritativa simile a quella pro- 
dotta dal senapismo. Il Tabacol spalmato anidro (cento per cento) sulle foglie 
di orchidee, di croton, di vaniglia, non esercita alcuna azione caustica o dis- 
solvente dei tessuti vegetali, e le foglie conservano la loro perfetta integrita. 
Benché il Tabacol non si debba applicare anidro sulle foglie, tuttavia la pro- 
prieta che, applicato anidro (a scopo scientifico) sulle foglie, queste conservano 
la loro completa integrita tale proprieta, ¢, dico, utilissima per gli agricol- 
tori e gli orticoltori. Infatti se questi sbagliassero le dosi, le loro piante non 
sarebbero perdute come accade con l’uso degli altri insetticidi. 


Parte Seconpa. - Applicazioni dell’ Insetticida nervoso il Tabacol. — 
Il Tabacol agisce per i suoi vapori, e per le soluzioni pil o meno concen- 
trate (da uno per mille a uno, due per cento). Una proprieta fondamentale 
caratterizza il Tabacol cioe che tanto i vapori quanto le soluzioni distrug- 
gono immediatamente gli insetti senza la minima alterazione delle foglie 
verdi o secche (tabacco), o degli oggetti (lane, pellicce, abiti, legni), riem- 
piti d’insetti. ; 


Fig. 1. - Bulbo di cipolla sottoposto ai vapori di Tabacol. 


1° Axtone dei vapori di Tabacol. - I vapori di Tabacol servono per di- 
struggere gli insetti a) dei bulbi e radici, b) delle foglie secche (tabacco), 


c) dei semi, d) degli abiti e pelliccie. | vapori di Tabacol si sprigionano 
fra 30 e€ 60 minuti alla temperatura di Ty centigradi, ma detti vapori si 
sprigionano rapidamente fra 40 e 60 gradi e sono estremamente tossici. 


Tecnica. — In una fiala di pyrex di un litro si introduce del cotone 
(0 della carta bibula), imbevuto di un centimetro cubico di Tabacol. Si 
chiude la fiala e si riscalda a bagno d’acqua ad una temperatura di 90 cen- 
tigradi. Si lascia raffreddare la fiala gid satura di vapori di Tabacol. Qua- 
lunque insetto, ragno, verme, introdotto nella fiala muore rapidamente. Anche 
il tarlo del tabacco (Lasioderma serricorne) introdotto nella fiala allo stato di 
larva o d’insetto perfetto é subito ucciso. Se dalla fiala si ritirano gli insetti 
morti € s€ questi si sostituiscono con insetti viventi, anche questi sono alla 
loro volta rapidamente uccisi. Se questa operazione si ripete varie volte si 
constata che gli insetti muoiono subito: in modo che si pud conchiudere 
che i vapori tossici di Tabacol in un ambiente chiuso posseggono una azione 
illimitata. I semi di piante varie sottoposti ai vapori di Tabacol non per- 
dono il loro potere germinativo. 

2° Azione delle soluzioni di Tabacol. — Il Tabacol si applica in solu- 
zioni molto diluite (uno per mille) nei lavaggi preventivi delle foglie di piante 
costose di serra, alla dose di uno per cento per uccidere gli insetti labili 
(afidi) e alla dose due per cento per la distruzione di qualsiasi Cocciniglia, 
delle Kermes, dei Trips e degli insetti masticatori. 

Ho stabilito la dose uno per cento per la distruzione di tutti quegli 
insetti la cui morte si verifica fra dieci e sessanta secondi; la dose del due per 
cento per tutti quegli insetti la cui morte avviene in tale soluzione fra dieci 
e sessanta secondi. In generale si puo stabilire che tutti gli insetti delle serre 
calde muoiono in una soluzione due per cento di Tabacol e in brevissimo 
tempo come 1° le Cocciniglie d’ogni specie e sopra tutto la Cocciniglia Le- 
pidosaphes pinmiformis, 2° le Kermés, 3° I Trips, Heliotrips haemorrhoidalis, 
4° il Tetranychus telarius, 5° V Aspidiotus Hedere, 6° le mosche da serra (Sciara 
frigida), 7° le formiche di serra. Queste formiche trasportano gli afidi e le 
cocciniglie, esse formiche sono uccise in trenta secondi e non ritornano pit 
sulle localita o sulle foglie trattate con soluzioni di Tabacol due per cento. 
Distrutti gli afidi delle Alocasie con soluzioni uno per cento di Tabacol, 
gli afidi non si riproducono. Cosi sono distrutti con rapidita eccessiva gli 
afidi neri delle fave, delle barbabietole, dei crisantemi, e l Aphis laniger con 
soluzioni uno per cento di Tabacol. Anche la Phylloxera vastatrix e distrutta 
dalle soluzioni uno per cento di Tabacol. 

Vi sono ditteri che crescono fra le pagine delle foglie come la mosca 
delle barbabietole (Pegomia hyoscyami) e la cecidomia del bosso (Cecidomyia 
corallina). Le larve di questi ditteri sono uccise se si immergono le foglie 
per un’ora in una soluzione 2°/, di Tabacol oppure se le stesse foglie si 
sottopongono ai vapori di Tabacol. 
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Nelle serre calde si debbono usare le soluzioni 2°/. di Tabacol perché, 
evaporata l’acqua della soluzione, resta sulle foglie il Tabacol, i cui vapori 
tossici proibiscono per qualche tempo agli insetti sfuggiti all’azione del Ta- 
bacol di tornare sulle foglie trattate. 
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Fig. 2. — Foglie di bosso: a) Foglia con le larve coperte di Cecidomyia corallina. 
b) Foglia con le larve scoperte di Cecidomyia corallina. 


Le soluzioni di Tabacol comprendono tecniche diverse che sono: 1° le 
polverizzazioni; 2° le iniezioni nel suolo; 3° le pennellazioni; 4° le immer- 
sioni; 5° la tecnica mista. 

1° Le polverizzazioni. — Si usa il polverizzatore per distruggere gli afidi, 
le formiche di serra. E bene usare la soluzione 1 °/, di Tabacol e un pol- 
verizzatore a getto dardeggiante e non a getto circolare. 

2° Le imiezioni nel suolo. — Si usano le iniezioni di Tabacol 1 °/, per 
distruggere i lombrici, i quali vengono subito uccisi senza lesione delle ra- 
dici. Le iniezioni di Tabacol eseguite nel «supporto (sfagno e polipodio) delle 
orchidee » uccidono gli insetti e non esercitano azioni deleterie sulle radici. 

3° Le pennellazioni. —- Le pennellazioni riescono efficacissime per la 
distruzione delle cocciniglie (Lepidosaphes pinniformis) ©. Il pennello imbe- 
vuto di Tabacol 2°/, si deve applicare solo in quella parte della foglia che 
ospita le cocciniglie, le quali sono distrutte per Pazione meccanica, chimica 


(1) (Boccus adonidum, Pseudococcus adonidum, Bactylopius adonidum) ; Daclijlopius citri, 
Chrysomphalus minor, ecc. 


ed insetticida praticata nello stesso tempo. Nei giorni successivi si ripetono 
le pennellazioni in quelle parti delle foglie che ospitassero delle cocciniglie 
sfuggite al primo trattamento. 


Fig. 3. — Pianta di Kentia Forsteriana immersa in una soluzione 2°/, di Tabacol. 


4° Immersione. — Si possono immergere le foglie di piante costose riem- 
pite di insetti in soluzioni di 1 o 2°/, di Tabacol. In tal caso conviene 
trattenere la terra del vaso con una pezza come alla fig. 3. 

5° Tecnica mista. — Questa tecnica é indicata per la distruzione delle 
cocciniglie delle piante di serra (croton, orchidee, palme, café, ecc.). Con il 
pennello imbevuto della soluzione 2 °/, di Tabacol si distruggono localmente 
le cocciniglie, con il polverizzatore si cosparge della stessa soluzione la su- 
perficie del vaso, ed infine si praticano delle iniezioni nel contenuto terroso 
e organico del vaso. 

Tutte le tecniche sopra descritte, applicate secondo i casi, finiranno per 
eliminare le costose fumigazioni delle serre, fumigazioni inutili e spesso pe- 
ricolose per gli operatori. 


Parte Terza. — Meccanismo d’azione del Tabacol. — Il Tabacol é un 
veleno convulsivante dei pit potenti. Iniettato nel peritoneo delle cavie alla 
dose di un milligramma per cento grammi d’animale provoca delle convul- 
sioni violente, con trisma e difficolta respiratorie. Le cavie muoiono in ot- 
tanta secondi per paralisi del centro respiratorio. 
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Negli insetti i] Tabacol esercita uma azione paralizzante del sistema ner- 
voso ganglionare. I vapori irritanti che si sprigionano dalle soluzioni di Ta- 
bacol obbligano gli insetti ad aprire le stimme. I vapori e la stessa solu- 
zione raggiungono cosi la catena ganglionare nervosa e gli insetti muoiono 
in brevissimo tempo dopo vivissime contorsioni per paralisi del sistema ner- 
voso. Spesso i movimenti violenti eseguiti dagli insetti per sottrarsi all’a- 
zione del Tabacol, producono una rottura di sacchi aerei. Al microscopio 
(Lepidosaphes pinniformis) si osservano delle bolle d’aria girare nel campo 
della soluzione di Tabacol. La morte segue subito questa, diciamo cosi, eja- 
culazione di bolle d’aria. 

Gli insetti uccisi dal Tabacol subiscono un essiccamento rapido, indice 
di morte reale. 

Breve: Il Tabacol, insetticida nervoso di una efficacia immediata, di- 
strugge gli insetti e non danneggia le piante e gli oggetti riempiti di insetti. 


Parte Quarta. — Referenze sperimentali. — Le esperienze relative alla 
distruzione degli insetti con integrita assoluta delle foglie, steli, radici sono 
state eseguite 1° in Francia (1932): Ecole Nationale d’Horticulture 4 Ver- 
sailles (Seine et Oise); nel Domaine de Ferriéres en Brie (Seine et Marne). 
2° nel Belgio (1932): presso gli orticultori i pil rinomati e specialmente 
nelle serre di C. Vuylsteke a Loochristi vicino Gand. 

3° in Italia (1933) nell’ Istituto botanico e nell’Orto botanico della 
R. Universita di Roma. 


Alla Scuola @orticultura di Versailles (France) e al Domaine de Fer- 
ri¢res en Brie (Seine et Marne) sono state distrptte le cocciniglie (Lepido- 
saphes pinniformis) in oltre mille e duecento piante di croton, e orchidee 
varie - nel Belgio sono state distrutte le cocciniglie, nel Belgio (serre di 
C. Vuylsteke) 4 Loochristi vicino Gand il Tabacol 2°/, & stato applicato 
a varie orchidee (Odontoglossum, Cattleya, Cypripedium, Miltonia - con di- 
struzione completa degli insetti (Tetranicus telarius, Aspidiotus Hedere, 
Heliotrips hemorrhoidalis, Sciara rufiventris, Lepidosaphes pinniformis, le Kermés 
e le formiche di serra). 


All Istituto e all’Orto botanico della R. Universita di Roma le soluzioni 
di Tabacol 2 °/, sono state applicate ad un grandissimo numero di piante, 
con distruzione completa degli insetti Cocciniglie, Kermes, formiche, ecc. € 
con integrita assoluta delle piante trattate che sono le seguenti: Ficus Neu- 
manni, Chamedorea Ernesti August, Chamedorea oblongata, Raphidophora 
decursiva, Philodendron giganteum, Piper geniculatum, Dieffenbachia Seguine, 
Streptocarpus Gardenii, Epidendrum mirabile, Carludovica palmata, Strelitzia 
Augusta, Vanilla aromatica, Meryta Denhamii, Angraecum sesquipedale, Cala- 
thea Lietzei, Adiantum peruvianum, Hura crepitans, Hyophorbe indica, Orchi- 
dacee varie, Codieum (Croton), Anthurium nymphe efolium - Kentia forste- 
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riana — Evonymus japonicus, Buxus sempervirens, Cyeas revoluta, Macrozamia 
spiralis, Chrysanthemum grandiflorum, Begonia semperflorens, ecc. 

Tanto in Francia, quanto nel Belgio, come in Italia tutti gli insetti sono 
stati distrutti con le soluzioni 2°/, di Tabacol, senza la perdita di una sola 
foglia ‘), 


Chimica. — Sulla importanza della forma cristallina nella formaxione di 
soluzioni solide. —X. Analisi termica dei sistemi CoCl,—-PbCl, e FeCl,—PbCl, 
anidri. Nota di A. Ferrari e C. Cotta, pres. dal Socio G. Brunt. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Biologia. — Prime ricerche sulla istogenesi delle isole del Lan- 
gerhans nel pancreas degli Anfibi. Nota di RoMILDE FaRaGGIANa ©, 
presentata ‘? dal Socio E. Giacomini. 


Pochissimi AA. si sono occupati dell’istogenesi delle isole del Lan- 
gerhans degli anfibi. Solo il Giannelli (1901), tra quanti studiarono lo 
sviluppo del pancreas in questa classe di Vertebrati, prese in considerazione 
le isole, affermando che negli Anfibi urodeli esse derivano esclusivamente 
dall’abbozzo dorsale della ghiandola. Pit recentemente Aron () ne ha intra- 
preso lo studio istogenetico in alcuni Anfibi anuri. In una prima Nota (1924) 
quest’A. ha descritto in Rana temporaria una comparsa delle isole molto pre- 
coce (in larve di to mm. di lunghezza totale), isole rappresentate da piccoli 
gruppi di cellule con scarso citoplasma, ricco di granuli di pigmento. Pit 
tardi comparirebbero tra gli acini esocrini cordoni di elementi chiari, volu- 
minosi, « di struttura endocrina», che A. chiama ghiandola interstiziale o 
ghiandola della metamorfosi. Tuttavia in un suo pit recente lavoro (1931) 


(1) a) «Congrés International d’Horticulture ». Paris, mai 1932. 
b) « V* Congrés International d’Entomologie ». Paris, 1932. BARBIERI, Action in- 

secticide du Tabacol. 

(2) Lavoro eseguito nel Laboratorio di Anatomia e Fisiologia comparate della Regia 
Universita di Torino. 

(3) Nella seduta del 5 marzo 1933. : 

(4) GiANNELLI L., Sulla disposizione degli accumuli di Langerhans nel pancreas degli 
anfibi urodeh, «Com. R. Acc. dei Fisiocritici», Siena, A. 208, 1899. 

(5) Aron M. e Atronsi N., Recherches sur Vhystogenése et la physiogenése comparées 
des ilots pancréutiques endocrines des Batraciens. «C. R. Soc. de Biol. », Paris, T. XCI, 1924; 
Aron M., Dégénerescence du pancréas au cours de la métamorphose chez Rana esculenta. «C. R. 
Soc. de Biol. », Paris, T. XCIII, 1925; {p., Recherches hystophysiologiques sur le fonctionnement 
et la corrélation des glandes endocrines embrionnaires chez les Verltébrés. « Bull. biol. France 
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Aron non menziona pil in Rana temporaria tale formazione, che invece ri- 
trova, non tuttavia con costanza assoluta, in Rana esculenta (1925 € 1931). 
Osserva inoltre, anche nel pancreas larvale di questa seconda specie, i piccoll 
eruppi insulari, privi pero di pigmento, simili a quelli primamente descritti 
in Rana temporaria. In Bufo vulgaris Aron nota assoluta mancanza di cordoni 
chiari ed unicamente la presenza delle piccole isole con pigmento. In tutte le 
forme studiate, all’inizio della metamorfosi, nelle piccole isole descritte, si 
osserverebbe un aumento del citoplasma cellulare con perdita del pigmento ed 
una tendenza delle cellule a disporsi in travate epiteliali in rapporto con capillari. 

Io ho studiato listogenesi del pancreas endocrino in alcuni Anfibi anurt: 
Bufo viridis, Bufo vulgaris, Rana agilis. Riassamero qui i risultati pit im- 
portanti delle mie ricerche, riservandomi di illustrarli prossimamente in un 
pit ampio lavoro, corredati da nuove osservazioni. 

Nella larva di Bufo viridis il pancreas é formato, fin da stadi molto 
precoci, dagli acini esocrini e da cordoni di cellule chiare, che si insmuano 
tra il tessuto acinoso. Questi cordoni chiari, ad elementi di forma irregolare, 
fortemente vascolarizzati, sono in evidente /stretto rapporto con i dotti escre- 
tori e vanno aumentando di estensione dai primi stadi di sviluppo della larva 
fino al primo periodo della metamorfosi, prima della emergenza delle zampe 
anteriori. Non vi é dubbio che corrispondano alle formazioni descritte da 
Aron nella Rana esculenta col nome di ghiandola della metamorfosi. In alcuni 
punti di questi cordoni chiari si possono vedere degli aggruppamenti di pic- 
cole cellule con scarsissimo citoplasma, contenenti spesso tracce di pigmento. 
Questi aggruppamenti, che rappresentano gli abbozzi delle isole del Lan- 
gerhans dell’adulto, vanno aumentando di numero e di dimensioni durante 
Vacerescimento della larva e la metamorfosi. Il restante dei cordoni chiari 
invece, che ha raggiunto il massimo dello sviluppo all’ inizio della metamorfosi, 
durante lo svolgimento della medesima, subisce una lenta trasformazione isto- 
logica regressiva: in un primo periodo i cordoni sono ancora ben distinti; 
i nuclei delle loro cellule tuttavia, escluse naturalmente quelle che dissi abbozzi 
delle isole, sono gid un po’ irregolari e qua e 14 si notano tracce di pigmento. 
AlPemergenza delle: zampe anteriori la trasformazione dei cordoni chiari di- 
venta ancora pil. evidente: essi non sono quasi pil. riconoscibili, essendo 
diminuiti di volume, con cellule a nuclei molto irregolari, chiarissimi o fram- 
mentati, e citoplasma vacuolizzato, ricco spesso di granuli di pigmento. In- 
vece i gruppi insulari che vi sono contenuti, accresciutisi di numero e di 
volume, sono sempre formati da piccole cellule ravvicinate, con un: po’ di 
pigmento. In seguito, durante gli ulteriori processi della metamorfosi, con- 
tinua la degenerazione dei cordoni chiari, che si riducono a gruppi di pic- 
cole cellule irregolari, spesso con notevoli ammassi di pigmento, mentre i 
gruppi insulari mantengono sempre gli stessi.caratteri. Dopo la metamorfosi, 
scomparsi i cordoni chiari, troviamo i gruppi insulari ad elementi con di- 
screta quantita di citoplasma e quasi senza pigmento. 


In Bufo viridis quindi le isole del Langerhans si formano, almeno in 
parte, a spese di elementi endocrini preesistenti, i cordoni chiari del pancreas 
larvale, e subiscono in seguito una lenta trasformazione sino a dare le tipiche 
isole dell’adulto. Il numero delle isole nel pancreas dell’adulto appare tuttavia 
notevolmente aumentato. Io non ho avuto la possibilita di seguire la genesi 
in atto di nuove isole, sia perché durante la metamorfosi. tutto l organo 
perde la sua tipica struttura e non sono pil riconoscibili né gli acini ne i 
dotti sottili, sia perché, per il momento, non ho potuto raccogliere sufh- 
ciente materiale negli stati intermedi tra la metamorfosi e l’adulto. Tuttavia 
posso con sicurezza affermare che le prime isole nascono in seno ai cordoni 
chiari e che anche in seguito non si pud vedere nessun legame tra il tessuto 
esocrino e l’endocrino. 

Reperti simili ho pure ottenuto in Hyla arborea, in cui esistono i cor- 
doni chiari e gli abbozzi insulari primitivi in seno a questi. 

In Bufo vulgaris invece mancano completamente nel pancreas della larva 
i cordoni chiari. Il tessuto endocrino é rappresentato dapprima unicamente 
da piccoli gruppi di cellule ricchissime di pigmento: é molto interessante 
notare che esse si trovano gia in larve di to mm. di lunghezza totale, Ja 
dove il tessuto esocrino non si ancora differenziato. Queste cellule insulari 
hanno pochissimo citoplasma; il loro nucleo é un po’ pid piccolo di quello 
degli elementi circostanti indifferenziati e di solito senza nucleolo. Al prin- 
cipio della metamorfosi le isole perdono parte del loro pigmento e si avviano 
ad assumere il tipo delle isole adulte. 

In Rana agilis Vevoluzione istologica del pancreas é molto simile a 
quanto ho visto in B. vulgaris. Ho potuto qui meglio studiare, dai primis- 
simi stadi fino a stadi alquanto posteriori alla metamorfosi, i diversi aspetti 
del tessuto esocrino ed endocrino ed i rapporti di quest’ ultimo coi dotti 
escretori. Molto precocemente, a 11 mm. di lunghezza totale, quando tutto 
organo si presenta ancora allo stato di abbozzo pieno, indifferenziato, carico 
di vitello, si vedono gia dei piccoli gruppi di cellule con pigmento, con 
nuclei un po’ pil piccoli dei circostanti, senza o con piccolissimo nucleolo. 
La comparsa cosi precoce di questi abbozzi insulari, indipendente dalla for- 
mazione del tessuto acinoso, mi pare abbia molta importanza nella compren- 
sione dell’istogenesi. A differenza che nel Bufo vulgaris, ho potuto poi osser- 
vare in questa specie, a 13 mm. di lunghezza totale, una struttura nettamente 
tubulare dell’organo esocrino: qua e la, tra i tubuli, si vedono i gruppi in- 
sularit con pigmento. Alcuni di essi al principio della metamorfosi perdono 
parte del loro pigmento, taluni anzi del tutto; in seguito aumentano note- 
volmente di dimensioni e verso la fine della metamorfosi vanno acquistando 
l’aspetto noto dell’adulto: contengono ormai appena lievi tracce di pigmento 
e sono formati da travate di cellule in rapporto con capillari dilatati. 

In B. vulgaris ed in R. agilis le prime isole si formano pertanto da 
cellule ancora indifferenziate dell’abbozzo del pancreas; in seguito si possono 


spesso vedere delle piccole isole in continuita con le pareti dei dotti sottill. 
Come in B. viridis, anche negli stadi di sviluppo del pancreas larvale di 
B. vulgaris e di R. agilis non ho mai osservato figure di passaggio tra il 
tessuto esocrino e |’endocrino. 

E notevole pure la trasformazione istologica che subisce il tessuto eso- 
crino durante la metamorfosi in tutte le specie studiate. Le sue cellule per- 
dono la loro primitiva forma piramidale e la disposizione acinosa e divengono 
piu. piccole, di modo che, anche per la scomparsa dei cordoni chiari, nelle 
specie in cui esistono, l’organo verso la fine della metamorfosi si presenta 
notevolmente diminuito di volume. 


Botanica. — Chinolina e lignina. Nota di A. Casticuions, pres. dal 
Socio G. Gora. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 
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PERSONALE ACCADEMICO 


Il Presidente da alla Classe il doloroso annuncio della morte del Socio 
Nazionale Bertini e del Socio Straniero Correns. 

Il Socio CasTELNUovo rievoca brevemente la figura di Studioso e di 
Maestro di E. Bertini e si riserva di parlare di Lui pi a lungo, quando 
ne terra la commemorazione. 

Il Socio Severt, cosi parla dell’Illustre Scomparso: 

« Come antico assistente e supplente di Eugenio Bertini nella Cattedra di 
Pisa, desidero associarmi alle parole del Collega Castelnuovo. Abbiamo subito 
una grave perdita: maggiore di quanto non possan valutarla coloro che giu- 
dicavano superficialmente il Bertini dalla Sua modestia e dalle Sue doti per- 
sonali, le quali, a chi aveva con Lui soltanto passeggeri contatti, non ap- 
parivano di certo brillantissime, a causa forse del grave esaurimento nervoso 
che lo colse intorno a trent’anni e che gli aveva lasciato traccie indelebili. 
Ma la mancanza di prontezza era in Lui soltanto apparente. E d’altronde la 
lucida chiarezza della Sua mente, penetrante e viva fino agli ultimi anni della 
lunga vita, aveva continuato a riflettersi nell’ininterrotta operosita scientifica di 
Lui e nel modo com’Egli esercitava, con passione, zelo e profitto degli scolari, 
le Sue funzioni d’insegnante e di Maestro. 

«Dei discepoli immediati di Luigi Cremona il Bertini fu il maggiore 
e quegli che, quando l’opera del Capo della Scuola geometrica italiana era 
tuttora in formazione, ne intui rapidamente I’immensa portata, non ferman- 
dosi alle piccole questioni che da essa sgorgavano e che forniron nel subito 
alimento al lavoro di altri discepoli del Cremona, taluni dei quali, in quei 
tempi ormai lontani da noi pit di mezzo secolo, furon ingiustamente 
sopravalutati. Mentre c’era allora chi si trastullava colla rappresentazione 
piana di superficie razionali, scarsamente interessanti, 0 si volgeva senza lar- 
ghezze d’idee a problemi numerativi, il Bertini dava nel 1869 una delle prime 
classiche dimostrazioni geometriche dell’invarianza del genere di una curva 
e nel 1877 in un lavoro veramente geniale classificava dal punto di vista 
invariantivo le trasformazioni univoche involutorie del piano e riduceva a 
tipi invarianti taluni notevoli sistemi lineari di curve piane, mostrando sicura 
visione di quelli che nell’ avvenire sarebbero stati i problemi vitali della geo- 
metria algebrica. A Lui spetta poi il grande merito di avere valutato, insieme 
a Corrado Segre, l importanza dell’innesto dell’opera di Brill e Noether in 
quella cremoniana e di aver divulgato fra noi i metodi e le idee dei due scien- 
ziati tedeschi. 
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«Non voglio di certo anticipare la solenne commemorazione che sara 
tenuta dal Castelnuovo. Desidero soltanto di rievocare altresi la bonta, l’alta 
dirittura e la fibra morale dell’ Uomo. 

« Un volta il Bertini si trovava in una Commissione presieduta da Luigi 
Cremona, per giudicare il concorso che porto a Pisa il Bianchi. I! Cremona, 
per ragioni che oggi comprendiamo meno, dopo che tante paratie sono state 
abbattute fra i compartimenti stagni della matematica, si opponeva a che il 
Bianchi fosse designato per la Cattedra di Geometria analitica, adducendo che 
avrebbe respinto Lagrange in persona, se avesse aspirato ad una Cattedra 
geometrica. Il Bertini avversd fieramente questa tesi ed il Cremona, rispet- 
toso della tendenza della maggioranza, che appoggiava il Bertini, si ritiro dalla 
Commissione. Cosi il Bianchi riesci vincitore. 

« IL Castelnuovo ha alluso allo spirito perennemente giovanile del Ber- 
tini. Si ricorda di Lui un ameno episodio, di due anni fa, quando il Maestro 
aveva 84 anni. Una sera al Suo preferito Caffe di Lungarno, esprimeva il 
disappunto di dover abbandonare |’appartamento tenuto in una casa, che do- 
veva esser trasformata in Palazzo del Governo. Ci fu chi gli-disse: ‘ Pro- 
fessore stia tranquillo. La burocrazia ¢ lunga. Fra dieci anni Lei sara ancor |i”. 
(Non & stato cosi perché di questi tempi anche la burocrazia ha snellito il 
passo). E il. Bertini di rimando: “Le par poco che debba vivere dieci anni 
nell’ incertezza?”. . 

« Le ultime Sue volonta furono pari alla modestia della Sua vita: “ Non 
fiori, ne discorsi”’, lascid scritto. E fu esaudito. Non pareva che accompa- 
gnando la salma di Lui, noi porgessimo |’estremo saluto ad uno dei Maestri 
che onorarono Pisa nei tempi aurei di quella Facolta matematica ». 


PRESENTAZIONE DI LIBRI 


Il Socio Brancnr presenta il 4° volume della edizione nazionale delle 
« Opere di G. Schiaparelli », annuncia la prossima pubblicazione del 5° vo- 
lume ed assicura che impresa sara condotta a termine nonostante riserve 
e critiche, destituite di fondamento, recettemente apparse. 

Presenta inoltre il fasc. LXII delle Pubblicazioni del R. Osservatorio 
di Brera riguardante « La differenza di Longitudine Milano-Zurigo deter- 
minata nell’anno 1929 » da P..Vocca e F. Zagar, ed alcuni fascicoli dei 
« Contributi della R. Specola di Brera ». 

L*Accademico Segretario ParRAvaNo presenta le opere giunte in dono 
all’Accademia, segnalando gli « Annali della sperimentazione agraria» e la 
Carta della reazione dei terreni per la provincia di Varese. 


RELAZIONI DI COMMISSIONI 


IL Socio Levi-Crvrra legge anche a nome del Corrisp. Amatopt la rela- 
zione con la quale si propone la stampa della Memoria di N. Neronorr 
« Sur un cas singulier de mouvement continu irrotationel 4 deux dimensions 
dun liquide indéfini en présence d’un solide fixe cylindrique ». 

L’Assemblea approva. 


PRESENTAZIONE DI NOTE E MEMORIE 


Presentano Note per l’inserzione nei « Rendiconti» i Soci ARMELLINI, 
Levi-Civita, Lomparpi, SEVERI. 
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presentate nella seduta del 5 marzo 1933 


Annali della sperimentazione agraria. Vol. 
VI-XI (Ministero dell’Agricoltura e delle 
Foreste). Roma, 1932. 8°, pp. 1-285, 
1-263, 1-69, I-77, 1-99, 1-176. 

Associazione Idrotecnica Italiana. 
I problemi delle acque nella economia 
nazionale, 1923-1933. Milano, 1933. 8°, 
pp. 1-148. 

Barautr Emite — Le mystére et le para- 
doxe du vol animal. Paris, Editeurs 
Gauthier-Villars et Cie, 1933. 8°, pp. I- 
XIV, 1-234. 

BELLINCIONI G. — L’opera dell’ Associazione 
Idrotecnica Italiana. (Gia « Associazione 
per le acque pubbliche d'Italia») nel 
primo decennio della sua esistenza, 11 
gennaio 1923-11 gennaio 1933. Mi- 
lano, 1933. 4°, pp. 1-9. 

CasTIGLIONI ANGELO. — I semi di « Cae- 
salpina spinosa ». (Mol.) Kuntze e la loro 
gomma. (Estr. dalle « Memorie della 
R. Accademia delle Scienze di Torino ». 
Serie II, vol. LXVII. Classe di Scienze 
fisiche, matematiche e naturali). Torino, 
1933. 4°, pp. 1-26. 

CuigsA STEFANO. — Tavole dei semiseno- 
versi a cinque decimali per trovare con 
rapidita e sicurezza gli elementi deter- 
minativi della retta d’altezza coll’ag- 
giunta di altre piccole tavole utili in 
astronomia e in navigazione. Genova, 
NOZ2 Oop Paet—31- 

Consiglio Provinciale dell’Economia Cor- 
porativa di Modena. I contratti di com- 
partecipazione agricola nella Provincia 
di Modena. Modena, 1933. 4°, pp. I-27. 

De LauBeNFELS M. W. — The marine and 
fresh-water Sponges of California. (From 
the «Proceedings of the United States 
National Museum». Vol. 81). Washin- 
gton, 1932. 8°, pp. 1-140. 


De Ripaucourt Epouarp. — Exposé des tra- 
vaux originaux. Paris, 1933. 8°, pp. 1-15. 

FANTOLI AMILCARE. — Bibliografia meteoro- 
logica delle Colonie e delle isole italiane 
dell’Egeo. (Estr. dalla « Rassegna Eco- 
nomica delle Colonie », 1932. n. 7, 8). 
Roma, 1932. 8°, pp. 1-18, 

GaLLARDO ANGEL. — El subgenero Elasmo- 
pheidole en la Argentina (Himenopteros 
Formicidos). (Extr. de la « Revista Chi- 
lena de Historia Natural ». Afo XXXVI, 
pp. 178-182). Buenos Aires, 1932. 8°. 

GaLLaRDO ANGEL y USLENGHI Luis ALFRE- 
po. — Discursos pronunciados en el 
acto de la entrega de diplomas a los 
bachilleres del Colegio Nacional de Bue- 
nos Aires. Buenos Aires, 1932. 8°, pp. 
1-18. 

GALLARDO ANGEL y ZAVALIA CLODOMIRO. — 

- Discursos pronunciados par los Doctores 
A. G. y C. Z. en los actos de la eleccion 
de Rector y de la entrega del Rectorado 
los dias 10 y 11 de mayo de 1932. 
Buenos Aires, 1932. 8°, pp. I-17. 

Juver Gustave. — Legons d’analyse vecto- 
rielle. Partie Ire. Géomeétrie différentielle . 
des courbes et des surfaces, théorie, ma- 
thématique des champs. Paris, Edit. Gau- 
thier- Villars et Cie, 1933. 8°, pp. 1-120. 

Ministero dell’Agricoltura e delle 
Foreste. La reazione dei terreni della 
provincia di Varese. Milano, 1932. fol. 

Ministero della Guerra. Cinquantenario 
della Scuola di Applicazione di Sanita 
Militare, Firenze, 1883-1933. Roma, 
1933. 4°, pp. 1-59. en 

SCHIAPARELLI G. V. — Le opere di G. V. 
Schiaparelli pubblicate per cura della 
Reale Specola di Brera. Tomo IV. 
Milano, Editore Ulrico Hoepli, 1932. 4°, 


pp. 1-556, 
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SitvestRI Firippo. — Agricoltura e uccelli, un gruppo di agricoltori e uccellatori. 
uccelli e agricoltura. (Estr. dal volume Milano, 1933. 8°. pp. I-xv, 1-254. 
« Uccellagione e piccola caccia» 1933). | VILLENEUVE DE JANTI J. — Description 
Milano, 1933. 8°, pp. 1-16. de Aplomyiopsis Galerucellae n. 

Sitvestr1 F, — Spedizione del Prof. Nello gen., n. sp, (Tachinidae), parasite de 
Beccari nella Guiana Britannica. I Thy- Galerucella Zuteola (F. Mull) en 
sanura: (Insecta). Estr. dal « Bollettino Amerique du Nord. (Estr. dal « Bollet- 
del Laboratorio di Zoologia generale ed tino del Laboratorio di Zoologia genc- 
agraria del R. Istituto Superiore Agrario rale ed agraria» del R. Istituto super. 
di Portici». Vol. XXVII, pp. 114-124). agrario di Portici. Vol. XX VII, pp. 125- 
Spoleto, 1933. 8°. 126). Spoleto, 1933. 8°. 


Uccellagione e piccola caccia. A cura di 
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DELLE SEDUTE 


DELLA REALE ACCADEMIA NAZIONALE 
DEI LINCEI 


Classe di Scienze fisiche, matematiche e naturali 
Fascicolo del 19 marzo 1933 (anno XI) 


MEMORIE E NOTE DI SOCI 


Matematica. — La teoria delle serie di equivalenza sopra una 
superficie algebrica: invarianza del concetto fondamentale. Nota | 
del Socio Francesco Sever. 


In questa e nelle Note successive elaboro ex novo la teoria delle serie 
di equivalenza di gruppi di punti sopra una superficie algebrica, di cui ho 
gittato le basi in alcuni lavori pubblicati da un anno a questa parte @). L’ar- 
gomento era troppo importante ed attraente, perche non mi sentissi spinto 
ad approfondirne con sempre maggiori cure i tratti fondamentali. Le defini- 
zioni, clot i concetti (come gli algoritmi opportunamente imaginati), sono 
i veri elementi costruttori ed operativi nella matematica. Pertanto tutti i miei 
sforzi (e non di questi due soli ultimi anni, in cui ho pubblicato in proposito), 
sono stati diretti ad approssimarmi successivamente alla pit naturale defi- 
nizione di serie di equivalenza, che rivelasse, sulle superficie, proprieta, per 
quanto possibile, analoghe a quelle considerate sulle curve per mezzo delle 
serie lineari. 


(1) Presentata nella seduta del 5 marzo 1933. 

(2) Vedi i miei lavori seguenti: 4) La serie canonica e la teoria delle serie principali 
di gruppi di punti sopra una superficie algebrica (« Comm. math. helvetici», vol. 4, 1932); 
B) Un nuovo campo di ricerche nella geometria sopra una superficie e sopra una varield al- 
gebrica (« Memorie della R. Acc. d'Italia», 1932); C) Nuovi contributi alla teoria delle serie 
di equivalenza, ecc. (« Memorie della R. Acc. d’Italia », 1933); D) Quelques théories nouvelles 
en geometric algébrique (« Comptes rendus », 1933). 
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Uno degli strumenti, che costituiscono un presupposto indispensabile 
della definizione cercata, é la teoria delle serie di equivalenza sulle curve 
riducibili, qual’é stata costruita nella mia Memoria B. 

Oserei finalmente dire che l’aspetto qui raggiunto per la teoria delle 
serie di equivalenza sulle superficie, ¢ forse definitivo: s’intende come fon- 
damento, non gid quanto agli sviluppi ed alle conseguenze, ché c’e ancora 
molto da camminare su questa via. 

Anche i mezzi di deduzione hanno raggiunto una snellezza ed una sem- 
plicita che, se non erro, & ormai irriducibile o quasi. 

La definizione di gruppi equivalenti che avevo adottato nella Memoria C, 
era questa: : 

Due gruppi A,B di  punti di una superficie F si dicono equivalentt 
quando, astraendo da eventuali punti comuni, essi sono gruppi caratteristici 
di una medesima rete, o si riducono a tali aggiungendo due gruppi di punti 
equivalenti sopra una curva [ (s’intende sempre irriducibile o riducibile) 
della superficie. 

Se la condizione é soddisfatta senza che sia necessario tralasciare alcuni 
punti comuni ai due gruppi, i gruppi stessi li avevo chiamati strettamente 
equivalenti. Il valore di questa distinzione apparisce chiaramente dalla Me- 
moria C, né occorre, per la intelligibilita del seguito, che mi ci soffermi. 

Avevo inoltre dimostrato la transitivita delle relazioni di equivalenza e 
di stretta equivalenza: donde la unicita delle operazioni di somma e di sot- 
trazione fra le serie di equivalenza, intese come totalita di gruppi a due a 
due equivalenti. 

Ne avevo altresi dedotto che la serie segata sopra una superficie di 
S; (o di S,) da un sistema continuo di curve sghembe (0 di varieta M,_.), 
fuori di punti fissi e di un gruppo variabile in una serie di equivalenza sopra 
una curva TI’ di F, &, nel senso che precede, una serie di equivalenza (non 
necessariamente completa); e che ogni serie razionale-co® di gruppi di punti 
su F, & sempre differenza di due serie del tipo ora considerato (anzi ¢ una 
serie di questo tipo, se p = 2). 

Giunto a queste proprieta, mi ¢ venuto fatto, con enorme vantaggio, 
di capovolgere la trattazione: dal che ¢ derivata semplicita e maggiore de- 
terminazione. 

Questo capovolgimento € derivato dall’ovvia osservazione che due 
gruppi strettamente equivalenti A,B sono intersezioni della F di S, con due 
varieta M,_., di un medesimo sistema continuo, fuori di punti fissi e di due 
gruppi di punti equivalenti fra loro sopra una curva T di F, e costituenti 
i punti d’appoggio su I delle due predette M,_.. Onde mi € apparso na- 
turale di definire su F come serie di stretta equivalenza, una serie o di gruppi 
di punti segati sulla superficie da un sistema continuo di varieta M ad 
r — 2 dimensioni dell’ambiente, fuori di punti fissi e di gruppi d’appoggio, 
equivalenti fra loro, di tali M su di una curva I di F. 
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La ovvia osservazione su indicata non s’inverte in modo letterale. Invero, 
nella Memoria C, come dicevo, é dimostrato che due gruppi di una serie c, 
del tipo ora definito (serie di stretta equivalenza) non sono in generale stret- 
tamente equivalenti, nel senso stabilito nella Memoria C, ma soltanto equi- 
valenti. Cid deriva essenzialmente dal fatto che un sistema continuo di varieta 
M,—, nello S,, non é in generale un sistema intersezione completa (gene- 
rato dalle intersezioni di due sistemi lineari dipersuperficie fuori di varieta 
fisse comuni); ma é invece sempre (Memoria C) differenza di due sistemi 
d’ intersezione completa. 

Questo fatto induce a porre la definizione generale di serie di equivalenza, 
assumendo come tale ogni serie di gruppi di punti di F, che sia differenza 
di due serie di stretta equivalenza. E questa é la definizione definitiva, im- 
posta anche dalla circostanza che non é detto che una serie di stretta equi- 
valenza (nel senso sopra fissato) sia invariante di fronte alle trasformazioni 
birazionali della superficie (mentre Jo & evidentemente di fronte alle trasfor- 
mazioni birazionali dello spazio ambiente); per contro, come qui dimostro, 
una serie di equivalenza é¢ invariante di fronte a tutte le trasformazioni bira- 
xtonali di F. Due gruppi di una tal serie sono equivalenti} anche nel senso 
della definizione generale posta nella Memoria C. 

La maggiore determinazione, che deriva dall’attuale definizione, é essen- 
zialmente legata alla considerazione delle serie di equivalenza come serie 
continue di gruppi di punti; laddove nella Memoria C mi ero limitato a 
studiare relazioni di equivalenza tra gruppi staccati di punti. Se una serie 
di equivalenza completa nel senso della Memoria C, consti di un numero 
finito di parti irriducibili infinite, formanti complessivamente un sistema con- 
nesso, di cui ogni parte sia, nel senso attuale, una serie di equivalenza, é 
questione molto difficile alla quale non posso per ora rispondere. 

Non mi dilungo in altre delucidazioni preliminari, limitandomi ad av- 
vertire che queste Note sono redatte in modo da renderne possibile la lettura 
anche senza conoscere i miei precedenti lavori sull’argomento (salvo per cid 
che concerne la teoria delle serie di equivalenza sulle curve riducibili); che in 
esse si trovano altresi le proprieta delle serie di equivalenza dal punto di vista 
topologico e trascendente: proprieta le quali assicurano che la relazione di 
equivalenza fra gruppi di m punti di una superficie F, non é una relazione 
tautologica, in quanto le superticie per cui tutti i gruppi dim punti formano 
una serie di equivalenza, son regolari, di genere zero e prive di torsione 
(probabilmente son le sole superficie razionali), Le ultime Note son dedi- 
cate alla teoria delle corrispondenze sulle superficie ed in esse si rivela sempre 
meglio il valore funzionale e costruttivo dei nuovi concetti. 


1. Un sistema continuo di varieta M ad + —2 dimensioni d’ordine m 
di S, si dice un sistema continuo intersezione completa, quando esistono due si- 
stemi lineari d’ipersuperficie, tali che due ipersuperficie di questi si segano, 


iuori-di eventuali varieta fisse, in varieta ad r— 2 dimensioni, d’ordine m, 
fra cui ci sono quelle del sistema dato. Dimostriamo che: 

Una famiglia di varieta M ad r —2 dimensioni, di ordine m, nello. S,, 
se non ¢ gid intersexione completa, ¢ perd sempre differenza di due famiglie d’in- 
tersexione completa. é . 

Il teorema ¢ vero per r= 2. Anzi in tal caso la totalita det gruppi 
di m punti del piano é una serie intersezione completa, in quanto e serie 
caratteristica del sistema lineare di tutte le curve di ordine m con un punto O 
(m —1)-plo ed m—1 punti semplici; 0, se si vuole, & intersezione com- 
pleta di questo sistema con quello formato dai gruppi di m rette per O. 

Per r qualunque, ricorrasi alla rappresentazione monoidale della va- 
rieth M. La M (anche se é riducibile) pud sempre considerarsi come parziale 
intersezione del cono ®,, che la proietta da un generico punto O di S, e 
di un monoide ®, (di vertice O) di un ordine g, indipendente dalla va- 
riazione continua di M ©; l’ulteriore intersezione essendo un cono ad r — 2 
dimensioni N, di ordine m(q — 1) (del quale fanno parte come generatrici 
doppie le corde di M per QO), intersezione completa del cono ®, e del cono 
Y,, tangente in O a ®,. 

Risulta quindi: 


(1) M=(®, ,®.)—(@,, ¥.); 


€ questo prova l’asserto. 


OssERVAZIONE. Si osservera che il cono ®, ed il monoide ®, (essendo 
quest’ultimo univocamente determinato da M, nel modo indicato a pie’ di 
pagina) sono funzioni razionali di M; pertanto: 

Data nello S; una famiglia di varieta ad r — 2 dimension M, si posson 
sempre costruire tre sistemi lineari di ipersuperficie |®,|,|®.|,|‘¥.|, tali che 
ogni M individui razionalmente una ipersuperficie di ciascuno di quet sistentt, 
in guisa che sia soddisfatta la (1). 


2. Si dirk che un gruppo di v punti sopra una superficie algebrica F di 
Sr & semifisso, quando varia in una serie di equivalenza d’ordine v sopra una 
curva T° (irriducibile o riducibile) di F. 

Una serie o almeno cot di gruppi di » punti di F dicesi una serte di 
equivalenza (superficiale), quando, astrazion fatta se vuolsi da punti fissi e da 
egruppi semifissi sopra una curva fissa (irriducibile o riducibile) di F, essa 
é segata sulla superficie da un sistema continuo di varieta M ad r — 2 di- 
mensioni o a tale si riduce aggiungendo ad ogni suo gruppo un determinato 


(1) Preso O come punto all’infinito dell’asse x+, € supposto quest’asse in generica 
posizione rispetto ad M, l’equazione di @, si ottiene esprimendo che la xy del punto di M 
é funzione razionale del punto mobile sulla proiezione da O di M sull’iperpiano x, =o. 


gruppo staccato su F da una varieti N ad r — 2 dimensioni, mobile con 
continuita. Brevemente: 

Una serie di equivalenza ¢ segata (eventualmente fuori di punii fissi e di 
gruppt semifisst sopra una curva fissa di F) da una famiglia di M,—, od ¢ 
differenza di due serie siffatte. La diremo talora una serie di stretta equivalenza 
nel primo caso e di lata equivalenza nel secondo. 

Si puo anche enunciare, in forma suggestiva, che wna serie di equiva- 
lenza ¢ segata (eventualmente fuori di punti fissi e di gruppi semifissi sopra una 
data curva di F) da una varieta virtuale M—N ad r—2 dimensioni, ove 
M,N varino in due sistemi continui. 

E appena necessario avvertire che nella serie s’intendono inclusi anche 
i gruppi di  punti non definibili nel modo enunciato, ma che son di ac- 
cumulazione per gruppi soddisfacenti alla definizione. Cosi, se in una fa- 
miglia di varieta M ve n’é qualcuna, M’, che seghi F lungo una curva o 
contenga addirittura la superficie, si considereranno come gruppi della serie 
segata della famiglia, anche i gruppi limiti di quelli segati su F da varieta 
M, che si approssimino indefinitamente ad M’. In tal modo ogni gruppo 
della serie consta dim punti (contando ogni punto colla debita molteplicita 
@’ intersezione). 


3. Per dimostrare che il concetto di serie di equivalenza ¢ invariante 
per trasformazioni birazionali della superficie F (che sia invariante per tra- 
sformazioni cremoniane dello spazio S, ¢ evidente !) giova premettere qualche 
osservazione. 

In primo luogo si avverta che la somma di due serie di stretta equiva- 
lenza @ una serie di stretta equivalenza. Invero, se la serie o & segata su F, 
fuori di punti fissie di un gruppo semifisso G sulla curva I di F, da una 
famiglia di varieta M, e la serie 8 € segata, fuori di punti fissi e di un gruppo 
semifisso H sulla curva A di F, da una famiglia di varieta N, la serieo + 8, 
i cui gruppi si ottengono sommando a due a due i gruppi di o e di 4, & 
segata, fuori di punti fissi e del gruppo G + H, semifisso su +A, dalle 
variethk M+N. 

E jnoltre evidente che una serie intersezione completa di gruppi di punti 
su F @, é una serie invariante; e che le serie intersezioni complete su I sono 
tutte e soltanto quelle che son segate sulla superficie da famiglie intersezioni 
complete di varieta M,_, dell’ambiente, fuori di punti fissi ed, eventual- 
mente, di gruppi semifissi. Se, invero, una serie o su I ¢ intersezione com- 
pleta dei sistemi lineari | C,|,|C.|, esiste un sistema lineare Z,, d’iper- 
superficie di S,, che sega, su F, |C,| (fuori di linee fisse) ed un altro 
sistema ,, che sega |C,|. Un gruppo di o & staccato su F dalla M,_, 


(1) Ricordo che ho chiamato serte intersezione completa una serie i cui gruppi sieno 
d’intersezione per due curve variabili su F in due sistemi lineari, fuori eventualmente di 


punti fissiy 


variabile comune ad um ipersuperficie di 2, e ad un’ipersuperficie di &,, 
fuori di punti fissi e di un eventuale gruppo G, costituito dai punti d’ap- 
poggio di M,_, su una curva I’ di F, base per 2, e per &,. Il gruppo G 
varia su [in una serie d’equivalenza, perché & funzione razionale dei pa- 
rametri che individuano un ipersuperficie di &; e un’ipersuperficie di %,. 

Cosi per es. sopra una superficie cubica F di S, la serie o dei singoli 
punti di F é@ intersezione completa dei fasci |C,|,|C,| di cubiche gobbe 
staccati su F da due fasci 2,,2, di quadriche passanti per una cubica 
gobba F di F. Due quadriche variabili di 2, , Z, si segano fuori di I, lungo 
una retta, che stacca il punto variabile su F, fuori di una coppia di punti 
d@appoggio su T. 

Pertanto, se su F si ha una serie o di stretta equivalenza, ivi segata, 
fuori di punti fissi e di un gruppo semifisso G, variabile sulla curva T, da 
una famiglia di varieta M, essa risulta invariante come serie di equivalenza, 
perché la serie dedotta da o non astraendo dai gruppi G, é differenza (n. 1) 
di due serie intersezioni complete e d’altronde ai gruppi G rispondono, me- 
diante una trasformazione birazionale di F, gruppi equivalenti sopra una 
curva fissa della superficie trasformata F’. 

La serie o & invariante come serie di equivalenza e non gia come serie 
di stretta equivalenza; che la serie trasformata non é pil generalmente se- 
gabile con una famiglia di varieta M’ ad r’ — 2 dimensioni dello spazio S',, 
dove trovasi F’. Da cio la necessita di considerare come serie di equiva- 
lenza anche quelle di lata equivalenza. Altrimenti non si avrebbe un concetto 
invariante. 

Sia ora su F una serie di equivalenza (lata) differenza o, —o, di due 
serie 6, ,6, di stretta equivalenza, fuori eventualmente di punti fissi e di un 
gruppo semifisso G su P. Si vuol dire con questo che per ogni gruppo A 
di o esiste.un gruppo A, dio,, tale che G+ A + A, é un gruppo A, di op. 

Le serie o,,0, son differenze di coppie di serie intersezioni complete. 
Precisamente (n. 1) esistono due coppie di serie intersezioni complete o,; , 6123 
Gar » G22, tali che per ogni dato gruppo A: dio; (i = 1,2) é individuabile un 
gruppo A:,; dioi,,in modo che Ai + A:; € un gruppo Ai, di oi. 

Si trasformi F birazionalmente in una superficie FP’ di S’, e s’indichino 
con lettere con apici gli elementi di F’ corrispondenti a quelli indicati su F 
colle stesse lettere senza apici. La serie gp) trasformata della serie p,, che si 
ottiene da o non astraendo dai G, risulta differenza delle serie oo. eo, ri- 
sulta alla sua volta differenza delle serie GO, aie 

Viene cioe: 


G5 (9, 0) ah oe 618 eal the Go) ate a 


Ma le serie 6! ,o,,, come trasformate di serie intersezioni complete, 
son serie intersezioni complete e quindi di stretta equivalenza. Pertanto sono 


serie di stretta equivalenza anche le serie somme o/, + o,,,0',+ 0,5 € 
ares ; 5 : 11 22? "12 21 

dunque pg, é una serie di equivalenza. Inoltre essendo i gruppi G’ equiva- 
lenti su I”, risulta che o’ @ una serie di equivalenza. In conclusione : 

Il concetto di serie di equivalenza (superficiale) ¢ invariante per trasforma- 
xiont birazionali della superficie. 

OssreRvazIONE. — Il teorema precedente porge il modo di riferirsi, nello 
studio delle serie di equivalenza, ad un modello di F privo di punti mul- 
tipli in un conveniente spazio. 


Fisica (Fisica matematica). — Sulle deformazioni delle piastre 
elastiche. Nota V“ del Socio E. ALMANSI. 


1. Consideriamo una deformazione (C) ottenuta mediante la funzione 


NT% 


I = y 
(1) 9 = usen——, 


ove n denota un numero dispari, w una funzione di x ed y che verifica 
Pequazione 


(2) Au = (=) ee 


Richiamo alcune proprieta della funzione w. 

Dati i valori di uw sul contorno dio, la funzione wu ¢ determinata in 
tutta la superficie o. 

Sia s’ una linea contenuta in o, luogo dei punti la cui distanza dal 
contorno s di o ha un valore r. Col crescere dir il massimo valore asso- 
luto di u sulla linea s’ decresce rapidamente, e tanto pil rapidamente quanto 


mie oe fare . a ; 
pit piccolo é il valore di —-; e a breve distanza dal contorno s assume 
n 


valori piccolissimi rispetto al massimo valore assoluto di u sul contorno 
stesso. Cid possiamo verificarlo nel caso affatto particolare (ma importante 
nello studio di queste funzioni) che la superficie @ giaccia nel semipiano 
x =o, che il suo contorno sia tangente all’asse della y, e che la funzione 
sia data dalla formula 


(3) yet 


ove e denoti la base dei logaritmi naturali, A una costante. I] massimo va- 
lore assoluto di » sul contorno é in questo caso il valore assoluto di Ar: 


(1) Presentata nella seduta del 19 marzo 1933. 
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Quello che vale per la , relativamente ai valori che essa assume 

oe ho’ . : Ou Ou 
allorche ci si allontana dal contorno, varra per le sue derivate Grit oye 
DX 
o7 


Fee > OCCss che verificano equazioni analoghe alla (2) 
Le 


Consideriamo ora le tensioni relative alla deformazione (C) (III, 1) 


Oe eye’ a4 


Per la formula (1) avremo 


o? ub NTX Oo? UL Oo? Ub NT X 
Txx = 2 A sen 5 Txy = == 5 
ox oy 2a , oy? Ox? Nir; 
ou NT NTEX 
Tigo ° "COS 5 (ANEF, 
oy 2a 2a 


Sopra un piano parallelo a o (x =cost.) varra per le tensioni la stessa 
proprieta che vale per le derivate della «. Ne viene di conseguenza che 
coll’allontarsi dal bordo i massimi valori assoluti delle tensioni diventeranno 
rapidamente piccolissimi rispetto ai loro massimi valori assoluti sul bordo. 
Chiameremo evanescenti queste deformazioni (C). 
In particolare fra le deformazioni evanescenti sono da considerare quelle 


: ee 
per cui 2 =1. Si ha in questo caso, scrivendo “> invece di u, 


(4) 9 = sen 


La funzione wu verifica lequazione: 
mt \2 
Au = |—)-w. 
(s) x 


Chiameremo (C,) le deformazioni (C) formate mediante una funzione @ 
espressa dalla formula (4). 

Le deformazioni evanescenti, in particolare le (C,), possono conside- 
rarsi, insieme alle (A) e alle (B), come le pit semplici deformazioni di 
una piastra. 


2. Siano date le sollecitazioni f;, mx, my, che soddisfano le condizioni 


(K,). Potremo porre (I, 3): ; 


din | 
f= a 50 Ug ay eT eee et 


Diciamo w una funzione di x ed y che nella superficie o verifichi 
; ; 
Pequazione (5), e sul contorno sia uguale a —m,. Introduciamo poi la 
funzione @ data dalla formula (4). Mediante la funzione @ cosi definita po- 
tremo costruire una deformazione (C;). Siano f’, mm’ le sollecitazioni 
A * ’ 


relative a questa deformazione. Con formule analoghe alle (10) della Nota III 
avremo: 


| f Ou 
65 
See 
2h \? Oo) Ont Deo) FOU) 
, , 
a) : u pe om ~— 1h. 
a2 (ys eae sme. j ™ } os oy 
: Reet oul : 
Essendo sul contorno uw = — my, i termini => > ub, — ue saranno uguali 
cs 
dmy, : eer : 
ear cae —NinB , mae, ossia alle sollecitazioni date f, , mx, my. Poniamo: 
2440 OU 2 \2 Oo Vor, 
mee a uM 
7 == 0) m. =—2 mM, = —2 -* 
Gf a | z Sees) Sie 
Le formule (6) potremo scriverle: 
a4 vt fe Vol bee Mt ; J =e uw 
ih = ml; +fp  , mM =—mi+m , We aN + my, 


OvVvero 


in cl MAA A wt lf ur 
Neat J he — We eM hy = m, + m,. 


Abbiamo cosi decomposto le sollecitazioni date f, , mx , my che sod- 


XN 
5 Par 3 : - 2 7 , 1 w" te Brey) 
disfano le condizioni (K,) nei due sistemi Ae ,m,,m,, ed Ie ,m., My, il 
primo dei quali corrisponde ad una deformazione (C,). 
Sopra un settore qualunque del bordo, compreso fra due segmenti 


corrispondenti ai valori s’, s’’ dell’arco, le sollecitazioni f”, m”, m, del 
ge Ue 


=e) 


secondo sistema danno luogo alla forza Fe = | fds, e ai momenti 
A 4% 


_ sft as 
Mo =| (of’—m")ds , MY={ (m’—xf")ds. 


ch $ 


Per le formule (7) si avra F’ =o, 


iy als aioe Perak oer 
a Rear TORY (ot iag 
My 2( a | as dy Peet om a5 ax 


Se 5 


ed eseguendo le integrazioni: 


Fe 2a\? \/ oy 
@ m= (2) 15), 


ede 
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; on ou : : : 
3. Nelle formule (8) invece di — e 3y possiamo fare intervenire 
oN 
Ou - OU 
—— € <, essendo 
os on 
ou Ou Ou 6 Ou ul Ou 6 
== ——¢@ - = —_ & ; 
(9) ox on os : oy Os on 


Diciamo U il massimo valore assoluto di # sul contorno s. 
iy 
Ux 


Nel caso particolare che sia w= Ae 7*(A =cost.), si avra sul con- 


os ge ou Te 
torno, comunque sia disposto l’asse delle x , eng 54 ON ove 
cr 
denota l’angolo che la normale n forma col detto asse; quindi il valore 
Ou-| 4. Ou : Te dae eae 
assoluto |---| di — sara sempre uguale o minore di — —, e percio di 
n on a 
TT 
Boy 


Per una superficie o circolare si dimostra che, se la u ha sul contorno 


un valore costante, 


‘ . ; xz U 

é sempre inferiore a oe (U == la) Per uae 
a 

superficie o qualsiasi (salvo una restrizione che praticamente non ha impor- 


are oul , : : 
tanza), se u € costante sul contorno, si dimostra che 3, | © sempre inferiore 
ica 


con k = 2,2. 


> 


oe 
a 


Se uw non é costante sul contorno, si trova che nei casi ordinari, esclusa 
(k = 2n0 i 
Cio deriva dal fatto che procedendo, lungo la normale, verso l’interno di o, 
a partire da un punto di s ove |w| sia minore di U,|w| in generale decresce, 
avvicinandosi a zero, meno rapidamenie di quello che avverrebbe se fosse su 
mitto, t contorno wv ==. oyun = 


Ou 


€ ancora inferiore a k 


al piu una piccola parte di s, 


U 
a 


sia verificata in 


: : me ou 
Supponiamo da prima che la condizione | — 
on 


<—k 


te fees | Ou 
tutti i punti di s; e che anche SS 
5 


; cee U 
sia ovunque inferiore a om (quan- 


tita molto grande per valori normali di m, = —u). Per le formule (9) 

; : We ey Ou oh epee Be) : 

anche i valori assoluti di eee ay saranno minori di k—. I momenti 
* a 


M*,M’’, dati dalle formule (8), a causa del fattore 2 (2) (minore di a?) 
x fy TT 


saranno allora piccolissimi. La forza F”, come si ¢ veduto (§ 2) é nulla. 
4 


Noi potremo pertanto ritenere piccolissime le corrispondenti deformazioni 
della piastra. 


Consideriamo anche il caso che sul contorno vi siano dei punti nei quali i 
: egnee Ou 
valori assoluti di Ze di n° di ambedue queste quantita, siano cosi grandi 
5 


che i momenti M”, M” non risultino piccolissimi per qualunque settore del 
bordo; ma supponiamo che questi punti appartengano ad un piccolo numero 
di ou ¢ del contorno, di lunghezza piccolissima. I momenti M’’, M”’ sa- 
ranno allora Ae per qualungue sistema di settori in cui venga diviso 
il bordo purché i segmenti t che li separano non taglino gli archi ¢. Anche 
in questo caso si puod ritenere che le Pomispauient deloemucioa siano 
piccolissime. 

Con cio noi veniamo in sostanza a comprendere tutti i casi che pre- 
sentano qualche interesse nella pratica. Possiamo quindi concludere che un 
sistema di sollecitazioni che soddisfano le condizioni (K.), prescindendo da 
casi particolari che Ee eet non hanno importanza, ¢ decomponibile in 
un sistema di sollecitazioni nies mM, che corrispondono ad una deforma- 
zione (C,) (evanescente), e in un sistema di sollecitazioni Ts m, m’, che 
danno luogo a deformazioni piccolissime. 

Bei cvians che per le sollecitazioni fx , mx ,my, che soddisfano le 
condizioni (K,), l’integrale J é nullo (I, 4). Esso € pure nullo per le ie 
m’,m,, che corrispondono ad una deformazione (C;), ossia ad una (C) 


’ y 
pale 


(UI, 5). Sara quindi nullo anche per le sollecitazioni ie > ml : 


4. Veniamo ora alla quistione a cui si é accennato nella Nota I, § 2, 
relativa alla scelta delle deformazioni tipo per un dato sistema di sollecita- 
zioni fx , fy , fx , Mx , My. 

Noi potremo intanto decomporre il sistema dato nei due sistemi fx , fy, 
Cay aie, alg (LL, 2): 

Il primo sistema di sollecitazioni puo dar luogo ad una deformazione 
(A) CI, 4); e noi assumeremo per esso, come deformazione tipo, la defor- 
mazione (A). 

L’altro sistema, fz , mx , my, si pud alla sua volta decomporre in due 
il primo dei quali puo dar luogo ad una deformazione (B), il secondo 
verifica le condizioni (K,) (Nota IV). Per il primo di questi due sistemi 
assumeremo la (B) come deformazione tipo. 

Rimane da considerare il sistema di sollecitazioni che verificano le con- 
dizioni (K.), e che qui indicheremo con oO 5 ED, mio), 

Un tale sistema, come abbiamo veduto (§ prec.), si puo decomporre 
in un sistema di sollecitazioni ie ae as M1, che corrispondano ad una 


. . . ° o = ” w” a” 
deformazione (C;), e in un sistema di sollecitazioni m’ , m, Ge =) SOT 


rispondenti a deformazioni in generale piccolissime. 
> : : see iry, , , 
Come deformazione dovuta alle sollecitazioni jf’, m, , m,, assumeremo 


lv(C,). ‘La: scelta di una deformazione a cui corrispondano le sollecitazioni 


wet ea 


LS 
my 


m’’, per il fatto che esse danno luogo a deformazioni in generale pic- 
; 


colissime, presenta minore importanza. Essendo nullo, come abbiamo osser- 
vato nel § prec., l’integrale J, la deformazione potra essere una (C), od 
anche risultare di una (C) e di una (B) (IIL, 5). Ci atterremo, nella scelta, 
al caso pit’ semplice, adottando una (C): cid che, per Vannullarsi di J, & 
sempre lecito, indipendentemente dai valori, pitt 0 meno grandi, che assumono 
sui settori del bordo i momenti M” , M". La deformazione adottata per le 
sollecitazioni f’ , m’,, m, & una (Cy), dunque essa pure una (C). Sara 
per conseguenza una (C) anche la deformazione risultante a cui corrispon- 
dono le sollecitazioni is mo) , m0). 

Chiameremo (C,) una deformazione (C) dovuta a sollecitazioni che 
verificano, come le ey , m©) , m©, le condizioni (Ko). Per siffatte solle- 
citazioni noi assumiamo dunque, come deformaxione tipo, una deformazione (C.). 

La deformazione (C) dovuta alle sollecitazioni m” , m‘” potremo costruirla 
mediante la funzione g data dalla formula (11) della Nota III. Essa risultera 
allora di tre deformazioni evanescenti. Ad uno dei tre numeri 7, , 2 , 1; 
assegneremo il valore 1. La (C,) dovuta alle sollecitazioni ip pela m, e 
una deformazione evanescente con m= 1. Quindi la deformazione (Co) 


risultante di queste due, dovuta alle sollecitazioni {© , m&) , m®, sara 


anch’essa la risultante di tre deformazioni evanescenti in cui uno dei tre 
numeri 2; ,”,,%, avra il valore 1. Non é€ necessario definire in modo 
completo la deformazione (C,). 

Praticamente le deformazioni evanescenti si possono trascurare, sia 
perche decrescono rapidamente quando ci si allontana dal bordo (§ 1), 
sia perché lasciano inalterata la sezione x = 0 (III, 2). Si noti che in una 
deformazione evanescente le tensioni, sul bordo e in prossimita di esso, 
potranno anche assumere valori molto grandi; ma tali deformazioni noi 
possiamo trascurarle, nello stesso modo che si trascurano le deformazioni 
dovute a sollecitazioni nulle, benché a sollecitazioni nulle possano dar luogo 
tensioni, agenti sul bordo, grandi ad arbitrio; e nello stesso modo che la 
teoria del Saint Venant per i solidi cilindrici non tien: conto delle defor- 
mazioni dovute a tensioni agenti sulle basi che danno luogo, per ciascuna 
base, a forze e momenti nulli. 

Potremo pertanto trascurare la deformazione (C,) risultante di tre 
deformazioni evanescenti, e poco diversa, in generale, da una deformazione 
evanescente: la (C,) dovuta alle sollecitazioni J. > m, , m). Noi veniamo 
cosi ad estendere a qualunque sistema di sollecitazioni che soddisfano le 
condizioni (K,) il concetto del Kirchhoff a cui si accenna nel § 1 della 
Nota IV. 

Date le sollecitazioni fx , fy , fe , mx , my, se trascuriamo la defor- 
mazione (Co) il problema si ridurrd a determinare le due deformazioni (A) 
e (B). Chiameremo deformazione principale la deformazione risultante della 


er eae 
(A) e della (B); la quale, se sono nulle le sollecitazioni f; , mx , my, si 
ridurra alla sola (A), se le fx , fy, alla sola (B). 

Osserviamo che quando sia determinata la deformazione principale, 
anche la deformazione della sezione x =0, che é nulla per una (C), sara , 
interamente determinata. 

La determinazione della deformazione (A) porta a determinare nel- 
Parea o una funzione biarmonica conoscendosi sul contorno i valori della 
funzione e della sua derivata normale (Il, 4). La determinazione della (B) 
richiede che si determini in o una funzione biarmonica la quale sul con- 
torno verifichi le condizioni (20) della Nota IV. 

Nel caso di una piastra circolare questo secondo problema si risolve 
facilmente quando le sollecitazioni f; , mx , my sono rappresentate da_poli- 
nomi del Fourier. 


MEMORIE E NOTE PRESENTATE DA SOGI 


Matematica (Algebra). — Sulla riduzione a forma canonica 
di una classe speciale di matrici. Nota 1] di S. AMaNnTE, presen- 
tata® dal Socio F. SEVERI. 


Nella Nota I’) sono prese in considerazione le matrici del tipo: 


NER = OIE 0 ie Aan—: An 

O a, as, (Oe ae) le 
(1) a 

oO O O (ly a, 

O O O O ay 


e si riesce a stabilire una formula ricorrente per la determinazione degli 
ordini 9:,42,°°:,4: @ & VP indice del primo elemento non nullo della suc- 
cessione d,,4;, +++ dn) delle catene nella forma canonica tipica A, di A. 
Precisamente si trova che gz soddisfa alle limitazioni: 


(2) gi —k& +1)<2—G+1)— 
eee ees nN<@tIyG—k4+1) 


(1) Nella seduta del 5 marzo 1933. 
(2) Questi « Rendiconti», vol. XVII, fasc. 1, p. 31 (1933). 


i ia 
e pero, denotato con [x] la parte intera di x e con g(x) l'uniti o lo zéro 
secondo che x é@ intero o fratto, si vede che: 
(3) none thar M@sch, Wise ae ol) Sey ep gee 
es it P= (ona) 


u—(@ +1) —@. +1) — +++ —G_-1 +1) Fmt Sba.8 
o( j= (k =1) (k=:1,2, »1). 


Cerchiamo ora di stabilire talune proprieta dei numeri g: e di dedurne 
le condizioni necessarie e suffcienti affinché una matrice canonica tipica sia 
forma canonica di una matrice del tipo (1). 

Dal ragionamento stesso che si é fatto per la determinazione delle qk 
si rileva la proprieta: 

T) Qualunque sia Vindice k, purché 1<k<i, si ha sempre: 


(4) Gi — Cpa et Ole 
Aggiungiamo che: 
IT) Qualunque sia indice k, purché 1 =k<i, si ha sempre: 
(5) Op aa Uf id ee IC 


Infatti, in base alla (3) si ha: 


a Gre) Ga 1 eee 
ees | eT) |- 
(feet DG FD ea) 
(A a) 


—|=e +1)-@+ ues aa G1 +} DGS “| + 
+ (2G +I) @ + pee is = cir) = Gee “) 
e tenendo presente il significato di e(x), segue: 
hh <P eS oe 
n— (Qs + 1I)—@ + Ue a, ek trend Nee C1 Se Be 
Uh Ge PE) Se A ah) ree ae 


rs wits tases Ges ae) Ge 
: G—k—EynG—F 
pel Lined Cina? bet Ces) 1) GS bs 7) 
G—k+HNG—h eat 


1) et 


ee OF ee 
In base alla prima parte della relazione (2) si ottiene: 


StS eer) Re lls a a _@t)—a 


oe ie C= =) ewe 


— +1 


1— = 
ed infine, essendo k<i, si ha: 
Ge— Get: SST. 
Le relazioni (4) e (5) danno quindi, per la differenza gz — qi +1 la li- 
mitazione : 


OS ie ee 


Dimostriamo ora la proprieta pil generale: 
HD) Qualunque siano i due indici h ek, purché tk +h<i, si ha 
sempre: 
O20 — 4, pp 1. 


E evidente che o< gk — 4. +4» perche risulta dalle relazioni 
ON et Oa Ge ge gy POS Op 
sommandole membro a membro. Dimostriamo che | 
Qu —Gr4n<cl. 
Infatti, come precedentemente, si ha: 


ee ey ee a 


eerie) er eee Geen 1 )) (te) 
Gh — Te (i —k+1)G@—k—h+1) 
cioe: 
@AD AGE tN: «FG tC 
+1—h)—Gai,G@—k—hb+ 1h ae 
Dat Ger Go Bert) Be 


DIGS an Cia ee) lame cot hp benn she Dom sins De 
i—ktt 


0, cid che @ lo stesso: 


es ee) He ae + (Ge +4—1 — Jet) ioe 


Aah 
Da questa relazione si deduce l’altra: 
(6) i= hin C— OR 
<i} (itr — Msn) tees + (Gea gee pon) ae (i —k+ I) 


Premesso cid, poiche abbiamo visto che la differenza di due qualunque 
delle gz quando gli indici differiscono di r @ sempre minore o uguale a 1 
ammettiamo che questa proprieta valga ancora quando la.differenza degli 
indici non superi / — 1 e facciamo vedere che la proprieta stessa ha luogo 
anche quando la differenza degli indici é¢ }. In seguito all’ipotesi, dalla (6) 
sisha: 


-O=)+G—'+ 0 


Gk — Ge +h pee 
e pero 
h 
Git = Gut hI Pai 
Ora, essendo i—k—h =o si deduce ey <1 onde 
dk = Ufa NR 


ma gi € 4,4» SONO interi, quindi: 
Ge — H+ pn Sl 


Una immediata conseguenza della proprieti III) é la seguente : 

Se qx € Pordine della prima catena propria di A, gli ordini delle rima- 
nentt catene non possono essere che gy € dx —1. 

Denotiamo con r il numero delle catene di ordine g; e con s il numero 
delle catene di ordine g;— 1; sara allora: 


* 


(7) n=(r + 1)r+4qs 


ed inoltre, tenendo presente (Nota I) che »—i @ la caratteristica di 
A: Say Bal > F 
n—t=gr + (9:—1)s. 


Sottraendo questa relazione dalla precedente si ottiene: 
torts 


cioé: la matrice A, é formata da i catene. 
Essendo allora: 
s=i—r 
la relazione (7) diviene: 


a=( +1I)r+¢q(—7r). 


ce ee 
Ne segue: 


a= Qi1+Tr 
donde, 


(8) r=n—qri. 


Pertanto: Se q: é Vordine della prima catena di A,, la matrice A avrd 

ry =n — q,1 catene dell’ordine gq, ed s =i—r catene dell’ordine g, —1. 
n =. n , ; 
Quando — non € inteto € gr =|—| € si hanno r = n —q,1 catene di 


; n : ; : : Ns 
ordine q; = EB e 17—r-catene di ordine g; —1. Se invece — é intero, 
i 


dalla (8) segue allora che r—i cioé tutte le catene sono dell’ordine 


Gee eat ed il numero di queste catene & uguale ad i. Si ha dunque: 


Se il rapporto — non & intero la matrice Ay ha r =n —qy1 catene di 


n ; oe WES 
ordine qr = B ed 1—r catene di ordine q: —1; se invece—é intero le 1 
1 


P ; 5 11 es 
catene di A, sono tutte dell’ordine g, = ——1. 
1 


; See gee ere 
Se osserviamo che tanto nel caso di cui -> ¢ intero quanto nel caso 
i 


sole MNS: 
contrario il numero delle catene di ordine +] é sempre dato dal resto r 
i 


della divisione di m per 7 ed il numero delle catene di ordine E —re 
sempre 5 =i—~T, si puo concludere che: 
Detto r il resto e q il quoziente della divisione di n per 1, la matrice 
A, é costituita da + catene dell’ordine q ed s =i —r catene dell’ordine q—1. 
Inversamente, data una matrice canonica A, aventi tutti eguali ad a, 
gli elementi principali e gli ordini delle catene differenti al pit’ di 1 risul- 
tano dati i numeri 7,7,5,91 e fra di loro passa la relazione: 


n= (dq. 1) 9:5 
0, cio che & lo stesso, 
n r 


EGE Sits Foes 


Si deduce che, se & intero, e perd s = 0 (gli ordini delle ca- 


n 
r+s 
tene di A, sono guindi tutti uguali fra di loro) si ha: 
n 
: — == (0) 
(9) $=, (6 =0) 


RENDICONTI. 1933, Vol. XVII. 


eer 


se invece ——— non é intero, e perd, s == 0; risulta: 


r—+r.s 
(10) n= (sar (5=£ 0). 


Ma allora A, é forma canonica di una matrice A di ordine n del tipo (1), 
avente uguali ad a, gli elementi principali e per la qualei=r-+s. 
Infatti, per una tale matrice A abbiamo visto che g; assume il valore 


fe stk 
(9) 0 (10) secondo che — & intero o fratto; nel primo caso le catene sono 
Mi 


tutte dell’ordine i (i risulta eguale ad r) e nel secondo caso si hanno 
n—GQisen—gart+sy=r 


catene dell’ordine g, ed s =i—r catene dell’ordine g, —1. 

Si pud dunque affermare che: 

Condizione necessaria e sufficiente affinché una matrice canonica A, di or- 
dine n sia forma canonica di una matrice del tipo (1) é che gli elementi prin- 
cipali di A, siano tutte eguali ad a, e gli ordini delle catene differiscano al pit 
reeO Ne 


Matematica. — Sur la transformation canonique simultanée de 
plusieurs matrices non hermitiénnes ni unitaires. Nota di R. L. Gomes, 
presentata“ dal Socio T. Levi—Crvita. 


Pour les matrices hermitiénnes ou unitaires ©): 
A=A’ ; B=B ou AA’=E ; BB’=E, 


la condition neécéssaire et sufhsante pour qu'il existe une matrice unitaire L 
qui les reduit simultanément a la forme diagonale, est qu’elles soient com- 


mutables: 
AB = BA. 


Supposons maintenant des matrices quelconques et cherchons les con- 
ditions pour l’existence d’une matrice unitaire L telle que 


L’AL =D 
(1) - 
L’BL = D, 


D,D, étant matrices diagonales. 


(1) Nella seduta del 19 febbraio 1933. ; 
(2) WINTNER, Spektraltheorie der unendlichen Matrizen, p. 31, note 1. 


487 = 


Condition nécéssaire. 


En prenant les adjointes de (1) nous avons 


i 
I 
ol 


/ ALY 
Bek 


ci 
I 
= 


et comme D,D,,D,D, ce sont des matrices diagonales, par conséquence, 
commutables, et L unitaire il vient 


G) AB=BA , AA'=A’A , AB’ BA , BB’=B’B , BA’=A‘B. 


C’est-a-dire: les matrices A, B, A’, B’ (A, B et leurs adjointes) sont 
deux 4a deux commutables. 


Condition suffisante. 


Supposons maintenant vérifiées les equations (3). En posant 


Ate AS SAS 
Be Be 1B: 
AGA ee 
B’== B, —iB,, 


ce qui est toujours possible et d’une seule maniére, A, A, B, B, étant her- 
mitiennes “), les equations (3) nous donnent immédiatement 


ip ey ease as 
Deao =—=1 5. Ds 
AG By =D akg 
De cari hs 
Ae Oa iN, 
JeNee Rbcsh= sg) npg 


Les quatre matrices hermitiennes A,, A,, B,, B, ont alors une ma- 
trice L commune et il est évident que cette matrice réduit aussi A,B a la 
forme diagonale, comme il fallait demontrer. 

En resumé: Ja condition necéssaire et suffisante pour qu'il existe une ma- 
trice unitaire L qui réduise simultanément plusieurs matrices nou hermitiénnes 
d la forme diagonale, est qu’elles soient avec leurs adjointes deux a deux 
commutables. 


(1) WInTNER, loc. cit., p. 32. 


se he) as 


En particulier: pour que A soit rédutible 4 la forme diagonale, il faut 
et il suffit qu’elle commute avec A’ — il faut et il suffit que A soit une ma- 
trice normale “?, 

L’hypothése des matrices unitaires ® commutables est tout simplement 
un cas particulier de notre résultat générale. 

En éffet, si nous avons 


AA’ = Biv oh BBS 


et aussi 
nous pouvons ¢crire 
et en consequence 


ou 


En procédant ainsi, nous vérifions successivement tous les équations (3) 
d’ou s’en suit l’existence de Ja matrice L telle que 
At 
eb == 


(1) Deja connu. 
(2) Autres démonstrations: WeyL, « Math. Ann. », 97 (1927), p- 338; VAN DER WAER- 
DEN, Die gruppentheoretische Methode in der Quantenmechanik, p. 27. 


Stee Oho ee 


Matematica. — Sull’espressione generale dei tensori isotropi. 
Nota di Maria Pastort, presentata “ dal Corrisp. U. Cisorri. 


1. — Inun bel volumetto, recentemente apparso ©), il prof. Harold Jeffreys 
mostra come il calcolo tensoriale sia appropriato strumento per lo studio della 
Meccanica e della Fisica matematica dello spazio ordinario. Per lo scopo 


stesso del lavoro, egli si limita alla considerazione di tensori di a che rife- 
risce sempre a coordinate cartesiane ortogonali. 

Nel capitolo che precede |’ Elasticita, introduce i tensori isotropi, defi- 
nendoli come quei tensori che conservano componenti inalterate per una 
qualsiasi rotazione di assi, e da la pit generale espressione dei tensori iso- 
tropi doppi, tripli e quadrupli. 

Tale definizione di isotropia dei tensori coincide con quella gia data 
dal prof. Cisotti() se, come fa VA., ci si limita a sostituire alla primitiva 
terna cartesiana un’altra congruente con essa, cosi che il determinante della 
sostituzione ortogonale che fa passare dall’una all’altra terna, sia sempre + I. 
Per questo lA. cita, nel ricordato capitolo, come esempi di tensori isotropi 
rispettivamente doppi, tripli e quadrupli, quelli di componenti 8%, ein , 


Eiks Emps - 
Se invece non si pone tale limitazione, e si lascia che il determinante 
della sostituzione sia + 1 0 —1I, cosi da non escludere Ja considerazione 


della terna simmetrica della primitiva, fa duopo distinguere, come ha fatto 
il prof. Cisotti nelle Note citate, isotropia dalla emisotropia dei tensori. 
Egli ha chiamato tensori isotropi quelli che hanno componenti invarianti 
rispetto a qualsiasi terna di riferimento, ed emisotropi quelli che conser- 
vano le stesse componenti se da una terna si passa ad un’altra congruente 
con la prima, le mutano nelle opposte se si passa ad una terna simmetrica 
della prima. Di fronte dunque al pit generale cambiamento di assi carte— 


(1) Nella seduta del 5 marzo 1933. 

(2) H. Jerrreys, Cartesian tensors, Cambridge, « Univ. Press», 1931. 

(3) U. Cisorri, Tensori isotropi, questi «Rend.», vol. XI, serie 68, 1° sem. 1930,, 
pp. 727-7313; TLensori isotropi e tensori emisotropt, ibid., pp. 917-920; Tensori quadrupli 
isotropi, ibid., pp. 1055-1058; Tensori quintupli emisotropi, ibid., 2° sem. 1930, pp, 195-199- 

(4) Con questi simboli si indica, come é ben noto, l’unita se i 2 indici sono eguali, 
lo zero se sono diversi. 

(5) Con questi simboli si indica come é noto, lo zero se almeno due indici sono 
eguali, P'unita positiva se gli indici costituiscono una permutazione di classe pari dei nu- 
meri 1,2,3, l’unita negativa, se costituiscono una permutazione di classe dispari degli 


stessi numeri. 


— 440 — 


siani ortogonali, solo il tensore doppio e quadruplo sopra ricordati sono 
isotropi, mentre il tensore triplo € emisotropo. 


2. — La rappresentazione del pit generale tensore quadruplo isotropo 
data dall’A. nel ricordato capitolo, coincide, salvo le notazioni, con la se- 
guente, data dal prof. Cisotti: 


CL) Tiejp = A diz 8p + BS: 8 + C Sin By 


dove A,B,C sono scalari arbitrari “). 
Essa ¢ stata da me estesa al caso di un qualunque tensore isotropo (2)?! 


di O,®, nel modo seguente: 


(2) Teeth one See 


ty tg 1344 toh —1 2k 


dove le A, sono scalari arbitrari, e la sommatoria del secondo membro viene 
estesa a quelle permutazioni degli indici i; 1, + ++ 72,—; 42 che si ottengono nel 
modo seguente: a) si formano le combinazioni a 2 a 2 degli indici me- 
desimi; ») si considerano le 3:,;, le cui coppie di indici sono le combina- 


zioni formate; c) si combinano tali 8 a kak in modo che in ciascun gruppo 
_ di 8 cosi ottenuto nessun indice sia ripetuto. Il numero dei termini di tale 
- sommatoria ¢ 1-3-5+7---(2k—1). 

Anche questi tensori trovano, come ha mostrato il prof. Finzi, appli- 
cazione nella teoria dell’ Elasticita %), se si considerano, invece che deforma- 
zioni infinitesime, per le quali basta la considerazione dei tensori quadrupli, 
deformazioni finite “, 

Osservo ora che, in quest’ultima formola rientrano, come casi parti- 
colari, le componenti di quei tensori, evidentemente isotropi, ottenute dal 
prodotto di un numero pari di componenti di ¢, o dalla contrazione di tali 
prodotti, o, pil in generale, moltiplicando per uno scalare arbitrario le com- 
ponenti ottenute nei due modi sopra detti. 

Incomincio a considerare il prodotto di due componenti di ¢ per uno 
scalare arbitrario, pongo cioe: 


(3) pe athe ses ae = A Ej, wi 


€; . - . 
QT ano tne sora 


Questo tensore non é evidentemente il pil generale tensore isotropo (27). 
Basta pensare che sono nulle tutte quelle componenti in cui due indici ap- 


(1) U. Crsorri, loco terzo cit., p. 1055. Cfr. pure H. JeFrreys, loco cit., p. 70, for- 
mula (20); quest’ultima coincide con la (1), ponendo A=A,B=u+tv,C=yu—y. 

(2) M. Pasrort, Espressione generale dei tensori isotropi, questi « Rend.», vol. XII, 
serie 6*, 2° sem. 1930, pp. 499-502. 

(3) B. Finzi, Tensori elastici per deformazioni finite, « Bollettino dell’ Unione Mat. It. », 
anno X, n. 2, 1931, pp. 3-7. 

(4) Cfr. anche G. Ceruri, Sopra un’estensione della teoria elastica alla seconda appros- 
simazione, « Rend. R. Istituto Lomb. », vol. LXV, 1932, pp. 997-1012. 
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partenenti alla stessa ¢ acquistano egual valore. I gruppi di indici eguali 
che sempre si presentano nelle componenti dei tensori isotropi), dovranno 
solo essere formati da un indice della prima ¢ con un indice della seconda; 
ne discende che saranno nulle tutte quelle componenti che contengono gruppi 
di 4,6,+-+, ecc. indici tutti eguali. Cid fa prevedere che, affinché la (2) 


(con k =n) si riduca alla (3) sara necessario che si annullino alcuni degli 
scalari A,. 


Ora si ha, notoriamente ©): 


Aue) oe 2A yon 
85,3 0; tes 8;. i 
4 heenor is fos Sh # ape 
173 2 — 400 (2 ton” 
shieiels/ sl /ereis. ie) ol or elie eects -ogttene lone 
Lae OS AY mast UL ‘on—1*2n 


Da questa e dalla (3), per la definizione di determinante, si ha: 


(5) plpeat. Gaines i = A Sa Ons 8:5 i, Ee pe ae ae 

La sommatoria essendo estesa a tutte le 7! permutazioni dei secondi indici 
delle &, ogni termine essendo preso col segno + o — secondo che la per- 
mutazione che si considera é di classe pari o dispari rispetto alla 7,14 +++ ton 
come fondamentale. 

La somma del secondo membro di (5) ha evidentemente un numero 
di termini minore della somma del secondo membro di (2) (ove si ponga 
k =n): i due prodotti 1-3-5 ---(2u—1) € 1-2-3 +++ sono infatti 
formati dallo stesso numero di fattori, ma ogni fattore del primo prodotto 
(a cominciare da 3) € maggiore del corrispondente del secondo. 

La (5) rientra, come caso particolare, nella (2), in cui alcune A, sono 
nulle (in numero eguale alla differenza tra i due prodotti dianzi considerati) 
e, fra quelle diverse da zero, (in numero di !) meta sono egualia +A 
e Valtra_meta a —A. 

Nel caso particolare di » = 3 (spazio ordinario) la (5), scritta per di- 
steso diviene: 


(55) eee igh i Ope 8, iy 91, i¢ + 3;, i, 8, ig 9, ig SOL O17; 8:4 


y 
—3$ S70 o 8: ig or Si: 16 8554 3%, in) ; 


BAO ISLA fag 


iy ig 8;, iy 


(1). Cfr. M. Pastort, Sui tensori isotropi: relazioni tra le componenti, questi « Rend. », 


vol. XII, serie 62, 2° sem. 1930, pp. 374-379. 
(2) Cfr. ad es. A. Patatint, Sulla geometria intrinsecu come strumento di calcolo, « Rend. 


del Seminario Mat. e Fisico di Milano», vol. II, 1928, pp. 63-77. 


com Gt ° 
Essa rientra nella formola del pit generale tensore sestuplo isotropo, da me 
sviluppata nella Nota prima citata, ponendovi: 


Ay SpA ee Ag = Agee Ag tino 7) ene 


Ni aAg "Ay, 3 A3 Ay = A= Ae 


Il 


Considero ora il tensore (2k)! che si ottiene da (3) saturando n —k 
indici della prima ¢ (gli ultimi ad es.) con altrettanti della seconda. Pongo 


coe: 
(6) Fo Oye th = ist FO errr ete vik 2 °°" Jn Sigiyseetyy, ip tht 28? Ip, 
| 


Si ha notoriamente “): 


Si f5, 0844s te eb ee sey 


aor2 144 "r!ok 
8; 7 8; i ees 3; z 
2 2 zak 
= (n-—k)!|.*? 
Ores, to — rity ois Oi, g = ntay 


Questa formola permette di ripetere anche in questo caso le considerazioni 
precedenti. I] tensore (6) si potra quindi ricavare, come caso particolare, 
da (2), ove alcune A, (in numero eguale a 1-3-5 +--+ (2k—1)— 
—1+2+3+-+k) si pongono eguali a zero, e delle rimanenti k!, meta si 
pongono eguali a + (n—hk)!A e Valtra meta a —(n —h)!A. 

Nel casg particolare n = 3, k= 2 si ha il tensore quadruplo 


Tie = A Eijs Ekhs = A (di Dee oi djz) 


che si ottiene da (1) ponendo B=o, C=—A. 
Nel caso particolare n = 3, k=1, si ha il tensore doppio 


Tin = A eisr Cesp = 2 A Sik 


conformemente alla nota espressione del pit generale tensore doppio iso- 
tropo °). 

E ovvia l’estensione ai tensori ottenuti mediante prodotti di 4,6,---, 
ecce €, O la contrazione di tali prodotti. 


(1) Cfr. A. PaLaTIN1, loco cit.; oppure J. Lipa, Sui sistemi E del calcolo differenziale 
assoluto, questi « Rend. », serie 5*, vol. XXXI, 1° sem, 1922, pp. 242-245. 
(2) Cfr. Cisorri, loco primo cit. e H. Jerrreys, loco cit., De OF: 


a We 
3- — Le considerazioni precedenti si estendono immediatamente, nel modo 
indicato nella mia Nota, prima citata, ai tensori di variet’ riemanniane. 
Le formole ottenute conservano la stessa forma se le componenti con- 
siderate sono intrinseche ortogonali, o miste, con indici alternativamente di 
covarianza e di controvarianza. Negli altri casi si mutano in modo evidente 


sostituendo alle $ le componenti covarianti o controvarianti del tensore fon- 
damentale. 


Matematica. — Sur les équations aux deérivées parlielles du se- 
cond ordre non linéaires du type elliptique. Nota di A. RosENBLATT, 
presentata‘? dal Socio T, Levi—Crvita. 


1. Dans un travail a paraitre dans les « Annali di Matematica » j’ai 
etudi¢ equation aux dérivées partielles 


(1) AD a Xe aay 


En suivant un raisonnement classique de M. Picard de son Mémoire 
de 1890 jai remplacé la condition de Lipschitz par une condition plus géne- 
rale. Or je voudrais montrer maintenant que l’on peut remplacer dans cette 
condition le nombre m par un. 


Nous supposerons la fonction F continue par rapport aux 5 variables 
dans la domaine (D): 


x,y dans G+ C : Ode : 2 Pah ee oe 


Comme fonction de x,y F satisfait 4 la condition de Lipschitz dans le 
domaine G. Quant 4 la dépendance de u,p,q on a l’inégalité 


if , , A vl B I 
@) [F@.7,4,.0,9—FR,y,4, POlSsl4—ul +s lP—Pl + 


ae 
eee aaa eG 


2. Supposons que f(x,y) continu dans G + C satisfasse a linégalite 


I 
G) ie nlagcs ee 
Envisageons lintégrale 
(4) T= [Ge ,y38,0) fE,1) dB dy 


(1) Nella seduta del 5 marzo 1933. 


ae 


étendue au domaine G, G étant la fonction de Green. Elle est majorée par 
Vintégrale 


(5) 1= Q {6.958 M graded. 


Envisageons d’abord le cercle K, de rayon R et de centre O,. Alors 
on obtient pour I l’expression suivante 


fi R ry 
ane | R odo r odo 3 
(6) I ay 27Q | | log 6 (R Be a log Co (R > o)* $m ( 


Pour évaluer cette intégrale, nous envisageons les deux intégrales 
A R odo p R odo 
O O e 
og (R—a)itm le? 2p (Re) 
f ) 


. R 0 \ 3s I Pe ! 
En considérant que on a co log — < R —o, on parvient a l’inégalité 
Oo 


(7) Ales ea Oo 


ou 8 est la distance du point P(x, y) de la circonférence C, du cercle K, 
et ot lon a 
I 


(8) Er ee 


3. Envisageons maintenant le domaine général G. Soit x, = w(z) la 
fonction analytique qui représente G conformément sur le cercle K,, et soit 
x =w,(X;) la fonction inverse. Soient « ,@ les limites inférieure et supé- 
rieure de |w/(z:)| dans K,. Soit 8 la distance P du pdle de la fonction de 
Green G du domaine G de la fronti¢re C de G, et soit 8, la distance ana- 
logue du pdle P, transformé de P dans le cercle K,. On a 


(9) Mee 1, -S=68. 


Nous avons 


(10) =| GG. Nees pie) 
Kk, 


donc on a 


dz |? 
a: te © > 7) dé, an: 5) 
ATA ga 


; I 
11sQFe fe. Sram 4 dy, . 
K, ie 


D’aprés (7) on parvient donc au théoréme: 


aA 
THEOREME I: L’intégrale (4) satisfait 4 l’inégalité 


(11) I] <2nQK Ep—m, 


ra 


K étant la constante’ (8). 


4. Etudions maintenant des intégrales 
(12)  Ie=/Gsf@,n)dbdn Ly = [ Gy f(E yn) ab dn. 


Envisageons d’abord le cercle K,. Soit G* sa fonction de Green. Nous 
transformons K, en soi méme de maniére que le pole P, de K, devienne 
Yorigine O, du cercle K, transformé. Soit €, la variable du cercle K,, 9, la 


Gistatice ©, O > 71a “distance ‘OFP) QO: (C,)) On a 


aGr Bs R? — ¢° oG? *-y, R? — ¢, 
ox, eo, Re— 17 ie oy, eo ke—r 


(13) 


La distance 8, du pole P, de la circonférence C, est 


BG oe) ae) 
2|R? + 7% |? 


(14) 8: 


IV 


On obtient donc les ineégalités 


20 R 2 
Hm Rime (Reo (Ree) 
(5) [1x,|,|1y,| = Q-2 Ee -R3 -(R —r) | dg. | des Ree Galea ee 
Posons 
a AS 
== R2 aL Ve > 
On a 


oa dg, = 4 Py Ese ji 
if LR? + gs ae Bae a. (R? she A ee (1 ae 2?) 


(e) 


Mais nous avons 


oo at 2m 
—_—__—_ = — — > 
(1 + aN mae 2m E 


te) 


donc on a 


aa do, = 8m ; 
| | R? a aes ea (IR? ae Exe) 3 (2m =. T) 


ie) 


== AL Oe 


Nous parvenons ainsi 4 l’inégalité 


24+". .m ee ee do. 
|Ix, |, | Ly, = Oo een : Oo; (R —p.)" 
done a Vinégalité 3 
(16) etl; (eee og 
ou l’on a 
Q2+m 
2 NS Ga ae) 


inégalité que l’on pourrait beaucoup améliorer. 
5. Envisageons maintenant les mémes intégrales ¢tendues au domaine G. 
On a 


R? — 
| peer aN 
Se == (Re) 


dz, 
ra 


R?—e@, 


ce 
NS oe ae & 


v 


P(x) étant le pole du domaine G. Done on a 


| lle | aig Gl 


pio ee ee 
a 
eee ee| Boe See Ger ane. 


dg |? 
dt, dé, an = — 


On parvient done a linégalité 


DL ee ar Oe 


lo +m NG 
I 


ou K’ est le nombre (17). 
Nous pouvons donc énoncer le théoréme: 


THEOREME 2: Les intégrales (12) satisfont aux inégalités 


(18) Hel, [Iy| ss amQ- kr (EY"". SE, 
oa ou 


ou K’ est la constante (17). 


6. Appliquons les résultats obtenus 4 |’équation (1). Posons 


(19) PE ey 5 te Pir) EC, Y tos Pos qe) | See 


Snes 
+ m 


ae ey baee 


on parvient aux inegalites 


(20) mi Q-K.(EY. poe faK( EY) + pe(Ey"" + 
soe (By 


ie 3 M=2,3,°° 


(21) Pol slyel ss QR’ (PY 3m. Jax (2) 4 pe(B) "5 


bs cK(eye” 
a 


u—2 


; h= 2, 3.,°°: 


ou Un est la différence tin —u,»—1, et fn, Qn ses dérivées. 
Supposons que l’on ait linégalité 


(22) ( p i 


a 


AK + BK’(E) e cK(2) |< m 


a e4 


alors les séries 


(23) St, + U2 ++: 
Oly . Oly OU, 

oF Sao Se SRS= 55 eae 
c c oy oy 


convergent absolument et uniformément, la premiere dans G + C, la se- 
conde dans tout domaine G fermé intérieur 4 G. 
D’apres un resultat de M. Miitler, si F est Paire de G, on a 


(24) is 


donc M étant Je module maximum de F(x,y,u,p,q) dans D nous sup- 
poserons 


i 
(25) eee 
D’apres un autre resultat de M. Miiller on a 
8 
(26) ES an 2), 
donc puisque l’on a certainement 


PRs, 


og 


(27) : jan 


on a 


(28) pein 


(29) = 


Alors les uw, avec leurs dérivées existent et sont bornes. 
ae ou ou : : Yi 
Done les dérivées = »— sont bornées dans G. Il s’en suit que l’in- 
OX oy 


tégrale 


[c E(E 5.0) ead stems Gece dn 
G 


tend vers lintégrale 


[GFG,a,u, p,q) dB dn. 
G 


Done on a l’équation tntégrale 


I _ 
(50) w= — 3 [G-FG 1,0) an, 
G 


et w satisfait dans G a l’équation différentielle (1). 


7. Nous pouvons donc énoncer le théoreme: 


THEOREME 3: L’équation (1) posstde une intégrale ~ continue dans 
G + C et possédant des dérivees premiéres et secondes dans G, pourvu que 
les conditions suivantes soient remplies: 


L A( eer 
TT 
Praire.de.G:, 
Il. AE MR = 
3 (oA 
IL. (Ey JAK i pe (Ey 4.CK’ Bi I. 
a og a 


Ici a , 8 sont les limites inférieure et supérieure de | w‘ (z:)|, ol w; (z:) 


represente conformément le cercle K, de rayon R sur le domaine G. K, K’ 
sont donnés per (8), (17). | 


a A 


Matematica. — Sulle algebre dotate di modulo composte me- 
diante una loro semialgebra normale. Nota di N. SPAMPINATO, pre- 
sentata “) dal Corrisp. G. Scorza. 


Un insieme di elementi di un’algebra A), definita in un corpo nu- 
merico Z, dicesi un semigruppo) di potenza o se contiene lo zero, non é 
costituito dal solo zero e se inoltre: a) il prodotto di o +1 elementi di S 
é un elemento di S, 0) il prodotto di r elementi di S, con ro, se non 
€ nullo, non appartiene a nessuno degl’insiemi S ,S?,S3,+++S’—", dove 
con S' si indica, se & i>>1, Vinsieme di tutti i prodotti di f elementi 
qualungue di S. 

Un semigruppo S di A, che sia nello stesso tempo un sistema, dicesi 


semialgebra. Per un semigruppo S di potenza o valgono sempre le relazioni: 
oe - - 
ce) St OS es oe (7=1,2,+++,0) 


e se nelle (*) vale sempre il segno = il semigruppo dicesi ciclico. 

Fra 1 semigruppi di un’algebra A dotata di modulo I hanno particolare 
importanza quelli normali. Un semigruppo dicesi normale se contiene qualche 
elemento non divisore dello zero il cui inverso appartenga a qualche po- 
tenza di S. In tal caso si dimostra che ogni elemento di S non divisore 
dello zero ha l’inverso appartenente alla potenza S°—', essendo o la potenza 
del semigruppo e che se S é una semialgebra ogni potenza S‘ é pure una 
semialgebra e quindi un sistema. In tale ipotesi faremo vedere che la somma 


di sistemi, in generale non diretta, 
(1) S*=S +S? + S3 + .-. Se 


é una sottoalgebra di A dotata del modulo I di A. Se ¢é S*t=Aeo>1, 
diremo che Palgebra A é composta mediante la sua semialgebra normale S. 

Nella presente Nota si dimostra che ogni algebra regolare é¢ un’algebra 
composta e che la classe delle algebre, dotate di modulo, composte ¢ piu ampia 
della classe delle algebre regolari. 


(1) Nella seduta del 19 febbraio 1933. 

(2) Cfr. G. Scorza, Corpi numerici ed aigebre. Principato, Messina, Parte II. 

(3) Cfr. N. Spampinato, Algebre elementari, teoria delle semialgebre e cicli pseudo- 
riemanniani, « Note ed esercitazioni matematiche», vol. VI, fasc. I, § 5. 

(4) Loe cit. a pam nota (2) 355, i: 5. 


a0 ae 


(2) C=, aap Tew 


(3) YW = bia be wep ieg 


con a, e b, in S", sono due elementi di S, si ha: 


(4) at b* = Jay by. 


Ora il prodotto a, b,, appartiene ad S"+” che coincide con una delle 
semialgebre S ,S?, +++ S°) e quindi a, b,, appartiene ad S*. Questo sistema 
& dunque una sottoalgebra di A. Si osservi inoltre che la potenza S¢* diS 
& un’algebra dotata del modulo I di A e quindi, essendo S* in S, anche Se 
dotata del modulo I di A. 


2. Sia R un’algebra regolare *) (e quindi dotata di modulo) definita in 
un corpo Z. Indichiamo con ¢,,,, un gruppo di unita di R con n ed m va- 
riabili fra 1,2,+--p, se & p? Pordine di R; e sia 


Cron per s=m 
Crys Cin yn 


©) per SS=74% 

Indichiamo con S il sistema di ordine p di R determinato dai p ele- 
MENti. C155 C2,5 C3,49.° 0° Cpax,ps psx Facciaiho,, vedere che il)sistema 5 € 
una semialgebra normale di R e che S genera R, cioé R ¢ composta me- 
diante S. Infatti si vede facilmente che moltiplicando a due a due le ¢;,; 
che determinano S si ottengono tutte e sole le p unita 


(6) 1,39 ©2545 03,59 °° 9 Cp—a2,p » Sp—1,1 » Sp, 29 


sono quindi queste unita che determinano il sistema S?. Analogamente si 
vede che moltiplicando a tre a tre le unita che determinano S si ottengono 
tutte e sole le p unita 


(7) Cryo br,59°%% > p—3z,p > Sp—2,1 » Mp—t,29 Op,3 5 


cio& sono queste unitd che determinano il sistema S3. E cosi via di seguito 
si vede che il sistema S? é determinato dalle unita 


(8) Cri ©2125 03,35°°%%  Opyp> 
Si ha pertanto 
(9) R= S + S?.+-Steh 2025S: 


(1) Loc. cit. a p. 7 nota (2), § 5,/ 02 3-31 osservi che una semialgebra normale ¢ 
ciclica (teorema VIII del n. 5). 
(@) Loc: citeal pian motan(@) scan Vanco ante25 5. 
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Inoltre il prodotto di t elementi di S appartiene ad S‘ e, se non é nullo, 
non appartiene ad S, S*,---,S'-", e si ha Set = S, quindi S é una semi- 
algebra di potenza p. Essa é inoltre normale, perché in S esistono eviden- 
temente elementi dotati d’inverso e quest’inverso appartiene ad S*—", La 


\ 


potenza S? é un’algebra dotata del modulo 


(10) SS eee Bee ones, Ses 
di R. 

Quanto abbiamo detto dimostra che l’algebra R & composta mediante 
la sua semialgebra normale S di potenza p. Dunque: 

Ogni algebra regolare di ordine p> é composta mediante una semialgebra 
normale di ordine p e di potenza p. 


3. Osserviamo ora che Valgebra C dei numeri complessi, considerata 
come algebra reale a due unita 1, i, € composta. Essa é composta mediante 
la sua semialgebra normale S, di ordine 1 e di potenza 2, generata dal- 
Punita i. Infatti, posto 


(1 I) S= e7 
con p reale, si ha 
(12) Se a: 


con o reale, cio¢ S* é lalgebra dei numeri reali. Si-ha inoltre 
(13) shen) 

e 

(14) Ge ee corey 

quindi C € composta mediante la semialgebra normale S. 


4. L’algebra Q dei quaternioni reali prolungata nel corpo complesso 
da un’algebra regolare, quindi ¢ composta. 

Vogliamo dimostrare che anche l’algebra Q dei quaternioni reali é 
composta. 

Infatti indichiamo, al solito, con 1, i, j, k le unita dell’algebra Q, e 
consideriamo il sistema S determinato dalle due unita i, j. 

Essendo 


7? === J 5 p=—i P Pipers f 5 jt = —k 


si scorge che S? ¢ il sistema generato dalle unita 1 e &. 
Inoltre si ha 


S=S 


(1) Loc. cit. a p. 1 nota (2), cap. VI, nn. 288 e 289. 


RENDICONTI. 1933, Vol. XVII. 31 


ea ce 


perché i prodotti di i, j per 1 e k sono i,7,—],7 € quindi il prodotto 
dei sistemi S e S? é il sistema S. Dunque S una semialgebra di potenza 2. 
S? ¢ un’algebra con il modulo 1 (equivalente all’algebra dei numeri reali), 
quindi S é normale. Inoltre e 


Ore os 


cioe Q & composta mediante S. Dunque: 
Lalgebra reale dei quaternioni ¢ composta mediante wna semialgebra di 
ordine 2 e di polenza 2. 


5- Dagli esempi portati si ricava che: 
La classe delle algebre dotate di modulo composte é pit ampia della classe 
delle algebre regolari. 


Meccanica. — Sulle equazioni della dinamica dei sistemi. Nota 
di T. Bocaio, presentata‘? dal Socio T. Levi—Civita. 


Se si considera un sistema vincolato, composto di v punti, e mobile 
sotto l’azione di date forze applicate, le equazioni che ne determinano il 
movimento sono le equazioni dinamiche di Lagrange, da cui si ricavano le 
equazioni canoniche di Hamilton, ecc. 

Introducendo poi uno spazio euclideo S,,, con 3v dimensioni, si puo 
in esso definire un punto Q quale immagine del sistema dato, e allora le 
equazioni vincolari del sistema esprimono che il punto Q deve muoversi 
sopra una determinata varieta V,, di S,,, che chiamo varietd vincolare; inoltre 
il moto di Q (dal quale si pud poi desumere il moto del dato sistema) ri- 
sulta determinato da un’equazione che ha la stessa forma di quella che regge 
il moto di un punto sopra una linea o superficie dello spazio ordinario. 

Da tale semplicissima equazione si possono, in modo rapidissimo, rica- 
vare le solite equazioni dinamiche di Lagrange, sotto la prima o la seconda 
forma, l’integrale della forza viva, il moto per inerzia sulla varieta vinco- 
uTemiece.f.ecc: 


1. Consideriamo un sistema S, olonomo, con m gradi di liberta, ossia 
un sistema la cui posizione sia individuata da n variabili indipendenti q; , 
Q2,***,Qn (parametri di Lagrange) e dal tempo #;i vari _punti- Py, Ph, --= Py 
del sistema potranno considerarsi come funzioni dei parametri g e del tempo t, 
clot : 


(1) Pp Pi Gate eee eee Girt E, Dace he 


(1) Nella seduta del 5 marzo 1933. 


= 


In questo caso i vincoli del sistema (che supponiamo privi di attrito) di- 
pendono dal tempo, cioe sono variabili col tempo; se invece nelle (1) man- 
casse la variabile t, si avrebbero vincoli indipendenti dal tempo, cioe vin- 
coli fissi. 

Indicando con X3i—2X3i:—:,X3: le coordinate cartesiane (ortogonali) 
del punto P;, con X;:_., X,;_,, X5: le componenti della forza applicata al 
punto P;, la cui massa indichiamo con m;, e introducendo le quantita p; 
(positive) tali che 


Psa = Bsn gi SM 5 


il noto principio di D’Alembert, che costituisce |’equazione fondamentale 
della dinamica, si puo scrivere cosi: 


i) 


(2) D, (Ur xX — Xr) 8xr = 0, (= dxpfdey, 


la quale deve essere verificata per tutti gli spostamenti virtuali invertibili, 
compatibili coi vincoli. 
La (2) puo ancora scriversi: 


2’) > Var! — Xi Har) 8a: se 0. 


Consideriamo ora uno spazio euclideo S,,, con 3v dimensioni, e in- 
terpretiamo, con Hertz, le x, come coordinate cartesiane (ortogonali) in tale 
spazio; siano poi I,,1,,---,I,y dei vettori unitari, a due a due ortogo- 
nali, paralleli agli assi coordinati, aventi per origine il punto O. Se poi 
indichiamo con Q ed f il punto ed il vettore definiti da 


(3) C=O Nie os = ore 
la (2’) puo scriversi: 
(4) (O77) x80 =o, (Q” = @Q|/dt). 


Il punto Q puod chiamarsi immagine del sistema mobile S, perché, data una 
posizione del sistema S, é¢ determinato in modo unico il punto Q. 

A norma delle (1) le x, sono funzioni date delle g e di ¢, quindi anche 
il punto Q é@ una funzione data 


(5) Q = OG: G25 °° 9n3 4) 


dei parametri g e del tempo ?¢. 

Attribuendo a ¢ un valor determinato, la (5) mostra che il punto Q 
descrive una varieta ben determinata V,, con m dimensioni, immersa in S,,; 
e al variare di ¢ la V, si muove nello spazio Sy, . 


=, hoe 

La varieta V,, che ¢ perfettamente conosciuta, verra chiamata varieta 
vincolare; essa risulta fissa in Sy sei vincoli sono fissi, cioe se ¢ non figura 
esplicitamente nella (5). 

L’equazione (4) deve essere verificata per tutti gli spostamenti virtuali 
(invertibili) 8Q del punto Q, compatibili coi vincoli; e poiche il vincolo 
& espresso dal fatto che il punto Q deve stare sulla varieta vincolare, il 3Q 
ha direzione qualunque, purché perd tangente alla varieta Vy, ove st const- 
deri t come costante; ne segue che il vettore Q’’ —f deve esser normale 
alla varieta vincolare, percio si puo porre: 


(6) OY —fa5k, 


ove R é un vettore normale alla V, in Q, e che puo interpretarsi come 
reazione vincolare della varieta V,, considerata come vincolo perfettamente 
liscio. 

La (6) ha, come ben si vede, la stessa forma dell’equazione del moto 
di un punto di massa I, sopra una curva, o sopra una’ superficie dello spazio 
ordinario. 

Proiettando ortogonalmente i due membri della (6) sullo spazio euclideo 
tangente alla V, in Q, ed indicando con Q’ ed fv le proiezioni dei vet- 
tori. Ored*7*; la (6) *porge: 


(6’) OQ; == fy « 


Le varie posizioni che il sistema mobile S assume, hanno per immagine 
dei punti Q della varieta vincolare V,, che formano una curva, che si suol 
chiamare, per ovvie ragioni, traietioria; essa risulta determinata dalla (6’) 
e dalle condizioni iniziali. 

Il problema del moto del sistema S & cosi ricondotto alla determina- 
zione, mediante l’integrazione della (6’), del moto del punto Q sulla va- 
rieta vincolare. 

Se la -varieta vincolare V, e€ data mediante le equazioni cartesiane: 


/ - e . 
(1) 5, Or a5 %e5° 3° Xs t) =O, CT 20m) Gn eye 
che sono le equazioni vincolari del sistema S, si pud porre, com’é chiaro: 


th == 7 1h +i, R. + ee + Am Run, 


ove le A sono opportune funzioni numeriche (moltiplicatori di Lagrange) 
ed R,, +++, Rm sono vettori normali alle ipersuperficie dello spazio S,y 
rappresentate dalle (1’), i quali si possono addirittura ritenere eguali ai gra- 
dienti (rispetto a Q) delle funzioni 9, +++, @n3 dopo cid dalla (6) si trag- 
gono senz’altro le equazioni dinamiche di Lagrange sotto la prima forma. 


tig) Mita 


: ia 
2. L’equazione (4), come si disse, deve essere verificata per ogni spo- 
stamento virtuale 3Q del punto Q, cioé per tutti i8Q dati, in virt della 


(5), da 
n oQ 
3Q= Bia, 


ove le 8g: sono quantita arbitrarie; sostituendo nella (4) si ricavano, per 
Varbitrarieta delle 89:, le m equazioni: 


(7) (Q’ —f) X IQ /aqi = 0, G= 1,25 aga) 


Dalle (7) si deducono, in modo semplicissimo, e spontaneo, le note 
equazioni di Lagrange sotto la seconda forma. 
Infatti, le (7) possono scriversi: 


Ge Q” XK 8Q/ eq: = F XK 2Q/ eu: , 
cloe: 

f [GQ 0O\ dQ dg 20 3Q | 

alg x sale dt x at Ogi ar hhisae 
ora, dalla (5) risulta: 
®) Goat >» (=F), 
da cui seguono tosto Je importanti relazioni: 

®9dQ 0 
(9) ai Vinee 29: ? 
eaQ) = 4), 
Oy, 0g; dt ~~ dt og;’ 
percio, sostituendo, si ha: 
CEO RS I) OS 7 Oa) Oe sO) 
ale an 7) Oo, ee oe 
e ponendo: 
eee Oy ieee 
(11) T=+(F) ; Je acre 
si Ottiene ovviamente : 
670 le OT 
”" — —;— — =fi, Pia OO 1) 

7") ae! ) 


€ queste sono appunto le note equazioni lagrangiane. 


= Ses 
La (11) mostra che T é la forza viva del punto Q, supposto di massa 1; 
e poiché dalle (11), (3) si deduce: 
5v \ Vv 
I ‘ dXr “2 I dP; 2 
gic GF eS Resear oh pry lian 
ye Me dt > ay as 
vediamo che T rappresenta pure la forza viva, o energia cinetica, del si- 
stema S. 
E utile ricordare che se w & un vettore tangente alla varieta Vn, le 
quantita 


(12) UX 2Q / 24: 


sono le componenti covarianti del vettore uw (Geom. differ.“, p. 284), percid 
vediamo che le quantita f; sono le componenti covarianti del vettore fv, e 
inoltre che le equazioni lagrangiane (7’’), equivalenti alle (7), esprimcno 


. . . . . . . . ” 
che sono eguali le componenti covarianti dei vettori tangenziali Q, ed fv. 


3. Se si considerano le componenti controvarianti del vettore tangen- 
ziale w#, esse sono espresse da (Geom. differ., p. 284) 


(15) wu X gtadv gi, 


ove il parametro g: va ora considerato come funzione di Q e di 1, deter- 
minato dalla (5). Cerchiamo allora a quali equazioni conduce la considera- 
zione delle componenti controvarianti dei vettori tangenziali Q; ed fv, che 
sono eguali, per la (6’). 

Essendo grad» gi un vettore tangenziale, si ha dalla (6): 


= X grads go =f X grady qn ; 


ma dalla (8) risulta: 


q2 Q 2Q n 92 n #Q n 3 a 
= +2 35ed Sit Lee, 


dt? oy? 
perciO sostituendo, ed osservando che: 


3 Linguse triers 
(14) ae X Brads gh = 


Oy SE PaShs 


(1) Questa abbreviazione indica l’opera: BurGatti, BoGcto, Burati-Forti, Geome- 
tria differenziale, Zanichelli, Bologna, 1930. 


= Ae 
si ottiene: 
” es eC). , 
dh + Qu snag xX grady gh 4:4; +( ry = 2 Se ataqi ! ii) X X grady I = 
=f Degtads qu; 


ora, indicando con fe il noto simbolo di Christoffel di seconda specie, 


si ha (Geom. differ., p. 282) 


v qh y 


ue 
é yee ogieg 
percio: 


aa . 1 j ’ 
g. = — ; 9:9; +(7 ae Lees i x grado gn, 


€ queste sono, si puo dire, le equazioni lagrangiane risolte rispetto alle de- 
rivate seconde delle gq. 


4. In questo numero supporremo che i vincoli siano fissi; allora nelle 
(1) e (5) il tempo ¢ non figura esplicitamente, perciO gli spostamenti vir- 
tuali $Q coincideno cogli spostamenti effettivi dQ, e la (4) diviene: 


QV xX dQ=f x dQ, 
cioé, ricordando le (11), (3): 
dT=f XdQ, 


che € l’equazione differenziale della forza viva. 

Se poi le forze applicate al sistema S derivano dal potenziale U, fun- 
zione solo dei punti del sistema (e non del tempo) cioe f = gradaU, si 
trae dT = dU, da cui V’integrale della forza viva: 


TeU+H, 


con / costante arbitraria ‘). 
E assai facile ottenere, in questo caso, le equazioni vettoriali equiva- 
lenti alle equazioni canoniche di Hamilton. Ponendo 


G5) p = dQ/dt, 


(1) In particolare, se U=o, si ha T = costante, peteio la (11) mostra che la ve- 
locita dQ/ dt del punto Q ha modulo costante; la (6'), cioe @» = 0, es prime che Ja traiet- 
toria di Q é@ una geodetica (Geom. diff., p. 173). 


sr ADO ae 


il vettore p, che risulta tangente alla V,, e la velocita del punto Q im- 
magine del sistema S, e le (6’), (11) assumono la forma: 


Py; 


(16) (#) =“orado) = Rr 


essendo gradg,, U la componente tangenziale del vettore gradg U, cioe il 
gradiente superficiale di U, 
Se ora consideriamo la funzione H di Hamilton: 
H=T—U=p?/2—U, 
e vi riguardiamo p e Q come variabili indipendenti, é chiaro che: 
gtady,o H =p... “ogrado,, H.= —eradg is U; 


percio le (15), (16) possono scriversi: 


= — gradg,,H, 


Uv 


dQ d 
(17) yo Btadp.. A . (F) 


che sono le equazioni canoniche, in forma vettoriale. 
Da esse si traggono subito le equazioni canoniche nella forma usuale, 
che sono: 


D oH ' oH 
(18) aeons ’ ime re 


Basta all’uopo osservare che si ha dalle (8), (14), badando-che 3Q/dt =o 


hea 
(19) eS 2 X gradu qs = p X gradv qr , 


€ poi introdurre le variabili p, di Poisson, definite da 

(20) ps = eT eg, 

che possono anche scriversi, in virti della seconda delle (16) e della (9) 
(20') P= pX te PXa 


dopo cid dalle (17) si deducono senz’altro le (18). 


a epee 
Giova osservare che le (19), (20’), confrontate colle (12), (73), mo- 


wget Y , . . . . . 
strano che le quantita ps, g, sono le componenti covarianti e contravarianti () 
del vettore velocit’ p del punto Q, immagine del sistema S ©), 


5+ Torniamo a supporre i vincoli variabili col tempo. 
Dalla (6) & assai facile dedurre la relazione seguente : 


oo SLES B xB] + 128-89} 


ot 


Infatti, osserviamo che dalla (8) risulta che il vettore Loe eS ear 
gente alla V, in Q, percid, moltiplicando scalarmente la (6) per questo 


vettore, si ha: 


Tg en eer 
ossia : 
EA gaa orga eo a 


che non differisce dalla (21). 
Si puo ovviamente dare alla (21) la forma seguente: 


S(O 22) 2 OF rn (22), 
od ancora, ricordando le (8), (11): 


ile (Bayt) —2 (a) | + a = BP Xap 


che puo scriversi: 


T,—T 
(22) Bh dt Oe p= >rx ae 


(1) Cfr. anche Levi-Civira, Lezioni di calcolo differenziale assoluto, Roma, Stock, 1925, 


p. 138. Si osservi che le q ditferiscono dai parametri a del vettore velocita soltanto per un 


fattore, e che lo stesso vale per le pp rispetto ai momenti dello stesso vettore. La forma 
fondamentale @ ds? = 2Tdi?. 

(2) Interpretando le variabili q; come coordinate cartesiane ortogonali in un Sy eu- 
clideo, l’equazione T = costante rappresenta una quadrica con centro, e la trasformazione (20) 
@-precisamente quella necessaria per riferire tale quadrica al suo centro. E cid da ragione 
della utilita della trasformazione (20). 
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avendo indicato con T, e T, i gruppi omogenei di grado 2 e o nelle diy 
ottenuti dall’espressione della forza viva T , calcolata mediante le (11) ed (8). 

Supponiamo ora che il vettore f sia tale che il 2° membro della (22) 
risulti la derivata (totale) rispetto a / di una funzione U, e inoltre che @T/et 
sia una funzione della sola 1, che possiamo indicare con dF/dt; integrando 
avremo allora dalla (22): 


JT, —T. + F() =U +h, 


ove / & una costante arbitraria. Questo ¢ l’integrale che, nelle ipotesi fatte, 
sostituisce l’integrale della forza viva, che nel caso attuale, di vincoli varia- 
bili col tempo, non sussiste pit. 

L’integrale precedente ¢ dovuto a Painlevé “), 


Meccanica. — Movimenti di superficie, linee, punti associati 
a gruppi di onde. Nota di B. Finzi, presentata® dal Corrisp. 
U. Cisotat: 


In una Nota recente 4) ho esteso la nozione cinematica di velocita di 
gruppo, stabilita dal Rayleigh“ per onde piane sinusoidali, a generiche pro- 
pagazioni ondose che, secondo Hugoniot ed Hadamard “), possono associarsi 
a fenomeni, rilevandone alcuni notevoli significati fisici. 

Desidero ora riprendere l’argomento per mostrare che, se si considera 
un gruppo di onde caratterizzato dai valori di un parametro (ad esempio, 
la frequenza, per onde sinusoidali), allorché (come si suppone ordinariamente) 
questi valori appartengono ad un intorno di primo ordine di un valore pre- 
fissato, il movimento del gruppo individua il movimento di una superficie, 
ove concordano le fasi delle onde del gruppo. Se si considerano invece 
(quando cio & possibile) gruppi formati da onde caratterizzate da valori del 
parametro che appartengono ad un intorno di secondo o di terzo ordine 
di un valore prefissato, il movimento del gruppo individua, rispettivamente, 


il movimento di una linea, o di un punto, ove concordano le fasi delle 
onde del gruppo. 


(1) Patnceve, Lecons sur l'intégration des équations différentielles de la Mécanique, ecc.; 
p. 89, Hermann, Paris, 1895. 

(2) Nella seduta del 19 marzo 1933. 

(3) B. Fina, Velocita di gruppo per onde associate a fenomeni. Questi « Rendiconti», 
vol. XVI, 2° sem. 1932, p. 489. 

(4) Lorp Ray eicu, On progressive waves. « Proc. Lond. Math. Soc. », 1X, 18775 p- 21. 


(5) Cfr. T. Levi-Civira, Caratteristiche dei sistemi differenziali e propagazione ondosa. 
Bologna, 1931. 
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1. Consideriamo una famiglia di fenomeni, ognuno caratterizzato da 
un valore v di un parametro. In corrispondenza ad ogni valore v, le va- 
rieta caratteristiche +(?,P,v) = cost. individuano, in ogni istante ¢, una 
superficie d’onda o, luogo dei punti P, che avanza con velocita V facil- 
mente calcolabile. Sia @ un puro numero che diciama fase, dipendente, per 
ogni fenomeno, soltanto dalla propagazione ondosa accennata “), Sara: 


(1) aM Pash Ul So bs 


dove @ e 7 si riterranno funzioni assegnate dei loro argomenti. 

Consideriamo due onde: una di parametro v, Valtra di parametro v + «. 
Le fasi delle due onde coincideranno in un punto ed in un istante se (sup- 
posta la funzione (1) sviluppabile in serie di Taylor rispetto alla variabile v) 
in quel punto ed in quell’istante é 


, e- oom 3 vir 
(2) cs eh 
Nelas(2), 9. = x = mf {- = => gy’ ela derivata di @ rispetto a v, ecc. 
Cc Cc Cc 


2. Supponiamo ¢€ quantita infinitesimale rispetto a v, e v + € apparte- 
nente ad un intorno di primo ordine del valore v; consideriamo cioé un 
gruppo di fenomeni che differiscono per un valore infinitesimale del para- 
metro, del qual valore sono trascurabili le potenze superiori alla prima. 
Diremo questo gruppo: gruppo di primo ordine. Da (2) si trae allora: 


(3) pi, P,v) =o. 


La (3) definisce una superficie o; mobile, ed in generale deformabile, 
dove concordano le fasi del gruppo di primo ordine considerato. 

Se P appartiene a o, nell’istante ¢, perche un punto P + dP appar- 
tenga a a, nell’istante ¢ + dt, deve essere: 


Sd te 
(4) BAG Oo 


Se grad 9 =. 0, la velocita di avanzamento di,, in direzione normale a o, 
stessa, sara cosi espressa: 


(5) V,= 


dove m; = vers grad 9’ é il versore normale a o,. 


(EB AEING ew lOcwcit.. spat Om. 
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Se, accanto alla (5), consideriamo la velocita di gruppo w, diretta 
come il versore # normale alla superficie d’onda o, scriviamo: 


a0 ) 
ot | grad | 


Si constata che, in generale, w e V; non coincidono, salvo nel caso in cui 
m, coincida con m. Quest’ultima condizione si verifica, ad esempio, nel caso 
notevole delle onde piane, delle onde sferiche, delle onde di Maggi), per 


cul Sila: : (P) 
(7) ot as V(v) ? 


[grad n| = 1 &), 


In generale, detto « l’angolo mm, , risulta: 
(8) V, = Ux0s &. 


La (8) stabilisce il semplice legame fra il valore della velocita di gruppo 
e quello della velocita di avanzamento della superficie mobile che rappre- 
senta il gruppo di primo ordine. Vale la pena di rilevare che, in partico- 
Jare, mentre per mezzi non dispersivi (V indipendente da v) u coincide con 
VW, V, non coincide, in generale, con V, ma come vuole la (8), coin- 
cide con Vcose. 


3. Supponiamo ora che il parametro assuma valori appartenenti ad un 
intorno di secondo ordine del valore vy; consideriamo cioé un gruppo di 
fenomeni che differiscono per un valore infinitesimale < del parametro, del 
qual valore sono trascurabili le potenze superiori alla seconda. Diremo questo 
gruppo: gruppo di secondo ordine. Esso & un gruppo definito in un intorno 
di v pil ampio di quello relativo al gruppo di primo ordine precedentemente 
considerato. Se si vuole allora che per un gruppo di secondo ordine la (2) 
sia verificata qualunque sia ¢, si ottiene: 


(9) ot, Py) = 0 ; ep (t,P,v)=0. 


Le (9) sono le equazioni di una linea mobile 4, in generale deforma- 
bile, dove concordano le fasi del gruppo di secondo ordine considerato. 


(1) B. Finzi, loc. cit., form. (9). ‘ 


(2) G. A. Macet, Sulla propagazione delle onde di forma qualsivoglia nei mezzt isotropi. 
Questi «Rendiconti», vol. XXIX, 1920, p. 371. 
(3) La verifica ¢ immediata, osservando che da (7) scende: 


p=F,n(P),v) , po’ =F (t,n(P).v) , grad 9’ = — 


nm; = versgradg’ =n. 
(4) B. Frnzi, loc. cit., form. (9/). 


Questa linea ¢ definita, in ogni istante, dall’intersezione di o, , di equa- 
zione (3), con la superficie c,, di equazione o’ =o. 


Se P appartiene a A nell’istante ¢, perché P+ dP appartenga a 2 
nell’ istante t + dt, deve essere: 


dP oe" 


ee og’ 
Io ¢ S25) = SS Oo ie = parle 
(10) grad p° X = : , grado se EE 


= 


La velocita di avanzamento di A nel piano normale a A, sara cosi espressa: 
(1 1) w= Vv, -- V, py 

essendo V, la velocita di avanzamento di o, , data da (5), €. Vila velo- 
cita di avanzamento di o,, data da 

do" n, 

et | grad 9" | 


(12) v,=— 


Nella (12) m, = vers grad g’’ é il versore normale a o,. 

Perche w sia definita effettivamente ed univocamente, é necessario e 
sufficiente che #2, € m, non coincidano, cioé che gradg’ /\ grad 9” ==0. 
w non é, ad esempio, definita nel caso delle onde piane, delle onde sfe- 
riche, delle onde di Maggi, per cui sussiste la (7): per esse non si puod 
dunque parlare di gruppo di secondo ordine. 


4. Supponiamo ora che il parametro assuma valori appartenenti ad un 
intorno di terzo ordine del valore v; consideriamo cioe un gruppo di feno- 
meni che differiscono per un valore infinitesimale ¢ del parametro, del qual 
valore sono trascurabili le potenze di ordine superiore alla terza. Diremo 
questo gruppo: gruppo di terzo ordine. Esso @ un gruppo definito in un in- 
torno di v pil ampio di quelli relativi ai gruppi di primo e di secondo or- 
dine precedentemente considerati. Se si vuole allora che per un gruppo di 
terzo ordine la (2) sia verificata qualunque sia ¢€, si ottiene: 


Cer Pie 0, oO AE Pie) 0 ab oiii(P; Pi) =°0% 


Le (13) sono le equazioni finite di movimento di un punto P, dove 
concordano le fasi del gruppo di terzo ordine considerato. Questo punto é 
definito, in ogni istante, dall’intersezione di tre superficie, due delle quali 
sono le superficie o, eo, , e la terza é la superficie o, di equazione g’’’ = 0. 


(1) La verifica é immediata, osservando che da (7) scende: 


o=F¢,a(P),v):, of =F (t,0(P),v) ,-9’ =F’ (é,2(P),»); 


oF’ oF” 
gradg’= =n , grado” =—-R , M= M2. 


Perché P ++ dP individui la posizione del punto considerato all’ istante 
t + dt, deve essere: 


, dP og’ Bs dP 30" 
(14) erad gg x a tee grad © xa Sa : 
wr dP og” 
eect ae ee 


La velocita w di questo: punto sara cosi espressa : 
(15) v=V,+V.+'7;, 


essendo V, la velocita di avanzamento di o,, data da (5), V2 la velocita 
di avanzamento di o, , data da (12), e V; la velocita di avanzamento di 6, , 


data da 
(16) Vie ap Liviala 
g | 


Nella (16) m, = vers grad @’”’ é il versore normale a o;. 
3 oor 3 

Perché wv sia definita effettivamente ed univocamente, e necessario e 
sufficiente che , , 2,7; non siano complanari, cioe che grad g’ /\ grad g”’ 
X grad g’’”’ --0. vw non é, ad esempio, definita nel caso delle onde piane, 
delle onde sferiche, delle onde di Maggi, per cui sussiste la (7). Nel caso 
accennato (a piu forte ragione che per i gruppi di secondo ordine) non pud 
parlarsi di gruppo di terzo ordine. 

Vale la pena di rilevare che, volendo, potrebbe facilmente risolversi il 
sistema di equazioni lineari (14), determinando le componenti cartesiane 
Ux Vy, Vz della velocita v. Posto D = gradg’ /A\ grado’ & gradg’”’, e 
supposto D==0, vx € opposta alla frazione che ha per denominatore D e 
per numeratore il determinante che si ottiene ponendo in D al posto delle 
derivate rispetto ad x le derivate rispetto a t. Analogamente si esprime vy 
e vz. Si osservi che D é il determinante jacobiano delle funzioni 9’ , 9’, 9” 


eee , 
ed, insieme, wronskiano delle funzioni kA A aS 

OX CV Ox 
delle ben note proprieta del jacobiano e del wronskiano. 

Vogliamo, in fine, osservare che, se si considerano onde propagantesi 
in uno spazio (reale o rappresentativo) tridimensionale, non si possono — 
salvo casi particolari — considerare che gruppi di primo, secondo, terzo or- 
dine. Cosi, in uno spazio rappresentativo ad m dimensioni, non si conside- 
reranno che gruppi di primo, secondo, -++ , emmesimo ordine. 

La brevita dello spazio non mi concede di illustrare Vesposizione pre- 
cedente con qualche semplice esempio che mostri la effettiva esistenza in 
questioni fisiche di gruppi di ordine superiore al primo; cid che mi pro- 
pongo di fare in una prossima occasione. 


Esso gode insieme 


Meccanica. — La dinamica delle vibrazioni libere trasversali 
delle iravi, e la dinamica dei punti rappresentativi le linee elastiche 


negh spaxi ad infinite dimensioni. Nota di E. Frota, presentata “? 
dal Socio G. Fusini. 


Riferendomi ad una mia Nota: Su di una rappresentazione geometrica 
della teoria delle travi inflesse, « Rend. R. Acc. Naz. Lincei », 19 febbraio 
1933, mi propongo di estendere la rappresentazione al caso delle vibrazioni 
libere. Adotto simboli e notazioni usati in quella Nota. 

Consideriamo una linea elastica y (x) di una trave variabile col tempo 
in modo che y(x,#) rappresenti per un punto dell’asse di ascissa generica © 
una possibile condizione di moto; nella Vz. scelta per la rappresentazione, 
alla y(x,?) corrispondera un punto Y in movimento, se alla Vz, associamo 
un tempo identico a quello associato allo spazio in cui si trova la trave, Y 
avra per coordinate, cartesiane ortogonali, certe funzioni del tempo derivabili: 


Yr 2) 5 Yo) 5 e+ Yow (BD) 


per Y addotteremo la notazione simbolica: 
eh) 


indicante che la posizione di Y é funzione del tempo. 
In corrispondenza alla y(x,1), sulla trave vi sara una distribuzione di 
velocita : 


w= ayes) 


a questa distribuzione w (x,t) corrispondera nella V,. un punto W mobile: 


W (t) 


le cui coordinate saranno: 


oO 


al 3 L A 
Win (t) =| WwW (x 5 t) lLin (x) dx = al y (x > t) Um (x) dx = OL Vin (t) 2 


Il punto, che rappresenta la distribuzione di velocita della trave, é il 
punto terminale del vettore che da la velocita di Y(¢) in Vo, possiamo 
scrivere simbolicamente: 


Way" (De 


(1) Nella seduta del 19 marzo 1933. 


Lo stesso possiamo affermare per la distribuzione delle accelerazioni 
a(x,f), il cui punto rappresentativo A (1) soddisfa: 


A G)tse: WAG) ead) 
Premessi questi risultati cinematici, consideriamo l’equazione della statica: 
(1) Yr oP 
operando su (1) coll’affinita #—* inversa di «, si trova: 
(2) Oi Na ies 


La (2) ci dice che, se la trave é inflessa in Y, deve essere sollecitata 
da un carico P =a—'Y, cioé che l’azione delle forze elastiche pud venire 
rappresentata in V. con un punto a—’Y. Ne discende che per ogni posi- 
zione di Y viene ad essere determinato un vettore: 


(3) O.Sare 


Nella V. V’azione elastica viene ad essere rappresentata da un campo 
di forze individuato da (3), che chiamo campo elastico. 

Le componenti del vettore (3) secondo gli assi del sistema canoniz- 
zante si ottengono dalle coordinate di Y, punto di applicazione, operando colla 
matrice diagonale: 


Ome O O ode 
O ae ie aes 
—— 7 
@) O X33 


E evidente che il campo elastico ammette potenziale e, che se io im- 
pongo valore nullo per il potenziale nell’origine, questo si identifica col- 
lenergia elastica della trave posseduta per la deformata Y; ne segue che le 
ipersuperfici equipotenziali non sono altro che i trasformati da o-'* degli 
iperellissoidi isoenergetici. 

Scrivendo l’equazione della dinamica classica per la trave vibrante libera- 
mente imponiamo l’eguaglianza delle funzioni: forze elastiche, forze d’inerzia. 


Ora le forze d’inerzia, per unita di lunghezza della trave, sono date dal- 
l’espressione: 


i(x) =— m(x)a(x,?) 


dove m(x) & la massa per unitd di oe della trave. Si tratta di tro- 
vare la rappresentazione di i(x) nella Viz 


Se la massa fosse uniformemente distribuita, fosse cioé una costante 


m, la i(x) sarebbe rappresentata dal — Oy" moltiplicato per uno scalare 
m; ne seguirebbe che la detinizione di forza di inerzia nella dinamica della 
Voo, € in conseguenza anche di energia cinetica, sarebbe quella della dina- 
mica classica. 

Essendo la m(x) una funzione in generale non costante, il punto I od 
il vettore OI, rappresentativo di i(x), sara ottenuto operando su Yj, con 
una speciale affinita w che chiamo affinita di inerzia. Data la im (x) é facile 
determinare la matrice dell’affinita w in un dato sistema di funzioni orto- 
normali wn» (x); sara ovviamente: 


1 L 
Urs = [ m (Xx) Ur (X) us (x) dx 


Pafhnita p é simmetrica. 4 


Concludendo, se vogliamo che Y (£) possa rappresentare il moto della 
trave, € necessario attribuire ad Y(¢) uma tale massa che non é piu rap- 
presentabile a mezzo di uno scalare m, ma a mezzo di una afhinita wp, o 
di una matrice diagonale infinita, agente sull’accelerazione Y,,; solo quando 
la massa della trave € uniformemente distribuita la massa puo presentarsi 
apparentemente come uno scalare, in realta essa resta il prodotto di uno 
scalare per una matrice unita, cloé sempre una matrice. 

Lrequazione della dinamica diventa nella Veo: 


F <=: U Yen 
nel caso delle uniche forze del campo elastico (vibrazioni libere): 
(4) . wt Y + pYy=o- 


Cerchiamo ora gli Y (t) che soddisfano la (4), e che hanno per traiet- 
torie rette per l’origine del sistema; saranno punti del tipo: 


G) Vee Ae) 


dove U é un punto fisso in Voy e f(t) uno scalare funzione del tempo. 
Tenendo presente (5) la (4) diventa: 


(6) yo 7 s pU 


il primo membro di (6) rappresenta un punto fisso in Vg, il secondo un 
punto le cui coordinate sono moltiplicate per uno scalare funzione del tempo; 
dovendo sussister l’eguaglianza, sara: 


(7) ee) hE 
‘ie a-tU =A- pu. 
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La (7) ci dice che se esistono soluzioni di (4) del tipo (5) esse por- 
tano a dei movimenti rettilinei_ per l’origine, retti da legge sinoidale, poten- 
dosi scartare la possibilita di movimenti con legge iperbolica. 

La (8) pud essere trasformata, operando su ambo i membri con «@: 


(9) ree Us. 


E evidente che, se U é soluzione di (9) anche kU ( scalare) € solu- 
zione di (9); la (9) si traduce analiticamente nell’equazione omogenea di 
Fredholm di seconda specie: 


(9 bis) u(x) =af N(x, 8) m(@)u(&) dé: 


Oo 


Cerchiamo che significato geometrico hanno le soluzioni di (9), di cui 
la (9 bis) ci garantisce l’esistenza. Consideriamo le coordinate non omogenee 
di U come coordinate omogenee nella iperstella di rette per la origine. 
Cercare una soluzione di (9) a meno di uno scalare di proporzionalita, equi- 
vale a cercare una retta nell’iperstella per l’origine. 

L’affinita omogenea ap opera nell’ iperstella come un’omografia, la (9) 
ci dice che le soluzioni cercate sono le rette unite nell’omografia ap agente 
nell iperstella. 

Per la teoria delle equazioni integrali le w (x) formano una successione 
di funzioni polari alla m (x), questo risultato vale nel nostro linguaggio, se 
U,, Us sono due soluzioni di (9): 


U, xX wUs =0 (r = 5) . 


Determinata la successione degli U, a meno di un fattore scalare arbi- 
trario, e facile costruire la successione dei corrispondenti A. 
Il moto relativo ad un dato U sara: 


YoossUucos (Vat - e) 


Yenergia potenziale relativa al campo elastico: 
I I a. 
Me ae x a ¥ = cos? (a i+ e)(U ee | 
Yenergia cinetica: 
I ’ ’ A = 
E= eons Gee = Z sen’ (Ja i+ e)(U x pU]- 
Per il principio di conservazione dell’energia dovra: 


—| cos? (Jk 1 + e) [(U Xa-"U] + Asen? (JA t + e)[U X pU]} = cost 


per cui: 
; Or 
e infine: 
Fee eee 
Ue aU 
Chimica. — Chinolina ¢ lignina, Nota di A. CASTIGLIONI, 


presentata‘? dal Socio G. Gora. 


I composti che reagendo chimicamente con i costituenti delle membrane 
lignificate producono delle colorazioni che possono ritenersi indizio sicuro 
della presenza di lignina appartengono principalmente alle classi dei fenol 
delle amine primarie e delle amine secondarie. 

Per quanto si riferisce alla possibilita di impiego delle amine terziarie 
come reattivi cromatici per il riconoscimento della lignina, [hl1@ notd nel 
1890 che imbevendo il legno prima con soluzione alcoolica dj lepidina 
(y—metilchinolina) e poi con acido cloridrico concentrato compariva in 
breve tempo una viva colorazione rossa. Nel 1906 GrandmouginG) usando 
una soluzione centimolare di chinolina, acida per acido solforico, otteneva 
tracce di colorazione gialla nelle membrane lignificate soltanto dopo dodici 
ore. Egli notava inoltre che metilando le amine primarie, passando cioé ad 
es. alla monometilanilina, la colorazione che si otteneva in presenza di li- 
gnina diminuiva di intensita e scompariva del tutto con una piu. profonda 
metilazione passando cioé ad es. alla dimetilanilina. Anche nel caso dei 
metilderivati della chinolina Egli non otteneva pit alcuna colorazione con- 
trarlamente a quanto aveva precedentemente riferito Ih]. W. Fuchs“ nel 
1926 trattando delle reazioni colorate della lignina riassumeva cos} la que- 
stione relativa alle amine terziarie: « Ferner scheinen auch tertidre Amine 
Reaktionen geben zu kénnen, wenn nicht die Angabe, dass Lepidin eine 
Reaktion gibt, auf einem Irrtum beruht; man mdchte letzteres glauben wenn 
man bedenkt, dass das Chinolin keine Farbenreaktion zu liefern imstande 
ist und selbst Carbostyril keine Farbung erzeugt ». 

Il complesso di tali notizie tra di loro discordanti mi ha indotto a 
riprendere in esame la questione del comportamento della chinolina e dei 
suoi derivati nei riguardi della lignina onde accertare la possibilitt o meno 
di impiegarli come reattivi per il riconoscimento di questa. Oltre alla chino- 
lina ho preso pure in esame l’a—metilchinolina (chinaldina), la y-metilchi- 


1, 


(1) Nella seduta del 5 marzo 1933. 

(2) «Chemiker-Zeitung » 14, 1571 (1890). 

(3) «Zeitschrift fir Farbenindustrie» 5, 321. (1906). 
(4) «Die Chemie des Lignins», 15, Berlin (1926). 
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nolina (lepidina), l’«—idrossichinolina (carbostirile), Pisochinolina, il cloridrato 
di chinolina, il solfato di chinolina e lacridina. 

Avuto riguardo alle controversie esistenti sull’argomento ho esteso le 
mie ricerche a campioni di tutti i legni qui sotto indicati onde confermare 
i risultati ottenuti con la maggior estensione possibile: 

Acacia Farnesiana Willd.; Acer campestre L.; Aesculus Hippocastanum 
L.; Ailantus glandulosa Desf.; Alnus glutinosa Gaertn.; Alnus incana Medic.; 
Amygdalus Persica L.; Amygdalus communis L.; Arbutus Unedo L.; Be- 
tula alba L.; Buxus sempervirens L.; Caesalpinia spinosa (Mol.) Kuntze; 
Carpinus Betulus L.; Castanea sativa Mill.; Celtis australis L.; Ceratonia 
Siliqua L.; Cornus mas L.; Cornus sanguinea L.; Corylus Avellana L.; 
Crataegus Oxyacantha L.; Cunninghamia sp.; Cytisus alpinus Mill.; Cyti- 
sus Laburnum L.; Diervilla rosea Herincq.; Diospyros Ebenum L.; Diospyros 
Lotus L.; Eucalyptus Globulus Lab.; Fagus silvatica L.; Ficus Carica L.; 
Fraxinus excelsior L.; Fraxinus Ornus L.; Hedera Helix L.; Juglans regia 
L.; Juniperus Oxicedrus L.; Laurus nobilis L.; Morus alba L.; Morus 
nigra L.; Olea europea L.; Platanus orientalis L.; Pinus caroliniana Voss.; 
Pinus halepensis Will.; Pinus silvestris L.; Pinus Pinea L.; Pirus communis 
L.; Pirus Sorbus L.; Pirus Malus L.; Populus alba L.; Populus canaden- 
sis Michx.; Populus canescens Sm. (albo x tremula); Populus monilifera 
Aiton.; Populus nigra L.; Populus pyramidalis Salisb.; Populus tremula L.; _ 
Prunus avium L.; Prunus Cerasus L.; Prunus myrobolana Lois.; Prunus 
Armeniaca L.; Pterocarya stenoptera DC.; Quercus ambigua DC.; Quercus 
Cerris L.; Quercus Ilex L.; Quercus pedunculata Ehrh.; Quercus sessili- 
flora Salisb.; Quercus Suber L.; Rhamnus cathartica L.; Rhamnus frangula 
L.; Robinia Pseudo-Acacia L.; Salix alba L.; Sambucus nigra L.; Sponia 
micrantha Decne.; Syringa vulgaris L.; Taxus baccata L.; Thuja gigantea 
Nutt.; Tilia platyphilla Scop.; Ulmus campester L.; Viburnum Artwegianum 
Host.; Viburnum Opulus L.; Wistaria chinensis DC.; Zizyphus vulgaris Lam. 

Ho usato soluzioni alcooliche dei vari composti, e per il cloridrato ed 
il solfato di chinolina anche soluzioni acquose, imbevendo con esse cam- 
pioni diversi e poi trattandoli successivamente con acido cloridrico concen- 
trato e diluito, con acido nitrico diluito e con acido solforico diluito. 

Ho ottenuto i risultati seguenti. 

L’isochinolina ed il carbostirile non hanno dato in nessun caso alcuna 
colorazione. 

L’acridina in soluzione acida presenta gia di per sé una colorazione 
gialla che perd non cambia di tono e nemmeno muta di intensita in pre- 
senza di lignina. 

Impiegando chinolina in soluzione alcoolica all’1°/, ed acido cloridrico 
concentrato il legno presenta entro pochi secondi una intensissima colora- 
zione rosso vinosa mentre con gli’ acidi cloridrico, nitrico e solforico diluiti 
si ottiene in breve tempo una vivissima colorazione giallo arancio. 
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La chinaldina in soluzione alcoolica dd con i vari acidi in presenza 
di lignina una debole colorazione gialla che col tempo puo virare al verde 
€ poi ritornare gialla. La lepidina nelle stesse condizioni produce una debo- 
lissima colorazione rosso vinosa che col tempo vira al giallo. In entrambi 
1 casi le colorazioni sono assai meno intense di quelle che si ottengono con 
la chinolina. 

Il cloridrato ed il solfato di chinolina in soluzione acquosa od alcoo- 
lica al 10°/, producono istantaneamente sul legno, senza ulteriore aggiunta 
di acido, una intensa colorazione giallo arancio identica a quella che si 
ottiene con soluzioni alcooliche di chinolina ed acido cloridrico 0 solforico 
diluiti. 

La natura dell’acido non ha alcuna influenza sulla colorazione: in tutti 
i casi essa scompare per aggiunta di un eccesso di base. 

Come per i fenoli e le amine primarie e secondarie la concentrazione 
del reattivo ha anche in questo caso notevolissima importanza sulla velo- 
cita di comparsa della colorazione e sulla sua intensita. La concentrazione 
della chinolina all’1°/, corrisponde alla concentrazione media degli altri 
reattivi della lignina mentre notevolmente superiore & la concentrazione 
del ro°/, a cui vanno impiegati il cloridrato ed il solfato di chinolina. 
Questi ultimi per la possibilita di impiegare la soluzione acquosa del sale 
neutro invece di operare in presenza di un eccesso di acido ricordano la 
dimetil—p-fenilendiamina™, 

Il complesso dei fatti osservati permette di indicare come reattivi per 
il riconoscimento della lignina la chinolina in soluzione alcoolica all’1°/, 
€ successivo trattamento con acido cloridrico concentrato oppure le solu- 
zioni acquose al 10°/, di cloridrato o di solfato di chinolina. Queste ultime 
offrono poi il particolare vantaggio di non richiedere nessun trattamento 
ulteriore con acido. 

Le reazioni citate possono benissimo servire nell’analisi microscopica 
della lignina perche le colorazioni che si ottengono per la loro vivacita, 
sono facilmente rilevabili anche nel campo del microscopio. Per controllare 
la possibilita di tale impiego ho eseguito molteplici osservazioni microsco- 
piche di elementi istologici lignificati usando le reazioni in parola e confron- 
tandone i risultati con quelli ottenuti impiegando la floroglucina ed il reattivo 
iodo-iodurato: in ogni caso ho ottenuto risultati concordanti. 

E da porre in rilievo che le colorazioni che si ottengono sono parti- 
colarmente resistenti all’azione della luce a differenza di quelle prodotte dalla 
floroglucina, non perdendo nulla della loro vivacita neanche dopo parecchi 
mesi. Il cloridrato ed il solfato di chinolina in soluzione acquosa poi si 
presentano particolarmente raccomandabili perché il loro impiego, eliminando 
il successivo trattamento con l’acido, permette di effettuare il saggio con 


(1) Worster, «Berichte der Deutschen Chemischen Gesellschaft », 20, 808 (1887). 
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maggior rapidita e perché la debole acidita di tali soluzioni saline, conse- 
guente al fenomeno dell’idrolisi, non altera le caratteristiche istologiche del 
preparato come avviene invece entro breve spazio di tempo con I’acido 
cloridrico concentrato. 

Al pari della floroglucina la chinolina puo poi servire oltre che per il 
riconoscimento qualitativo, anche per la determinazione quantitativa della 
pasta di legno presente in una carta. I risultati ottenuti in molteplici saggi 
concordano perfettamente con quelli ottenuti con la floroglucina: nel miglior 
modo si opera impiegando le soluzioni acquose di cloridrato o di solfato 
di chinolina. 

Ho infine eseguito Ja reazione invece che col legno con alcuni dei com- 
posti che formano oggetto delle classiche ricerche di Czapek“-ed ottenni 
colorazioni analoghe, varianti dal giallo al bruno, con il furfurolo, il safrolo 
leugenolo, Valdeide cinnamica e l’anetolo, mentre nessuna colorazione com- 
parve invece facendo agire la chinolina sulla vaniglina, sul guaiacolo, sulla 
pirocatechina e sull’anisolo. I composti colorati che in tal modo si otten- 
gono sono il prodotto della condensazione di due molecole di chinolina 
con una molecola di aldeide e sono leucobasi R. CH (C,H6N), analoghe 
al verde malachite secondo quanto fu stabilito da Rajendra Nath Sen e Bhola 
Nhat Sen ©). 

Ora, escludendo il furfurolo, che puo mettersi in liberta dai pentosani 
del legno per azione degli acidi soltanto a caldo e che quindi non pud essere 
considerato come la causa delle reazioni cromatiche della lignina, le reazioni 
ora citate dimostrano che la reazione della chinolina é@ positiva solo per 
quei composti che presentano la catena laterale non satura. Questo fatto 
costituisce un nuovo argomento contro la ipotesi secondo la quale le rea- 
zioni cromatiche del legno si debbono ricondurre alla presenza di composti 
del tipo della vaniglina. 

Per quanto riguarda il confronto dei risultati che ho ottenuto con le 
affermazioni degli Autori citati al principio di questo lavoro occorre notare 
anzitutto che essi non si accordano con quanto ha scritto Ihl): «Holz mit 
einer alkoholischen Lepidinlésung benetz, farbt sich bei Zusatz von conc. 
Salzsiure nach kurzer Zeit hochrot». Con la lepidina ho sempre ottenuto 
colorazioni rosse appena apprezzabili e debolissime furono pure le colora- 
zioml ottenute con la chinaldina. Del resto, come ho gid riferito, anche 
Grandmougin“ passando ai metilderivati della chinolina non ottenne piu 
alcuna colorazione percettibile e se si pensa che questo Autore usava solu- 
zioni centimolari, e quindi tanto diluite che anche con la chinolina non 
riusciva ad avere tracce di colorazione gialla che dopo dodici ore, si com- 


(1) «Zeitschrift fir physiologische Chemie», 27, 154 (1899). 
(2) «Journal of the Indian Chemical Society », 7, 637 (1930). 
G) Locket: 
(4) Soc Ncit, 
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prende facilmente come l’aver io notate colorazioni debolissime mentre Egeli 
non ne noto affatto dipende soltanto dalla concentrazione del reattivo impie- 
gato. Ci si potrebbe logicamente spiegare il risultato ottenuto da Ihl pen- 
sando che la lepidina che Egli uso contenesse anche della chinolina peta 
quale, come si € visto, é da ritenersi caratteristica la colorazione rosso 
vinosa per trattamento con acido cloridrico concentrato in presenza di lignina. 
Tenuto conto della concentrazione della soluzione di chinolina !’accordo 
sussiste pure con le osservazioni di Grandmougin. Le mie ricerche confer- 
mano pure l’aflermazione di W. Fuchs) che il carbostirile non produce 
alcuna colorazione. 

La chinolina deve quindi effettivamente considerarsi come facente parte 
dei reattivi cromatici della lignina tra i quali anche le amine terziarie ven- 
gono percio ad avere il loro rappresentante. 


Chimica. — Sulla importanza della forma cristallina nella for- 
mazione dt soluxioni solide. X. Analisi termica dei sistemi CoCl,— 
PbCl, e FeCl,-PCbl, anidri®. Nota di A: Ferrari eC. CoLia 
presentata °? dal Socio G. Brunt. 


La mancanza di ogni analogia chimica e cristallogratica del cloruro di 
plombo, rombico “+), coi cloruri anidri di cobalto e di ferro bivalente, rom- 
boedrici‘), per le ragioni piu volte ricordate nelle note precedenti portava 
ad ammettere che le coppie CoCl,~PbCl, e FeCl,-PbCl, non dessero luogo 
alla formazione di soluzioni solide in nessun rapporto. 

A conferma di questa supposizione abbiamo intrapresa l’analisi termica 
di questi due sistemi. La fusione delle miscele ¢ stata fatta col dispositivo 
descritto nella Nota I del presente studio ©. Le curve di raffreddamento delle 
miscele sono state ottenute leggendo ogni 15 secondi la temperatura me- 
diante una coppia termoelettrica collegata ad un galvanometro Hartmann- 
Braun. Queste curve sono disegnate nella fig. 1; le loro caratteristiche sono 
raccolte nella Tabella I e riassunte nei grafici della fig. 2. 


(Loe; cit: 

(2) Lavoro eseguito nell’Istituto di Chimica Generale e Chimica Fisica della R. Uni- 
versita di Milano, 

(3) Nella seduta del 5 marzo 1933. 

(4) ScHasus. «Sitz—Ber. d. Akad. d. Wiss. Wien» (1850), 4, 456; SToBER, « Bull. 
~ Acad. Belg.» Bruxelles (3), 30 (1895), 345;¢ «Z. f. Krystall.», 28 109; BRAKKEN e Hara, 
«Z. f. Krystall.», 68 (1928), 123-38. 

(5) A. Ferrari, «Rend. Acc. Lincei» (6°), VI (1927), 56;¢ A. FERRARI, A. CELERI 
e F. Giorai, «Rend. Acc. Lincei» (6°), IX (1929), 782. 

(6) Questi « Rendiconti» (6*), VII (1928), 849. 
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Dopo la fusione le miscele sono state analizzate precipitando il piombo 
come solfato e dosando nel filtrato il cobalto per via elettrolitica e il ferro 


allo stato di ossido. 
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TaBeLia’ I. 
SISTEMA CoCl,—PbCl, SISTEMA FeCl,-PbC), 
Fevac | emis (Temper) Dore | = [olen | Tenge [Temper | Daina | 
: cristall. | eutect. |tect.in sec. cee PEED sues Stee ee 7 
: 32 cs 
o) 724° ae ca I re) 675° io —— XI 
16.05 668 A21° 180 Il 9.78 651 406° 150 XIV 
27.73 642 424 270 Ill 17.70 627 400 180 XV 
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I risultati sovra esposti confermano che il cloruro di piombo non é 
miscibile in nessun rapporto coi cloruri di cobalto e di ferro bivalente. 

La temperatura eutectica del sistema CoCl,-PbCl, ¢ 424° e la com- 
posizione 76.5 °/, di PbCl, e 23.5°/o di CoCl,; quella della coppia FeCl,— 
DoChes2i e la-composizione: 71:5 °/5. di-PbCl,-e28,5.°/. di, FeCl, 

Le curve tracciate nei diagrammi della fig. 2 sono rami di iperboli i cui 
assi sono assai piccoli, nelle dimensioni del grafico variano da 2 cm. a meno 
di uno; le distanze dal fuoco ai vertici sono sempre assai piccole e variano 
da r mm. a 3 mm. Cid conferma quanto abbiamo detto nella precedente 
Nota a proposito della forma delle curve di cristallizzazione primaria nei 
diagramma dei sistemi con eutectico “). 


Concludendo: 

I sistemi CoCl,-PbCl, e FeCl,-PbCl, danno un eutectico rispettiva- 
mente alle temperature 424° e 421° e colle composizioni 76.5 °/5 PbCl.—- 
Ba COC, ¢ 715 6 PoCl=28.5 °/5 FeCl. 

Le curve rappresentative della cristallizzazione primaria sono, con buona 
approssimazione, dei rami di iperbole. 


(1) Questi « Rendiconti» (6*), XVII (1933), fasc. 4, pp. 312-317. 
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Chimica (Chimica Biologica). — Sulla deidrogenasi degh acidi 
grass! superior: contenuta nel fegato‘?. Nota di F. P. Mazza e 
G. STOLFI presentata dal Corrisp. G. QuAGLIARIELLO. 


Recentemente Quagliariello 3) ha dimostrato che gli acidi grassi supe- 
riori in presenza di bile assorbono O,, ed ha attribuito questo fenomeno 
alla presenza nella bile di un enzima deidrogenante attivo sugli acidi grassi 
superiori. 

Data la grande importanza di enzimi di tale natura per il metabolismo 
dei lipidi, noi ci siamo proposti innanzi tutto di dimostrare chiaramente la 
natura deidrogenativa del processo, e possibilmente di stabilirne le condi- 
zioni ed il meccanismo. 

Le ricerche sono state fatte con estratti di fegato, chiara essendo la ori- 
gine epatica dell’ enzima esistente nella bile. 

Riferiamo qui in breve i risultati cui siamo pervenuti. 

Abbiamo studiato la azione di estratti enzimatici di fegato su soluzioni 
dei sali sodici degli acidi palmitico e stearico col metodo manometrico di 
Barcroft-Warburg. Gli estratti venivano preparati estraendo la poltiglia del- 
Yorgano con puffer di fosfati 1/15 Ma pH = 7.5, saturo di toluolo, e ve- 
nivano privati quanto pit era possibile dei donatori proprii di idrogeno, 
agitandoli a 37° in atmosfera di O,, in grossi vasi di Barcroft sino a che 
Passorbimento di O,, cospicuo all’inizio, non fosse divenuto trascurabile. 
Gli estratti venivano poi centrifugati e filtrati. 

A questi estratti si aggiungevano soluzioni di palmitato o stearato so- 
dico e si determinava l’assorbimento di O,, in ambiente di aria; a 37°. 
negli ordinari vasi di Warburg, (concentrazione di O, nella fase acquosa 
circa 0.0002 M. In ambiente di O. puro, dove la concentrazione é 0.001 M 
circa, si € visto che la reazione si svolgeva nello stesso modo, solo un po’ 
piu rapidamente). 

In tutti i casi si é osservato un forte assorbimento di -O,, come si ri- 
leva dalle curve della fig. 1. Contemporaneamente si ¢ osservato che non 
si aveva alcuno sviluppo di CO,: si era quindi in presenza di una vera 
reazione deidrogenativa. 

Lo studio dell’influenza del pH sull’attivita dell’enzima ha dimostrato 
che la curva di attivita in funzione del pH presenta, dopo un’ascesa dal lato 


(1) Ricerche eseguite nel Laboratorio di Chimica Biologica della R. Universita di Napoli. 
(2) Nella seduta del 5 febbraio 1933. 
(3) Questi « Attin,-1932, 16; 387. 
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acido, un ripiano nella regione alcalina, tra pH = 7.5-8.5, comportamento 
caratteristico delle curve di attivita delle deidrogenasi. 


; : 5% 
Come puo anche rilevarsi dalla fig. 1, l’azione dell’HCN, gia alla con- 
centrazione 0.0002 M abbassa notevolmente il consumo di O,, che inibisce 
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© Stearato sodico 0,5 °/, cc. 23 estratto di fegato in fosfati a pH=7,5 cc. 3. 
V Palmitato sodico 0,5 °/, cc. 2; estratto di fegato cc. 3. 

[1 Estratto di fegato cc. 3; acqua cc. 2. 

@ Stearato sodico cc. 2; estratto di fegato cc. 3; HCN 0,0002 m. 

A Stearato sodico cc. 2; estratto di fegato cc. 3; HCN 0,0005 m. 


del tutto alla concentrazione 0.0005 M, conforme al comportamento di quelle 
reazioni ossidative, nelle quali, accanto alla mobilizzazione dell’idrogeno, in- 
terviene lattivazione dell’ossigeno. E, come Ja succinodeidrogenasi, la dei- 
drogenasi degli acidi grassi superiori, e inibita anche dai fluoruri, alla con- 
centrazione 0.05 M. Gli acidi biliari, invece (glicocolato e taurocolato sodico), 
in concentrazione dell’1°/,., esaltano, sebbene di poco, l’azione dell’enzima. 

Caratteristica ¢ l’azione della natura dei puffer sull’attivita dell’ enzima. 
“Se uno stesso estratto acquoso di fegato si puffera a pH = 7.5 con puffer 
di fosfati, di cloruro ammonico e ammoniaca o di borati e acido cloridrico, 
alla stessa concentrazione (1/25 M), si nota che l’assorbimento dell’ossigeno 
segue la serie: fosfato >>cloruro ammonico + ammoniaca > borati, con- 
forme alle osservazioni di Quagliariello e Scoz‘ sulla respirazione del tes- 
suto. adiposo. 

Ma per dimostrare che negli estratti di fegato esiste realmente un’en- 
zima che mobilizza l’idrogeno degli acidi grassi superiori, abbiamo pensato 


(1) In corso di stampa negli « Archivi di Sc. Biologiche ». 
s 
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di servirci di un metodo elegante, i cui resultati sono indiscutibili, quello 
della determinazione dei potenziali. 

La determinazione dei potenziali di ossido-reduzione puo utilizzarsi nello 
studio dei processi deidrogenativi sia come mezzo per mettere in evidenza 
Vazione deidrogenasica di un enzima, sia per conoscere le possibilita termo- 
dinamiche della reazione che esso catalizza. Clark e collaboratori hanno di- 
mostrato, che, per esempio, un elettrodo di platino immerso in una emul- 
sione di cellule lavate assume un determinato potenziale. L’addizione di un 
metabolito, quale l’acido succinico, rende il potenziale meno positivo. Si 
mette cosi in evidenza l’azione deidrogenasica delle cellule perché l’elettrodo 
stesso funziona da accettore dell’idrogeno mobilitato. Questo metodo ha il 
vantaggio di dimostrare direttamente |’esistenza di una mobilizzazione del- 
Vidrogeno e di essere assai sensibile, perche la massa dell’accettore, che 
comprende solo l’elettrodo e le sostanze ossidoriduttrici everitualmente pre- 
senti nel preparato enzimatico, é trascurabile. Non possiamo qui estenderci 
sulla discussione del fenomeno e sulla tecnica da noi impiegata, che ver- 
ranno esposti in altro luogo, diremo solo che, effettivamente, un elettrodo 
di Pt immerso in una soluzione di stearato sodico pufferata a pH = 7.5 
coi fosfati, assume, in ambiente di N, privo di O,, un potenziale positivo: 
aggiungendo l’estratto di fegato, il potenziale va rapidamente diminuendo 
sino a divenire negativo, e dopo 4 ore circa, si raggiunge un valore limite 
che resta poi costante. Non crediamo di potere ora discutere il valore ter- 
modinamico di questi dati, anche perche sono necessarie ulteriori esperienze, 
per meglio definire l’andamento della reazione. Qui basti notare che il poten- 
ziale dell’elettrodo inerte dimostra chiaramente una certa attivita elettronica 
del sistema, ossia, in altre parole, lesistenza in esso di una vera e propria 
pressione di idrogeno in equilibrio cogli idrogenioni del liquido. 

Resta cosi dimostrata la reale esistenza negli estratti di fegato di un 
enzima capace di mobilizzare Pidrogeno dell’acido grasso superiore. 

Ma altre prove potevano ancora eseguirsi con accettori diversi dall’O., 
sia per meglio confermare la natura della reazione, sia per poter trarre qualche 
conclusione sulla cinetica di essa. 

Nelle esperienze coll’O,, infatti, si lavora con una pressione parziale 
di accettore praticamente costante, né ¢ possibile ricavare la dipendenza della” 
velocita di reazione dalla concentrazione dell’accettore stesso. Con accettori 
quali il chinone (largamente usato dalla scuola di Wieland), o il blu di 
metilene (impiegato specialmente da Thunberg e allievi), ¢ invece possibile 
sperimentare in soluzioni contenenti una determinata quantita di accettore e 
determinare, di tempo in tempo, la quantita di esso che é stata ridotta. Per 
le esperienze col chinone, gli estratti di fegato, pufferati a pH = 7.5 con 
fosfati, venivano addizionati di soluzione di stearato o palmitato sodico, 
poi di chinone, quest’ ultimo in concentrazione totale o.o1 M, in ambiente 
di N, privo di O,. Ogni 20", venivano prelevati campioni nei quali si de- 
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terminava iodometricamente il chinone ancora presente. Contemporaneamente 
Si eseguiva una prova in bianco senza il sale dell’acido grasso. La fig. 2 
indica la curva relativa a una esperienza, insieme alla curva che rappresenta 
YO, assorbito in una prova colla stessa soluzione ma con accettore O,. Si 
vede: 1° che Lossidazione & assai piu. rapida col chinone che coll’O,. Cio 
Si spiega col fatto che nella soluzione di chinone l’ossigeno pud. conside- 
rarsi in soluzione 0.01 M, mentre coll’aria, come si € detto, é solo 0.0002 M, 
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Stearato sodico 0,5 °/, cc. 203 estratto di fegato a pH = 7,5 cc. 30; Chinone 0,01 m. 
ates Stearato sodico cc. 20; estratto di fegato cc. 30; blu di metilene n/750. 
---- Stearato sodico cc. 2; estratto di fegato cc. 3; accettore Op. 


e poi perche nel sistema omogeneo ¢ facilitato il contatto tra donatore at- 
tivato e accettore; 2° che l’andamento del fenomeno é lineare, nel senso 
di una reazione di ordine O. In realta, un’influenza della concentrazione si 
manifesta solo alla fine della curva, ma cio si spiega facilmente colla cine 
tica delle reazioni enzimatiche. 

L’esperienza col blu di metilene sono state condotte in tubi di Thun- 
berg, in cui quantita’ uguali di estratti di fegato pufferati a pH = 7.5 ed ad- 
dizionati o pur no di stearato sodico, erano trattate col colorante in concen- 
trazione M/750 circa, e poi esposte in termostato a 37°, dopo avere evacuati 
i recipienti. Ogni 20™ si eseguiva una titolazione con TiC]; del contenuto 
di un tubo senza e di uno con stearato. Nella fig. 2 si vedono 1 risultati 
di queste esperienze. Si osserva che, come avviene colle altre deidrogenasi, 
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la velocita di deidrogenazione con accettore blu di metilene, ¢ assai minore 
di quella che si osserva col chinone: cid dipende dalla piccola velocita di 
diffusione del colorante. 

Sia usando come accettore il chinone, che il blu di metilene, si € no- 
tato il fenomeno, comune alla maggior parte delle deidrogenasi, che I’ inibi- 
zione con HCN si manifesta a concentrazione assai pil. grande che quando 
funziona come accettore |’O,. ~ 

L’insieme di questi fatti dimostra indiscutibilmente che Venzima che 
agisce sugli acidi grassi ¢ una vera deidrogenasi tipica, ed é interessante 
notare che la velocita della deidrogenazione @ quasi uguale per gli acidi pal- 
mitico e stearico. 

Restava da stabilire il meccanismo di azione. Esperienze eseguite col 
palmitato di metile hanno dimostrato che esso non pud funzionare da do- 
natore di idrogeno in presenza di O, e degli estratti di fegato: cio dimostra 
che il punto di attacco della deidrogenasi é il carbossile ionizzato. Egualmente, 
la trioleina, in presenza di un antiossigeno, quale la difenilammina, che ini- 
bisce la ossidazione diretta del legame etilenico, non assorbe O, in presenza 
degli estratti di fegato. Ma se si addiziona alle soluzioni un estratto di lipasi 
pancreatica, la trioleina viene ossidata mano a mano che l’enzima lipolitico 
Pidrolizza, mettendo in liberta lacido grasso. Questo fatto interessante spiega 
Yimportanza delle lipasi nell’ossidazione cellulare dei grassi messa in evi- 
denza da Quagliariello e Scoz. D’altra parte in esperienze sulla succinodei- 
drogenasi, uno di noi (M.) ha potuto dimostrare che anche per la attivita 
di quest’enzima € condizione necessaria |’esistenza del carbossile libero. Le 
deidrogenasi degli acidi grassi, quindi, si legano al carbossile. 

Per cio che riguarda la distribuzione della deidrogenasi degli acidi grassi 
superiori, abbiamo, per ora, osservato che essa non si trova né nei muscoli, 
ne nel rene, né nel pancreas: essa differisce dalla succinodeidrogenasi. 

Abbiamo in corso ricerche allo scopo di chiarire l’andamento chimico 
del fenomeno e il suo meccanismo. 
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Zoologia. — Ovogenesi abortiva ¢ spermatogenesi aberrante 
in molluschi prosobranchi del genere Valvata. Nota di C. ARTOM, 
presentata‘? dal Corrisp. F, RAFFAELE. 


Come gia ebbi a riferire ©), la condizione ermafrodita in Valvata cri- 
Stata e piscinalis abbondanti nel pavese, ¢ ben diversa dalla condizione erma- 
frodita dei comuni gasteropodi. La ghiandola cioe ¢ in Valvata un vero e 
Proprio ovotestis in cui si pud distinguere una parte esterna o corticale net- 


Fig. 1. - Ghiandola ermafroditica (ovolestis) in Valvata piscinalis 


ps. OV. = pseudouovo. 


(1) Nella seduta del 19 febbraio 1933. 
(2) C. Arto, Stadii iniziali di sperm. atipica, ecc., in « Boll. Soc. Ital. Biol. Sperim. », 
Vol. VII, fasc. 6, 1932. 
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tamente ovarica, ed una parte interna, rivolta cioe verso la columella, costi- 
tuita invece da numerosissimi acini o tubuli esclusivamente spermatogene- 
tici (fig. 1). 

Negli individui molto giovani la ghiandola e apparentemente del tutto 
maschile: vi ¢ cioe una evidente -proterandria, fenomeno, come ¢ noto, co- 
mune ad altri molluschi gasteropodi. Susseguentemente, crescendo l’individuo, 
la ghiandola permane ancora prevalentemente maschile e si nota nei folli- 
coli interni una assai attiva spermatogenesi. Pero nella zona esterna 0 cor- 
ticale e precisamente nei follicoli marginali, incomincia ad attivarsi anche 
l ovogenesi. Un oogonio cioé, attorniato di cellule nutrici, incomincia a cre- 
Scere assai rapidamente e si trasforma in un grande oocito ricchissimo di 
sostanze vitelline, ricinto come da una barriera di cellule nutrici che lo iso- 
lano dagli altri ovociti contigui. Accentuandosi il processo ovogenetico e 
rimanendo sempre attiva la spermatogenesi nei follicoli interni, la ghiandola 
assume, come si é detto, l’aspetto pil che di una ghiandola ermafrodita, 
quello di un vero e proprio ovotestis. 

Nella prima parte della vita dell’individuo si esplica la fase prevalen- 
temente maschile. Poi successivamente all’ accoppiamento, vuotatisi dei loro 
prodotti, e quasi completamente, i follicoli spermatogenetici, si inizia la se- 
conda fase della vita dell’individuo e cioé la fase prevalentemente femmi- 
nile. Avviene cioé che per il grande accrescimento degli oociti, i quali si 
spingono cosi verso V interno della ghiandola, ove sono invece ridottissimi 
di numero i follicoli spermatogenetici, la ghiandola appare quasi esclusiva- 
mente come un ovario. Vi é cosi in Valvata una sicura alternanza nella 
condizione della sessualita ed ¢ molto probabile che, trattandosi di specie le 
quali hanno indubbiamente pil di un anno di vita, questo cambiamento nelle 
condizioni della sessualita, avvenga in ogni singolo individuo parecchie volte. 

In linea generale si pud dire che é evidente un’ influenza stagionale nel 
favorire lo sviluppo delle uova. L’ ovogenesi infatti ¢ particolarmente attiva 
in due riprese, cioé nel mese di maggio e nel mese di agosto. Ma anche 
durante detti mesi si osservano individui in piena fase maschile e l’accop- 
plamento, appunto assai frequente nel maggio e nell’agosto, avviene tra 
individui i quali si trovano in opposta fase sessuale. A quali diverse con- 
dizioni interne dell’organismo corrispondono le due fasi sessuali in Valvata, 
& difficile per ora precisare. Oggi, come é noto, non si  alieni dal consi- 
derare come dovuta ad un diverso ritmo metabolico, ben caratterizzato dal 
punto di vista chimico fisiologico, la realizzazione delle due fasi maschile e 
femminile che si riscontra in parecchie specie di Lamellibranchi, per esempio 
nelle ostriche “). Non & improbabile cosi che si possa fare egualmente risa- 


(1) Orton I. H., Observations and Experiments on Sex. Change in the European Oyster 
(O. edulis). Parte I. « Journal of the marine Biological Association » New Series, Vol. XIV, 
N. 4, 1927; Con W. R., Inheritance of Sex in Oysters. « Proceedings of the sixth Intern. 
Congress of Genetics 1932», Vol. 2, p. 26. 


lire ad un diverso ritmo di metabolismo V alternanza delle due fasi sessualj 
in Valvata. 

Durante la fase maschile, quando & bene attiva Il’ attivitd spermatoge - 
netica, Si osservano tutte le fasi della spermatogenesi normale. Ma negli stadi 
corrispondenti ai gonociti prossimi a evolvere in spermatogonii, si notano 
due sorte di cellule ben caratterizzate le une per il protoplasma molto abbon- 
dante, le altre per il protoplasma assai scarso, in confronto del nucleo che 
occupa cosi la maggior parte della cellula. I gonociti a protoplasma meno 
abbondante sono quelli destinati a divenire veri spermatogonii. Questi. si 
dividono forse ripetutamente. Nelle metafasi di tali divisioni spermatogoniali 
Si riscontrano poi molto bene 20 cromosomi; questo € quindi il numero 
diploide di cromosomi in ambedue le specie di Valvata. Uno o due allo- 
somi © corpi cromatici che perd sembrano destinati a scomparire alla fine 
della spermatogenesi, sono poi generalmente bene evidenti, specialmente nelle 
fasi di maturazione degli spermatociti “, 


Fig. 2. — Stadii di accrescimento di pseudouova in Valvata piscinalis, 


I gonociti a protoplasma abbondante sono inoltre caratterizzati da un 
grosso nucleolo. Ma pili che tutto cio che distingue gli elementi suddetti 
dagli altri gonociti é il fatto ch’essi non si dividono mai e che conseguen- 
temente crescono ingentemente. Il loro aspetto é quello di ovociti in accre- 
scimento come lo dimostra la fig. 2. 

Essi a mio credere rappresentano entro 1 follicoli esclusivamente sper- 
matogenetici, la linea di gonociti femminili destinati pero a non evolvere, 
essenzialmente perche rimangono del tutto isolati, non accompagnati cioé 
dalle cellule nutrici (fig. 1 ps. ov.). In una nota del 1931 ©) ho emesso V’ipo- 
tesi che tali elementi in tutto simili a delle uova in accrescimento, potes- 
sero interpretarsi come stadi iniziali di spermatogenesi atipica, non destinati 
pero ad una evoluzione successiva. 


(1) KuscuakewiTscu S., Ueber Allochromosomen bei der Spermiogenese der Prosobran- 
chier Zeitschr. f. Zellen und Gewabelehre, 1 Band, Heft. IV, p. 499, 1924. 

(2) Arrom C. e CavaLuini F., Presunti stadi di spermat. atipica in Molluschi prosobr., ecc., 
«Boll. Soc. Biol. Sperim.», Vol. VI, fasc. 6, 1931. 
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L’esauriente lavoro dell’ Ankel sulla spermatogenesi aberrante in Jan- 
thina®, toglie ogni dubbio al riguardo della suddetta mia interpretazione. 
Basta infatti comparare in Valvata la serie di quelle ch’ io denomino pseu- 
douova con la serie degli spermatociti atipici in via di sviluppo in Janthina, 
raffigurati dali’ Ankel, per persuadersi della loro assoluta e perfetta identita. 
La spermatogenesi aberrante nei molluschi prosobranchi con ogni probabi- 
lita, corrisponde cosi ad una deviazione di elementi che sarebbero predesti- 
nati a svilupparsi in uova. Quale sia poi la ragione per cui gli elementi 
suddetti non trovano in Valvata le condizioni propizie alla loro evoluzione, 
é difficile dire. Forse la condizione ancora nettamente ermafrodita, vale a 
dire quelle condizioni che permettono in definitiva un’ ovogenesi ancora attiva, 
inibiscono |’ evoluzione completa dei suddetti elementi. Certo si é che tutte 
le specie di prosobranchi nettamente gonocoriste, sono caratterizzate da una 
completa evoluzione degli elementi atipici a cui molto impropriamente pero 
viene conservato il nome di spermatozoi aberranti. 

Quanto alle Janthine non vi ¢ dubbio che il loro ermafroditismo pro- 
tandrico denota una tendenza all’acquisizione della unisessualita. E si com- 
prende cosi che in esse, durante la fase maschile, cosi come nelle specie di 
prosobranchi nettamente gonocoriste, debbano corrispondere delle condizioni 
interne che consentono I evoluzione completa degli elementi atipici. 

Un autore americano, il Furrow, in due note recentissime %) venute a 
mia conoscenza durante il recente Congresso Internazionale di Genetica ad 
Ithaca, descrive poi in una Valvata tricarinata @ America, ancora in con- 
dizione ermafrodita, una spermatogenesi atipica. Essa & poco frequente ed i 
pochi elementi atipici che giungono al termine della loro evoluzione dege- 
nerano nella ghiandola stessa: solo pochissimi raggiungono il dotto sper- 
matico. 

Dati questi fatti, non vi & forse a pensare che la V. tricarinata rappre- 
senti una specie che segni gid una condizione pil avanzata che non le Valvate 
del pavese verso l’ acquisizione del gonocorismo ? 

Le descrizioni del Furrow, che hanno pit che altro il significato di 
Note preventive, legittimano completamente tale ipotesi. 

Per modo che riuscirebbe singolarmente rafforzata l’ipotesi che il pas- 
saggio dalla condizione ermafrodita alla condizione unisessuale nei molluschi 
prosobranchi possa essere distinto in tappe diverse rappresentate dalle specie 
del genere Valvata e da quelle dei generi Janthina e Crepidula. E che in 


(1) AnxeL W.E., Die atipische Spermatogenese von Janthina, in « Zeitschr. f. Zellforsch. 
und Mikrosk. Anat.», Bd. 11, Heft 3, 1930. 

(2) Furrow C. L., Spermatozoan Dimorphism in Valvata tricarinata. « Transactions 
of the Illinois State Academie of Science», Vol. 23, N. 3, march 19313 — Some Obser- 
vations on the Hermaphrodite Apparatus of Valvata tricarinata. « Transactions of the Illino’s 
State Academy of Science», Vol. 24, N. 2, december 1931. 


secondo luogo nelle specie pit’ vicine alla condizione gonocorista che non 
alla condizione ermafroditica (Valvata tricarinata, Janthina bicolor, Crepidula 
plana) venga consentito a cellule germinative che rappresentano la linea di 
cellule femminili, ad evolvere in elementi atipici destinati invece a iniziare 
appena la loro evoluzione in quelle specie (V. cristata e V. piscinilis) in cui 
la condizione ermafrodita primitiva é ancora nettamente conservata. 


Fisiologia (Chimica fisiologica). — Sul valore nutritivo delle 
protemne det semi di leguminose“?. Nota di V. Zacamie V. Fa- 
MIANI, presentata dal Corrisp. S. BaGLIonl. 


I risultati di numerose ricerche %), dirette ad accertare l’effettivo va- 
lore alimentare costruttivo dei semi delle pi comuni leguminose (Cicer arie- 
tinum L., Lathyrus sativus L., Ervum lens L., Vicia faba L.), ci avevano 
permesso di formarci la convinzione che essi, singolarmente, costituiscono un 
alimento incompleto o deficiente pei ratti in via di sviluppo. 

Ci ¢ sembrato in seguito utile cercare di pervenire alla esatta identi- 
ficazione delle eventuali deficienze e stabilire di esse, nel miglior modo, 
la natura, il grado, la complessita o meno. Ricerche metodiche a tal uopo 
condotte ci hanno permesso di mettere in evidenza per tutti i semi sud- 
detti una forma di deficienza mista: deficienza in elementi minerali e defi- 
cienza in fattori liposulibili A e D; il primo tipo di deficienza notevolmente 
piu marcato del secondo, e responsabile della maggior parte dei fenomeni 
dannosi da noi osservati (e gia resi noti nelle precedenti Note) nei ratti_ 
ad alimentazione esclusiva con Puno o Vlaltro dei legumi su accennati. 
L’aggiunta, infatti, a tale alimentazione esclusiva di correttivi minerali (sotto 
forma di miscuglio salino) e di correttivi vitaminici (sotto forma di olio 
di fegato di merluzzo) permetteva, anche per lunghi periodi di osservazione, 
lo sviluppo e il mantenimento degli animali in buono stato, affatto pari a 
quello di controlli normali ad alimentazione variamente mista. 


(1) Lavoro eseguito nell’Istituto di Chimica Fisiologica della R. Universita di Roma. 

(2) Nella seduta del 19 febbraio 1933. 

(3) Zacami V., Su alcuni effelti dell’alimentazione esclusiva con semt di leguminose. 
«Boll. Soc. It. Biol. Sper.», 1926, I, 228; «Arc. Sc. Biol.», 1927, 9, 435; Ib., Sugli 
effetti dell’alimentazione esclusiva con semi di “ Lathyrus sativus L. Pe cRenden Re Neca Naz. 
dei Lincei», 1931, 14, 218; Ip., Sul valore alimentare dei semi di “* Cicer arietinum L.”, 
«Il Problema alimentare », 1931, 1, 1503; Ip., Sul valore alimentare dei semi di “ Lathyrus 
sativus L.”, «Il Problema alimentare», 1932, 2, 73; Ib., Alimentazione con semi di legu- 
minose e riproduzione, « Rend. R. Acc. Naz. dei Lincei», 1932, 16, 279; ZAGAMI V. e Cu- 
ratToLo A., Sul valore alimentare dei semi di “ Ervum lens L.”, in corso di pubblicazione; 
Licort G., Sul valore alimentare dei semi di “ Vicia faba L.”, «Riv. Pat. Sper. », 1932, 
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In base a tali risultati non ci ¢ sembrato necessario invocare l’esistenza 
di deficienze di altra natura nei legumi studiati, e considerati come alimento 
per animali aventi le esigenze del ratto. 

Per cid, e per il fatto che ’aggiunta di caseina non si era affatto 
mostrata capace di apportare sostanziali vantaggi, rimaneva esclusa anche 
una possibile deficienza proteica, da potersi concludere, che i costituenti 
proteici nei semi delle leguminose da noi esaminati siano da ritenersi, 
quantitativamente e qualitativamente, ben rappresentati e sufficienti ad assi- 
curare da soli la totale razione proteica necessaria ai ratti in via di accre- 
scimento. 

Ricerche corrispondenti sono state eseguite e si stanno eseguendo sui 
cereali, col proposito di identificare e precisare anche per questi, come pei 
legumi, le deficienze responsabili degli effetti dannosi gia rilevati e resi 
noti, negli animali alimentati esclusivamente con semi di Triticum vulgare 
Vill., Hordeum vulgare L., Zea mais L., Oryza sativa L.“. 

Fondandoci sui risultati delle ricerche al riguardo -finora espletate, e 
precisamente su quelli riferentisi al grano e all’orzo, ci riteniamo autoriz- 
zati ad esprimere la convinzione, che i cereali differiscono dai legumi per 
una deficienza assai pit’ complessa, associandosi nei primi la deficienza sa- 
lina e vitaminica, notata pei legumi, anche a una deficienza — quantitativa 
o qualitativa — di natura proteica. 

E risultato infatti, che per rendere gli animali alimentati esclusiva- 
mente con grano o con orzo affatto pari ai controlli normali ¢ necessario 
aggiungere, oltre i componenti minerali e vitaminici, anche una sufficiente 
quantita di caseina. 

Soffermandoci intanto sul grano, e tenendo presente il fatto accennato 
che i semi di leguminose ci erano risultati completi dal punto di vista 
proteico, ci & sembrato utile stabilire appunto se questi ultimi, ageiunti in 
adatta proporzione al grano — integrato con i correttivi minerali e vita- 
minici in ogni caso necessari - si fossero mostrati sufficienti a correggere 
la deficienza proteica del grano stesso 0 meglio a completarlo nella stessa 
misura risultata possibile con l’aggiunta di caseina. 

Me Collum, Simmonds e Parsons ©), dopo aver studiato, singolarmente, 
il valore nutritivo delle proteine di taluni semi (cereali e legumi), hanno 
preso in esame anche il valore di miscugli di proteine derivate da pid ce- 
reali o da pil legumi, o da cereali e legumi insieme. 

(1) Famrani V., Sugli effetti dell’alimentazione esclusiva con alcuni cereali. «Il pro- 
blema alimentare », 1931, 1, 165; Ip., Sul valore alimentare del grano. «Il Problema ali- 


mentare », 1932, 2, §5; Ip., Sul valore alimentare dei semi di “ Hordeum vulgare L.”, in 
corso di pubblicazione. 


(2) Mc Cotium E. V., Stmmonps N. e Parsons H. T., Supplementary protein values 
in foods. IV. The supplementary relations of cereal grain with cereal grain; legume seed with 
legume seed; and cereal grain with legume seed; with respect lo improvement to the quality 
of their proteins. « Journ. Biol. Chem. DLO2 Tea 207s 


In base ai risultati delle loro ticerche, gli autori hanno concluso, che 
associando vari cereali, o vari legumi, non si ottiene un miscuglio proteico 
di valore nutritivo sensibilmente superiore a quello delle proteine dei sin- 
goli semi; di contro, un miglior risultato si ottiene associando insieme 
cereali e legumi, e pit particolarmente grano e fagioli o grano e piselli. 


Per le nostre ricerche gruppi diversi di ratti, provenienti tutti da uno 
stesso ceppo originario, sono stati alimentati, a cominciare dalla etd di 
30 giorni (cioé una settimana circa dopo lo slattamento), con grano me- 
scolato, singolarmente per i diversi gruppi, con semi di Cicer arietinum L., 
Lathyrus sativus L., Ervum lens L., Vicia faba L., nella proporzione di una 
parte di legumi e due parti di grano. Un gruppo di animali é stato invece 
alimentato con grano integrato con caseina in ragione del 10°/,, in ma- 
niera cioé da risultare pressoché identica, in ogni caso, la quantita percen- 
tuale di sostanze proteiche nell’alimento totale offerto. 

In tutti i gruppi si ¢ aggiunto sempre miscuglio salino di Pappenhei- 
mer, Mc Cann e Zucker in ragione del 4°/, e olio di fegato di merluzzo 
in ragione del 2°/,, allo scopo di correggere la deficienza salina e la de- 
ficienza in fattori liposolubili A e D, presentata — come si ¢ detto —, sia 
dai cereali che dai legumi. Un altro gruppo di animali & stato alimentato 
con grano integrato semplicemente dal miscuglio salino e dall’olio di fegato 
di merluzzo, in maniera da servire da controllo, onde poter meglio valu- 
tare lentita dei vantaggi arrecati dalla aggiunta di caseina o da quella di 
semi di leguminose. Un ultimo gruppo di ratti, ancora per controllo, é 
stato infine tenuto ad alimento misto (animale e vegetale) molto variato. 
Ogni gruppo di animali era costituito da 5 ratti (2 maschi e 3 femmine), 
scelti e distribuiti in modo, che in ogni gruppo fossero rappresentati ani- 
mali di uguale peso iniziale. Sia il grano, sia i legumi venivano  offerti 
finemente tritati e ben mescolati, in maniera da riuscire impossibile la 
scelta da parte degli animali. In complesso adunque le nostre esperienze 
sono state eseguite su 35 ratti, suddivisi in 7 gruppi alimentati come segue: 


Gruppo I: Grano (gr. 100), miscuglio salino (gr. 4), olio di-fegato 
di merluzzo (gr. 2); 

Gruppo II: Grano (gr. 100), caseina (gr. 10), miscuglio salino (gr. 4), 
olio di fegato di merluzzo (er. 2); 

Gruppo IIf: Grano (gr. 100), semi di Cicer arietinum L. (gr. 50), 
miscuglio salino (gr. 6), olio di fegato di merluzzo (gr. 3); 

Gruppo IV: Grano (gr. 100), semi di Ervwm lens L. (gr. 50), mi- 
scuglio salino (gr. 6), olio di fegato di merluzzo (gr. 3); 

Gruppo V: Grano (gr. 100), semi di Vicia faba L. (gr. 50), miscu- 
glio salino (gr. 6), olio di fegato di merluzzo (gr. 3); 


Pi 


Gruppo VI: Grano (gr. 100), semi di Lathyrus sativus DW ets 50), 
miscuglio salino (gr. 6), olio di fegato di merluzzo (gr. 3)5 


Gruppo VII: Alimento misto (vegetale e animale), molto variato. 


Tutti gli animali avevano sempre acqua a disposizione, ed alimento 
in quantita tale da poterne assumere liberamente a volonta. 

Durante il periodo di osservazione, prolungato per 70 giorni, si € te- 
nuto conto delle variazioni del peso. corporeo, del comportamento dello 
apparato genitale esterno (discesa e dimensione dei testicoli nei maschi, 
schiusura dell’ostio vaginale nelle femmine), della funzione riproduttiva, 
dell’aspetto e delle condizioni generali degli animali. 

Dall’esame della annessa tabella, in cui sono riportati i dati relativi 
alle variazioni del peso del corpo, risulta, in accordo, con quanto avevamo 
precedentemente avuto occasione di rilevare, che l’accrescimento dei ratti 
alimentati con grano, integrato unicamente da correttivi minerali e vitami- 
nici (Gruppo I) & notevolmente inferiore rispetto allo accrescimento pre- 
sentato dai controlli ad alimento variamente misto (Gruppo VII). Dopo 
70 giorni di esperimento si osservano, infatti, pel gruppo VII aumenti 
percentuali medi del peso corporeo del 242 °/, del peso iniziale e del 230 °/o, 
rispettivamente nei maschi e nelle femmine, e solo aumenti percentuali 
medi del 161 °/, e del 137 °/o, rispettivamente nei maschi e nelle femmine, 
del gruppo I. Tale imperfetto accrescimento ¢ indice della deficienza pro- 
teica del grano rimasta non corretta appunto pel gruppo I. Gli animali, 
infatti, del gruppo II, cui oltre i correttivi minerali e vitaminici veniva som- 
ministrata anche una adatta quantita di caseina, non lasciavano apprezzare 
pit alcuna differenza rispetto ai controlli normali, presentando nello stesso 
periodo di tempo, aumenti percentuali medi del 269 °/, (maschi) e del 
224 °/, (femmine). 

Uguale perfetto accrescimento si € potuto notare allorché al grano, 
in luogo della caseina, fu aggiunta una opportnna quantita di semi di 
Cicer arietinum L., Ervum lens L., Vicia faba L., Lathyrus sativus L. 

Alla fine del periodo sperimentale si avevano infatti comparativamente 
i seguenti aumenti percentuali medi del peso corporeo per gli animali dei 
vari gruppi: 

Maschi Femmine 


Gruppo I: grano, misc. sal., ol. feg. merl. 161 °/o 137 °/o 
» IL: grano, caseina, misc. sal., ol. feg. merl. 269 Jo 224 °/o 
>) Ils erano, cect gimisesical.,. Ol, leganiner. 307 fon 25 2c 
» “Ve grano, denticehie, misc. sal.,ol. feg. merly 85292?) eesoore). 
» - V2 grano, stave; amsc.ssal..eolu deg. mer. 2660}5. 5 2690%G 
» VI: grano,.cicerchie, misc. sal., ol. feg. merl. 240 Rio 284-5 


» VII: alimento misto 242 21g . 230°f5 
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Grano + cicerchie 
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Alimento misto 
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In tutti gli animali perfettamente normale si ¢ presentato il compor- 
tamento dell’apparato genitale esterno per cid che concerne la discesa e 
dimensione dei testicoli nei maschi, e la schiusura dell’ostio vaginale nelle 
femmine. Ugualmente normale si ¢ mostrata la funzione riproduttiva nei 
maschi e nelle femmine, poiche queste ultime, alla fine del periodo speri- 
mentale, avevano gid tutte portato a termine una prima gravidanza. Le 
condizioni generali si mantennero sempre buone per tutti gli animali, tranne 
che pel n. 2 del I gruppo e pel n. 30 del VI gruppo, morti rispettiva- 
mente al 33° e al 65° giorno di esperimento. 

Dai risultati riferiti appare adunque cvidente, che la deficienza proteica 
del grano pud essere corretta dai costituenti proteici dei legumi, o pil pre- 
cisamente dei semi esplorati di Cicer arietinum L., Lathyrus sativus L., Ervum 
lens L., Vicia faba L., e che la correzione in tali casi avviene nella stessa 
misura in cui pud ottenersi con l’aggiunta di caseina. Tenendo presente il 
titolo dei miscugli di grano e legumi da noi adottati (Gruppo III a VI) 
non é da pensare che in tal caso la percentuale delle sostanze proteiche 
nell’alimento totale dall’animale ingerito fosse superiore a quella del caso, 
in cui si aggiunsero Io gr. di caseina a 100 gr. di grano (Gruppo II); 
essa invece puo considerarsi alquanto inferiore. 

Risulterebbe ovvio adunque concludere, che il valore nutritivo dei 
costituenti proteici dei legumi (ceci, lenticchie, fave, cicerchie), possa con- 
siderarsi uguale a quello della caseina; ma non volendoci impegnare per 
ora con una affermazione troppo generale, ci limitiamo solo a fissare la 
nozione che essi si mostrano sufhcienti a correggere la deficienza proteica 
del grano, ovvero a completarne — quantitativamente e qualitativamente — 
il contenuto proteico in grado corrispondente ai bisogni dei ratti in via di 
sviluppo, e precisamente nella stessa misura di quanto puo ottenersi con 
la caseina. 
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Matematica. — La teoria delle serie di equivalenza sopra una 
superficie algebrica: operazioni sulle serie. Nota 11 del Socio Fran- 
CESCO SEVERI. 


4. Dimostriamo ora che: 

Se per un. gruppo K di w punti dati su F passa una serie continua 6, di 
gruppi di wna data serie d’equivalenza o, questi formano alla lor volta una 
serte dt equivalenza. j 

Il teorema ¢ ovvio se o é una serie di stretta equivalenza segata da 
una famiglia di varieta. M,_, di S,, fuori di punti fissi e di gruppi semi- 
fissi sopra una curva di F, giacché i gruppi dio, son segati dalle M pas- 
santi per K. 

Sia o una serie di lata equivalenza eo, , 6, sieno due serie di stretta equiva- 
lenza,.tali che p =o,;—o,; ove‘o & la serie-ottenuta da o non trascurando 
i eruppi semifissi G sopra) una curva I di F. Denotiamo con A, un gruppo 
generico di o,, cosi che A, + K ¢ un gruppo di o. Al gruppo A,+Keé 
associabile un gruppo A; dio,, in modo che G+A,+K + A,éun gruppo 
A, dio,. Vi & dunque un’infinita continua di gruppi di o, che passan per K. 
Astraendo in questi da K, si ottiene un’infinita continua o.9 di gruppi, alla 
quale appartengono totalmente i gruppi G + A, + A,. Pertanto risulta (ya 


\ 


= 020—6;, OVE Po & la serie ottenuta da o, non astraendo dai G. Ma Qo 


(1) Presentata nella seduta del 5-marzo 1933. 
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Si 


& differenza di due serie di stretta equivalenza: dunque anche o, ¢ una 
serie di equivalenza. 


5. Aggiungendo ai gruppi di una serie di equivalenza o un gruppo K di wp 
punti fissi, si ottiene una serie di equivalenza oo. 

E conseguenza ovvia del fatto che K si pud considerare come parziale 
intersezione di F con una varieti Q,_.. Se questa sega ulteriormente F in 
un gruppo H, i gruppi di o, son segati, fuori di gruppi semifissi e di punti 
fissi, ivi compresi i punti di H, dalle varieta virtuali somme della varieta 
fissa Q colle varieta virtuali che segano i gruppi di o. 


6. Una serie di equivalenza (curvilinea) o sopra una curva TY (irriducibile 
o riducibile) di Fé wna serie curvilinea di stretta equivalenza superficiale. 

Conduciamo per I um’ipersuperticie ®, ]a quale seghi altrove F nella curva 
A, e consideriamo un sistema lineare 2% di ipersuperficie associato alla serie di 
equivalenza completa che contiene totalmente i gruppi dio, cioé (B, n. 4) un 
sistema che seghi su [I (fuori di punti fissi) la detta serie completa e sia 
tale che per un gruppo generico di o passi una sola ipersuperficie di &. 
Allora la data serie o vien segata su F, fuori di punti fissi e di un gruppo 
semifisso variabile su A, da un sistema lineare di M,_,, staccato su ® da &. 

Il teorema inverso non é vero: cioe sopra una curva TI di F esistono ge- 
neralmente serie curvilinee di equivalenza superficiale, che non sono serie 
di equivalenza curvilinea. Cosi p. e. sopra una curva I tracciata su di una 
superficie razionale F, tutti i gruppi di m punti formano una serie di equi- 
valenza superficiale, perché twtii i gruppi di m punti di F (come tutti i 
gruppi di m punti del piano) formano una serie di equivalenza. 

Un altro esempio (Memoria C, n. 24) € fornito dalla serie staccata, 
sopra una curva I intersezione completa di F (supposta in S,) con una su- 
perficie irregolare ® dello spazio, da un sistema continuo di curve non equi- 
valenti tracciate su ®. I gruppi di questa serie sono equivalenti superficial- 
mente su F, ma non sono equivalenti come gruppi di I. 


7. La somma di due serie di equivalenza é una serie di equivalenza. 

La cosa @ gia stata dimostrata (n. 3) se le serie date son di stretta 
equivalenza. Sieno o, t due serie di lata equivalenza e o,, 7. le serie for- 
mate dai loro gruppi non facendo astrazione in essi dai gruppi semifissi G , K 
variabili rispettivamente sulle curve T,A. Varranno le: 


(2) Cone 0 eee On ’ Opa ee 
OV€ 6: ,6,,71, 72 Son serie di stretta equivalenza. 


Presi in 6), 7) due gruppi A, + G,Bo + K, sono ad essi associabili 
rispettivamente due gruppi A, ,B, di o;,7;, in modo che Ao + G+ A,, 


= 493 — 


Bo + K + B,; son due gruppi A.,B, di o,,7,. Ora il gruppo A, + By + 
+G+kK+A,+B,éun gruppo della serie di stretta equivalenza o, + 7, 
ed il gruppo A, + B, ¢ un gruppo della serie di stretta equivalenza o; + 7,. 
Dunque i gruppi A, + B, + G+ K, cioé i gruppi della serie o, +t, for- 
mano una serie di equivalenza differenza delle serie di stretta equivalenza 
(. + 2) € (6, +7,). E siccome infine il gruppo G + K varia su 2 + A 
in una serie di equivalenza, si conclude col teorema enunciato. 


8. Se due serie di equivalenza o, 7 dello stesso ordine, hanno un gruppo 
comune A, esse costituiscono una sola serie (connessa) di equivalenza. 

Le serie 6,7 son rispettivamente segate su F, fuori di punti fissi e di 
gruppi G, K semifissi sulle curve P’, A, dalle varieta virtuali M—N,P—Q, 
variabili con continuita. 

Per ipotesi vi sono infiniti gruppi della serie di equivalenza o + 7, che 
passano per A (quelli che si ottengono associando ad A un gruppo qualtinque 
di o o di t), ed essi formano una serie segata dalla varieta virtuale variabile 
(M + P) —(N + Q) fuori di punti fissi e del gruppo G + K_ semifisso 
sah A: 

Le varieta virtuali (M + P) —(N + Q) formano un sistema il quale 
€ connesso, attraverso alla varieta virtuale somma delle due che staccano 
A come gruppo di o e di t. Il teorema é cosi dimostrato. 

Una serie di gruppi di m punti di F, costituita da wn numero finito di 
serie di equivalenza irriducibili, che formino complessivamente un insieme 
connesso di gruppi di m punti e tale che non esistano altre serie di equi- 
valenza di ordine m connesse con tal insieme, dicesi una serie di equivalenza 
completa. Essa pud denotarsi con |A]|, essendo A uno qualunque dei suoi 
gruppi. Allo stato delle nostre conoscenze sull’argomento non si puo escludere 
che sia possibile, in qualche caso, proseguire indefinitamente ad aggiungere 
ad un sistema connesso di serie di equivalenza irriducibili di ordine n, complete 
come serie irriducibili, altre serie di equivalenza irriducibili dello stesso 
ordine, in modo che il sistema resti sempre connesso. La cosa sembra pero 
improbabile. 


9. Se i gruppi di una-serie di equivalenza ~ sono parti det gruppi dt 
unaltra serie di equivalenza o, i resti costituiscono una serie di equivalenza 
(che dicesi una serie differenza o—vt delle due date serie). 

Sieno 6,7. le serie derivanti da «6,7 nel modo indicato nel n. 7 e 
conserviamo per esse le notazioni del-medesimo numero. Indichiamo inoltre 
con A, un gruppo variabile ino, che contenga come parte il generico gruppo 
B, di t. La serie o, —7t, i cui gruppi risultano dalla somma del gruppo 
effettivo A, —B, e del gruppo virtuale G—K, variabile in una serie di 
equivalenza (virtuale) sulla curva [+ A, & differenza delle serie di stretta 
equivalenza 6, + 7,,6: + 7, e, poiché i gruppi di o— 7 si ottengon dai 


pm ae 
gruppi di 6, — 7, togliendone il gruppo G — K semifisso su + A, si con- 
clude che o—vt ¢ una serie di equivalenza. J ts 


10. In verita l’argomentazione del numero precedente non conduce alla 
conclusione enunciata se non a patto che si dimostri che la serie o—t 
si puo ottenere dalla differenza di due serie di stretta equivalenza astraendo, 
nei gruppi di tale differenza, non gia da un gruppo virtuale, ma da un gruppo 
effettivo semifisso. Se questo non fosse possibile, si dovrebbe estendere la 
nozione di serie di equivalenza. 

Nel fatto é facile vedere che la serie o—‘t del numero precedente é 
proprio una serie di equivalenza nel senso della definizione del n. 2. 

Si consideri infatti sulla curva A una serie di equivalenza |L|, tale che il 
generico K sia contenuto in un gruppo L e lasci un residuo H. La serie e degli 
L proviene da una serie e, segata su F, fuori di punti fissi, da_un sistema 
di M,—., astraendo da un gruppo Q semifisso sopra una curva A di F 
{n. 6). Percid (n. 2) é di stretta equivalenza la serie o, + 99 (60 = G2 — Gr). 
I gruppi di c, + e. sono (fuori di punti fissi) del tipo Ao + A, +G + 
+K+H+Q, oveG+K +H+Q éun gruppo semifisso sul +A-+ A. 


Pertanto la serie ¢ —7t pud anche ottenersi dalla serie 
(Go + Qo.) —T = (Go, + Po + tr) —(6, + 72), 
1 cui gruppi son del tipo 


(Ao+ Ar +Br+G+K+H-+Q)—(A, +B. +B, +K)= 
=A,.—B,+G+H+Q, 


astraendo da punti fissi e dal gruppo G + H + Q semifisso sulla curva 
[+A +A. Onde ¢—v é di equivalenza nel senso del n. 2. 


1. Le proposizioni dimostrate consentono di operare per somma e sottra- 
Rione sulle serie di equivalenza, senza uscire dal campo delle serie stesse. 

Se si hanno due serie di equivalenza 6, ,6,, si potra considerare in 
ogni caso una serie di equivalenza virtuale 6, —o,, come un’operazione 
potenziale da eseguirsi sopra serie di equivalenza, che contengano parzial- 
mente o,; € questo perche, denotate con e,; due tali serie, le operazioni 
+ 6,—6;,+9,+ 6, + (@—o,), applicate a p,, conducono -a risultati 
identici. 

Una serie che contenga parzialmente la: serie fr ordine 1; ,0;, pud 
Ottenersi p. es. segando la F di S, coi gruppi di, spazi S,_, passanti per 
un dato.S,_, 


12. Un altro teorema importante della teoria che andiamo SvelBenis 
€ il seguente: 


DS 


Una serie razionale 6, 00%, di gruppi di n punti sopra una superficie, é 
una serve di equivalenza (anzi, se p= 2, una serie di stretta equivalenza). 

Il teorema é gid stato dimostrato nella Memoria C; vale pero la pena, 
per aver qui un quadro completo, di ripeterne a larghi tratti la dimostra- 
zione (che & sviluppata in C con ogni dettaglio). 

Osserviamo, in primo luogo, che se o & una serie di gruppi di punti 
sopra una curva Idi F, essa é una serie di gruppi equivalenti su T (B, n. 12) 
eppero € una serie curvilinea di equivalenza superficiale (n. 6). Nel seguito 
supporremo dunque che o sia una serie superficiale. 

Sia anzitutto p = 2 e la serie o sia d’indice v. Vi sono infiniti modi 
di porre una corrispondenza birazionale fra gli elementi (gruppi) dio e i 
punti di un piano «. Fissata una corrispondenza birazionale w tra o e a, tutte 
le altre si deducono. moltiplicandola per. le trasformazioni cremoniane di « 
in sé. La w induce una corrispondenza T tra F ed «, nella quale all’insieme 
dei v gruppi G di o passanti pel generico punto di F,, corrisponde un gruppo 
H di v punti di «, imagini in @ dei predetti G. Orbene, fissato in # un sistema 
lineare |E|, cov+* e di ‘grado’ effettivo v, di curve d’ordine v aventi un 
punto base (v—1)-ploA e v—1r1 punti base semplici B,,---,B,_,, e 
considerati i sistemi lineari |E,|,|E,|, co” e di grado effettivo v—1, che 
deduconsi da | E| imponendo rispettivamente un ulteriore punto base semplice 
generico C,,C,, si dimostra che la w puo essere scelta in guisa che pel 
gruppo H generico passino una sola E, ed una sola E, e che queste curve 
sieno distinte e irriducibili. La serie + degli H risulta in tal guisa inter- 
sezione completa (fuori dei punti fissi comuni) dei sistemi | E,|, | E,|. Poiché 
le E, , E, relative al generico H, cioé al generico punto di F, son razional- 
mente determinate da questo, esse avranno equazioni del tipo: 


G) Ex (6,93 %:5°**5%r) = 0, EL AG Hix 52 i 5 4) = 9, 


dove (€,) € un punto di «#;(x,,-++,x,) é un punto di F (che suppo- 
niamo in S,) ed E,,E, son polinomii nelle due serie di variabili. 

Si verifica facilmente che, se qualcuno dei predetti polinomi, per 
(x; ,+++,%Xr) dato su F, svanisce identicamente, oppure se E, , E, ,. come 
polinomii in §,%, hanno una parte comune o coincidono, (x; ,-++, Xr) non 
puo che cadere in punti fissi o su una linea fissa P (irriducibile o riducibile) 
di F. Ne ‘consegue che, quando (€,) ¢ dato genericamente in «, le due 
ipersuperficie (3) segano su F, fuori di punti o fissi o situati su I’, il gruppo 
G corrispondente a (€, y) in T—*. Con altre parole: la M,_, variabile rappre- 
sentata dalle (3) al variare di &,7, sega su F, fuori di punti o: fissi o 
situati su F, la serie o; e siccome il gruppo delle w (= 0) intersezioni di 
M,—. con F, che son variabili su [, ¢ funzione razionale dei due para- 
metri §,7, il gruppo stesso si muove su I in una serie di equivalenza 
d’ordine w (B,n. 12). Onde o é una serie di stretta equivalenza. 


A ore 


Suppongasi infine p > 2. Si rappresentino birazionalmente i gruppi di 
6 coi punti di uno spazio S, (&,,---,& 9); con che si stabilisce una corri- 
spondenza algebrica T tra i punti di F ed i punti di Sg. 

Ad un generico punto (x; ,+++, xr) di F rispondono co®>? punti. di 
S., che rappresentano i gruppi di o passanti per (x: ,---, Xr), e che costi- 
tuiscono una varieta algebrica M, funzione razionale di (x; ,-+-,x,). Ad 
un generico punto (&, ,--+, &,) di S, rispondono, mediante T —', gli  punti 
di un gruppo G di o, ed # uguaglia altresi Pindice del sistema co? delle M. 

Pel teorema del n. 1 esistono in S; tre sistemi lineari d’ipersuperficie 
|®,|,|®,|,|F.|, tali che ad ogni M corrisponde wna coppia d’ ipersuper- 
ficie ©, ,®,, che si segano in M e ulteriormente in un/altra varieta N, a 
e — 2 dimensioni, alla quale ¢ associata razionalmente una V,, in guisa che 
N= (@,,¥,). Le equazioni di ©, ,®,,‘¥, avranno la forma : 


(4) Br (eta oo sore eer ee ? Ee (et y= 95 Ges Xa oe eee 
Di Gees ses Gotan s ie ao 


eve E,,E,,D,, son pélinomii nelle &, x. 

La somma della corrispondenza U, che associa ad un generico punto 
di F i punti di N, e della corrispondenza T, da luogo ad una corrispon- 
denza V, che associa a quel punto i punti di M + N. Ora due eventualita 
posson presentarsi: 

1) Il sistema delle N invade S,, cosi che il polinomio D, dipende 
effettivamente da (x,,-++, xr). [I polinomii E, , E, dipendono in ogni caso 
entrambi da (x:,-+-,xr), se no le M starebbero sopra un’ ipersuperticie 
fissa, contrariamente al fatto che pel generico (&: 5+ ++, 8 ) ne passano m > ol]. 

2) Il sistema delle N sta sull’ipersuperfice fissa D, (€, ,-++,&) =o: 

Nel caso 1) ad un punto generico di S, risponde su F, mediante U-", 
un gruppo K di q (= 1) punti, ¢ essendo l’indice del sistema delle N. Ripe- 
tendo allora il ragionamento svolto nel caso e = 2 (coi debiti cangiamenti 
di forma) si conclude che il gruppo G +K, corrispondente al generico 
(&: +++, &) di So nella V=! = T—' + U-', @ staccato sulla superficie 
F dalla varieta ad r— 2 dimensioni rappresentata dalle prime due delle (4) 
(ove le & si pensino date), fuori di punti fissi e di un gruppo H mobile 
colle € sopra una curva fissa [ di F. Jl gruppo H, essendo funzione razio- 
nale delle €, varia su T’ in una serie di equivalenza. Onde il gruppo G + K 
descrive su F una serie di stretta equivalenza o,. 

Similmente si conclude (sempre nel caso 1), che il gruppo K varia 
im una serie di stretta equivalenza o, segata su F, fuori di punti fissi e di 
un gruppo semifisso L, sopra una curva fissa A di F, dalla varieta ad r — 2 


dimensioni rappresentata dalla prima e dalla terza delle (4), in cui le & si 
pensino date. 


pene UNE ems 


Se nei gruppi della serie di equivalenza o,—o, si fa astrazione dal 
gruppo virtuale H—L semifisso sulla curva [+ A (cfr. col n. 10), si 
ottengono i gruppi di o, che dunque é una serie di equivalenza. 

Quando si verifichi l’eventualita 2) il gruppo K manca e la serie o si 
ottiene addirittura togliendo dai gruppi di o, il gruppo semifisso H. ‘Il teo-_ 
rema € cosi dimostrato in ogni caso. 

OssErvazione. I] teorema puo facilmente estendersi alle serie untra- 
zionali. 


Astronomia. — Correnti stellari nell’Orsa Maggiore. Nota“? 
del Corrisp. A. BEMPoRAD. 


Da una ricerca in corso sui moti propri stellari risultanti dal confronto 
fra il Catalogo Astrografico di Catania e quello di Yale IV (rilievo fotografico 
della zona fra + 50° e + 55° catalogata in AG Cambr. Mass. con differenza 
di epoca At di una dozzina di anni in media rispetto a Catania) risultano, 
oltre a moti propri di particolare interesse per |’entita delle componenti, 
anche indizi di non dubbia sistematicita nell’importo o nella direzione dei 
moti propri, cioé l’appartenenza a sistemi doppi, tripli e pil in generale a 
quei sciami di stelle in movimento che si ¢ convenuto di chiamare correnti 
stellari. 

Su 136 stelle di AG contenute nelle 8 Jastre della zona + 54° da 12"? 
a 1324™, vale a dire in un campo di circa 14 gradi quadrati, solo 19 ri- 
sultano avere moti propri superiori a 0’’.100. Nella tabella seguente comu- 
nichiamo per le dette 19 stelle e per altre due connesse: 

1° gli elementi dei moti propri risultanti dal confronto fra il Cata- 
logo Astrografico (CA) e Yale IV, ovvero fra CA e AG, o infine da due 
lastre del CA; 

2° gli elementi dedotti in Yale IV dal confronto fra AG Cambr. 
(osservazioni meridiane) e Yale IV (lastre fotografiche). 

I valori di ue, ws, ¢ p (in arco di circolo massimo) vengono comu- 
nicati in millesimi di secondo d’arco. L’errore probabile di questi. moti propri 
oscilla in Yale fra 0’’.0r e 0”.02 e non dovrebbe superare questo limite per 
il Catalogo Astrografico, potendosi ritenere compensata la piccolezza della 
differenza di epoca At dalla scala presso che doppia delle nostre lastre (di- 
stanza focale 300 mm. contro 163.5 mm. per Yale). Il peso P venne cal- 
colato in base al numero delle Jastre di Catania (3 al massimo) contenenti 
le stelle in questione e anche in base alla posizione delle immagini sulle 
singole lastre; si ¢ assegnato il peso 1 alle stelle con coordinate = 50’, il 
peso |, alle stelle con coordinate eccedenti il detto limite. 


(1) Presentata nella seduta del 2 aprile 1933. 


wz Ags = 
SE <a 


AG ; MSPs Catania M. Ps Yale 
Cbr: Mass. = . - 

No tho, | 8 rv P iho, Ls 
3993 - | —-0.056 =~ 0" :107. | owas I — 0.099 | — 0”.100 
4002 (1) + 54 — 86 102 105 + 82 _ 110 
4015 (2) -- 220 — 95 227 2 ae = 
4016 (2) oo 270 — 86 283 2 <= — 
4033 — 39 == soy! 111 Ln — 4 — 66 
4038 + 65 _ 90 IT! 3) =f 30 — 64 
4044 ? — 101” — 24 104 Tey lo —en 83. bhyte 12 
4063-G). 1 18 |e 9 20 1.50 | — 9 least ty aoe 
4073 (4) | 243-1 4 99 B62 of. et = — 
4053 (5) + 41 + 198 202 2 + 19 + 199 
4110 (6) — 202 -- 30 204 I = 167 +. 81 
4129 -f oo 29 ~ 101 105 I — 36. — 29 
ALO (G).: } vee rh? || te ne 12 |e 48 Font Aue 06 ol pita ae 
4154 — IIT + 53 123 2.5 -— 92 + 70 
4195 ft Oa le tee 1a ct ae a aes 6) 
AZO Smee + 72 — 150 |} (166 ae | 3 46 | — 139. 
4277 Se LOR Ne cate 50 115 I — 24 + + 36 
4283 (8) _ 125 + 50 135 ; te 5, 128 he 14 
4299 (9) sr CO 28 95 I “bi ahha: hae 39 
4305 + 49 — 94 106 Tr. 5 arte = 94 
4314 (10) —* 120 — G2 131 I _ 95 — 82 


(1) Cambr. Mass. da per questa stella § = — 0’’.005 intermedio fra Catania e Yale. 


(2) Per queste stelle troppo vicine la distanza foca le dello strumento usato a Yale non permette la se- 
parazione. Il MPé stato ottenuto ricavando, mediante conf ronto di rostelle in zona, la riduzione sistematica 


— 08.18 — 0’ 1 da AG Cbr. a CA. Crediamo opportuno riportare i moti propri dedotti dalle singole lastre. 


L. 928 (1899.32) L. 925 (1809.32) L. 2410 (1904.36) 
AG Cbr. 4o15 — 0//,291 —0!’,100 —0o!",224 — 0!/.075 — 0/,210 — 0’/.127 
4016 BD Ree FN ee 86 278 75 246 100 


Tenuto conto che soltanto sulla seconda lastra le stelle compaiono in posizione centrale l’accordo fra le varie 
lastre e da considerare come soddisfacente, Questa doppia figura in Cincinnati 18 n. 1520, dove e indicato il 
MP —o!’’.18t —o/’.125. Si tiratta evidentemente di una doppia fisica con moto orbitale apprezzabile. 

(3) Stella tripla=Bu 6155. A noi risulta 

Ae °Be -318°r 2.73, 8"g—oMg contro Bu: 315° 0.53 7M2—8Mo 

Ave €: 149 7 12.24 8 9.12 0 » moe 149 7 i Re GS SU Te 9) 
fl forte scarto della distanza (da 2 ”73,a 0!7.53) per il compagno pit lucido conferma l’inclusione di questa 
stella da parte del Burnham fra le s/ars probably binary. 

(4) IL MP é dedotto dalle due lastre 1354 e€ 2690 con un intervallo di circa 6 anni. I confronti fra 
le dette due lastre e Yale darebbero Per questa ste lla i seguenti risultati discordanti: 


L. 1354 + 0/7.036 + 0.069 
» 2600 = 0 4133 + 0.048 
(5) Boss 3267: + 0/%.016 + 0'f.174. 
(6) Rt H 8007: — 0/’.210 + 0!.0g0. 


(7) E degna di nota la stella vicina, pit boreale di 1/6 (12h51m 30.04 53°38’ 30'".7 10M8) col MP 
—0'’.085 —o’’.012 dedotto dalle lastre 2440.e 4029: intervallo 24*04. Per la 4149 il catalogo Lick B 321 
indica il MP —0/’.053 + 0’.020 in buon accordo col nost ro. 

(8) Nyrén — o!’.087 — 0’’.013. nin 

(9) In Schorr, Eigenbewegungs-Lexikon, & indicato per questa stella il MP —o0/.053 —o!.040 
fortemente discordante dal nostro in AR. L’errore 2 corretto nel n. 34 delle Mitteilungen der Hamburger 
Sternwarte in Bergedorf al n. + 53°.1628, 

(10 Lick B 321: —0’?.096 — 0/’.090. © 


a 


pe as 
La sistematicita dei detti moti propri risulta facilmente dalla distribuzione 
per quadranti. Contrassegnando i quadranti da I a IV (da S verso W) si 
ottengono i seguenti valori: 


Quadrante Frequenza MP medio 
I 30 0'.054 
II 24 O .052 
II 42 O .054 
IV 45 O .059 


Malgrado lo scarso numero di stelle considerate ¢ manifesto il minimo, 
sia della frequenza sia del MP medio, nel secondo quadrante e il massimo 
nel quarto. Ma di interesse ben maggiore sono i risultati che si ottengono 
raccogliendo in medie i MP sensibilmente paralleli riconoscibili a vista dalla 
proporzionalita delle componenti in AR e in Decl. (ad es. nel breve rias- 


sunto precedente n° 4015, 4016, 4314; 4038, 4208, 4305). Abbiamo otte- 
nuto i seguenti cinque raggruppamenti: 


Fig. 1. Le cinque correnti. 


AG Direzione | MP | AG - Direzione MP 
I 3977 43°5 0.081 IV 4o15 293.4 240 
4002 Foal 102 4016 287.7 283 
4038 BAS tes III 4044 283. 4 104 
4149 | 28. 6 25 4158 288. 1 48 
4192 33-7 47 4167 294.0 49 
4208 2 SC 166 4181 292. 4 18 
4209 20. 9 81 4191 280. 6 65 
4305 27-5 106 4207 274-9 47 
IL 3985 260° 4 0.072 4aG0 283.1 v4 
4036 255.4 48 aoa ee = 
D 4273 296.0 85 

4039 QS Tar) / 18 
4043 262. 5 38 4292 280. 7 38 
4054 263. 6 71 4302 272.9 59 
4086 262. 6 23 4dh4 29314 134 
4110 Zoey ee ys 20%} V 3993 332 4 “ey 
4134 264. 3 63 4000 331.9 34 
AISI 255.7 o'”.048 4023 338.5 A 
4164 256. 4 aa 4033 339.4 111 
4177 258.0 62 4041 332.9 44 
4298 261.9 ps 4129 344.0 105 
4316 259.4 33 4186 326. 3 58 
III 4172 241.7 74 4187 339. 2 54 
4134 244. 5 123 4199 340. 7 64 
4251 247.7 66 4248 346. 5 26 
4277 244.3 115 4266 325-7 73 
4278 249. 5 72 4318 327-4 85 

4283 248. 2 135 

4306 243.4 29 


Raggruppando in medie i valori corrispondenti alle cinque correnti con- 
siderate, riprodotte nell’unita figura 1, si ottiene: 


@)) BIO 00" 090" ava Se stelieen 
b) 245 6 O88 Gadi) ioyieee eae > 
c) 259 9 065 da 13 » —— — > 
d) 293 8 O91-uda Tq. 5 “eater = 
&) BA Sth Oboe dant tues 2) Bae ye SA 


Confrontando i detti risultati col numero di stelle considerate in ciascun 
quadrante (rispettivamente 30, 24, 42, 45) si riconosce che il secondo qua- 
drante, col minor numero di stelle, non rivela nessuna sistematiciti apprez- 


—. jor — 


zabile, il primo quadrante, con 30 stelle, da chiaro indizio di una corrente 
con 8 stelle, gli ultimi due quadranti infine, con 42 e 45 stelle rispettiva- 
mente, rivelano ciascuno due correnti, di 11-12 stelle in media, con diver- 
genza di 14° per le b, ¢ e di 42° per le d,-e. 

40 


30 


{0 


Presentano qualche interesse anche le due curve della frequenza dei 
moti propri secondo la grandezza (fig. 2) e secondo la direzione (fig. 3). 


La prima nel ramo discendente presenta il noto andamento della curva della 
probabilita; il ramo ascendente sale invece rapidamente, come comporta il: 
il fatto che la penetrazione delle lastre si arresta bruscamente verso la 12? gran-! 
dezza. La seconda curva conferma il massimo di frequenza intorno a 270° 
(correnti c e d) e accusa lacune intorno a 105° e a 195° a riprova della 
assenza gia notata di correnti apprezzabili nel 2° quadrante. 


E in corso di studio la ricerca analoga per le lastre seguenti della stessa 
zona e per le stelle pit deboli fino alla 11* grandezza, visto che anche queste, 
come risulta dalla precedente nota 7%, possono talora possedere moti propri, 
piu rilevanti delle stelle vicine piu lucide. 


Astronomia. — La--radiazione del Sole nel 1931 € nel 1932. Nota del 
Socio G. ARMELLINI e G. ANDRISSI. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


MEMORIE:-E NOTE PRESENTATE DA’“SOCGI 


Matematica. — Sulle successioni di funzioni convergenti verso 
una funzione olomorfa™. Nota di S. Crnaqurnt, presentata® dal 
Corrisp. L. Tone tt. 


Una recente Nota di S. Minetti%) mi induce a pubblicare alcuni risul- 
tati che stabiliscono Volomorfismo della funzione limite di una successione 
di funzioni, sulle quali non faccio Pipotesi che esse siano equilimitate e nep- 
pure che siano olomorfe. 


1. TeoREMA. — Sia D un campo del piano (x,y), aperto e semplice- 
mente connesso), ed in tale campo si abbiano due successioni di funzioni 


a (X,Y) Ma (X,Y), +2 Un (X,Y), 0885 
Uz (% 59), 2%), +++ 5 Un (%,N)o-2**, 


soddisfacenti alle seguenti condizioni: 


(1) Lavoro eseguito nel Seminario Matematico della R. Scuola Normale Superiore 
di Pisa. 

(2) Nella seduta del 19 marzo 1933. 

(3) Un teorema generale sulle successioni di funzioni convergenti verso una funzione 
olomorfa. (Questi « Rendiconti», serie 6°, vol. XVII (1933), fasc. I, p. 58). 

(4). Non si aggiunge nessun’altra ipotesi riguardante la frontiera di D. Percid, in 
particolare, tale frontiera potra essere data da una qualsiasi curva continua e chiusa di 
Jordan, priva di punti multipli. 


» > Cl) Le un evn convergano, per n co, rtspettivamente verso due funziont 


; Ou ov : 
U(,y) ¢ V(@,Y), continue in D; le cage a esistano sempre finite e 
convergano, per n—>co, verso due funzioni le quali, su ogni parallela px al- 
OUn CUn 
oy oy 


Passe delle x, risultino limitate; le esistano sempre finite e con- 


vergano, per n—>co, verso due funzioni le quali, su ogni parallela py all’asse 
delle y, risultino limitate. 

Ee (liye == e = siano, su ogni px ugualmente (rispetto ad n) limitate, 
ad eccezione al pitt degli intorni di un insieme numerabile di punti di px; le 
Un On: sides : Fi : 
aye e ya siano, Su ogni py, Cis limitate, ad eccezione al pitt degli 
intorni di un insieme numerabile di punti di py. 

Allora, se per n—>co é, quasi dappertutto in D, 


Colas faye = pag Ue Sr era 


la funzione limite U(x, y) +iVO@, Y=f@, GH*T iy), & olomorfa 
iN). 

Sia P; = (%0, 70) un-punto di De si indichi con C, un cerchio avente 
il centro in P, e raggio sufficientemente piccolo, affinche tutti i punti di Co, 
circonferenza compresa, appartengano a D. Tutto si riduce a dimostrare 
che la f(z) & olomorfa in C.. 

Si consideri una parallela py all’asse x che tagli Co e si indichi con px 
il segmento staccato su px da Co. Detto I Vinsieme dei punti di px, nel- 


ae ; Ou, ate : . 
Yintorno dei quali (su px) le non sono ugualmente limitate, si osservi 


che I é numerabile, per ipotesi, e anche chiuso. In ogni intervallo d di px, 


; ; OUn aye 
interno ad un intervallo contiguo di I, le jy, Sono ugualmente limitate ; 


e su ftulto px = L, con L numero finito, dipendente dalla pa- 


: Un 
lim ——— 
1 —>» CO ox 
rallela px. Ne viene che, su tutto 8, ¢ (a essendo lascissa del primo estremo 


di 8) 


UG,y)—UCa,y) = lim [un ) =m P= 


s sa, ou 
= lim | =" dx =| ( Ligne a “ Jas, 
u—>OO, ox n —> CO x 


a a 


e sempre su tutto §, i numeri derivati di U(x,y), rispetto ad x, sone 
tutti, in modulo, =L, ed & quasi dappertutto 


(2) —- = lim 


Quest’uguaglianza vale percidO quasi dappertutto su px; ed, eccettuati al 
pia 1 punti di I, su px i numeri derivati di U(x,y) rispetto a x, sono 
sempre in modulo =L. Siccome I ¢ chiuso e numerabile, i numeri deri- 
vati detti risultano in modulo =L su tutto px. Infatti, detto I’ Vinsieme 
dei punti di px in ciascuno dei quali uno almeno dei numeri derivati in- 
dicati € in modulo >>L, questo I’ ¢ contenuto in I. Ma I’ non puo avere 
punti isolati, e percio, se realmente esistesse, I’ insieme coi suoi punti limiti 
costituirebbe un insieme perfetto contenuto in I, che ée chiuso. E siccome 
I é numerabile, tale insieme perfetto non potrebbe esistere. 

Analogamente si provano, quasi dappertutto in C,, le uguaglianze 


uh li olin ou = lim au: yy = jim sie 
(3) oy a nae oy > Ox Peas Ox > oy Sees 9 > 


e si prova che tanto la U, quanto la V hanno tutti i loro numeri derivati, 
sia rispetto ad x che a y, finiti in tutto Cy. 
Dalle (1), (2) e (3) segue che, quasi dappertutto in C,, é 


aU av 2) ballet 


@) "By Lay 9 irate or eae 


Ne segue, per un noto risultato di Montel-Looman ©) che la funzione 
U@,y}+iV (%,4) =f (2) é@ olomorfa dentro C,. 

Osservaxione I. — La proposizione qui dimostrata contiene come caso 
particolare quella del Minetti ©). 


(1) P. Monte, Sur les differentielles totales et les fonctions monogénes. « C. R. de P Aca- 
démie des Sciences de Paris», t. 156 (1913), pp. 1820-2, n. 2; H. Looman, Ueber die 
Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen. « Nachrichten der Kgl. Ges. d. Wiss. zu Got- 
tingen», 1923 (pp. 97-108). 

(2) Veramente il Minerrr non pone le condizioni che le funzioni U e V siano con- 
tinue, ma senza queste condizioni il teorema del Mixerri cade in difetto, come é facile 
provare con un esempio. Sia € = gn (x) definita su (0,1) in modo da essere continua, da 


: 3 P I ; : ; 
assumere in x =o il valore 1, in (+ : 7 il valore zero, da avere sempre derivata finita 
i) 


€ continua sempre <0, con 9’ (0) = 0. Ruotiamo la curva cosi definita intorno all’asse (Ss 
Otterremo una funzione € = wn (x,y) definita sul cerchio C di centro (0,0) e raggio 1. 
Poniamo Vn (x,y) = tn (x,y). Allora le‘funzioni limiti assumono sempre il valore zero, 
eccettuato il punto (0,0), ove hanno il valore 1. 


Dus Bead 
Osservazione Il. — Sfruttando i risultati ottenuti dal Tonelli nella sua 
Nota Sul ieorema di Green, si vede che il teorema precedente continua a 
Un Vn 
ox 7” Ox 
non sono verificate su un insieme numerabile di parallele all’asse delle x, 
: Ou ov 

e quelle relative alle — , a 
oy oy 

tabile di parallele all’asse delle y. 


sussistere anche se le condizioni in esso poste relativamente alle 


non sono verificate su un insieme nume- 


. Alle condizioni (I) e (ID del teorema del n. 1 possono  sostituirsi 
le Sane 
(1’) Le ttn @ Un siano funzioni assolutamente continue in D (nel senso di 
Tonelli ®) e, in ogni insieme chiuso E di punti di D, convergano uniforme- 
mente, per n—> co, verso due funzioni U(x,y),V (x,y), anch’esse assoluta- 
Ol Olin Un 


° 1 
mente continue; le 
Ox, an OKT” Oy 


convergano quasi dappertutto in D, 
per n—>oo. 
es Un 
Te Le as 
(il) = 
SU Ognl px sia limitate (rispetto ad n), ad eccexione al piu deglt intorni 
: hes - aes) cee : e ov; 
di un insieme di punti di px, di misura (lineare) nulla; le Cerge , con- 
siderate soltanto la dove esistono finite, risultino su ogni py eae limitate, 
ad eccezione al pitt degli intorni di uninsieme di punti di py di misura (li- 
neare) nulla. 

Ragionando come al n. 1, si prova che, quasi dappertutto in C,, val- 
gono le (2) e (3) e percio anche la (4). 

Allora applicando un risultato di De la Vallée Poussin %), relativo al 
teorema di Green si conclude che per ogni curva y continua, chiusa, retti- 


ficabile, senza punti multipli, contenuta in C, é 


, considerate soltanto la dove esistono finite, risultino 


[P@a =o; 


vale a dire che la f(z) & olomorfa nell’interno di Co. 


3. Alle condizioni (1) e (II) del teorema del n. 1 si pwd anche sostituire 
la seguente : 

(I’-Il’) Le wn € Un siano funzioni assolutamente continue in D,e, in ogni 
insieme chiuso E di punti di D, convergano uniformemente, per n— co, verso 


(1) «Rend. R. Accademia dei Lincei», serie 6", vol. I (1925), pp. 482-488. 

(2) Vedi per es. L. ToNgLu, L’estremo assoluto es integrali doppi. « Annali della 
R. Scuola Normale Superiore di Pisa», serie II, vol. I (1933), pp. 89-130, n. 4. 

(3) Cours d’ Analyse, t. II, 2¢me edit., 1912, p. 125. 
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due funxioni 6) (x,y) ¢e V(@&,y).-Inoltre, per ciascuno degli insiemi E detti, 
esistano due numeri ae A, maggiori di zero, e tali che risulti, per tutti gli n, 


1 ff \ | Stn ee = p= 
| II | oe — dxdy=A 
(5) fee 
| [is soils OUn a | dedy vs ie 
oy 


a 


Per un teorema stabilito dal Tonelli ®, le funzioni U(x, y) e V(x, y) 
risultano assolutamente continue in C,. 

Inoltre, per ogni curva y continua, chiusa, rettificabile, sempre priva di 
punti multipli, contenuta in C,, é&) 


oun OUn 
ic dx — VU, dy = IF = dx dy 
¥ 
a Un ax + uy, dy = / oun eUn dx dy 
n n y Me “8x Oy eae 


ig 


| 


I essendo il campo racchiuso da y. 
Dalla (5) segue 


/ hee tin ‘als 
[le-= 


€ percio ai secondi membri delle (6) si pud applicare un noto teorema d’in- 
tegrazione per serie dovuto a F. Riesz. Si ottiene pertanto dalle (1) e (6), 


1+6a 
dxdy=2't*.2A, 


T+a0 
dxdy=2'+%. 2A, 


[vix— vay =o : [Nex + Udy =o, 
y Y 
vale a dire 


| [@a& = 
E cio prova che f(z) & olomorfa in C,, e quindi in D. 


(1) Che possono variare con E. 
(2) L. Towne tt, loc. cit., n. 5, in (7). 
(3) De La Vatite Poussin, loc. cit, 


Matematica. — Sur les tenseurs a divergence unique. Nota di 
J. Dousnorr, presentata“ dal Corrisp. U. Cisorti. 


Dans l’espace riemannien a 7 dimensions défini par le tenseur métrique 
ai; on peut déduire de chaque tenseur ti deux divergences be) ie Ctidtsciss En 
généralisant le probleme, que M. U. Cisotti a posé et dont il a donné la 


solution pour #= 2,3, nous nous proposons de trouver tous les ten- 
seurs #7, pour lequels ces deux divergerices se confondent: 


(1) (i W)=0. 


Il est évident que la partie symétrique du tenseur fii reste tout A fait 
arbitraire, l’equation (1) restreignant seulement sa partie antisymétrique. 
Soient ¢;,;,...;,, 1 °*'’» les tenseurs bien connus (« systémes €» de Ricci 


Ea one — ae I 
et Levi—Civita) 4 composantes 0, + Ja dans le prémier cas, 0, £ fae 
a 


le deuxiéme. En ccnsidérant l’identité 


: Pees A Te te efeRe pits ! fa tect 
(2) Sot Bee heey ‘a Shia set ipin 4 Fea ie uae (n k)! Bhs 


(3;....;, sont les deltas de Kronecker généralisées) pour le cas k = 2, ona 


I 


Rie nnivcocmes 505 By 
(1 —2)| “ort -** na Br Seren ea UT 


w= 
(3) fy — ti Poon 2 Wess cig +0, —, S802 On 2, 


ou y... est un (m — 2)}-vecteur. L’équation (1) devient | 


Oy Uy 29° O, ee . 
x glip Gs n— 37} == O 
War ap aerun [4 2 


en la multipliant par €.4,--.%,_,j €t en contractant, on recoit en vertu de 
Péquation (2), ot l’on pose k= n—1, 


sera, oF d Sas 
(4) siacee y brn? Oy, 9 | # 2 


pz n—2 *n— 


(1) Nella seduta del 19 marzo 1933. . 
(2) «Rendiconti della R. Accad. dei Lincei», vol. XV, 1932, pp. 835-839. 


RENDICONTI. 1933, Vol. XVII. 35 
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ou, ce gui revient pour m >2 au meme, 
(5) Wiistgo sig yesh =e 


ot les crochets designent comme d’ habitude l’alternation. Pour m > 3 on 
sait ©) qu’ il existe en vertu de (5) un (m — 3)-vecteur y;,;,..-1,_, tel qu’on 
a Wizi,sei,_, = Uizin-+i 314, _2)+ La substitution en (3) donne 


tn—2 


eile UD ie Vesa ET er Ay 250, 9 fj 


3, 


dot 
: tii ti') aoa - E01 M299 Oy, 977 —— 
2 ( Wate sara Xo, ODA poms a, —2)% 


= Alla, a,++-a, apie Ma) ery Mn 288 Oy 9 ij — OF 


3 


ce quia lieu pour un (m — 3)—vecteur quelconque, parce quel a dérivée al- 
tern¢e de la dérivée alternée d’un multivecteur est nulle ©. 

En résumé, dans l’espace Vn,n>>3, Vexpression la plus générale du 
tenseur a divergence unique est donnée par la formule 


Piece yer EGP ICG eee 
ty = Sa + Aazoag+++a, 3 | &, 2 © r2 n oH | 


(les crochets d’alternation dans les indices de x sont supprimés en vertu 
de l’antisymétrie du tenseur ¢), ov sii est un tenseur symétrique arbitraire, 
Aizigessi,_, — Un multivecteur d’ordre n — 3 arbitratre. 


Dans les cas n = 2,3 la solution se simplifie encore: pour n = 2 
Péquation (4) devient };, = 0, ) = const =c, ti =sii + cei; pour n = 3 


ow oO. 
ee : ear oe 
Péquation (5) devient vp, ):,; =0, B= ay? tii = sii + Fae" — ce sont 
les resultats de M. U. Cisotti. 


(1) ScHouTEN, Der Ricci-Kalcitl, 1924, p. 116. 
(2) ScHouTeNn, ibid., p. 88. 


Matematica. — Sur l’analyticité des solutions d'une certaine 
equation aux dérivées partielles, non linéaire. Nota di M. Guer- 
MANESCO, presentata‘? dal Socio T. Levi—Crvita. 


1. Les fréquentes applications des équations aux dérivées partielles du 
deuxiéme ordre, des celles du type elliptique surtout, dans la Physique, ont 
déterminé de nombreuses études sur la nature des solutions de ces equa- 
tions. Notamment, le cas des solutions analytiques, qui étaient exigc¢es par 
la nature des problemes posés par la Physique, a été l’objet des recherches 
spéciales et on doit a M. E. Picard d’avoir mis sur la voie, autant par les 
résultats obtenus que par la méthode si féconde des approximations succes- 
sives qu’il a introduit dans la Science. 

A coté de M. E. Picard on doit mettre M. D. Hilbert @ qui a énoncé 
un théoreme général concernant |’analyticité de la solution de l’équation gé- 
nérale du second ordre, théoréme qui a été démontré depuis par M. M. Luk- 
meyer), Holmgren “) et surtout M. S. Bernstein“), Des généralisations 
récentes ont ¢té données, toujours pour |’équation du second ordre, par 
MM. M. Gevrey ©, G. Giraud @, I. Schauder @), Rosenblatt ©). 

L’extension pour les équations d’ordre supérieur 4 deux remonte toujours — 
a M. E. Picard 9), qui considére Jes équations linéaires. On doit aussi a 
E. E. Levi“ une étude générale de ces équations, mais le cas de l’équa- 
tion non linéaire d’ordre supérieur est reste non traité d’une facon géné- 
rale, jusqu’a présent. | 

C’est ce qui fait l’objet de cette Note. Je ne suis pas arrivé a consi- 
dérer le cas le plus général, mais j’ai réussi 4 traiter un cas trés général, 
dont |’étude sera, peut—étre, le point de départ pour Ja généralisation défi- 
nitive. 


(1) Nella seduta del 2 aprile 1933. 

(2) Congrés international de Paris, 1900. 

(3) Gottingen. Inaugural Dissertation, 1902. 

(4) «Math. Ann.», 1903, Bd. 58, p. 404. 

(5) «Math. Ann.», Bd. 59, 1904, pp. 20-76. 

(Q\RCCMR oe eanisnitwl35n pa LAd se 

(7) Sur le probléme de Dirichlet généralisé, « Ann. de )’Ec. Norm.», t. 43, 1926, et 
«C. R.», Paris, t. 195, 1932, pp. 1361-63. 

(8) «C. R.», Paris, t. 195, 1932, pp. 1365-67. 

(9) «C. R.», Paris, t. 196, 1933, p. 460. 

(10) *cGSR2»; Pariss te o121, p:..02. 

(11) «Rendiconti», Palermo, 1907. 


J’y emploie la méthode des approximations successives en utilisant les 
notions de norme, etc. dues 4 M. S. Bernstein. J’étends ensuite le résultat 
obtenu pour une seule équation, 4 un systtme de p équations a p fonctions 
inconnues. 


2. Le résultat acquis peut étre formulé par le théor¢me suivant 


I. Tutoreme. — Soit z% une solution de Véquation aux dérivées partielles 
du 2mé ordre 


: oz oz Co 
ma — Zo ew oe ———____——__ 
(1) A c¢ s(x ST AA ? oy ? ox! aan 


Si f est analytique dans un cercle C, de rayon suffisamment petit R et 
ayant Vorigine pour centre, la solution x, ayant des dérivées finies et continues 
des 2m premiers ordres par rapport ad x et a y, est complétement déterminée 
par les ensembles des valeurs finies et continues qu'elle prend, ainsi que les 
laplaciens Ax, A?z,-+++,A"—*z sur le cercle C. Elle est aussi analytique 
dans C. . 

Je commence par démontrer ce théoreme dans le cas particulier de 
"equation () 


(2) An x = f(x,y) 


en |’écrivant sous la forme 
-A(A"-"x) =f 


et en lui appliquant les théoremes connus pour les équations du second ordre. 
On est ainsi ramené a l’équation , 


A”! z ia 
et ainsi de suite. 

En utilizant un résultat établi par M. S. Bernstein, je démontre que si 
les données sur C sont toutes nulles, la solution z, correspondante, satisfait 
aussi aux inégalites 


oF od 


G3) [Klee <chR™(fla , Pe) eae ( =>) 


[uJryétant la norme-de la fonction u dans le domaine d formé par le cercle C’ 
de rayon r et les tangentes issues de M(MO = R) au cercle?C’ (loc. cit. 4). 


(1) Pour ce qui concerne l’équation (2), on peut aussi consulter mes Notes des « Rend, 
Accad. Lincei », 1931, novembre et «C. R.», Paris, t..195, 1931, Sur le probleme de Riquier. 


fo Se 


En revenant a l’équation (1) je la remplace par le systeme d’équations 


en nombre illimité 


2%o 
| Am usm f(0,05%0 52) ++-) = A= const. 


(A) 


ee 


Che: 
A” uy, =s (x09, [rag tea aye 


ox 


\ SEOLPCH RURT SM re.10) 0) 01.8) )'9 On a6) 6, 016i "0,6 6 06. 6-6 ie, 61 © 10) ena ore 6. 


2% 6 
dans lequel Xora etc. sont les valeurs a l’origine d’une solution z de 


equation (1) et de ses dérivées successives; 1. sera censée de satisfaire 
sur C aux conditions 


(4) w=z% , Au=Azy , Aru, = A?z,---, A” "4, =A" z. 


La valeur de la fonction u,, ainsi déterminée, sera portée dans la deu- 
xitme equation du systéme (A) et on aura 4 determiner la: fonction u, par 
les conditions sur C analogues 4 (4) et ainsi de suite. On obtiendra de cette 
maniere une succession infinie de fonctions bien déterminées u,,U;, +++, Un - 
Nous allons dé¢montrer gue, si » croit indéfiniment, la fonction u, tend uni- 
formement vers une fonction wu et les dérivées des 2m premiers ordres de 
Un par rapport a x et a y vers les dérivées respectives de u. Nous mon- 
trerons apres que w est une solution de l’equation (1) et finalement, qu’elle 
se confond avec x. On peut évidemment écrire 


Un = lo + (ty — to) + (U2 — tr) + +++ + (tn — Uy—1) 


de sorte que pour que wu, tende uniformément vers , il faut et il suffit que 
la série 


Uo + Vr + V2 + e+ + Un + ee 


dans laquelle on a posé 
Un = Un — Un—1» 
converge uniformement. 
On peut remplacer facilement Je systeme d’équations (A) par le suivant 


A“ uo =A 
A” ¥, se MX 4 sto. evs) —A 
Ag, sat (hs VU; . +) —f(X,y, Mos a) 


eooeveeweoeoere 


(8) 
, A” vy = f(X,Y, Uns -°°)—f(%5¥ 5 Un—15°°°) 


eooeoereree ere eee eee eee st Oo eoeseeereeoseeeer eee eevee 


ceeoeero eee ror eee ee soe eee see eee « 


Les conditions 4 remplir restent les memes pour wo; quant aux Un, 
on doit avoir sur le cercle C } 


nom Oi 
Un = Avy = eee = A” Un =O. 


La premiére équation 
A*®u, =A 


rentre dans le cas de l’équation (2). La solution uo satisfait aux inégalités 


OF uy ok x, 
[¥o — xo] << RNA , | “ ‘ 


Ox% dyk—@ — Ax™ Dyk —0 


he 


En prenant R assez petit, on peut rendre A aussi petit que l’on veut. 
On a ensuite 


So. f(X 54,40; »++)—f(0,0,%, a) 


= Pox + Pry + Pa (to —%0) + Ps (5 |e 


Ox. Ox 


On démontre que les P; sont inférieurs 4 un nombre fixe Q, et par 
conséquent 


[SoJx-< Q(2R + m (2am + 1)Al =L, 
dot, d’apres les inégalités (3), 
[v; |r, <a R20 are << R2m | bs 


oF vu, 
axe oy R 


= R2 m—k [Sore < if 2m—k | oe ’ 


r 


Ensuite 


[va]er< R2” [B,Jur < R2” (RQ) L, 


oy, F 
sere, < R E(eRO)L: 
avec 


po RI" Sh 2 Rae Re ae + 2m 


et de proche en proche 


[2x] Rr = Ie [ope cee =e he (eRQ)"-* i 


| OF Up 


imma, < R2 m—l (e RO}*ss ce 


-de sorte que si pPRQ< 1, il sutht d’avoir 


[to — Zoler + [vs]x + [vale + +++ + [Una + ++ <R’ 


et des inégalités analogues pour les dérivées, pour pouvoir affirmer que la 
fonction 


“=U +v, +v,+--- +u, + ++. 


est normale dans le cercle C, de rayon R. 
Elle est done analylique a Vintérieur de ce cercle. 
On a démcntré en méme temps la proposition pour les dérivées, quoi 
que cela n’etait plus nécéssaire, une fois celle-ci établie pour la fonction. 
Du fait que la quantité 


s=A, —f(, 95%," *>) 


peut étre rendue aussi petite que l’on veut et que le second membre y est 
complétement déterminé pour un couple de valeurs de x et y, il s’ensuit 
¢=0, donc wu est une solution de |’équation (1) et elle en est |’unique, 
comme il résulte du theoreme particulier concernant |’¢quation (2), puisque 
le cercle C. ést tres petit. . 

Le theoréme peut ¢tre étendu a des cas plus généraux pour la fonction f, 
comme par exemple en l’assujetissant 4 verifier une condition de Hélder, 
Lipschitz, etc. comme on |’a fait pour les équations du second ordre. On 
peut aussi l’étendre aux équations du type hyperbolique ou parabolique 
(voir la note de la page 514). Je donnerai dans cette Note l’extension de 
ce théoréme a un systéme de p équations, toujours du type elliptique. 


II TuHtoreMe. Soit z,,%2,°*+5%p un systeme de solutions du systéme d’é- 
quations 


; : OZ x OZ » O% p 
Ne Oa CO Pe cea oe 
(C) Po . Stn oteo list eisiehs re | 
| A” 75 = fp (reer cee reeecees aeote cos caed Ses Bias re eeeee) 


Si, les fonctions fry fr, +++ yfp étant analytiques dans le domaine de lVori- 
gine, X15 %25°** Xp ont dans ce domaine des dérivées partielles finies et conti- 
nues jusqu’au 2m ordre, alors elles sont uniquement déterminées par la connais- 
sance des valeurs quelles prennent, ainsi que les laplaciens A, A*,-+-+- ,A”~*, 
sur un cercle C de centre O et de rayon R<R’, convenablement petit, pourvu 
gue ces valeurs sotent également continues et finies. Les solutions 7%: ,%a5*** 25 
ainsi déterminées, sont aussi des fonctions analytiques dans C. 
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Pour la démonstration on suit la méme marche que celle du premier 


theoréme. En posant 


Vin = Uin — Uin—1 
on est conduit au systtme, analogue a (B) 


Ne Na) BRS 


Am Uy i (X99, eo as -) eps A, 


eereeee error eres ee ee esr eesr ee 


Se Uso = in 
(D) A C,: == fo lly Vn tio* > te A, 
A” thy, = Ap 


An Upy rfp C54 , epoe -)— A> 


Ce J 


dans lequel les wi. satisfont sur C aux mémes conditions que 7: ,%25***5 %3 
quant aux vin, elles sont nulles, ainsi que les laplaciens A, A? ,-+-,A”—! 
sur CC. : 

On détermine d’abord les fonctions ui., dont les équations rentrent 
dans le cas de (2) et successivement les v;;, vs; etc. et on achéve la dé- 
monstration comme pour le théoréme I- 

Je dois citer une étude sur les systemes d’équations du type hyperbo- 
lique, récemment faite par MM. T. Y. Thomas et E. W. Titt ©) mais dont 
je ne connais par le contenu exact. 


© 


(1) Partial differential equations, « Annals of Math.», Princeton, 1933, series 2, vol. 34, 
rab aly tah) Ge 


Matematica. — Sur un invariant intégral relatif aux espaces 
metriques généralisés. Nota di S. Gorap, presentata “? dal Socio 
T. Levi-Crvira. 


Dans les espaces méetriques généralises appelés aussi espaces de Finsler @ 
il y a deux métriques angulaires vérifiant le postulat d’additivité. C’est la 
meétrique au sens de Bliss) et au sens de Landsberg“. Dans ma conférence 
tenue au Congres Intérnational des Mathématiciens “4 Ziirich (9) jai indiqueé 
quelques--points dans lesquels les metriques metionneées different d’une ma- 
niére essentielle et fondamentale. Maintenant je vais ajouter quelques remar- 
ques dans cette direction. 

A cause du caractére spécial des problémes il sufht de traiter seulement 
les espaces de Finsler §, 4 deux dimensions. Pour la réalité des angles selon 
la définition de Landsberg nous supposons que l’indicatrice de chaque espace 
local de Minkowski forme une courbe convexe. A chaque point 8 de notre 
espace §, on peut alors attacher trois invariants Q(P), A, (P) et A_ (P) 
représentant respectivement la mésure de l’angle plein au sens de Landsberg 
et au sens de Bliss dans la direction positive resp. négative de rotation. Dans 
un de mes mémoires antérieurs ® jai demontré la suivante inégalité: 


(1) A(P)=44+)2 


(il est tres probable que dans cette inégalite le deuxitme membre peut étre 
emp ace par la borne exacte égale 4 6). Or la borne supérieure pour A (P) 
n’existe pas. C’est interessant que pour |’ invariant Q(P) une inégalité ana- 
logue 4 V’inégalité (1) ne peut pas ¢tre démontrte. En ce qui concerne la 
borne supérieure de Q(P), cette derniére est ¢gale 4 + co comme pour 
A(P). Nous indiquons ci-dessous quelques types des géometries pour les- 
quelles on peut detérminer une borne supérieure finie pour Q(P). 
Soit 
(2) e=e(?) (=9<2n) 


(1) Nella seduta del 2 aprile 1933. 

(2) P. Finster, Ueber Kurven und Flichen in allgemeinen Raumen, Dissertation, Gét- 
tingen, 1918. 

(3) G. A. Briss, A generalization of the notion of angle, « Trans. & the Amer: Math. 
Soc.», 7, 1906, pp. 184-196. 

(4) G, LanDsBERG, « Math. Annalen», 65, 1908, pp. 313-349. 

(5) S. Gotan, Einige Bemerkungen ber Winkelmetrik in Finslerschen Raumen, « Ver- 
handlungen des internat. Mathemat.-Kongr.», Zirich, 1932, II Band, pp. 178-179. 

- (6) §. Gotan, Zagadnienia: metryczne geometrji Minkowskiego, « Prace Akademi Gor- 
niczej», Krakow, 1932, pp. 1-79, en polonais avec un Resume francais. p. 56. 


\ 
\ 
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Péquation poiaire de Vindicatrice en point 8 ol le point 8 est pris comme 
pole et ot lon a désigne par g l’amplitude au sens euclidien. Un calcul 
facile nous donne la formule 


Py i A ERGs Te 

6) aey=f"\i+2(2)-© ve 
En posant 

(4) m= Mine)  , M= Maxe(9) 


nous affirmons qu'il subsiste Pinegalité suivante : 


(5) Q(P) = Sean. 
Démonstration. — Remarquons que 
“diet ee Sete 
6 / ; LO = 2 i, 
(6) ST Saaae 


En appliquant l’inégalité bien connue de Schwarz et en tenant compte de 
la relation (6) nous obtenons 


r2c0 Bie fo 
(7) O(P)=an| Se Ree 
? 
0 
* > mye \ : : a. . 

Soit « l’angle entre le rayon PQ (ot Q est le point variant sur l’indi- 
catrice) et la tangente en Q dirigée dans le sens de valeurs croissantes de l’am- 
plitude . On constate presque immédiatement que la relation suivante a lieu: 


(8) | a = ctga. 


De la définition des nombres m et M et de la convexité de l’indicatrice 
il s’ensuit Vinegalité 


(9) sina = 57 


Les relations (7) , (8) et (9) nous conduisent finalement a l’inégalité (5). 
Voici une consequence intéressante du théoréme démontré. Appelons 
epaisseur d’une courbe convexe férmée la plus petite distance entre deux 
droites paralléles entre lesquelles notre courbe est située toute entiére. Appe- 
lons dans la suite courbes normales“) les courbes convexes pour lesquelles 


(1) Au'lieu de dire: famille normale des courbes. On pourrait aussi dire: courbes 
convexes bomibées. 
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le Tapport de lépaisseur au diamétre surpasse un certain nombre positif. 
L'inégalité (5) montre, que, pour les espaces dont V’indicatrices locales possédent 
le centre en 8 et sont en méme temps normales, i! existe une borne supérieure 
pour Vinvariant Q(P). Probablement il existe une borne supérieure générale 
pour Q(P) dans toutes les géomeétries douces des indicatrices centrées (pas 
nécessairement normales), analoguement 4 ce qui a été établi© pour l’in- 
variant A(P) des géométries de ce genre: 


(10) A (P)-=8. 


Qu’en général Q(P) n’est pas borné, montre un exemple de la géo- 
métrie de Finsler ot les indicatrices sont les ellipses, le pdle de l’indicatrice 
étant situé dans un des foyers. Un calcul simple nous conduit a la formule: 


(11) Q(P)= =F (k, 4), 
/ 2 
ou F est Vintégrale elliptique du premier genre et 


(12) p= V 28 poghtict 2, 


Mesea’ a 


a,b deésignent les demi-axes de lellipse () =a). 


> a . rt \ 
Si —— co (les ellipses cessent d’étre normales), alors e— 1 et d’aprés 


b 
une propriété bien connue de l’integrale elliptique E(k ; 5\> + co, d’ou 


résulte 
(13) QP) + 0. 


En términant cette Note nous démonstrerons que /a borne inférieure pour 
QP) est o. Nous établirons méme un résultat plus precis. Soit I l’indica- 
trice en un point 8. Nous prouverons l’existence de l’indicatrice J dont la 
distance Gu sens de Hausdorff) @) a Vindicatrice I soit si petite que l’on 
veut et qu’en méme temps Q;(P) calculé par rapport a l’indicatrice J soit 
plus petite que le nombre ¢ donné 4 l’avance. Pour le demontrer remarquons 
d’abord que si Vindicatrice tout le long d’un certain intervalle constitue un 
segment de la ligne droite, il subsiste dans cet intervalle la relation 


(14) ep? + 29’? — pp” = 00), 


(ry 9. GOLAB, Loe. (5) p71. 

(2) Hausporrr, Mengenlehre, 2m¢ éd. (1927), p. 145. On peut d’ailleurs réaliser le 
ait que les tangentes relatives pour les deux indicatrices I et J soient ena voisines. 
p? + 2 9’? — pp" 

(p? + 9'2)3/? 


(3) La courbure de Vindicatrice est égale précisement 4 
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L’indicatrice I peut étre approchée par une indicatrice J compos¢ée des 
segments rectilignes reli¢s par des arcs curvilignes. Soit E ?ensemble des 
valeurs @, qui correspondent aux points interieurs des segments de |’indi- 
catrice J et posons F = [0, 2x]— E. D’apres (14). on a évidemment: 


(5) | ae) =/+/=]- 


Mais on peut s’arranger d’une telle fagon que la mésure de F soit plus 
cm * sets Ree 
petite que 7, ou € est un nombre positif donne arbitrairement 4 l’avance. 
} 


En appliquant a lintégrale du second membre de (15) l’inégalité de Schwarz 
d’une maniére analogue a-Ja précédente on obtient l’inégalité 


(16) OP) =e; 
C20, fede 


Matematica. — Dimensione delle serie lineari di ordine minimo 
contenentt parzialmente, senza residuo fisso, una data serie lineare com- 
pleta. Nota di A. Maront, presentata“? dal Socio F. SeEvert. 


3. Occupiamoci della dimensione delle serie lineari di ordine minimo 
contenenti parzialmente senza residuo fisso una serie completa g’ di una 
curva algebrica C, ; 

Dalla dimostrazione del n. 1 della nota: Ordine minimo ecc. appare 
che, su di una curva k-gonale C, la dimensione di una generica serie lineare 
di ordine minimo, cer , contenente senza residuo fisso una data g’ com- 
pleta €: r’ = R—1, se R la dimensione della serie lineare completa oa 
somma della gy e della (o di una) gt della curva. Ma puo esistere sulla 
curva anche una serie lineare del minimo ordine » + k contenente senza 
residuo fisso la g* e di dimensione minore di R —1, se avviene che nello 
spazio Sx (cui appartiene la curva C, 4, immagine della g® ,) @ vi sia uno 
spazio S; (t > 0), il quale sia contenuto in un iperpiano con ogni S®—? deter- 
minato da un gruppo della g,» € non appartenga a nessuno degli Sr_,_, 
generatori della V,_. Infatti, la serie lineare gkvy7' segata sulla curva 
dagli iperpiani per un tale S, contiene la g™, come é evidente; d’altra 
parte, poiché I’S, non é contenuto in nessun Sg_,_, della Va_,, gli Sr; 


(1) Nella seduta del 5 febbraio. 1933. 
(2) Si suppone qui che la pa sia semplice e non abbia punti fissi: in caso con- 


trario con considerazioni analoghe a quelle del n. 1 della. nota sopracitata, si pud provare 
che le proposizioni successive valgono ugualmente. 


passanti per I’S, e per uno qualunque di questi Sx_,—, segano sulla curva 
una serie lineare di dimensione minore di r, e percid la g" non ha residuo 
fisso rispetto alla suddetta gR—/—'. 


Vediamo dunque in qual e280 puo esistere un S, > 0), soddisfacente 
le condizioni anzi dette. Osserviamo che se la serie v4,0° =R—t—1), 


segata sulla curva dagli iperpiani passanti per lo spazio S,, contiene la g’ 
senza residuo fisso, la serie residua di un gruppo della gi rispetto alla stessa 
g,,, dovra aver dimensione minore di r (altrimenti la g” avrebbe Tesiduo 
fisso rispetto alla g’ ’,,)) Ma non minore di r—1 (atvimnenei la Sh: non 
conterrebbe interamente la gy’); dunque questa serie residua deve avere proprio 
dimensione 7 — 1. Cid. equivale a dire che per lo spazio S, e per un Sp_,_, 
della Vp_, debbono passare co’—! Sp_,, ossia che |’S; ed wno di quelli 
Sr—,—: debbono appartenere ad un Sg_, e quindi si debbono segare in un 
S:_1-Dico che questo S,_, non puo essere variabile, cioe che tutti gli 
Sr—,—. generatori della Vp_, debbono segare lo spazio S: nel medesimo 
S;—1. Infatti, se quegli Sg_,—, segassero lo spazio S; in S,_, variabili, gli 
iperpiani passanti per un qualsiasi Sp_., determinato da un gruppo della 
g’ G@ quali segano gia I’S, nell’S,_, che esso ha comune con quell’Sx _,), 
contenendo ciascuno un Sr_,—, e quindi anche I’S,_, in -cui questo sega 
’S:, conterrebbero |’S, stesso, il quale sarebbe dunque contenuto nell’Sp_.,. 
Lo spazio S; sarebbe dunque comune a tutti gli Sp_., contenenti i gruppi 
della 9"; e allora esso sarebbe, contro l’ipotesi, contenuto anche in tutti gli 
Sr—,—: della Vp_,: perché tutti gli iperpiani per’ un tale Sp_,_,, conte- 
nendo ciascuno uno dei suddetti Sg _., conterrebbero 1’S;. Dunque tutti gli 
Sr—,—: generatori della Vy_, debbono incontrare 1|’S, nel medesimo S,_,. 
E per questo S,-_, debbono allora passare anche tutti gli Sp_. contenenti 
i gruppi della o”: infatti gli iperpiani per un tale Sp_. passano tutti per 
guell’S,_,, dovendo ciascuno di essi contenere un Sp—,—, della Vr —,. Con- 
cludiamo che: 

Nello spazio Sp pud esservi uno spazio S: non appartenente alla Vr_, € 
contenuto in un iperpiano con ogni Sr_., determinato da un gruppo della g’, solo 
quando tulti gh Sg_,—, della Va_, (@ quindi anche tutti 1 suddetti Sr_.,) ab- 
biamo comune un S,_;. 


Viceversa, se tutti gli Sp_,—, della Ve_, hanno in comune un S,_,, 
pel quale passano allora anche tutti gli Sp, contenenti i gruppi della g’, per 


un S; uscente da quell’S,_, e per uno qualunque di quegli Sr_. passa sempre 
un iperpiano. La serie lineare segata sulla curva dagli iperpiani per un tale 
S; contiene dunque parzialmente Ja g*; e basta poi prendere |’S, in modo 
che non sia contenuto nella We perché la g” non abbia, rispetto a quella 
serie, residuo fisso. 


. fe . 
(1) Lo spazio S; ed. un Sp, contenente un gruppo della gi} si segano in un 
,»_perché sono, per ipotesi, contenuti in un Sp_,. 


S 


ot 
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OssERVAZIONE. — Se due particolari Sr—,—; della Vr_,, A e B, hanno 
un S,;_; comune, questo sara senz’altro comune a tutti gli Sr—,—, della 
varieta. Perché, infatti, per un generico Sg_, contenente un gruppo della 
g’ passa un iperpiano contenente A ed uno contenente B, e quindi (due e 
percio) tutti gli Sp_, per un qualsiasi Sp_, determinato da un gruppo della 


g’, contengono lo spazio S,_,. Ne segue che |’S,_, ¢ contenuto in ognuno 
dei suddetti Sg_, e quindi esso € contenuto anche in ogni Sr—,—, della 
Vile Cate d. 


4. Chiameremo serie minima, contenente parzialmente, senza residuo 
fisso, una data g* completa della curva k-gonale C, ogni serie lineare, fra 


quelle del minimo ordine » + k contenenti senza residuo fisso la g’, la 


quale abbia anche la minima dimensione. 
Sia g’’,, uma serie minima contenente senza residuo fisso la data g’ . 
Sappiamo allora, per quanto si ¢ visto al n° precedente, che ¢: 


r =R—t—I1 


se tutti gli Sr_,—, della Vr_, hanno in comune un S,_, e non uno spazio 
di dimensione maggiore (¢ = 0 se gli Spg_,—, non han punti comuni). 

Ci resta ora da determinare appunto quale é la massima dimensione 
i—1 dello spazio comune a tutti gli Sr_,_, della Vr_,. A tale scopo, 
supposto che la g’ contenga la (o una) g} della curva C, si indichi con « 
il numero delle condizioni che un gruppo della gi impone alla g*. Questo 
numero « uguaglia il numero delle condizioni a cui debbono essere assog- 
gettati gli iperpiani di Sy passanti per un Sg_,—, della Va_,, affinché essi ven- 
gano a passare per un altro degli stessi Sp_,_,. Poiché lo spazio comune 
a due di quegli Sp_,_, @ I’S,_, comune a tutti (ved. l’osservazione alla 
fine del’ n° precedente), segue che é: 


(1) a=R—r—t 
e quindi: 
n=R—i—ter+a—l. 


Concludendo, abbiamo che: 

Sopra una curva k-gonale C, una qualsiasi serie minima contenente par- 
xialmente, senza residuo fisso, una data g* completa, ¢ una gS" 5 dove tae 
il numero delle condizioni che un gruppo della (0 di wna) gt della curva im- 
pone alla g’. 

Se non esistono gruppi della g’ passanti per gruppo della gi, clo vuol 
dire che due Sg_,—, della Vr_, non stanno in alcun iperpiano, ossia ap- 
partengono. all’Sp, e percid si segano in un Sg_,,_.. Questo Spr_.,—, sara 
allora (v. n. I, osservazione) comune a tutti i suddetti Sp_,_, (sara, cioé, 


!—1 = R— 2r—2). Una serie minima contenente parzialmente, senza 
residuo fisso, la g" sara, in tal caso, segata sulla curva dagli iperpiani pas- 


santi per un generico Sp_,_; uscente da quello Sg_,,_,, e la sua dimen- 
sione sara: 


t= R — (R—2¢ a) St are pt (r+ r)— 1. 


Dunque: nel caso che la gt non sia contenuta nella g’, la proposizione 
precedente vale ancora, purché il numero « delle condizioni che un gruppo della 
g; tmpone alla g* si valuti uguale ad r + 1. 


5. Diremo che due serie minime (contenenti parzialmente senza residuo 
fisso una medesima serie completa g” della curva k-gonale C) appartengono 
alla medesima schiera, allorché sono contenute totalmente nella medesima 
serie completa gi, ,. Risulta subito che esistono tante schiere di serie mi- 
nime, per quante sono le g! appartenenti walla C. Le serie minime di una 
medesima schiera hanno tutte la medesima dimensione r +a—rI (ove « 
ha il significato datogli al n° 2); ma-la dimensione delle serie minime di 
una schiera potra esser diversa dalla dimensione di quelle di un’altra schiera, 
potendo avvenire che gruppi di due diverse gt offrano numero diverso di 
condizioni alla g’. 

Ad una medesima schiera (corrispondente ad una certa gt della curva C) 
appartengono tante serie minime, contenenti senza residuo fisso la data 9” , 
per quanti sono gli spazi S, dell’Sz uscenti dallo spazio S,_, comune a tutti 
gli Sr_,—r della Vr_,; ne esistono cioé co®—'; ossia, per la (1), ne esi- 
stono co’+*, Tutte queste co”+% serie minime della medesima schiera sono 
contenute totalmente nella g’{* segata sulla curva dagli iperpiani passanti 
per lo spazio S,.,. 


6. Esempt. — 1°-La curva C sia di genere p>>1, e lag” sia la serie 
canonica gf~',. Se la (o una) serie bie semplicemente infinita del. mi- 
nimo ordine appartenente alla curva € una gt (certamente speciale e com- 
pleta), i suoi gruppi impongono alla serie canonica’ k —1 condizioni: Ne 
segue che le pene lineari_ minithe contenenti senza residuo-fisso la go>", 
sono delle gf t+) -3 tet Spe 1+k—ore 1 =p +k 3). 


2° La curva C sia iperellittica, di genere p. Se la g’ & una serie 
ial lea (r =), oppure & la o? composta con la gt della curva 
speciale comple‘a {r =>}, opp a p ag? A 


. . . ee 24 
i gruppi della g? impongono ad essa g’ una sola condizione (« 2 I) e percio 
ogni serie lineare minima contenente parzialmente senza residuo fisso la 
\ r oes —_ . . . ° oor +1 ¢ ie 
g, € una g(r +1—i-=r). Tali serie minime sono ed appar 
tengono ad un’unica schiera. 
Se invece la g” non & composta con la g?, ogni gruppo di questa im- 
pone due condizioni alla g’ (« == 2), e percidO ogni serie minima che la 
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contiene senza residuo fisso ¢ una gt! (r + 2—1=r-+1). Tali serie 
minime. sono oo’ +?, ed anche di queste ve n’& una sola schiera. 

3° La curva C sia ellittica. Allora, in corrispondenza delle cot g} 
della curva, si hanno co! schiere di serie lineari minime contenenti senza 
residuo fisso una data g*—'. Se la g™~' non € una gr’, ciascuna serie mi- 
nima € una g” vss ed ogni schiera ne contiene co”*+'. Se, invece, la. 
e una gt, vi sono co! schiere di g? (serie minime) contenenti.senza residuo 
fisso la gt data (ogni schiera essendo costituita da co} g*); e vi é inoltre 
una schiera di co serie minime gt (contenute nella g} doppia della data gt) 
che pure contengono senza residuo fisso la data gi. L’immagine della g' 
ottenuta sommando la data gi con un’altra gi € una C, ellittica di S,, e le 
rette che uniscono le coppie di punti della data g‘ sono le generatrici di una 
quadrica (del fascio di cui C, ¢ base), non specializzata. L’immagine della 
g, doppia della data g & pure una quartica base di un fascio di quadriche; 
ma in questo caso le rette unenti le coppie di punti della data g’ sono le 
generatrici di uno dei coni quadrici appartenenti al fascio: le gi contenenti 
senza residuo fisso la g, sono segate, sulla quartica, dai fasci di piani aventi 
per sostegno le rette uscenti dal vertice del cono (escluse le generatrici del 
cono stesso). { 

4° La curva C sia di genere 4, e non iperellittica. Essa contiene 
allora due gi (che, in particolare, possono coincidere), e quindi ogni serie 
lineare completa della curva € contenuta senza residuo fisso in due schiere 
di serie minime (coincidenti se coincidono le due g'). Ad una serie g’ (spe- 
ciale completa) i gruppi di ciascuna g; impongono 2 condizioni, e percid 
le serie minime contenenti senza residuo fisso la g* sono delle g} (2 + 2 — 
— I = 3): ciascuna delle due schiere ne contiene cot. L’immagine della 
serie gs, somma di una g’ con la g’, € una Cg di S,, sulla quale i gruppi 
della g' appartengono a rette formanti*una rigata gobba. 

Se invece della g’ consideriamo una gi non speciale, poiché questa serie 

non contiene alcuna delle g;, si deve porre « = 2; e quindi ogni serie mi- 
nima contenente:senza residuo fisso la gi é una g, (1 + 2— I = 2): ognuna 
delle due schiere contiene co} di tali serie minime. In questo caso |’imma- 
gine della gi} somma della g’ con.una g: & ancora una curva C, di S,, ma 
su di essa i gruppi della gi appartengono ad co! -piani i quali passano tutti 
per un punto O dell’S, (£ = 1), e per questo punto passano anche tutti i 
piani contenenti i gruppi della g’. Una serie minima, della schiera corri- 
spondente alla g’ considerata, ¢ segata sulla Cs dagli S, uscenti da una retta 


passante per O e non contenuta in un piano con un gruppo della ¢°. 
> 


= 


Matematica (Geometria differenziale). — Sulle trasversali di 
un sistema isotermo, Nota di A. Masorti, presentata“ dal Corri- 
spondente U. CisorT. | 


1. Trasversali. - Sia data una superficie c, e sopra di essa una famiglia 
semplicemente infinita di linee L. Si denominano, col Bianchi, « trasversali 
di parallelismo », 0 semplicemente « trasversali», della predetta famiglia, 
quelle linee T della superficie lungo ciascuna delle quali si verifica il pa- 
rallelismo, nel senso di Levi-Civita, delle tangenti alle linee della famiglia. 
Assunte le linee L come linee coordinate , e prese a piacere le linee coor- 
dinate v, il Bianchi assegno lequazione differenziale delle trasversali: 

@) 


EL 4 
| du + { dv = 0 ©. 
2 w F i 


Se, in particolare, si assumono come linee v le traiettorie ortogonali 
delle linee u, la (1) da luogo alla seguente relazione fra elementi geome- 
trici: 


(2) a te0 = 


dove intervengono le curvature geodetiche, in un punto, delle linee coordi- 
nate passanti per esso: I/o. e 1/ev, e V’angolo @ sotto il quale, in quel 
punto, la trasversale incontra la linea u G), 


2. Trasversali di wn sistema isotermo. - In questa Nota si‘suppone che 
le linee L costituiscano, insieme alle traiettorie ortogonali, che si assumono 
come linee coordinate v, un sistema isotermo, e si rileva\ una semplice 
proprieta delle loro trasversali, che sono pure trasversali, come sempre, per 
le traiettorie ortogonali; essa ¢ contenuta nella seguente proposizione: /e 
trasversali delle famiglie di equazioni ; 


= costante ; v = costante 


(1) Nella seduta del 2 aprile 1933. 

(2) Brancut, Sul parallelismo vincolato di Levi-Civita nella metrica degli spazi curvi, 
§9 («Rendiconti della Reale Accademia delle Scienze Fisiche e Matematiche di Napoli», 
vol. XXVIII, 1922, pp. 150-171), oppure le Lezioni di Geometria Differenziale dello stesso 
Autore, 3* ed., pp. 788-811 del vol. II (Bologna, 1924), dove é ristampata la Nota ora 
citata. 

(3) Masotti, Sulla derivazione di un vettore superficiale, §4 (« Atti della Pontificia 
Accademia delle Scienze Nuovi Lincei», Anno LXXXI, 1927-28, pp. 192-20). 
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che costituiscono un sistema isotermo, sono le traietlorie ortogonali della famigha 
di lince rappresentata indifferentemente dalla prima o dalla seconda delle equa- 
zi0nt 
A,u=costante , A,v =costante. 


Infatti, con riferimento alle coordinate u e v il quadrato dell’elemento 
lineare assume la forma 


(3) ds* == A (an? + du?) 
essendo 

I I 
(4) A= Bu = Ryv : 


Risultano, in questo caso, per i simboli di Christoffel che intervengono nella 
equazione (1), le espressioni: 


Bistaly I aloga 12 I dloga 
(5) | lee ov” ao. on 
sicché l’equazione delle trasversali diviene: 
dloga dloga : 
(6) au du — aaa dv = 0; 


questa ¢ appunto la equazione differenziale delle traiettorie ortogonali delle 
linee sulle quali 


(7) log A = costante , 
ossia, per le (4): 
(8) A, it.= A,v = costante, 


come si era annunciato. 


3. Trasversali di un sistema isotermo appartenente ad una sviluppabile. — 
Se loga é funzione armonica, la superficie o, cui appartiene il sistema iso- 
termo considerato, é una sviluppabile. Allora le traiettorie ortogonali delle 
linee di livello della funzione logA sono le linee di livello della funzione 
armonica associata. Quindi, detta v la funzione armonica associata a loga, 
sono trasversali le linee 


(9) v = costante. 


In questo caso é possibile scegliere nuove coordinate u, e v; in modo 
che sia addirittura 


(10) ds? = du; + dv;, 

e risultera 

(11) u+iv=f(ur + ,), 
ossia 


(12) 4 x =f (x); 


se si pone 
(13) aia) a, a (aka) ES 
Allora 
ou \? Ou \? az |? 
if =>. |-— —— = = 
Ge) Au (5 i (= Thea 
sicche : Sie 
d e 
(15) logh = — 2 log |S, 
e quindi 
az vy 

(16) v = — 2arg a -++ costante. 
Pertanto, posto 

az . 
(17) az, Yer, 
sono 
(18) = costante 


le trasversali delle linee u. > 
Si rileva che sulle linee rappresentate dalla (18) sussiste la (2), e quindi 
sulle traiettorie ortogonali, cioé sulle linee 


(19) y. = costante, 
si ha: 

ees | 
20 te 0’ = ——:—, 
(20) 8 ae 


designando @’ l’angolo sotto il quale dette linee tagliano le linee u. 

La proprieta delle linee (19) che la (20) esprime non deve ritenerst 
cosa nuova, poiché la (20) fu dimostrata con calcolo diretto, nel caso in cui 
la superficie o ¢ addirittura un piano, dal Routh, e la sua validita per 
tutte le sviluppabili ¢ immediata conseguenza della circostanza che in essa 


intervengono solo elementi intrinseci. _« 


(1) Rout, Some Applications of Conjugate Functions, § 9 (« Proceedings of the London. 
Mathematical Society», vol. XII, 1880-81, pp. 73-89). 
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Matematica. — Sur le probléme de M. Levi-Civita concernant 
le mouvement moyen. Nota di W. SrEpaNoFF, presentata “ dal Socio 
T. Levi-Civira. 


Considérons un systéme de deux équations linéaires homogenes 4 coef- 
ficients réels, continus et périodiques de période 2 7: 


har 53 
a a::(t)x + a:.(4)y, 


(1) 
D == f,;(t)X. + O2,(8) 9: 


Nous introduisons dans les equations (1) les coordonntes polaires, x = 
=pcos$, y=psin9, p>o,> variant le long d’une trajectoite dt une fa- 
¢on continue; nous sbiengns: 


(2) as = Mz; CoS? F + (a,, — 4:1) cos $ sin $ — a,, sin? 9; 
de 2 : 
(3) a e[a:, cos? # + (ay, + a,x) Cos F sin + a,, sin? $]. 


L’équation (2) peut étre intégrée indépendamment, et. l’on obtient ensuite 
de l’équation (3) par une quadrature. 

M. Levi—Civita a démontré @ que l’allure de la solution $(t) de léqua- 
tion (2) est représentée par la formule 


(4) 9(t) = pi + w(t), 


oll # est une constante et w(t) est une fonction bornée pour —comit<i+ oo. 
En poursuivant les recherches de M. Levi—Civita, M. A. Wintner (s) a établi 
récemment que dans le cas oti les exposants caractéristiques du systeme (1) 
sont complexes conjugués, la fonction w(?) est presque périodique. 

Le but de la présente Note est d’examiner d’allure de la fonction w(/) 
pour toutes les valeurs possibles des exposants caractéristiques, et d’établir 


(1) Nella seduta del 19 marzo 1933. 
(2) «Annales de PEc. Norm. Sup.», 28, s. 3, 325-376 (1911). 
(3) «Ann. Mat. pura appl.», IV, s. 10, 277-282 (1932). 


quelque dépendance entre ces exposants et le nombre p de M. Levi-Civita, 
caracterisant le mouvement moyen du point (x, y). 


1. Considerons d’abord un systéme de la forme (1) aux coefficients 
continus (non nécessairement périodiques) dans un intervalle T,<t<T,; 
SOit X; yr ;X2, 2 un systéme fondamental de solutions de cette equation. 

Lemme. — La fonction continue 


x@) = arctg =. = —arctg ae 


Xy 


dans laquelle les déterminations de l’arctg sont choisies de maniére que pour la 
valeur initiale t= ty on a: OX Y(t) <7, reste entre ces mémes bornes pour 
toute valeur de t dans Vintervalle considéré. 

En effet, on a: 

1@) = arotgee ee . 

Xr X2 + We Yo 
La fonction x(¢) étant continue, elle ne pourrait franchir les bornes 0,7 
que pour une valeur nulle de l’argument de l’arctg; or dans cette derniére 
expression le numérateur ne s’annule pour aucune valeur de # et le déno- 
minateur reste continu. 

[La fonction 


vt) = arctg = — arctg 


jouit de la méme propriété: si o< W(t.) < 7, alors pour toute valeur de ¢ 
on a: o< h(t)< 7; l’ensemble de ces deux propriétés correspond pour un 
systeme d’équations linéaires au theoreme de Sturm sur la séparation des 
zéros de deux solutions d’une équation linéaire du second ordre]. 


2. Passons a l’examen du probleme pose. Considerons le cas ou les 
exposants caractéristiques du systeme (1) sont reéls inégaux: A:<d,. D’aprés 
la théorie de Floquet la solution générale a la forme @): 


x = Cy e*', (1) + C, 0’ g(t), 
y = Crer'dy(t) + Cre®' hd); 


(1) Dans.l’article cité M. Wintner a montré que dans le cas des exposants reéls la 
fonction w(t) n’est pas en général presque périodique; dans un Note ultérieure (« Amer- 
J. Math. », 54, 539-542 (1932)) il semble se douter de la portée de son résultat, ne l’af- 
firmant que pour w=. Or M. A. Weil cité par l’auteur, en donnant une nouvelle élé- 
gante démonstration des résultats de Poincaré sur les courbes intégrales tractes sur le tore, 
n’affrme nullement (se qui serait faux) que pour p rationnel toutes les trajectoires seraient 
fermées. 

(2) Voir p. ex. GoursatT, Cours d’ Analyse, t. II, § 423. (5 Cdition). 
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:,°*+,42 sont périodiques de période 27%,C, et C, sont des constantes 
arbitraires. Donc on a 


Cv, (2) + Cz eG2—*9' th, @) 
8 C@.(1) + Cee", (1) 


Considérons deux solutions particulieres 3, , % correspondant a C, = 0 


¢ t ‘ 
resp. C, = 0. La fonction 9, = arctg ae augmente de 2mm (m entier) 
I 
lorsque t croit de 0 a 2m, car :(f) et p,(4) tant périodiques reviennent 
aux valeurs initiales aprés l’addition d’une période; d’autre part, 9: ne peut 


croitre indéfiniment pour un accroissement fini de t. Donc 9, a la forme: 


(5) } = arctg 


(C,) 9, = mt + &:(t) (m entier, ae) périodique de période 27). 
$() 


Par la méme raison la fonction 9, = arctg-—-+* @.() a la forme: 


(eS) 9, = mi + &,(t) (&.(t) périodique). 


Le nombre mi est le méme que dans l’égalité (C,) d’aprés le lemme 
démontré (ce qui s’ensuit aussi du theoréme de M. Levi—Civita). Donec dans 
le cas considéré w (dans l’équation (4)) est un nombre-entier. 

L’allure limite de toute autre solution 9 est évidente de la formule 
elle tend vers (C,) pour f— + co et vers (C,) pour ¢—> — oo. Si I’on 
interpréte 9 et ¢ comme les coordonnés d’un point du tore 


x = (R + rcos29).cost, y= (R + rcos 29) sint, , =rsin29, 
OSC iS Bwy WD ar: 


(T) 


(C.) et (C.) sont deux cycles limites au sens de Poincaré. 

Remarque. - Si une racine de l’équation caracteristique est réelle néga- 
tive, on obtient encore les exposants caractéristiques reels en considérant la 
période 4); dans ce cas p peut étre egal a la moiti¢ d’un nombre entier. 

Exemple. — Le systeme 


d tee oe, dy f 
= (@ cost) (5 + sin) y : gala —St)x + @ + cos) 


a la solution génerale: 


= t Slt? 
x= C, et! cos —-—C, e¢—t sin —> 
2 


aS (ee e@+9! sin aC, 2G-08 


(1) Goursat, loc. cit., t. II, § 416,-remarque IL. 
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On a les expressions suivantes pour 9,9, , 9: 
t Wine t 
Wiese sear cigar) >, + == oe Ne 


donc p= 


3. Si les exposants sont (réels) égaux, 4: =. =A, deux cas se pré- 
sentent. 
1) Le premier type. La Solution générale de (1) a la forme: 


x = C, 9, (4) + Crftor() + 2]; 
y= Qh) + Cle + eM], 


@:,°++,, admettant la période 27. 

En substituant ces expressions dans la formule $ = arctg > 
Crit) + Ol +hOI, 
Cro.) + C.[tei@ + 920] 


Ici il n’existe qu’une seule solution avec w(f) périodique, c’est celle qui cor- 
respond’ aC, ==.0;savoit 


Ona; 


$ = arctg 


vAO} 
x(t)’ 


d’aprés les raisonnements précédents, $, a aussi la forme: 


3, = arctg 


(C) 1= mt + @(t) (m entier, &(f) périodique). 


Toutes les autres solutions 9 tendent vers (C) tant pour 1—» — co que 
pour 1» + co; (C) est sur le Tore (T) un cycle limite double. 
Exemple. — Soit donné le systeme 


ihe om aes 3 
We —Tsinztx +(—2 + cos!) 


eee Rn atten, 
ne Ce oat 2 Ri aN 

La solution général du systéme est: 

ge = Castel 4 C,(—tsint + cost) , y= C, cost + C,(t cos t + sin t); 


ici A, =A, = 0. On obtient pour 9 lexpression: 


$=? + arctg(?¢+C); 
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le cycle limite unique a pour equation 


Deeg oe = (mod z). 


2) Le second type (les diviseurs de Weierstrass de l’équation ca- 
ractéristique sont du premier degré); la solution générale du systéme (1) est 


x = C, eo, (t) + C, 9. (2), 
y= Cre b(t) + C2 ey. (2). 


La solution générale de lequation (2) a la forme 


Cu + C40, 


eb Ter AEs A 


Le numérateur et le denominateur sous la fonction arctg sont périodiques; 
des raisonnement analogues 4 ceux du § 2 nous montrent que dans ce cas 


(m entier, & périodique par 


> = mt ++ a(t 9 C) rapport a je € constante). 


Toutes les trajectoires sont fermées sur le tore. 


4. Le cas des exposants caractéristiques complexes conjugues 
Ar =a + Bi > A. = a— Bi 
a été examiné par M. A. Wintner “) a peu prés par Ja méme méthode. Nous 
n’ajouterons que quelques remarques. 
1) Soit d’abord B commensurable, 8B = = La solution générale de 
Péquation (2) a la forme: 


= acto f(t) = are tg S08! + 8) 4 (2) + sin BI +3) oH) 
apa te 0) reat te (Bi + 8) g,(1) + sin (Bi + 8) 9, (2) 


(~:,+++. periodiques avec la période 27). 


Le numérateur et le dénominateur dans le second membre admettent 
la période 27mg. Le raisonnement appliqué déja plusieurs fois montre qu’on a: 
3(27%q) —9(0) = 2mn (m entier), donc 


ike S05) (@ ayant la periode 27g 
q par rapport a 2). 


(1) A. WINTNER, loc. cit: 


Dans ce cas toutes les courbes intégrales sont fermées sur le tore, et le nombre py 
de la formule (4) est rationnel. 

2) Il ne reste que le cas ou B est incommensurable. Alors il n’existe 
pas de trajectoires fermées sur le tore (T). En effet la solution générale 
de (2) ayant encore la forme (6), il faut et il suffit pour l’existence d’une 
courbe intégrale fermée que l’égalité f(t + 2m) = f(t) (n entier) soit sa- 
tisfaite pour une au moins valeur de 8. Or on aurait alors: 


cos(2nnB + 8)p:(0) + sin(2u7B + 8)y.(0) cos 3,(0) + sin 8,(0) 
cos (2n7zB + 8)9;:(0) + sin(2mmB + 8)9.(0) cos 8@,(0) + sin8,(0) 


ou bien 


sin 2n 7x8 - [p:(0) $.(0) — 9.(0) ¥.(0)] = 0, 


égalite impossible, car sin 2nm8=l=0 pour 8 irrationnel, et si la quantité 
entre les crochets était nulle, on pourrait construire une solution de (1) ne 
s'annulant pas identiquement, avec x(0) = y(0) =0. 

D’apres les recherches de M. Wintner “) on a dans ce cas: 


$= pt + w(t, C) 


@ étant une fonction presque périodique de #; or il résulte des resultats de 
Poincaré que w est irrationnel (autrement il y aurait des trajectoires fermées 
sur le tore); finalement le theoreme de M. H. Bohr %) nous laisse affrmer 
que le nombre irrationnel yp appartient au module [1 , B]. 

Ainsi la connaissance des exposants caractéristiques laisse dans tous les 
cas conclure sur la nature arithmétique de la constante pp de M. Levi—Civita 
(suivant le cas, west un nombre entier, rationnel, irrationnel), ainsi que sur 
les proprietes de la fonction bornée w(t) (formule 4). 


(1) A. WintTNER, loc. cit. 
(2) «Comment. math. Helv. », 4, 51-64 (1932) 


Matematica. — Sull’ integrazione delle equazioni di Maxwell- 
Hertz nei mezzi cristallini uniassici, Nota di A. TONOLO, presen- 
tata‘? dal Socio T. Levi—Civita. 


Prendiamo in esame le equazioni di Maxwell-Hertz della teoria elet- 
tromagnetica della luce che regolano i fenomeni luminosi esistenti in un 
mezzo S cristallino uniassico perfettamente dielettrico, non percorso da cor- 
renti di convezione, e limitato da una superficie regolare o chiusa e inva- 
riabile col tempo. Riferito il mezzo al sistema di assi di simmetria elettrica, 
indichiamo con X ,Y,Z; U,V, W rispettivamente le componenti, rispetto a 
‘questi assi, della forza elettrica e della forza magnetica nel punto di S di coor- 


: ; : I I a 
dinate x,y,z e allistante di tempo 7, e con beads le costanti dielettriche 


principali. Allora le equazioni in discorso sono le seguenti: 


(2) 


1 eX 3W av 


“a? OF * “dy OZ Ot uae 
1 8¥_ 3 3W BV. selepa ls OX 
G2 le ed Oe oe ot Ox Ox 
1, eZ oV aU oW OX: 1.0.0Y 
c?) dt ox oy Oni Oyl sg Ox 

1 -dX a { ‘eZ 

a@ ax i ge oy at Casi =e 
aU oV oW 
dg By Snare ae 


Da queste si traggono agevolmente i due sistemi 


2 X 42 x 2 xs a2 A 
: ey Pee hig a? = ter eee nie — — 
ot? ox? Oy? O72 oy \ ax 
32 1% 42 Y 42 W4 ez Y Al 
a aa — a? (Fe i 
of? Ox? oy? Oz? ex \ ox 
27 cee dl pee R! 
a ae ee ora 


(1) Nella seduta del 2 aprile 1933. 


SS — —  —___ 


bate 2155 aaa 


an ode eat weary OV. aU 
ee ea eee a 
62 V AL ea aU 

G) TeV + @ 0) 5-(S- -)=0 
o2 W : 
etapa AW =o. 


In queste ultime tre equazioni il A si riferisce alle tre variabili x,y,z. 
2 


Supponiamo di conoscere per ogni valore del tempo nei punti della 
superficie o le componenti X,--- , W: si tratta di determinare queste com- 
ponenti nei punti di S in qualunque istante di tempo. 

In una recente Memoria“) ho risolto il problema ora enunciato, di- 
mostrando dapprima che, se sei funzioni regolari X,---, W dix,y,z,t, 
in qualsiasi istante di tempo soddisfano sopra o alle equazioni (1) e in S 
alle equazioni (2), (3), allora queste funzioni verificano le (1) anche nei 
punti di S per ogni valore del tempo, e determinando poi le espressioni 
analitiche degli integrali dei sistemi (2), (3) in funzione delle componenti 
X,---,W e loro derivate rispetto a t, con Vipotesi che sopra o valgono 
le equazioni (1) in ogni istante di tempo. 

Nelle espressioni analitiche in discorso relative alle componenti Z e W, 
figurano soltanto integrali estesi a o i cui integrandi sono le X,---,We 
loro derivate rispetto al tempo. In quelle invece relative alle componenti 
X,Y; U,V figura, oltre che integrali di questo tipo, anche un integrale 
esteso allo spazio S il ‘cui integrando e la funzione W (per le componenti 
X,Y), ¢ la funzione Z (per le componenti U, V). Quindi, in definitiva, 
nelle formule suddette entrano in giuoco anche integrali quintupli i quali non 
sembrano riducibili ad integrali di dimensione minore. 

Lo scopo della presente Nota é quello di togliere questo inconveniente, 
ed ottenere per le componenti X,Y ; U,V delle formule di rappresenta- 
zione le quali contengono solo. integrali doppi e tripli. A cid sono riuscito 
adoperando in modo giudizioso quel processo d’integrazione tenuto dal col- 
lega Signorini per ottenere le espressioni analitiche delle componenti 
U,V del sistema differenziale 


Hi 2 } 
ere a? AU — (a? — aa( 


OV aU é 
Ot2 ete oy yaa 


(4) | a Ny Ae ) 


Ne ee ee 
ot? A te ox \ Ox oy 
(1) A. TonoLo, Sull’integrazione delle equazioni dt Maxwell-Hertz che regolano 1 fe- 
nomeni luminosi nei mexzi cristallini uniassici (« Memorie della R. Acc. d'Italia», vol. IV 
(1933). é Pease: Ue 
(2) A. StcNorint, Sulla teoria analitica dei fenomeni luminosi net mezxi cristallint 
uniassici [« Annali della R. Scuola Normale Superiore di Pisa», vol. XII (1911)]. 


“= 84° se 
Per fissare le idee, mi limiterd, in cid che segue, ad ottenere le for- 
mule risolutive per le suddette componenti. 


FORMULA FONDAMENTALE. 


Indichiamo con P, (x,,y:,%:) un punto fisso, ma del resto qualunque, 
del mezzo S non appartenente a o, con P (x,y,z) un punto variabile in 
S e in a, con ?, un valore qualsiasi del tempo. Poniamo: 


x = — log We = x1)? + — 9)? 


r=\/2 CF ee eC) ea Cee 


a jase “ty 
Paired a x] a (2) + 6 (2) Ide 


4 men 4T™a oy 


Bigs jimae 
v= f[e,B) = ( ce I = | aCe) + oe) e dt. 


Nelle due ultime formule « =«(#) , 8B =B(!) sono due arbitrarie 
funzioni regolari della variabile t ed eventualmente anche di x,y,z. In 
questo caso le derivate rispetto ad x e ad y vanno effettuate senza tener 
conto della dipendenza delle funzioni « e 8 da queste variabili. 

Riguardo alle funzioni g e  ricordiamo “) che qualunque sia la di- 
pendenza delle «,® dal tempo, esse soddisfano al sistema (4), e per ogni 
valore di t, sono funzioni regolari in tutto lo spazio tranne nel punto P,, 


: A , F k~ 
ove diventano infinite dello stesso ordine di — ©). 
r 


(1) Cfr. A. SIGNoRINI, loc. cit. (1). 
(2) Per a =c il sistema (4) si riduce alle equazioni 


02 U 
a SO 5 Ee 
2 


e le funzioni @ e y diventano 


eh ey ae 


Siano ora U e V due soluzioni regolari per ogni valore del tempo in 
tutto lo spazio S del sistema (4). Indichiamo con una sferetta tutta con- 
tenuta in S col centro nel punto P,. Nello spazio S, limitato dao e daw 
gli integrali @ e b del sistema (4) sono pure regolari per ogni valore di t, , 


onde avremo 


a (/3U = av. ay 
af] U + == HV) dS, = 


Sy 


== [oes ng —B)- 


“va (t_ ao += fag VAd) dS, — 


oa a =a) ele a) 


Applichiamo nel secondo membro il lemma di Green: si trae 


a {aU 20 av ab 
(5) eA Bee pet Pon ees Vas. = 
: a U ; is op op 
a re ae oy 
ota o+ 
oV aU ° : oy oV 
(5-5) cos nde + « {(V aeons 5) 45: — 


6+o 


—@—afiv(h— 2) 2-2) 


cos xndo. 


Sopra la superficie o valgono per ogni istante di tempo le equazioni 
di Maxwell-Hertz: d’altra parte, per ipotesi, le funzioni X ,+-- , W soddi- 
sfano in S alle equazioni (2) e (3); per quanto abbiamo detto nella prefa- 
zione segue che queste funzioni verificano le (1) anche nei punti di S, e 
quindi, in particolare, nei punti della superficie @. Abbiamo pertanto, sopra 


Gesu 


3U oU oU aU 
a om cos xn + By cos yn + oe COS xn 
oV OW mioN. lon ol” ae 
=— ras x ) cos x On a a a yn 


COS Zit, 


o 


OW TY 
a Ox Oe Ohh 


e quindi 


oU oV' oV oW J oW 
(6) ae =(s cos yn — Bf cos xn) + (= COS, 71 — 0s xn) ee 


Theoy. th. 1 oZ a 
ry a? ot le at as 


Si trova analogamente, sopra o e€ @, 


Z) 


av (aU Uae men W 
= (4 cos an — Sco yn + ay 


on 


(7) 


aWee 
COS Kn — ape WD T 


Sostituendo le (6), (7) nel secondo membro della (5), ed osservando 
ancora che sopra o e w vale l’uguaglianza 


si ottiene 
; e) aU op a 3 
op 
« {us brary Pee 
o+@ o+@ 
/aV aV aW Wee 
— a? | 9\=5— cos yn — 608 xn) do — a" o(s cos xw — cos xn) da 
o+o o+@ i 
OL r) re) 
+/o(F cos yn — F cos zn) de + w [VS ado— 
6+ o6+@ 
= op 5 oU oU > 
Cap iE Bese [oS cos xm — = cos yt) da — 
6+@ 


oW 
meee oe Ses cos xn — SF cos xn) da. 


o+@ 


kan ples 


Nello spazio S, le funzioni g e } sono regolari, quindi 
/ ni /\ gradpU =o 
o+o@ 


[FA grag =o. 


o+@ 


In forza di queste identita, ultima formula si pud scrivere nel modo 
seguente : 


a ((/sU a av x 

(9) =| Spa S Oideicae Vier V) dS. = 

o fu ae do + (a? — ey fue — cos yndo — 

o+@ o+@ 
—«|v(2 a )lo — ee 

o+@ 
OZ dY oy 

+ | 9S cos yn — cos <n do + a? Va oe 

o+@ o+@ 


} }O 
— (a? — ae (3 — 2) cos eae cos nw cos xn) dg — 
me do + {4S 


o6+0 


oZ 
cos Zn — —— cos xn do. 


E questa la formula fondamentale dalla quale, nella Nota successiva, 
otterremo le espressioni analitiche degli integrali Ue V. 


pre Ute 


Matematica. — Sur la sommabilité totale par la méthode de 
M. Borel. Nota di J. C. Vicnaux, presentata‘? dal Socio V. Vot- 
TERRA. 


M. G. Sannia %) a introduit dans la méthode de sommation exponen- 
tielle, la notion importante de sommabilité totale, laquelle est beaucoup 
moins restrainte que celle de sommabilite absolue de M. Borel. 

Dans la présente communication je me propose de donner quelques 
conditions au sujet de la croissance du terme général d’une série sommable 
Borel, pour qu’elle devienne totalement sommable par le dit procédé. 

Etant donnée la serie 


(1) ete By eee oe 


nous dirons qu’elle est convergeante dans le sens de Borel, ou convergeante (B), 
si lintegrale (de Borel) 


/ OS Utd = 9 


oO 
est convergeante (Se 
ee) xn 
u(x) = J um sae 
n=O 


ns 


est une fonction analytique réguli¢re pour tout xo. Si Vintégrale 


[teen ias 


o 


converge, nous dirons que la série proposée est absolument convergeante (B) 
ou convergeante (B); finalement, si toutes les intégrales 


oe) 
[ e—* YOR ax (F =-0:,.1 72 ary 


oO 


oe) 
WO@=S uy. 


n=O n! 


(1) Nella seduta del 5 febbraio 1933. 


(2) G. Sanna, Sul metodo di Borel per la sommaztone delle serie, « Atti della R. Ace. 
dei Lincei», vol. XXVI, p. 162 (1917). 


Fi cao 


convergent, nous dirons qu’elle est totalement sommable (B) ou totalement 
convergeante (B). 


2. Nous avons démontré les théor’mes suivants: 


I. Si la série Dd Mn est convergeante (B) et si tin = 0 (1), elle est aussi 


ie) 
totalement convergeante (B). 


é ee ; : I 
IL. Sila série S& wy est convergeante (B) et si un =O (-). elle est aussi 
) n ‘ , 
totalement convergeante (B). 
a I 
Ill. Si la série >> Un est convergeante (B) et si tn = o(=), elle est aussi 
oO 


totalement convergeante (B). 


3. Nous avons le théoréme suivant relatif au produit. 


IV. Si la série 2 Un est convergeante (B) et la série SY un est convergeante 
fe) 


|B| avec somme w et v respectivement, la série produit (Cauchy) 


joe) 
> Wn Wy — Un Vo + Un —1 Vy _ end + Uo Un 


) ——4 6) 


est totalement convergeante (B) si Wn = 0(1) et sa somme vaut uv. 


V. Si la série Sun est convergeante (B) et Sun est conver geante | B | 
ie) O 


avec somme U et U respectivement et que Un =O(1) , Ux» =O(1), la série 


produit } wn est totalement convergeante (B) et sa somme est uv. 
oO 
VI. Sila série S un est convergeante (B) et > Up est convergeante | B| avec 
(0) ie) 


somme U et v respectivement, la série produit > wn est totalement convergeante 
oO 


. I 
StL Wy = (= avec Somme uv. 
n 


\ 


VIL. Si la série > un est convergeante (B) et > vn est convergeante | B| 
fo) (e) 


I Ae 
avec somme U et w respectivement et que Un = o(=), Un = 0(1), la série 
produit > wn est convergeante (B) avec somme wv. 

@ , 
VII. Si la série > un est convergeante (B) et que > Un est conver geante 
ie) te) 


|B| avec somme u et v, respectivement, la série > Wn est totalement conver- 
oO 
I 
geanie (B) si Wn = O|—) avec somme uv. 
n 
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IX. Si la série SY un est convergeante (B) et D vn convergeante |B | avec 
(0) oO 


I = 
somme et © respectivement et que Un = o(-), Un = 0 (1), la sérte partie 
19) 


est totalement sommable (B) avec somme égale a ww. 
X. Si les deux séries Ss tn St > Un sont sommables (B) avec somme u 


oO oO 


I I hie 
et v respectivement et que Up» = O (=| 5 Un = o(-) , la série produit S wy est 
oO 


totalement sommable (B) avec somme wv. 
XI. Si les deux séries > tn et SY vn, sont convergeantes (B) avec somme 
19) (9) 


; I I ; : 
u et v respectivement et si tn = O (=) Un = o(=) , la série produit > wn 
nN 0 


est totalement sommable (B) avec somme uv. 
La démonstration de ces théorémes paraitra dans un autre recueil. 


Matematica. — Osservazioni geometriche sui tensori. Nota di G. Bic- 
GIOGERO, pres. dal Corrisp. U. Cisorri. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Matematica. — Sulle equaziont funzionali del tipo di Volterra. Nota 
di S. Cinquini, pres. dal Corrisp. L. Tone.ui. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Matematica, — Proficui legami tra i metodi di sommazione delle serie 
ei problemi al contorno per le equaxioni differenziali, lineari, alle derivate par- 
xiali, di secondo ordine, di tipo ellittico. Nota di C. Mrranpa, pres. dal Socio 
G. CasTELNUOVO. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Matematica (Fisica matematica). — Un teorema di calcolo funzionale 
operatorio. Nota di R. Sartori, pres. dal Corrisp. G. Giorel. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Sy 


Meccanica. — Sopra una interpretazione meccanica del paral- 
lehsmo di Levi-Civita. Nota di M. Harmovici, presentata“ dal 
socio, U.. LEvi-Civira. 


Si conoscono diverse interpretazioni geometriche e cinematiche del pa- 
rallelismo di Levi-Civita ©). Vogliamo dare qui una interpretazione mecca- 
nica 4), 


I. Sia una varieta riemanniana V, in uno spazio euclideo S,» e siano: 
6) Poet ete) (a= 1,2++-m 5 i= G2 srr) 


le equazioni di questa varieta, dove y, sono le coordinate cartesiane di un 
punto in S» e x: le coordinate dello stesso punto in V,. 

Consideriamo un sistema materiale rigido nello spazio s, euclideo tan- 
gente a V, in un punto P e costituito da m coppie di punti di masse uguali 
(per semplicita = 1), situate simmetricamente una su ogni asse di un m—edro 
rettangolo con Vorigine in P e alla medesima distanza / da questo punto. 
Chiameremo questo sistema « sistema P ». Il punto P puo muoversi ad 
arbitrio su V,. Ci proponiamo di studiare il moto di questo sistema sotto 
Pazione di una forza unica applicata in P. 


2. Siano Aj, (i, =1,2+++m) i parametri degli assi del sistema P 
in Vn © wt, (a=1,2+-++m) i parametri dei medesimi assi in Sm. Fra le 
Yas, > Wi,» passano le relazioni: 


y See n Vo hist, Qie~ Hh 
(2) ame >y ee Xi ( m 


rial tra aN 


uw 


G) De vs, vs = Daan (k= 1, 2--+m) 


a 


(1) Nella seduta del 19 marzo 1933. 

(2) Cfr. T. Levi-Civira, Lezioni di calcolo differenziale assoluto, Roma, Stock, 1925 
p. 118; E. Persico, « Rend. della R. Acc. dei Lincei», vol. XXX 1921 (2° sem.); A. MYLLER, 
«C. R.», t. 174 (1922); G. CorBELLINI, «Rend. della R. Acc. dei Lincei», vol. XXXII 
1923 (1° sem.). 

(3) Lo studio del moto di un corpo rigido di dimensioni infinitesimali nello spazio: 
curvo della teoria della relativita @ stato fatto dal THomMsEN in una Memoria delle « Ma- 
thematische Annalen» Bd. 29 H. 1 (1928). L’idea che un tale moto (sempre nella teoria 
della relativita) sia in relazione col trasporto per parallelismo risale a SCHOUTEN e€ FoKks. 
(«Kon. Akad. von Wetenschappen te Amsterdam », 1920 € 1921). 


dove Si=0 se h=Ek e 8y=1 e dove 


m 


Oya Oa ae 
(4) a= Qe oe, Fx; (if = 1,2+++n) 


sono i coefficienti della forma quadratica metrica di Vn. 
Le coordinate in Sin delle coppie di punti materiali del sistema P sa- 


Tanno: 
Ye eae (eee 
yet 1D a N e Ya — 1 Di 5, ( = ene 


Le coordinate Lagrangiane del sistema saranno le coordinate x; del 


n(n—1 . n(n+1 
punto P in V, e pM) parametri (e=» SP WE S24 = BAe ae 4 
(0) 
che definiscono la orientazione del n—edro spiccato da P. Possiamo ad esempio 


n(n — 


scegliere per questi parametri i valori di ) dei 4,, e dedurne gli 


altri dalle equazioni (3). Ma sara pit’ simmetrico considerare tutti gli n? 


ine eM ts - 
,, come funzioni di x; e di g. Il sistema ha itienct 2 gradi di liberta. 
(6) 


L’energia cinetica del sistema é: 


m Oa » ; I n m - dw gee 
THEBES [GB | + BEEBE 


Sviluppando il secondo membro, abbiamo: 
n " n mL a 92 Ne > 
T= 1 Qo Yat? Bi Qe Pei es ox; X72 a+ Ds a 


dove c’@ da osservare che hi, Vanno derivate per tramite delle x; e dei 9. 
(9) 
Introducendo la notazione tensoriale, possiamo scrivere questa espressione 


din-d.: 


Tand. % +hD De [Sasa > vail 3 iy + Di PAN a 


dove Volt » Yo indicano derivate covarianti di y, e |'/{, simboli di Christoffel 
di II* specie formati con gli aij. 


mm 


Eseguendo il calcolo e tenendo presente che De yas; Yar = 0, e che 
I 
DS, A, Aj, = 47 dove aii sono i reciproci di aij, e della (4) abbiamo: 
I 


(1) Cr p. es. Levi-Civira, Lezioni di calcolo differenziale assoluto. Roma, Stock, 1925, 
p. 256. 
(2) Id., p. 282. 


Saas ie 3 wre 


(5) car =n Air x; Xk + ) de Din Vai Vout a?* x; x) + 


+ PZ naa] i + Dail 5] [yy + Buby, 


I tre termini di T si possono interpretare come segue: 
I n 
(a) DS 5: 2n >i Wik Xi Xz 
Zr 
rappresenta l’energia cinetica del sistema qualora fosse tutto concentrato in Ps 
m n 
(0) Det L374 D>. Dim Jali Yoet B® xj x1 
4 T 


rappresenta l’energia del sistema qualora nel suo moto tutte le sue direzioni 
timanessero parallele nel senso di Levi-Civita; 


Oi =>» ait i a >: i: 1 | Ly, si Zi nie xj| = Dina ai D; Xi Didi, 


é l’energia cinetica del sistema rispetto a un riferimento con Porigine i in P 
e che si sposti parallelamente nel senso di Levi—Civita. 

Le componenti delle forze secondo le coordinate di Lagrange sono @), 
vista la ipotesi che la forza vettoriale sia applicata nel punto P: 


n 


Ope =>. Fe 2tG=r, 2-1) (Qemo@=ner, n+2-. 2s) 


2 


dove le F, sono le componenti della forza in S,. 


3. Scriviamo le equazioni di Lagrange per le variabili 9: 


on 
2 in ai ae xn =o 


Pee eet aed Vath. (Bir SA 
Coe; 55) ap dt i= a9 Hf 
@)  — ) () © 


dove: 


dD: x le : 
Diy, = Di (Did) = a + Dal PLD a, 2; 
D:%,, avendo il significato che risulta dalla (c). 


(1) Cfr. p. es. Levi-Crvira e AmaLpi, Lezioni di meccanica razionale, t. Il, cap. V. 


Teo tee 
Notiamo ora che @ sempre possibile trovare per i @ una serie di in- 
(0) 
crementi infinitesimi A @ tali che, in corrispondenza ad essi, tutte le dire- 
(rs) () 

zioni A, rimangano fisse salvo due di esse scelte ad arbitrio: Ay Ay3 € Tica- 
viamone qualche conseguenza: 

Moltiplicando le (6) per questi A 7 e sommando rispetto a o, viene: 


(rs) (6) 
n(u +1) = 1) n(n + 1) 
W 2 
(7) > S. ai A @ ean + Bn Be an A N= 0. 
I n+ (rs) (o) 2 iy n+ 1 (75) (©) e 
& (0) 
D’altra parte per derivazione dalle (3), abbiamo 
Meee — T) 
OX 
(8) >: 3, ai A By 2 My = s, 3 ai A © ee ee 
re mr — (75) (0) ee ee & & 
Go 


Il secondo termine di questa espressione ¢ nullo per ogni t==r. Quindi 
n n(w +1) = 1) 


on 
anche il primo termine. Ne deduciamo che il vettore >. hy A 9 ha la 
n-+1 8Q (rs) (6) 
direzione di A,,; sicche possiamo scrivere 


n(x + 1) 


(9) > = 


designando con @s dei convenienti moltiplicatori. 
Per la.stessa ragione: 


n(n + 1) 


(9’) DMs a 


Sostituendo (9) e (9’) nella (8) si ha: as + as, = 0. 
Da (9), (9’) e (7) risulta : 


ae ate n . ; as 
(10) ai Ail x, DFA), >> Ail BE eS O 
I 
Derivando la (3) due volte rispetto al tempo, deduciamo: 


n : ; n : n 
(11) Da nN Di x, + 2 > aii Ds xD: d) ae dia Dy x Ni =O 
T I 


. Sle eee: 
la quale, tenendo presente la Cray: 


> 40 Di ae DEK da ri, D? N= 0: 
I 


ay 


Integrando questa equazione, viene: 


>i 4: nD A. = Cu = cost. 
I 


Risulta : 


(12) D, nL = S; Cu yy : 
1 
Derivando la (3) si vede che le Cw sono emisimetriche. 


4. Ricaviamo alcune conseguenze da queste considerazioni. 
Le D,%’ sono le componenti della velocita del punto unita dell’asse 


A,; Tispetto a un sistema di riferimento con Vorigine in P, che si sposti pa- 


rallelamente nel senso di-Levi-Civita (chiamiamo P’ un tale sistema ). 
Dalla (12) risulta: 


nm 


Dit ai Didi, Di dt) = cost. 


Ne deduciamo che ogni punto fisso rispetto al sistema P si sposta 
con velocita costante rispetto al sistema P’. Se al momento iniziale un 


punto M ha la velocita nulla, il vettore PM si sposta parallelamente nel 
senso di Levi-Civita durante tutto il moto. Se in particolare il sistema 
parte dal riposo, tutte le sue direzioni si trasportano per parallelismo. 
Se n € pari, ™=2m, possiamo trovare un sistema ortogonale di assi 
invariabilmente collegato al sistema P tale che i piani di coordinate 
Ax Ao 5 As) Aqi3 +++ Si muovano parallelamente nel senso di Levi-Civita e gli 
assi Ay ,A23A;,4, ruotino in essi con velocita angolare costante. Se n é 
dispari, 7 = 2mm + 1, esiste un asse di rotazione che si sposta parallelamente 
nel senso di Levi—Civita e possiamo trovare un sistema ortogonale di 2m 
assi ortogonali a quello soddisfacenti alla proprieta su indicata. Queste con- 
siderazioni valgono anche se si tratta di un sistema costituito da un numero 
qualunque di sistemi P rigidamente collegati fra loro. Quindi anche per un 
corpo rigido omogeneo avente simmetria sferica. 


5- Calcoliamoci dalla (c) il contribute del termine T, alle equazioni 
di Lagrange rispetto alle variabili x;. Troviamo: — 


9 r) . 1 ki 
L = ee 2 Dirmn aa { mi , kj} MK, 


dt \ ax, o Xk 


Sa 


dove i {mi,kj} sono i simboli di Riemann di II* specie. Dunque solo 
nel caso dei V, a curvatura nulla, il moto del punto P € lo stesso comunque 
si muova il sistema P rispetto a P’. 

In un altro lavoro studieremo alcune estensioni ed applicazioni delle 
questioni qui trattate. 


Meccanica (Meccanica analitica). — Sulla riduzione del rango 
dei sistemi canonici. Nota di R. Ernaun, presentata “? dal Socio 
T, Levi-Crvita. 


La conoscenza di r integrali di un qualsivoglia sistema differenziale 
consente generalmente di abbassare di r unita il rango delle operazioni di 
integrazione del sistema. Se pero si tratta-di un sistema canonico, in aleuni 
casi il carattere involutorio o gruppale degli integrali conosciuti permette 
altresi ulteriori riduzioni del rango delle operazioni da cui dipende la deter- 
minazione dell’integrale generale; e tali riduzioni possono essere compen- 
diate nei due seguenti teoremi dovuti a Sophus Lie: 

Teorema A: « Se di un sistema canonico di rango 2n si conoscono 
r integrali indipendenti, in involuzione e risolubili rispetto ad altrettante p %, 
Pintegrazione del sistema dato si riduce a quella di un nuovo sistema ca- 
nonico in —r coppie di variabili coniugate ». 

Teorema B: « Se di un sistema canonico di rango 2” si conoscono r 
integrali indipendenti formanti un gruppo e questo gruppo ammette un sot- 
togruppo in involuzione — a priori sconosciuto — di ordine p==n, lV integra- 
zione del sistema é ricondotta alle quadrature ». 

In questa Nota mi propongo di dimostrare, a complemento del teorema 
B di Lie, che « se di un sistema canonico di rango 27 si conoscono r inte- 
grali indipendenti formanti un gruppo e questo gruppo ammette un sotto- 
gruppo in involuzione - a@ priori sconosciuto (e in cid consiste l’essenziale 
divario dal caso A) - di ordine p<cn, lintegrazione del sistema dato si 
riconduce a quella di un sistema differenziale ordinario di rango 2n— 2p. 
Inoltre, essendo la dimostrazione di questo teorema intimamente collegata 
col teorema B di-Lie, mi & parso opportuno, per renderla pil chiara e com- 
pleta, di inserire in questa Nota anche una dimostrazione del teorema B di 
Lie, che sono riuscito a dedurre con procedimento pit semplice del pro- 
cedimento originariamente seguito dal Lie. 


(1) Cfr. Levi-Crvrra, Lezioni di calcolo differenziale assoluto, cap. VII. 
(2) Nella seduta del 2 aprile 1933. 


(3) Usiamo — é quasi superfluo avvertirlo - le ordinarie notazioni della Meccanica 
Analitica. 


RDA 


Consideriamo dunque un sistema canonico di rango 27. 


(1) dq: ower api ot oH 


a funzione caratteristica H indipendente dal tempo, e ricordiamo che V’in- 


tegrazione del sistema (1) ¢ equivalente alla determinazione degli integrali 
indipendenti dell’equazione: 


(2) (H®) =o. 


Cio posto supponiamo di conoscere r— 1 integrali F,---F,_, del 
sistema (1), formanti un gruppo e distinti dall’integrale dell’energia H = cost. 
Indichiamo con y il gruppo delle funzioni F,---F,_, H e fissiamo la nostra 
attenzione sulle funzioni speciali del gruppo e cioé sulle funzioni in invo- 
luzione con tutte le funzioni del gruppo. Una funzione Q(F,--- Pi ald), 
per essere funzione speciale, dovra soddisfare il sistema completo di equa- 
zioni: 


G) (F; Dis 02. (Eg Di0: 


Il numero m delle funzioni speciali di y, distinte da H, sara quindi 
uguale al numero delle funzioni indipendenti, che soddisfano il sistema (3), 
e quindi all’eccesso di r —1 sulla caratteristica del determinante. 


| GB) B_.) 


(4) D= 


Sia dunque r — m— 1 la caratteristica del determinante D; l’ordine p 
del sottogruppo in involuzione contenuto in y sara allora uguale a 
r+m+iI 

a 


Esaminiamo separatamente 1 due casi: 


p = (art ees => n 
2 
e 
r m I 
p — a <s Ne 


Cominciamo ad esaminare il primo caso e dimostriamo che I’ integra- 
zione del sistema (1) é senz’altro ricondotta alle quadrature. Infatti, siccome 


eee anes 


il sottogruppo in involuzione contenuto in y € di ordine p= 71, il gruppo 
y si potra scrivere nella forma 


(5) Py see Pp Opes On Olle p =k ee ad (1 +1=r) 
ove 


CBs Pey =o CO; Op Oo MCP a) = 01 = GOnH | 10 (P;-O;) = be. 
Fissiamo la nostra attenzione sul gruppo: 

(6) Pye BLO;' +O; Opie Ore re 

che ammette un gruppo polare della forma 

(7) gO ee 


Qi +: non pud essere una funzione speciale del gruppo (7), in quanto non 
fa parte del gruppo (6). Nel gruppo (7) esistera allora una funzione P; , , 
tale che (P;,,Q:;1) = 1. Inoltre P/4, non puo appartenere al gruppo (5), 
in quanto se valesse una relazione P;,, = @(P;-+--P:Q,---Q,_;H), sa- 
rebbe (P:4,Q:41) =0. 

Ne segue che il gruppo 


(8) earn Aine AG heen OKO) ONO OMOL C7! 


€ un nuovo gruppo, contenente il gruppo (5) e avente una funzione spe- 
ciale di meno. Cosi continuando si dimostra che il gruppo (5) & contenuto 
nel gruppo 

(5) Pier Dee. Ore Cle 


nel quale (P; Pz) =o , (P:Qu) = 8u , (Q: Qi) = 0, mentre H é in involu- 
zione con tutte le funzioni del gruppo, meno che con Py. 

Osserviamo ora che la teoria delle trasformazioni di contatto ci assi- 
cura l’esistenza di una funzione U tale che: 


(eve 


(9) a bd. > Bi dO; PR edheaee 
1=I1 j=! 


D’altra parte Q,---Q,—, sono funzioni di F,.-- F,_,, onde l’equa- 
zione (9) si potra anche scrivere cos}: 


n hah 


(10) > pidgi = > fadFy +P, dH + dU 


¢== 1 


ove 


ey fa -> Py ae 


pp Ate 


Prendiamo ora come variabili indipendenti F,---F, ,H, ed altre 
2n—r funzioni w----u,,—, formanti, con F,---F,—7 ed H, 2” funzioni 
indipendenti. La relazione (10) é allora equivalente al sistema 


aU Z ogn : 
a ae aa a ee) 
(11) 
c oU . ogk 
ent Rn Garten 


sistema che ci permette senz’altro di determinare le funzioni f., con quadrature 
e derivazioni. Inoltre osserviamo che dalla formula (1o’) segue che le 
f. sono funzioni di P,;---P,_,F,---F,_,, onde le fy sono in involuzione 
con H. 

D’altra parte sempre dalle (10’) noi possiamo ricavare P,---P, —, in 
funzione di f;---f,—:F,---F,—,, in quanto la caratteristica della matrice 


3 5 aoe n—tI 
ise * eae vale certo m — 1. Se ne deduce che Q,---Q,—,HP,--- Pu 


Sl possono esprimere come funzioni di f;---f,_,F,--- F,—:Pn ed H. Ma 
le funzioni P, ---P, Q,--- Q,—,H sono, per ipotesi, indipendenti fra loro; 
ne segue che fra le funzioni f,--- f,_,F,---F,—,P» ed H ve ne sono certo 


2n indipendenti, il che implica che fra le-funzioni fy--+f,—1Fr-+-F,y—. ed 
H ve ne siano. certo 2n —1 indipendenti. E siccome le funzioni f;- ++ f;—1, 
sono, come si é visto or ora, soluzioni dell’equazione (H®) = 0 ed inoltre 
esse si determinano con quadrature e derivazioni, resta dimostrata, se p= 1, 
la possibilita di costruire 2” — 1 integrali indipendenti dal sistema (1) con 
sole operazioni di quadratura e derivazioni. 


=. : rtm+i : : 
Esaminiamo ora il caso p = ES Dico che in tal caso 


Yintegrazione del sistema (1) ¢ ricondotta all’integrazione di un sistema 
differenziale ordinario di rango 2n— 2p. 

Infatti, il gruppo y, formato dalle funzioni F,---F,—,, ed H, pos- 
siede, oltre ad H, altre m funzioni speciali, a priori sconosciute, che noi in- 
dichiamo con Q,---Qy,. Cid posto, consideriamo il sistema di equazioni: 


(12) (H®) = 0 (Q, ®) =0--- (Qn ®) = 0. 


Esso @ evidentemente completo, in quanto HQ, - - - Q,, sono in involu- 
zione fra loro ed ammette 27 — m—1 integrali indipendenti, di cui 1, e 
cioe F,---F,_, ed H, sono gia noti. Orbene si puo costruire un sistema 
di equazioni equivalente al sistema (12), anche senza determinare preven- 
tivamente le funzioni Q;---Qm. 

Indichiamo conG;--+G,,—, le funzioni del gruppo polare di y e con- 


sideriamo |’equazione 


ee o) oe (FP, 0) 0 


Questa equazione ¢ soddisfatta dalle funzioni G,---G,,—,, ed é anche 
soddisfatta dalle funzioni HF,---F,—,, se le A soddisfano le condizioni: 


4 Geet ee wie ee A op. Buvem yp. mou BONG) iol et 1s) 619; 6; (is) We es emia eIne ae se eens ve 


we, Be\ de oe) mie ape) ineh ee) co" <4! (ot. wo) bY 0) 1. fos eo, 6 Lay te) et Ne) Fae” eile) is) ebie uit 


E questo un sistema di equazioni che ammette evidentemente m sistemi 


di soluzioni indipendenti Agi +++ Ag,,—1(@ = 1,2,---m). Se noi conside- 
riamo allora il sistema di equazioni 
/ (H ®) —= (0) 
Air (F, ®) +--+ + 21,,-1(F, =r 9) = 0 
CT) Ue VER Oe BCPA RMD oes ee, Re eae 

we CG: ) a SES =. je ee GPa I ®) = OF 
esso-anmmettera ‘come soluzioni le, funzioni. HF," FE, =) G,+ 2+ Gi a 
D°altra parte, essendo HQ,---Qu le funzioni speciali del gruppo y , il 
sistema (12) ammettera anch’esso le soluzioni HF, ---F,_,G,-+-Gin_,. 


Ne segue che il sistema (12’) € equivalente al sistema (12) ed é quindi un 
sistema completo. 

Facciamo ora un cambiamento di variabili assumendo, come nuove 
variabili, 27 funzioni indipendenti y,---y,,, di cui: 


(13) Vane, 4G Se eigen ee Ee 


In seguito a questo cambiamento di variabili il sistema (12’) si muterA 
in un nuovo sistema completo di m + 1 equazioni, in cui non compaiono 
derivate delle ® rispetto a y.,_,41°+* Yon Risolvendo questo sistema rispetto 


; ne oO ; : ; 
ad m a a derivate, per esempi1o rispetto a es =i. 450 ottiene un SI- 
Oy; OY, +1 
stema Jacobiano: 
2D oD oD 
AWE ALE Fad? VERA PE tino Fae vps a 
cyy Yn +2 2n—r 
(14) i) “chief ow) alne\se sa batiniee oA 4h atalis ietahematel alae epee ht seikeae eee EAN SaeOe ae ae : 
Oo 2 oD o® 
pa pe, Be i SEP a we LOD ee Tee 
OY n +1 ; a ; OV mn +2 a. OV r 
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Ora l’integrazione del sistema (14) & evidentemente equivalente all in- 


tegrazione del sistema, illimitatamente integrabile, di equazioni ai differen- 
ziali totali: 


— 


Nas SA me to OY, ae > ae Cee eo tiae Ne, 


Ci) eae = Ca ape Ne + se + Ay ++,2n—4 aioe Ie 


Inoltre, data lillimitata integrabilita del sistema (15), noi potremo 
scegliere nello spazio delle variabili y,---y,, 4+, una linea arbitraria 


Ve =O: A) Yn es = Ons x (A) 


e integrare il sistema: 


AY mn 
isa re e , 
dr = Ar,m+29, = ‘ aie Obs Hoe m+teP 4s 
(16) O DEC ROLG IOGaCuCnekOCiane hate OMOuCyiKe Cah LOADER G. tosreee Ba cs 
eee | 3 , 
\ dd See ese oeears Ce =n On + Am +:,22—1P, 4 5, 


che é un sistema di equazioni alle derivate ordinarie di rango 2n —r —m —1 = 
= 2n—2p. 

Cio posto, osserviamo che |’integrazione del sistema (16) introduce 
2n—r—im —1 costanti arbitrarie; risolvendo rispetto a queste costanti, 
otterreno 2”—r—m-—r integrali del sistema (16), che, unitamente 
alle funzioni HF, ---F,_,, forniscono i 2m — m — 1 integrali indipendenti 
del sistema (12). 

Questi integrali formeranno uu gruppo 8 contenente almeno le m + 1 
funzioni speciall HQ, -+- Qin; onde la sua forma canonica sara del tipo 


(17) PP) Or Ota kl Oras an) 


ove S,--- Sy sono le eventuali altre funzioni speciali oltre a HQ, --- Qu’, 
ed J e v soddisfano la condizione 2/ + v +m + 1 = 2n—m—1.Da(17) 
si vede allora che il gruppo 8 conliene un sottogruppo in involuzione di ordine 


v sae : : 
OS ere Ma le funzioni del gruppo 8 sono integrali dell’equazione (2), 


onde, determinati gli integrali del gruppo 8, che contiene un sottogruppo 
in involuzione di ordine =, gli altri integrali di questa equazione si ot- 
terranno, come si € dimostrato, per quadrature. Resta pertanto provato che, 
nel caso che p sia minore di n, la integrazione del sistema (1) ¢ equivalente 
alla determinazione delle funzioni del gruppo 8, il che richiede, come sie 
visto, l’integrazione del sistema differenziale (16), di rango 2n — 2p. 

Colgo Voccasione per esprimere i pil vivi ringraziamenti all’ Istituto 
« Giuseppe Kirner » che mi volle assegnata una borsa di perfezionamento 
per anno accademico 1932-1933. 


Meccanica — Sur la formule d’Euler-Savary. Nota di R. SARMENTO 
pE Berres, pres. dal Socio T. Levi-Crvira. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Geofisica — Sui principi costruttivi delle bussole magnetiche. Nota di 
M. Tenant, pres. dal Socio C. SomIGLiaNa. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Fisica (Fisica teorica). — Righe proibite dovute a spin nu- 
cleare. Nota di R. Ernaupi, presentata“? dal Corrisp. E. FERMI. 


Scopo del presente lavoro é la determinazione teorica dell’intensita delle 
righe di un elemento bivalente, che corrispondono ai passaggi dal termine 'S, 
ai termini 3P, e 3P,. Queste righe non possono essere attribuite ne a ra- 
diazione di dipolo, in quanto esse corrispondono a passaggi proibiti dalle 
ordinarie regole di selezione, né a radiazione di quadrupolo, in quanto i 
termini di partenza e di arrivo hanno parita diversa rispetto alla.regola di 
Laporte. Ne segue che se le condizioni sperimentali sono sufficienti a ga- 
rantire l’assenza di campi elettrici intensi, |’eventuale presenza di queste righe 
sembra doversi attribuire, secondo Bowen ©), all’interazione degli elettroni 
di valenza collo spin nucleare. L’ordine di grandezza dell’intensita di queste 
righe 6) si ottiene allora moltiplicando Vintensita della riga 'S, + 3P, per il 
quadrato del rapporto fra Ja separazione di struttura iperfina e la separazione 
di struttura fina del tripletto 3P considerato. 

E appunto con Vipotesi di una interazione degli elettroni di valenza collo 
spin nucleare che ho calcolato Je intensita delle righe *S, >3P, e 'S,—3P, 
per un elemento bivalente qualunque e per uno spin nucleare qualsiasi. Infine 
ho applicato i risultati ottenuti alla determinazione teorica delle intensita 
delle righe~2270 e 2655 del mercurio. 

Consideriamo dunque un elemento bivalente qualsiasi e trascuriamo per 
un momento la presenza dello spin nucleare. L’atomo si potra allora descri- 
vere mediante le coordinate di orbita e di spin dei due elettroni di valenza 
€ sara caratterizzato da una Hamiltoniana H) e da un momento della 
quantita di moto M), Indichiamo con E(3P)), variando J fra 0 e 2, i ter- 


(1) Nella seduta del 2 aprile 1933. 
(2) Houston e Hurr «Phys. Rev.», 36, 1930, p. 842. 
(3) Vedi, p. es., lo studio di E. SeGrE in «Rend. Lincei», XIV, 1931, p. 5o1. 


eee) io tae 
mini del tripletto di struttura fina che vogliamo prendere in considerazione, 
e con cu }) le autofunzioni corrispondenti all’autovalore — EGP) di He 


e all’autovalore sue di M&, 
230 : 


Cio posto indichiamo con M© il momento della quantita di moto del 


[42 


nucleo, suscettibile dell’autovalore T(1 + 1), e con 8, le autofunzioni 


Oy nicz 
; , eas h 
di MS? corrispondenti all’autovalore ae Supporremo, nei calcoli che 
Tw 


seguono, I = 2: le formule alle quali perverremo saranno tuttavia, con op- 
portune cautele, utilizzabili anche nel caso che I sia minore di 2, che nella 
pratica ¢ il pit frequente. 

Vogliamo ora tener conto, dal punto di vista cinematico, della presenza 
dello spin nucleare, trascurando perd ancora Ja sua interazione dinamica cogli 
elettroni di valenza: dovremo allora descrivere gli stati del sistema, corri- 
spondenti all’autovalore E (3P)) dell’energia, mediante (2J+1)@1+1 
combinazioni lineari indipendenti delle autofunzioni (sP}) 3u,3 per ragioni 
che vedremo tra breve, ¢ opportuno scegliere quelle combinazioni lineari 
Go (3P)'F.) che sono autofunzioni di H©) relative all’autovalore Bae) 
h 


antofunzioni di (M© + M))* relative all’autovalore 


F (F +1), e auto- 


To 


he aie : 5 ; h 
funzioni di MS? + M° relative all’autovalore 5 Mr. 
TT 


a 


Teniamo conto finalmente dell’energia di interazione H© fra lo spin 
nucleare e gli elettroni di valenza e ricordiamo che questa energia é eguale 
al prodotto interno del momento magnetico nucleare per il campo magnetico 
generato dai due elettroni di valenza: i] termine E (3P)) si spezzera, in cor- 
rispondenza ai 2J + 1 possibili valori per F, in 2 J + 1 termini che indi- 
chiamo con E (3P),); e la teoria delle perturbazioni ci insegna a calcolare 
i termini E (GP; ¢), che, in prima approssimazione, sono forniti dalle relazioni: 


(1) E (P),r) = EGP)) — | 9. (sP},e) Hg. (9P 5 r) de, 


ove Vintegrale va esteso a tutto il campo di variabilita delle coordinate del 
sistema. 
ik) . . . M . . ° ° 
Cio posto, indichiamo con 9, (GP, 5) Je autofunzioni di prima appros- 


simazione corrispondenti all’autovalore — E (3P),r) di H@) + H® e all’au- 
tovalore Mi di M” +M. Per il problema che stiamo trattando ci 
Tw 


: =e M M My __ 3 pM 
interessano le autofunzioni 9, GP} Le) oy (Gees Oy eh | eg, ee) 5 


le quali, come ci insegna la teoria delle perturbazioni, sono fornite dalle 
relazioni: 


(2) 


554 
[eC 3Py 41.) HO @, (sP! qijat 


CAA ech aes ey oi EGE) ab Cry 90 (POH 
[5 (P.) #9 (PL) a 
#: CP) = ee) to BGP EGP) = ol oe 
po (Pot, ) HO) @ (3Pits) dt 
Gr ink data = Do (pM: ) 77 / E GP.) Lose GP) Do (phos 


sh eg nm gL OPEN) HO (PEs 
t i) (i Mima eke 


at) t SH GP Se EGP) sais ahe koi ae 


ove i puntini stanno a indicare termini che per il nostro problema non in- 
teressano affatto. 

Ho valutato gli integrali che compaiono nelle .ormule (1) e (2), pren- 
dendo per }(3P;) le autofunzioni di approssimazione zero che si possono 
costruire combinando linearmente le autofunzioni individuali degli elettroni 
se p che danno luogo al tripletto considerato. Inoltre ho trascurato ]’inte- 
razione fra l’elettrone p e lo spin del nucleo, del quale ho calcolato l’intera- 
zione coll’elettrone s usando la teoria relativistica di Dirac. 

Ho esposto in appendice la parte essenziale di questi calcoli, in base ai 
quali ho trovato che gli integrali, che compaiono nella formula (1), sono 
dati dalle relazioni: 


6) becca 


Gor ee ey (0)] 


ove y. & il massimo autovalore della componente secondo l’asse x del mo- 
mento magnetico nucleare, mentre ~(r) & la soluzione dell’ Sabenone di 
Schrédinger relativa al termine s considerato. Parimenti ho trovato per gli 
integrali, che compaiono nelle formule (2), le seguenti espressioni: 


| ise Pits )H 9, (PEL) drm a2, 
J 20(>PL1) Hg, (0P! 1) de = a AE AT 3 
(4) 31 


[( (Py) 1-1) H® @, (3 P} a) dt=a 1 3 


| J e251) 9, (PL) de = a oe arc 


= ae 


Confrontando ora le formule (1) e (3) si trova che i termini E GP) r) 
di struttura iperfina sono dati dalla formula: Gy 


[5] EGP) e) = EOP) +S[F(E +110 +) J+»); 


eh 
(. ae pa? (0)) : 

Cio posto, indichiamo con E (#S,) l’autovalore di — H© corrispondente 
al termine *S, che vogliamo prendere in considerazione. Indichiamo con 
J GP), r) Vintensita della riga che corrisponde al passaggio dal termine E C33) 
al termine E(3P),r), econ J (3P,) l’intensita della riga, permessa dalle ordi- 
narie regole di selezione, che corrisponde al passaggio dal termine E (+S,) 
al termine di struttura fina E (3P,): indichiamo cioé con J GP) la somma 
delle intensita delle righe che corrispondono ai passaggi del termine E (*S,) 
ai termini E (3P,.14,),E@P,,1) ed E GP, 1:1). Si trova allora, applicando 
le regole sul rapporto di intensita delle linee di struttura iperfina e tenendo 
conto delle formule (2) e (4), che: 


oe 

sl | 10.) = Se TeGRy = EGR yR! OM 

© [OP = Sey eGR SE GEE! CP) 
JOP) == SF eres ap yp OP 


Le formule (5) e (6) risolvono completamente il nostro problema. E 
infatti mentre le formole (5) si utilizzano per ricavare il valore di a dalla 
struttura iperfina dei termini del tripletto considerato, le formule (6) forni- 
scono senz’altro l’intensita J (3P,,1) della linea che corrisponde al passaggio 
E (35) E GP.), nonché Vintensita J (+P.,14..) + J GP2,1) + J.GP2,1-x) 
della riga che corrisponde al passaggio E (*S,.).>E(GP.). ee 

Notiamo infine che le formole (5) e (6) sono state dedotte nell’ipotesi 
[= 2. Tuttavia @ facile vedere che esse continuano a valere anche se 
I é minore di 2, purché si abbia l’avvertenza di sopprimere quelle rela- 
zioni che implicherebbero un valore di F non compreso nella successione 
I+J---Il—JseI>J, oppure nella successione J + I---J—Ise JI. 

Applichiamo ora le formule (5) e (6) al calcolo delle intensita delle 
tighe 2270 e 2655 del mercurio. 

Il termine fondamentale dello spettro del mercurio &€ un termine 


(6s)? ,*So e la riga 2537 corrisponde, come & noto, al passaggio dal ter- 
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mine fondamentale al termine 65 6p,3P;. Accanto a questa riga molto 
intensa si osservano nello spettro del mercurio le « righe proibite » 2270 
e 2665, la prima corrispondente al passaggio dal termine fondamentale al 
termine 65 6p, 3P>, la seconda corrispondente al passaggio dal termine fon- 
damentale al termine 65 6p ,3P.. 

Queste righe sono state osservate in emissione da Takamine “, Fu- 
kuda ® e Lord Rayleigh “) in condizioni sperimentali tali da garantire 
— secondo quanto assicurano questi autori - l’assenza di campi elettrici in- 
tensi. In assorbimento Lord Rayleigh “) ha osservato la riga 2270, mentre 
non ¢ riuscito a rivelare la. riga 2665, coperta da una intensa banda di 
assorbimento. 4 

Per determinare teoricamente lintensita delle due righe proibite, occorre 
innanzi tutto osservare che il mercurio risulta una miscela di vari isotopi. 
Di questi solo due, l’H,,.. e PH,,,,, presentano uno spin nucleare: solo 
questi isotopi, pertanto, sono responsabili della presenza delle due righe 
proibite. I vale 1/2 per l’H,,,., 3/2 per I’Hy,,,. Inoltre secondo le’ misure 


di Aston “), il mercurio conterrebbe l’isotopo 199 nella proporzione del 
16.45 °/o e lisotopo 201 nella proporzione del 13.67 °/o. 

Ho determinato dapprima l’intensita delle righe 2270 e 2665, dovuta 
alla presenza dell’isotopo 199. Per determinare dalle strutture iperfini il va- 
lore di a, ho scelto la struttura iperfina del termine E (@P.), presumibilmente 
poco perturbato da termini vicini. Le misure di Schiiler e Iénes danno una 
separazione fra i termini E(P,,,2) ed E(QP.,,2) di 0.758 cm.—*: appli- 
cando Ja formula (5) si ricava allora a = 0.15 cm.—'. Da questo valore 
di a si ricava un valore del momento magnetico nucleare in ottimo accordo 
col valore recentemente calcolato da Fermi e Segré “. Noto a, ho applicato 
le relazioni (6), tenendo conto che la differenza fra i termini E(3P.) ed 
EGP) & eguale a 4630.6 cm.~'. mentre la differenza fra i termini E GP.) 
ed E GP;) ¢ eguale a 1769.3 cm.—'. Ho cosi ottenuto, indicando con J (2537) 
Vintensita totale della 2537, una intensita di 3.2-10—9 J (2537) per la riga 
2270 e una intensita di 0.58-10—9J (2537) per la riga 2665. 

In modo analogo ho calcolato l’intensita delle due righe proibite, dovuta 
alla presenza dell’isotopo 201. Le misure di Schitler e Jénes danno una sepa- 
razione di 0.880 cm.—" fra i termini E (3P,,,;,) ed E (3P2, 1/2), da cui risulta 
per ail valore — 0.18 cm.—'. Con questi dati ho ottenuto, applicando le for- 


(1) «Phys. Rev.», 25, 1925. p. 23. 

(2) «Phys. Chem. Res. Inst.», Tokyo 4, 1926, p. 17. 

(3) «Proc. Roy. Soc.», 114, 1927, p. 620. 

(4) «Proc. Roy. Soc.», 117, 1927, p. 294. 

(5) «Proc. Roy. Soc.», rr, 1927, p. 508. 

(6) Sulla teoria delle strutture iperfini. « Reale Accademia d'Italia », 1932-33. 
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mule (6), una intensita di 2- 10—9 J (2537) per la riga 2270 e una intensita 
di 0.37-10-9] (2537) per la riga 2665. 
Facendo infine la somma delle intensita dovute alla presenza dei due 
isotopi, ho ottenuto una intensita totale di 5.2- 10—9 J (2537) per la riga 2270 
€ una intensita totale di 0.95-10—9J (2537) per la Tiga 2665. 


APPENDICE. 


. La valutazione degli integrali che compaiono nelle formule (1) 6°62) 
si fa abbastanza facilmente quando si prendano per  GPj) le autofunzioni 
di approssimazione zero che si possono costruire combinando linearmente 
le autofunzioni individuali degli elettroni s e p che danno luogo al tripletto 


-considerato. A tal uope indichiamo con yj, € b,j. le due autofunzioni 


(a 4 componenti) dell’elettrone s, corrispondenti rispettivamente agli auto- 
valori 1/2 e — 1/2 delle componenti secondo l’asse z dello spin elettronico: 
con Px Po p—: le autofunzioni dell’elettrone p relative agli autovalori 1,0, —1 
della componente secondo |’asse x del momento della quantita di moto orbi- 
tale; con a e b le autofunzioni, corrispondenti agli autovalori 1/2 e — 1/2 
della componente secondo l’asse x del momento intrinseco dell’elettrone. 
Inoltre, se f € una funzione delle coordinate di uno dei due elettroni di 
valenza, indichiamola con f() o con f@) a seconda che la pensiamo funzione 
dell’elettrone 1 0 dell’elettrone 2; e se F (1,2) & una funzione delle cvor- 
dinate dei due elettroni 1 e 2, indichiamo con {F (1, 2)} la F(1, 2) anti- 


; a I 
simmetrizzata, e cioe la funzione iS PE Cr 92) = Fi), 1). 
2 


Con queste notazioni possiamo scrivere facilmente |’espressione delle 


yore F ae : Pee : : 
funzioni @o (3Pi,r) che ci interessano per il calcolo degli integrali che com- 
paiono nelle formule (1) e (2). Precisamente si trova: 


ae E | ise 


pits 
Do GP 2,144 -7 = A 
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Cio posto, ricordiamo che l’energia di interazione fra |’elettrone s e lo 
spin nucleare si puo scrivere, come é noto, nella forma 


(8) Ht) = — ad [ax (2MS? a yM“) ae Gy (xM%? — xM”) +- 


+ ax (yMS? — xM$?) | 


ove p» € il massimo autovalore della componente secondo I’asse z del mo- 
mento magnetico nucleare, e ax ,ay,az sono le matrici di Dirac: 


Neon n Owe T Oo O © 3 O80" 11-20 
§ (es On eG) Osa OAleet nsO 0) 0. -0r 7 
(8") - ax = NS > Ox = 
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Come autofunzioni ,,, e b_,;. ho scelto autofunzioni di prima appros- 
simazione: 


4 mmc ~ 4 TMC 


yt 2a [ Be cosey ys Posen tey iD 3 4 5 o 


ee rs sen Oe (r) 5 cos YO) 5 0 5 HCO 


ove {(r) € la soluzione dell’equazione di Schrédinger, relativa al termine s 
considerato. 
Applicando le formule (7), (8) ,(8’) e (9) e trascurando I’interazione 
fra V’elettrone p e lo spin nucleare si ottengono senz’altro le relazioni (4). 
Per quanto riguarda invece la formula (3), cominciamo col ricordare 
che, trascurando l’interazione fra l’elettrone p e lo spin nucleare, si dimostra “) 


che gli integrali [ e0(9P},r) H® @. (4P} p) dt sono dati dalla relazione 


(10) [@(sP},r) He. (Pir) de = A(F(F+1)-10+)—J0 + 9) 


ove A é una costante indipendente da F e da J. 
D’altra parte, applicando le formule (7), (8), (8’) e (9), si ottiene: 


i 
(10) fae CPHL) Hoe, (PLA) d= a, 


(1) Goupsmip e Bacuer, «Phys. Rev.», 34, 1929, p. 1501. 
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e confrontando le relazioni (10) e (10") si ricava: 


(11) Ge 


Confrontando finalmente (10) e (11) si deduce senz’altro la (3). 


Ringrazio vivamente il prof. Emilio Segré, che mi ha consigliato questo 
lavoro, e ringrazio I’Istituto « Giuseppe Kirner » che mi concesse una borsa 
di perfezionamento per l’anno accademico 1932-1933. 


Fisica. — Sull’intensita dello spettro di linee di raggi X del tung- 
steno. Nota di L. PINcHERLE, presentata“) dal Socio O. M. CorBino. 


Il calcolo dellintensita relativa delle linee degli spettri di raggi X ¢ 
stato fatto coi metodi della meccanica ondulatoria da Wentzel ©), usando le 
autofunzioni dell’idrogeno. L’A. suppone inoltre che per effetto dell’eccita- 
zione siano ionizzati con uguale probabilita i diversi livelli di uno stesso 
anello elettronico, in modo che si possano confrontare tra loro, ad esempio, 
le intensita di tutte le linee di una serie L, sia che il livello di arrivo sia 
L; o Ly o Ly: i risultati ottenuti con queste ipotesi schematiche si disco- 
stano notevolmente dai valori sperimentali, tranne per le linee della serie K 
degli elementi pesanti i cui rapporti di intensita si valutano gia bene in questa 
approssimazione. 

I calcoli sono stati ripresi da Prins“ con gli stessi metodi. L’A. mostra 
inoltre come si possa ottenere un miglior accordo supponendo un campo cen- 
trale non Coulombiano: in particolare usa le autofunzioni empiriche proposte 
da Slater ‘): tuttavia l’accordo con l’esperienza & ancora poco buono e cio 


perché le autofunzioni di Slater sono poco adatte per calcolare i momenti 
elettrici degli atomi pur prestandosi bene per altri scopi. Circa l’eccitazione 
egli mantiene le ipotesi di Wentzel. 


Nel presente lavoro mi sono proposto di calcolare in modo pit accurato 
le intensita relative delle linee K e L del tungsteno. Ho usato le autofunzioni 
relativistiche di Dirac calcolate col metodo statistico di Thomas—Fermi. Queste 
autofunzioni, che tengono conto del momento magnetico dell’elettrone, per- 


(1) Nella seduta del 2 aprile 1933. 

(2) « Naturwissenschaften », 14, 621 (1926). 

(3) Notazioni come in S1eGBAUN, Spektroskopie der Rontgenstrahlen, 2* ed., Berlino, 1931, 
(4) «Zeitschrift fur Physik», 77, 478 (1932). 

(5) «Physical Review», 36, 57 (1930). 
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mettono di paragonare anche le intensita delle singole linee dei doppietti. 
I risultati ottenuti sono in buon accordo con l’esperienza. Naturalmente le 
linee di cui si vuole paragonare l’intensiti devono avere il medesimo livello 
di arrivo: & evidente che, per potere paragonare |’intensita -di linee appar- 
tenenti a livelli diversi, occorrerebbe trattare il meccanismo dell’eccitazione 
dei raggi X. 

Come é noto l’intensita della-riga emessa nel salto quantico dallo stato m 
allo stato n @ data dalla formula =< 


_ 64m 


363 


I 


4 2 
Vann | Min nN | 


dove vin» & la frequenza della riga e |Min/|? il quadrato del modulo dell’ele- 
mento di matrice del momento elettrico. L’espressione di questo nella teoria 
di Dirac ¢ 


4 
Minn = 0? > [| Un-aqQUn.a dt 
SSI. 


dove g indica la coordinata e la somma va fatta sulle quattro componenti 
delle autofunzioni Yn bn dei due stati. oe 
Per costruire le autofunzioni mi sono fondato su quelle calcolate da 
Darwin “ per l’idrogeno appunto sulla base della teoria di Dirac. 
Per il calcolo della parte radiale di queste autofunzioni ho proceduto 
come segue: 
: L’espressione statistica del potenziale all’interno di un atomo é 


Le [r *l3 2 
V@)= ) p= : 


: 13/.= 4, Ty 
y U. 23a meZ 3 


dove Z é il numero atomico dell’elemento che si considera, w una costante 
che ha le dimensioni di una lunghezza e dipende dal numero atomico, e @ 
una funzione di cui si hanno i valori numerici ma non I’espressione analitica. 
Ora in prima approssimazione, considerando autofunzioni individuali dei sin- 
goli elettroni, si ha che lenergia potenziale di un elettrone a distanza r 
dal nucleo ¢ 


VQ=— Fh etgyas a=): 


Introducendo questa espressione nelle equazioni di Darwin si ha, con 
le sue notazioni, il seguente sistema (nel caso j =/ + */, ossia quando il 
momento di spin si somma a quello orbitale): 


(1) «Proc. Roy. Soc. A.», 118, 654 (1928). 
(2) F. Rasetti, «Rend. R. Acc. Lincei», 7, 915 (1928). 
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e un sistema analogo nel caso j=/—*/,. 

Come é noto G é preponderante rispetto a F e, quando si trascura la 
costante della struttura fina, diventa l’ordinaria autofunzione radiale di Schr6- 
dinger. La normalizzazione di queste autofunzioni va fatta con la regola 


ep + G)rdr = 1. 


oO 
Per Vintegrazione del sistema ho proceduto come segue: 


Ae eae? r ; 
Nelle vicinanze dell’origine, tra —- = 0 e — =0.20 ho approssimato 
Uw 


| x Si 


la » con una retta ponendo 9 = 0.995 — 1.05 Con questa posizione, 


v 


che porta a un errore massimo sulla 9 inferiore all 
diventa della forma 


; ; 
1°/,, Penergia potenziale 


Vh=—— (p47) 


con pq costanti. Le equazioni si possono integrare eSattamente e gli inte- 
grali sono formalmente identici a quelli indicati da Darwin per l’idrogeno, 


: . : : a r 
ossia prodotto di un esponenziale e—'” per un polinomio in r. Da — =0.20. 


in poi lintegrazione si deve fare numericamente; con ovvie trasformazioni 
le equazioni si riducono nella forma pil comoda 


tthe A (rum lae) vice B(nyugite 


con u=r—-'G v=r't?F, A(r) B(r) sono funzioni di r che contengono 
la p di cui si hanno i valori numerici punto per punto. 

Ho calcolato cosi le autofunzioni corrispondenti ai livelli Ly Ly big My 
Min Miy My Nu Nin del Tungsteno. Alcune di queste diventano infinite nel- 
Yorigine, ma tutti gli integrali sono largamente convergenti. Per l’autofun- 


: : EIGN. 4 r . ; on 
zione del livello K che é gia piccola per — = 0.20 ho usato in tutto il dominio 
U. 


lintegrale di Darwin. 

Gli autovalori introdotti nelle equazioni, ossia i valori di W che ren- 
devano l’autofunzione © all’infinito erano sempre in ottimo accordo con gli 
autovalori sperimentali. (Vedi tabella), 


a 989838 0 


Autovalore Autovalore 
Livello iadticks speri- Livello oe speri- 
(Rydberg) mentale pe mentale 
K 5086 5120 Min 177 167 
Li 903 891 Miv 140 137 
Li 875 850 Mv ey, 133 
Lin 768 751 Nu 39 36 
Mu 200 189 Ni 35 31 


Gli integrali che compaiono nell’espressione del momento elettrico e 
quelli di normalizzazione si valutano con le usuali regole per quanto riguarda 
le funzioni sferiche e numericamente per la parte radiale. I risultati ottenuti 


sono i seguenti (l’intensita ¢ riferita a quella della riga pil inténsa presa 
come 100): 


see at Calcolato 
P : Intensita Intensita Tx 
Passaggio Riga ; con autofunzioni 
ig calcolata sperimentale F oh 
idrogeno (Prins) 
Lit >K Oty 100 100 
(150) 
Li —K oe 2 50 
Mur —>K j 21 | 
Se 32 35 42 
Mi —>K \ tron} 
| 
Nur > K 4.5 
6. 7 15 jek 
Sy SBS Des 
100 
Min —> Li 82 100 | Ven 
Mi —>L B, 71 64 | 
Nut > Li Y3 27 25 | 66 
Ni > L1 Yo 21 18 
My > Lin Oty 100 100 
Miv —> Lin he II II 


Ne 


I dati sperimentali sono quelli di A. Jonnson“) corretti con le misure 
pil. recenti di Andrew ©). 


(1) «Zeitschr. f. Physik», 36, 436 (1926); 41, 221 e 801 (1927); 46, 383 (1928), 
(2) «Phys. Rev.», 42, 591 (1932). 


Il magegior disaccordo tra il calcolo e Vesperienza si nota per |. riga 8, 
della serie K: ma probabilmente vi sono errori nel dato sperimentale, sia 
perché si tratta di linea debole, sia perché, agli effetti della misura deli’in- 
tensita, non é€ separabile dalle linee dovute ai passaggi On >K Oy —>K 
che si sovrappongono alla 8, stessa aumentandone Vintensita. Per le altre 
linee l’accordo é buono: i divari che si osservano sono dell’ordine di gran- 
dezza degli errori probabili sia della misura che della teoria. Il calcolo porta 
alle divergenze della regola di Dorgelo per i doppietti osservate sperimen- 
talmente. Cosi il rapporto tra le intensita della y, e della y, della serie L 
che secondo la detta regola dovrebbe essere di 2:1 risulta dal calcolo di 
1.26: 1 e dall’esperienza di 1.30: 1. 


Se si paragonano linee provenienti da diversi livelli L e si ammette che 
le probabilita di ionizzazione di questi siano uguali, il calcolo, come era da 
aspettarsi, porta a risultati assai discosti dal vero. Cosi il rapporto tra le 
intensita della 8, e della «, risulta-dal calcolo 33: 100 mentre in realta é 
8.2: 100. Tra la B, (passaggio Miv—> Lj) e la a, risulta 77: 100 mentre 
in realta ¢ 50:200. 

Questi divari tra calcolo e misure sono dovuti, oltre che alle diverse 
probabilita di ionizzazione dei livelli Ly} Ly Ly, verosimilmente anche all’ef- 
fetto Auger“) che sara di diversa importanza in righe appartenenti a diversi 
livelli di arrivo. 

Ringrazio vivamente il prof. Fermi per gli utilissimi consigli, e il pro- 
fessore Segre che mi ha suggerito questo argomento. 


(1) AuGerR, « Annales de Physique», 6, 183 (1926). 


Chimica. — Trasformazione amorfo-cristallino dell’ arsenico e 
dell'antimonio. Nota di G. R. Levi e D. Gurron“? presentata 
dal Socio G. Brunt. | 


Arsenico. 


L’ arsenico metallico romboedrico é la forma stabile pil nota e studiata 
dell’elemento. A. J. Bradley G ne ha studiato per il primo il reticolo cri- 
stallino: successivamente S. v. Olshausen “ ¢€ giunto a risultati sostanzial- 
mente concordanti coi precedenti e cosi H. Jung “); quest’ ultimo ha anche 
cercato di studiare coi raggi X la forma gialla, ma con scarso risultato a 
causa della instabilita di essa. Jung ha inoltre esaminato. l arsenico bruno 
ottenuto da As,OQ; con idrosolfiti: risulta amorfo con piccole quantita di 
arsenico cristallino; i due massimi di interferenza osservati in questo prodotto 
amorfo sarebbero, secondo Jung, corrispondenti alle linee pit forti dell’ ar- 
senico romboedrico. Per lo specchio d’arsenico Jung ha avuto risultati 
analoghi all’arsenico bruno, ma con intensita un po’ minore; per l’arseno- 
lamprite ha avuto 14 lince dell’arsenico metallico e delle nuove linee per le 
quali fa l’ipotesi dell’ esistenza di una nuova forma di arsenico; infine I’ ar- 
senico nero ottenuto per decomposizione delle soluzioni di arsenico giallo 
gli € risultato completamente amorfo. 

Lo scorso anno C. W. Stillwell e L. F. Audrieth © hanno studiato la 
deposizione di arsenico, antimonio e bismuto da soluzioni dei cloruri in 
acido acetico glaciale ed hanno sempre ottenuto dell’ arsenico amorfo sia 
operando a freddo che a caldo ed a diverse concentrazioni. Questi autori 
richiamano l’ipotesi di monotropia nel passaggio arsenico amorfo a cristal- 
lino con punto di trasformazione a 270° 0 a 360° secondo gli autori. 


Noi abbiamo esaminato coi raggi X alcuni preparati di arsenico ed 
abbiamo studiato |’ azione catalitica di alcune sostanze nella trasformazione 
amorfo-cristallino. Le esperienze sono qui brevemente riassunte: 


(1) Lavoro eseguito nell’ Istituto di Chimica Generale e¢ Chimica Fisica della R. Uni- 
versita di Milano. . 

(2) Nella seduta del 2 aprile 1933. 

(3) «Phil. Mag.», 47, 657 (1924). 

(4) «Z. f. Krist.», 67, 463 (1925). 

(5) «Centralbl. f. Min. u. Geol.», 107 (1926). 

(6) «Chem. Rev. », 8, 335 e «Am. Chem. Journ.», y4 472 (1932). 


L’ arsenico bruno é stato preparato col reattivo di Bettendorf all’ ebol- 
lizione su soluzione cloridrica di As,O, e seccato a 100°. Il prodotto esa- 
minato ai raggi X (Cu anticatodo) ¢ amorfo con due massimi di intensita 
ai valori 30°,9 e 49°,2, misurati al microfotometro: le corrispondenti linee 
di interferenza dell’? arsenico romboedrico sono: 


31,2d 45,8 mf 53,6 md 
34,0f 50,2 f eGc: 


Questi valori mostrano che i massimi di interferenza osservati sono propri 
di una sostanza amorfa e non corrispondono, come afferma invece Jung, 
ad alcune delle pit forti linee dell’ arsenico romboedrico. 

Abbiamo successivamente eseguito alcune prove di trasformazione del- 
l arsenico bruno, preparato’ come sopra, in cristallino: 

; a) il prodotto riscaldato con circa ugual peso di acido cloridrico 
concentrato in tubo chiuso, 8 ore a circa 250°, diventa completamente cri- 
stallino ; a 

b) come in a) in assenza di acido cloridrico rimane amorfo; 

c) come in a) maa 210° per 8 ore diventa cristallino, mentre a 180°; 
pure per 8 ore, resta amorfo; 

d) per riscaldamento a 180° con acido cloridrico dopo 230 ore si ha 
netto inizio di cristallizzazione, dopo 440 ore la trasformazione a cristallino 
e completa ; 

e) sostituendo in d) l’aeido cloridrico con una traccia di iodio e 
precisamente 1°/, del peso dell’ arsenico si ha una trasformazione piu lenta, 
ma ugualmente evidente; a 200° si ha trasformazione evidente dopo 75 ore 
e completa dopo 134 ore; a 180° si richiedono tempi maggiori che in d); 

f) sostituendo in d) Pacido cloridrico con l’acido iodidrico, sempre 
usato in peso circa uguale a quello dell’arsenico trattato, si ha in 88 ore 
lo stesso risultato per il quale l’acido cloridrico domanda 440 ore, cioé si 
ha un’ azione catalitica 5 volte maggiore; 

g) riscaldando a ricadere |’ arsenico bruno con eccesso di AsCl, (circa 
a 130°) non si ha trasformazione. 


In queste prove l’arsenico elettrolitico preparato secondo Stillwell e 
Audrieth si comporta in modo analogo ma si trasforma pil difficilmente ; 
questo comportamento puod essere messo in ‘relazione al punto pil elevato 
di trasformazione (360°) trovato da alcuni autori. 


Da queste prove risulta : 
1. La trasformazione amorfo-cristallino dell’ arsenico é accelerata da 
diversi catalizzatori, fra i quali & particolarmente attivo I’ acido iodidrico; 
2. Non esiste un punto di trasformazione nel passaggio amorfo-cri- 
stallino e si € dimostrato che & possibile realizzare questo passaggio anche 


re 
( Sales. 


a 180° cioé 90° al disotto della pil. bassa temperatura. data finora come punto 
di trasformazione. 

L’affermazione di Jolibois “) che l’ arsenico grigio (leggi romboedrico) 
é stabile a tutte le temperature, mentre |’ arsenico speculare e quello preci- 
pitato sono instabili a tutte le temperature é, a nostro parere, esatta. L’am- 
missione che |’ arsenico bruno sia identico alla modificazione grigia e sia 
soltanto pit finemente diviso@) non & invece, a nostro avviso, corretta. 


Antimonio. 


In modo parallelo all’ arsenico abbiamo studiato I’ antimonio. Ricordiamo 
che l’antimonio esplosivo si ¢ dimostrato amorfo, mentre, dopo esplosione 
diviene cristallino “). 

La forma cristallina romboedrica ¢ stata studiata da R. W. James, 
N. Tunstall“ e A. Ogg) con risultati concordanti. 

Sono sotto riferiti i preparati da noi esaminati: 

a) Vantimonio precipitato con zinco da soluzioni fredde di SbCl, 
in HCl diluito é cristallino; 

b) Y antimonio precipitato da soluzioni di tartrato di antimonile e 
potassio con idrosolfito sodico a 75°-80° ¢ cristallino; 

c) adoperando tartrato di antimonile e potassio come in 2), ma in 
soluzione acetica e riducendo con acido ipofosforoso é¢ ugualmente cristal- 
lino, anche operando nelle condizioni date da A. F. Gerassimow e J. S. Mo- 
rosow °°); 

d) pure risulta cristallino sostituendo il tartrato di antimonile e po- 
tassio col solfato di antimonio; 

é) precipitando una soluzione di cloruro di antimonio, in presenza 
di acido acetico e tartarico, con acido ipofosforoso a bagno maria, si ottiene 
in 15-20 minuti Ja riduzione completa. Dopo riposo di 12 ore si lavo il 
precipitato per decantazione con acido acetico, acqua, alcool ed etere. Il pro- 
dotto cosi preparato risulta amorfo ai raggi X. Il metodo qui seguito é 
sostanzialmente quello dato da A. F. Gerassimow e J. S. Morosow “ per 
ottenere l’antimonio colloidale con la soppressione del colloide protettore, 
albumina ; 

f) Vantimonio precipita facilmente dalle soluzioni di tricloruro a 
bagno maria per trattamento con TiCl, in presenza di acetato sodico, ope- 


C)-CG R93 752, 1707" (1911). 

(2) Strukturberichte di Ewatp ed HERMANN 1913-1926, p. 57, 58. 

(3) «Zeit. f. anorg. u. allg. Chemie», 149, 217 (1925). 

(4) «Phil. Mag.», 40, 233 (1920). 

(5) «Phil. Mag.», 42, 163 (1921). 

(6) « Jour. Russ. Phys.-Chem. Ges. », 62, 827-32 (1930) in «Chem. Zentr.», 1931, 


pe 


rando nelle condizioni stabilite da A. Gutbier, B. Ottenstein e F. Allam“), ma 
riscaldando su bagno maria, finché I’ antimonio precipiti e si raccolga sul 
fondo del recipiente. Lavato ed asciugato come in e) si mostra amorfo al- 
Vesame réntgenografico. 


Trasformazione dell’ antimonio amorfo in cristallino. — 1 prodotti amorfi 
preparati in ¢) ed in f) a 250° si trasformano in modo praticamente im- 
mediato in cristallini; a 150° in 2 ore la trasformazione ¢ pure completa, 
mentre a 100° sono state necessarie circa 40 ore di riscaldamento. 


Da queste prove risulta: 

1. Per gli esempi studiati si conferma che in presenza di cloruro di 
antimonio é possibile ottenere |’elemento amorfo, mentre in assenza si ha 
con gli stessi riduttori e nelle stesse condizioni antimonio cristallino: |’anti- 
monio amorfo e |’ antimonio esplosivo sarebbero quindi la stessa sostanza 
capace di trasformarsi pit o meno facilmente da amorfa in cristallina; 

2. Viene dimostrato che la trasformazione stessa puo ottenersi in 
funzione del tempo da pochi minuti a parecchie ore in intervalli di tempe- 
ratura fra 250° e 100° senza bisogno di agenti catalizzanti come per |’ arsenico. 


Bismuto. 


Abbiano esaminato diversi preparati di bismuto: 
a) del bismuto metallico ottenuto per riduzione con glucosio dei sali 
di bisnvuto nelle condizioni del reattivo di Nylander; 
b) del bismuto ottenuto per riduzione con stannito alcalino ; 
c) del bismuto ottenuto per riduzione con TiCl,; come per I anti- 
monio in f) 5 
d) del bismuto colloidale del commercio della casa Kahlbaum. 
Tutti questi prodotti si sono mostrati perfettamente cristallini. 


RIASSUMENDO: 


Arsenico: Si dimostra che la trasformazione amorfo—cristallino dell’ar- 
senico & accelerata da diversi catalizzatori, fra i quali ¢ particolarmente attivo 
V acido iodidrico. Non esiste un punto di trasformazione nel passagegio amorfo— 
cristallino e si ¢ dimostrato che é possibile realizzare questo passaggio anche 
a 180° cioé 90° al disotto della pil’ bassa temperatura data finora come 
punto di trasformazione. 

Antimonio: Per gli esempi studiati, si conferma che in presenza di cloruro 
di antimonio é possibile ottenere |’ elemento amorfo, mentre in assenza si ha, 


(1) «Ztschr. anorg. allg. Chemie», 164, 287-96. 
(2) « Ztschr. anorg. allg. Chemie». 164, 287-96. 


con gli stessi riduttori e nelle stesse condizioni, antimonio cristallino: l’an- 
timonio amorfo e |’antimonio esplosivo sarebbero quindi la stessa sostanza, 
capace di trasformarsi pil o meno facilmente da amorfa in cristallina. 
Viene dimostrato che la trasformazione stessa puo ottenersi in funzione 
del tempo, da pochi minuti a parecchie ore in intervalli. di temperatura fra 
250° € 100° senza bisogno di agenti catalizzanti come per I’ arsenico. 
Bismuto: Tutti i preparati esaminati si sono dimostrati cristallini. 


Botanica. — Osservazioni sull’ontogenesi dell’apparato cribro— 
legnoso in « Mesembrianthemum». Nota di Fi. G. Exiset presen- 
tata“ dal Corrisp. G. Neo. . 


Un problema di morfologia vegetale del quale si sono. occupati, nel 
secolo scorso e nel nostro, molti studiosi, e che cionondimeno non sembra an- 
cora definitivamiente risolto, é quello riguardante la modalita secondo la quale 
Vapparato conduttore delle piante cambia col livello la sua struttura, definita, 
in tal caso, dai reciproci rapporti di posizione dei suoi due tessuti essen- 
ziali, floema e xilema. Molti sono ormai senza dubbio i lavori pubblicati 
in proposito, ma rilevando che nella maggioranza di questi non era stata 
eseguita una completa e dettagliata indagine microscopica, neppure in quei 
non pochi casi nei quali il giovane apparato conduttore, data la sua pit o 
meno grande schematicita, ]’avrebbe con relativa facilita consentita; non mi 
€ parso inopportuno iniziare uno studio del genere. Osservare gli elementi 
conduttori, vasi cribrosi e vasi legnosi; uno per uno, e ciascuno in tutta 
la sua Junghezza; e quindi ottenere serie complete di sezioni trasverse, spesse 
ciascuna non pit di 10~%; e€ quindi ancora iniziare l’indagine anatomo-isto- 
Jogica sopra un apparato cribro-legnoso semplice nei suoi primi stadi onto- 
genetici, e cioe con pochi elementi essenziali in ciascuno dei: suoi fasci 
conduttori; mi € sembrato fin dall’inizio assolutamente necessario per potere 
mettere in luce, se non dei fatti nuovi, almeno prove sicure in modo com- 
pleto, atte a convalidare l’una o Valtra delle relative teorie vascolari, che, 
come ognuno sa, sono le tre seguenti: teoria del raccordo, teoria della tor- 
sione e dello sdoppiamento, e teoria di Chauveaud G. (detta pure teoria 
ontogenetica vascolare o delle sostituzioni successive). Non essendo qui il 
caso di soffermarsi neppure un poco su ciascuna delle tre teorie vascolari 
ricordate, ne cioé di esporre, né tanto meno di criticare i Joro punti essen- 
ziali, supponendo questi noti a chi legge, passo senz’altro ad esporre, il pit 
brevemente possibile, alcuni fatti da me presi in considerazione solo dopo 
lunghe e scrupolose ricerche. 


(1) Nella. seduta del 2 aprile 1933. 


In una plantula di Mesembrianthemum Salmi Haw. (o anche di M, 
tricolorum Haw., o di M. obliquum Haw., 0 di M. longifolium Haw., specie 
che nelle loro plantule non presentano alcuna notevole differenza l’una dal- 
Valtra né di morfologia esterna, né di morfologia interna), lunga 2 o al 
massimo 3 mm., con i due cotiledoni completamente chiusi nello spermo- 
derma, e colla radichetta interamente meristematica, ]unga poco piu di 
200u; l’apparato conduttore & gid differenziato ed € gia un apparato cri- 
bro-legnoso. Ma mentre nella sua parte floematica, per quanto sia sempli- 
cissimo e schematico, é tuttavia un apparato completo del giovane organismo, 
decorrendo ininterrottamente dalla base radicolare fino nei lembi cotiledo- 
nari; per cid che concerne la sua parte xilematica € invece un apparato 
incompleto, poiché decorre, fino nei lembi cotiledonari, con vasi legnosi 
differenziati, dalla meta superiore dell’ ipocotile. Considerando i reciproci 
rapporti di posizione del floema e dello xilema, possiamo dire che questo 
giovanissimo apparato conduttore presenta tre strutture: la struttura alterna, 
nell’ipocotile e nella parte bassa di ciascuno dei due picciuoli cotiledonari 
(i due picciuoli. cotiledonari-sono completamente coalescenti tra loro a dare _ 
un tubo cotiledonare); Ja struttura intermediaria, nella parte mediana dei 
picciuoli cotiledonari; e la struttura sovrapposta, nella parte alta di questi 
e nei lembi cotiledonari. Lo xilema dell’ipocotile  distinguibile in due fasci, 
dei quali ciascuno giace nel piano di simmetria dei cotiledoni ed € costi- 
tuito da un sol vaso legnoso ben lignificato e accollato al periciclo; oppure 
é costituito da due vasi legnosi, disposti in fila radiale, e dei quali solo il 
piu. esterno, accollato al periciclo, ¢ lignificato. Seguendo dal basso verso 
alto ’uno o Valtro di questi due fasci xilematici ipocotilari, e cioe il vaso 
o i due vasi legnosi che lo rappresentano, si vedra sempre (purché la serie 
di sezioni trasverse successive e spesse, ciascuna, non pit di roy, sia vera- 
mente completa), apparire ad un certo livello, corrispondente presso a poco 
al quarto superiore dell’ipocotile, l’estremo inferiore di un altro vaso legnoso. 
Questo nuovo elemento conduttore, anche esso accollato al periciclo e quasi 
sempre ben lignificato, € contiguo, e destro o sinistro o esterno al vaso 
legnoso pit esterno che abbiamo gia considerato a livelli inferiori (fig. ‘r). 

Chiamando, per agevolare la descrizione, vaso r il vaso legnoso gia 
rappresentato a livelli inferiori e pit esterno dei due e solo lignificato, e 
vaso 2 quello apparso circa a livello del quarto superiore dell’ipocotile, e 
misurando scrupolosamente la lunghezza del tratto durante il quale si compie 
Vaccollamento fra r e 2, si osserva che questo si estende per circa 80p. 
Quest’accollamento relativamente lungo deve subito fare escludere che 2s’iden- 
tifichi con 1 e che cioé non rappresenti che un nuovo articolo del vaso r: 
L’accollamento infatti fra l’estremo inferiore e lestremo superiore di due 
tracheidi che realmente sono due articoli di uno stesso vaso legnoso, é 
lungo, nelle plantule cosi giovani di Mesembrianthemum, generalmente solo 
roy 0 al massimo.una trentina di p. Dopo un accollamento di circa 8ou 
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di 1 con 2, 1 termina e se era accompagnato da un altro vaso legnoso, 
questo, in tale stadio ontogenetico, € terminato prima ancora di 7. Quello 
che avviene nell’uno dei due fasci xilematici, avviene pure ugualmente nel- 
Paltro, e non solo, ma esiste spesso-anche una perfetta corrispondenza di 
livello: al livello cioé in cui appare il nuovo vaso legnoso 2, accollato ad 
T, pure nell’altro fascio xilematico appare un nuovo vaso legnoso 2’, cor- 
rispondente completamente a 2, accollato ad un vaso 1’, anch’esso corrispon- 
dente ad 1 (fig. 1), e al livello in cui termina 1, nell’altro fascio xilema- 
tico termina pure 1’. Nella parte pit alta dell’ipocotile quindi, in tale stadio 
ontogenetico; ciascuno. dei due fasci xilematici & costituito da un sol vaso 
legnoso, 2 0 2’ (fig. 2), che, come il corrispondente 1 0 1’, é perfettamente 
alterno, perfettamente lignificato e accollato al periciclo. Dato che la con- 


tiguita fra r e 2, o fra 1’ e 2’, se & relativamente lunga (Soy), é perd 
praticamente brevissima,; e dato che 1 e 2 (0 1’ e€ 2’) possono giacére ésat- 
tamente sullo stesso piano (nel caso che p. es. il vaso 2 si accolli al vaso 
I esternamente, rispetto al centro della stele), e dato ancora che se anche 
non giacciono sullo stesso piano questo non é praticamente visibile che nel 


RENDICONTI. 1933, Vol. XVII. 39 


mea 


breve tratto di loro contiguita; @ chiaro come sia facile di cadere nell’errore 
di identificare 2 con 1, 0 2’ con z’. Considerando solo il vaso legnoso 2, 
poiché identicamente si comporta 2’, diremo che questo si prolunga in alto 
fino nel lembo cotiledonare corrispondente, ne] quale é perfettamente sovrap- 
posto. Ci troviamo quindi di fronte ad un elemento conduttore che ¢ per~ 
fettamente alterno nel suo tratto inferiore, localizzato nella parte alta del- 
Vipocotile e nella parte bassa del picciuolo cotiledonare; che é intermediario 
alla meta circa di quest’ultimo, e che é perfettamente sovrapposto nella 
parte alta del picciuolo cotiledonare e nel lembo cotiledonare. Nel cambiare 
eradualmente, col livello, di posizione questo vaso legnoso 2 non presenta 
apprezzabili spostamenti tangenziali, ma, nel picciuolo cotiledonare, un no- 
tevole. spostamento radiale dall’esterno verso |’interno. Nel picciuolo coti- 
ledonare inoltre, 14 dove 2 & ancora alterno o intermédiario, a due livelli 
generalmente differenti, si accollano ad esso due nuovi vasi legnosi, ben 
lignificati, i quali sono quindi anche essi alterni o intermediari in questo 
loro tratto inferiore, per il quale sono contigui a 2. Nella parte alta del 
picciuolo cotiledonare, divenuti perfettamente sovrapposti, si allontanano, 
ciascuno ad un dato livello, dal vaso legnoso 2, e ciascuno di essi con un 
sol vaso cribroso da una nervatura laterale del lembo cotiledonare, mentre 
la nervatura mediana di questo é costituita, nella sua parte xilematica e alla 
sua base, dal vaso legnoso 2. 

I] floema non si comporta molto differentemente dallo xilema. Dalla 
base radicolare alla parte pit alta dell’ipocotile decorrono in questa giova- 
nissima plantula, due soli vasi cribrosi, A e B, ciascuno dei quali ¢ il primo 
rappresentante di un fascio floematico e giace nel piano intercotiledonare 
(fig. 1 e 2). Ciascuno di questi due vasi cribrosi ha il suo estremo supe- 
riore per brevissimo tratto (20, 30) contiguo all’ estremo inferiore di un 
vaso cribroso (fig. 3), oppure agli estremi inferiori di due vasi cribrosi. 
Nel primo e nel secondo caso l’accollamento é laterale, e nel caso in cui 
se ne accolli uno solo, seguendo dal basso verso l’alto il nuovo vaso floe- 
matico, accollato col suo estremo inferiore all’estremo superiore di 4 o di 
B, vediamo che ad un certo livello, riferibile sempre alla parte piu alta del- 
Vipocotile, si accolla ad esso, lateralmente, un nuovo vaso cribroso (fig. 4). 

Riferendoci, per semplificare, solo ad A, e chiamando C e Di due 
nuovi vasi cribrosi ad esso corrispondenti, diremo che 4 termina a punta, 
dopo il suo breve accollamento con C, 0 con C e D, e che questi, subito 
allontanandosi l’uno dall’altro, penetrano ciascuno in un cotiledone differente, 
nel cui picciuolo, gradualmente col livello modificando Ja propria posizione 
rispetto allo xilema ivi presente, diventano, nella parte alta di quello, per- 
fettamente sovrapposti, prolungandosi poi come tali nel corrispondente lembo 
cotiledonare. 

Riscontriamo quindi per il floema quello che abbiamo gia riscontrato 
per lo xilema: elementi conduttori cioe che sono alterni nel loro tratto infe- 
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riore, localizzato nella parte alta dell’ipocotile e nelle basi cotiledonari; che 
sono intermediari al mezzo circa dei picciuoli cotiledonari e che sono in- 
fine perfettamente sovrapposti nel loro tratto superiore, corrispondente alla 
parte alta del picciuolo cotiledonare e al lembo cotiledonare. 

I fatti suesposti sono molto confermati e chiariti da quelli che, con 
relativa facilita, si possono mettere in evidenza studiando il medesimo ap- 
parato cribro-legnoso in uno stadio ontogenetico immediatamente successivo. 
In un tale stadio ontogenetico infatti sono perfettamente riconoscibili, fra i 
vari elementi conduttori ora presenti in ogni fascio, tutti quelli, floematici 
e xilematici, che abbiamo gia considerato. Ed essendo gli accollamenti molto 
pil. estesi, tanto per lo xilema che per il floema, per il quale abbiamo riscon- 
trato contiguita estese anche pit di rooy; ed essendo ormai ben sviluppata 
la radichetta e prolungati in essa solo i vasi legnosi del tipo r o 1’ e solo 
i vasi cribrosi del tipo 4 o B, mentre gli elementi conduttori del tipo 2, 

Ce D si arrestano sempre nella parte alta dell’ipocotile; possiamo dire 
che, in questi due stadi ontogenetici, l’apparato ‘cribro-legnoso che abbiamo 
osservato, tanto nella sua parte xilematica come nella sua parte floematica, 
€ costituito da elementi essenziali distinguibili in due categorie: elementi 
conduttori radicolari, che dalla radichetta possono prolungarsi fin nella parte 
bassa dei picciuoli cotiledonari (non perd 1, 7’, A e B), ma che sono alterni 
in modo completo; ed elementi conduttori cotiledonari che dalla parte alta 
dell’ipocotile, dove si accollano a quelli radicolari e dove sono alterni in 
modo completo, decorrono in alto nei lembi cotiledonari dove sono in po- 
sizione sovrapposta, passando mediante spostamenti per le posizioni inter- 
medie. 

I fatti suesposti per quanto riguarda il comportamento dello xilema, 
non sono nuovi “), ma a quanto mi consta, non erano ancora conosciuti con 
esattezza per quanto riguarda il floema, e mentre sono favorevoli alla teoria 
del raccordo, contrastano necessariamente non poco colle Tae conce- 
zioni chauveaudiane. 


(1) Consulta, fra gli altri, gli importanti lavori del Gravis A. e dei suoi allievi. 
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Biologia. — Trypanosomiasi ed Avitaminost. 1. Rachitismo 
e Trypanosoma Lewisi. Nota di B. Borcui“, presentata® dal 
Corrisp. P. Ronpont. 


Le ricerche finora condotte per stabilire eventuali rapporti esistenti fra 
vitamine e malattie infettive sono state svolte principalmente nel campo 
delle infezioni bacteriche. Esistono gia a questo riguardo numerose osser- 
vazioni cliniche e sperimentali lumeggianti detti rapporti che qui non é¢ il 
caso di elencare particolarmente. I fatti come sono oggi conosciuti sono 
stati raccolti da A Frank) in un’accurata rivista sintetica a cui si rimanda 
il lettore che si interessasse dell’argomento in modo particolare. Se dal 
campo delle malattie bacteriche si passa a considerare quello delle malattie 
protozoarie, si pud dire che poco o quasi nulla é stato fatto in proposito. 
Per opera di Miller e Simons“) é stato studiato l’influsso del digiuno sul 
decorso del Nagana nei topi e nelle cavie con resultati di un certo inte- 
resse. Uguali ricerche ha condotto Sollazzo ‘) sui piccioni. Nel complesso 
pare che il digiuno aggravi assai il decorso dell’infezione sperimentale da 
da Tripanosoma Brucei, sebbene in alcuni animali (topi) sia possibile con- 
statare un rallentamento della moltiplicazione dei parassiti che Miiller e 
Simons vorrebbero mettere in rapporto col deficiente contenuto nei liquidi 
organici di sostanze nutritive di provenienza alimentate. Allo stato attuale | 
dei fatti le cose perO sono tutt’altro che chiare e meriterebbero ulteriori 
ricerche. Ad ogni modo il quadro offerto. dal digiuno non é per nulla pa- 
ragonabile agli stati carenzati per deficienze vitaminiche. 

Pet quanto io abbia cercato nella letteratura mi consta che solamente 
Sollazzo) si sia finora occupato di studiare eventuali rapporti-esistenti fra 
malattie protozoarie e vitamine. Questo autore ha sperimentato sui piccioni 
ed ha visto che questo animale, inoculato con Trypanosoma Brucei, cui é 
naturalmente refrattario, quando venga sottoposto ad una dieta priva di 
fattore B, soggiace pil presto all’esito letale dipendente dall’avitaminosi. 
Sollazzo pensa percio che in tale evenienza il tripanosoma sia capace di 
esplicare uma certa azione patogena. 


(1) Lavoro eseguito nel Laboratorio di Patologia generale della R. Universita di 
Milano. 

(2) Nella seduta del 19 marzo 1933. 

(3) «Zeitschr. f. Vitaminforschung », Bd. 1, H. 1, 1932, p. §1. 

(4) «Zeitschr. f. Biologie», Bd. 70; H. 6, 7, 8, p. 231. 

(5) «Zeitschr. f. Immunitatsfi», Bd. 60, 1929, p. 239. 
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A differenza di quanto ha fatto Sollazzo, io ho voluto studiare eli 
eventuali rapporti intercorrenti fra tripanosomiasi ed avitaminosi in animali 
normalmente recettivi all’infezione ed ho scelto percid il ratto, nel quale 
ho studiato il decorso dell’infezione di Trypanosoma Lewisi associato al 
rachitismo. Come é noto, il ratto risente con facilitd della mancanza della 
vitamina calciofissatrice e mediante diete opportune, che hanno pero tutte 
il difetto di essere anche globalmente insufficienti, é possibile provocare in 
questo animale un quadro di rachitismo sperimentale. 

Il Trypanosoma Lewisi poco o punto virulento produce nel ratto una 
infezione della durata variabile fra tre settimane e tre-quattro mesi, che 
guarisce con formazione di anticorpi dimostrabili nel siero di sangue e che 
eccezionalmente porta a morte l’animale. Solamente nel ratto molto gio- 
vane, come ie ho potuto dimostrare “) l’infezione da Trypan. Lewisi non 
é pil tanto benigna poiche é seguita frequentemente da esito letale. Nono- 
stante il fatto che il Tryp. Lew. non sia di regola virulento e produca 
un’infezione affatto speciale per il decorso e gli esiti, si € creduto oppor- 
tuno di studiarne il comportamento nel ratto a dieta rachitica per vedere 
se col variare delle condizioni dell’ambiente organico, anche il Trypanosoma 
fosse suscettibile di variazioni. In secondo luogo si é voluto anche studiare 
il comportamento del ratto rachitico nei riguardi di una infezione che in 
condizioni normali sopporta senza pericolo alcuno. 


MOopALITA E METODI USATI. — L’esperimento é stato condotto in gio- 
vani animali del peso medio di gr. 50, che furono infettati quando gia da 
due settimane erano stati posti alla dieta N. 3143 di Mc. Collum. L’ infe- 
zione € sempre stata provocata prima che comparissero i caratteristici sin- 
tomi del rachitismo (perdita del peso, disturbi della deambulazione specie 
a carico del treno posteriore). 

Per infettare i ratti si € sempre ricorso all’iniezione sottocutanea di 
cme. 0,5 di una sospensione in soluzione isotonica di sangue di ratto por- 
tatore di tripanosoma diluita in tal modo che all’esame microscopico di una 
goccia della medesima, i tripanosomi fossero presenti nella proporzione di 
un elemento per campo microscopico (+). Per queste ricerche sono stati 
utilizzati complessivamente 14 ratti che dopo essere stati. alimentati nel 
modo pil sopra detto, furono cosi suddivisi: 11 ratti subirono |’ inocula- 


(1) «Boll. Istituto Sieroterapico Milanese», Vol. XI, 1932, fasc. I, p. 42. 


(2) Spiegazione dei segni: + = un solo tripanos. in 100 campi microscopici. 
+ = due-tre tripanos. in 100 campi microscopici. 
+ = un tripanos. per campo microscopico. 
++ = due tripanos. per campo microscopico. 
+++ = da trea cinque tripanos. per campo microscopico. 
++++ = pit di cinque tripanos. per campo microscopico, 
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zione dei tripanosomi e 3 rimasero di controllo per dimostrare Vandamento 
della sindrome rachitica. E naturale che ambedue i lotti continuarono ad 
ad essere alimentati con dieta rachitogena. La presente tabella dimostra il 
comportamento dell’ infezione ‘. 


Ratti | 31.3.932 | 11.4.932 L5.4| 16.4.) 18.4 020.4 | T4:§ | 23.5 50.0 15.6 | 18.6 
Ratto 1 fe) + +E 
» 2 fo) + ++ 8) 
7 ta fe) + f4+4t]et4e+]+t++ty44+4+4+]4++4++] 
aA a aape roar ae 
ar Sono posti a Vengono i-| o re) O Pe phic eee? 
seat noculati con 
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» 8 ) fo) +e [Hte+l+++Gi++t4)++4+4+]+4+++] @ 
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» 10 Cig] ze + |4+4+4++] 
pee 6 ) +H | +44] +44 [4+4+4+4]++4+4+]+4+4+4+]+4+4+4+] 


I tre ratti di controllo dopo aver mostrato i caratteristici sintomi del 
quadro rachitico sono morti con un ritardo, rispetto a quelli infetti che 
morirono per ultimi, di una settimana circa. La tabella riportata pil sopra 
dimostra che alcuni animali morirono precocemente non appena apparvero 
i primi tripanosomi in circolo. L’autopsia dimostro nel ratto n. 1-4-6 un 
incipiente rosario rachitico, una congestione assai evidente degli organi in- 
terni e focolai broncopneumonici. [ ratti morti successivamente dimostrarono 
invece all’autopsia un imponente quadro rachitico evidenziabile in modo 
speciale al torace per la presenza di un rosario particolarmente accentuato. 
Da rilevare che anche in questi animali era presente una noteyole conge- 
stione viscerale e nessuna reazione splenica. Quest’ultimo reperto offre un 
rilievo di particolare interesse poiche l’infezione da Trypanosoma Lewisi 
& sempre accompagnata da una splenomegalia evidentissima. I tre ratti di 
controllo morti circa 75 giorni dopo dall’inizio dell’alimentazione rachito- 
gena mostrarono nel complesso un quadro rachitico manifesto, ma netta- 
mente differenziabile pero da quello repertato nei ratti infetti. In questi 
ultimi infatti il quadro rachitico era molto pit’ grave, essendo il rosario 
rachitico molto pit’ manifesto, le deviazioni della colonna vertebrale pit 


(1) Gli animali furono esaminati a giorni alterni. Nella tabella sono riportati solo 
i giorni in cui furono riscontrati a cirico di qualche ratto variazioni degne di rilievo. 


Ne 
accentuate ¢ lo stato generale degli animali molto pit scadente. Nei ratti 
controllo invece i segni del rachitismo erano piuttosto uguali a quelli rile- 
vati nei tre ratti morti precocemente nel corso dell’infezione: si trattava 
dunque di un rachitismo lieve. 

Il fatto pit netto emerso da queste osservazioni e che é stato confer- 
mato in altre serie sperimentali successive & la considerevole gravita del 
quadro raclntico per effetto dalla infexione da Tryp. Lewisi : i ratti premuoiono 
di regola ai controlli semplicemente rachitizzati, non perd, presumibilmente, 
per una virulentazione del Trip. Lew., la cui moltiplicazione nel sangue del- 
Pospite non avviene con intensiti superiore a quanto occorre nei ratti a 
dieta normale semplicemente infettati (nei quali ormai il decorso dell’ infe- 
zione &€ ben noto per larga esperienza ed anch’io I’ho nei ratti del labora- 
torio ben constatato); ma per un affermarsi precoce ed esteso delle lesioni 
rachitiche e forse di tutta la complessa distrofia che segue all’ uso delle 
comuni diete rachitogene, tutt’altro che complete anche a prescindere dal 
fattore vitaminico specifico. 

E possibile che il Tryp. Lew. consumi qualche materiale utile o neces- 
sario nel metabolismo del ratto; o forse modifichi questo metabolismo in 
modo convergente con Ja carenza vitaminica e quindi aggravante agli effetti 
del quadro avitaminosico. Mi pare interessante anche la mancanza della 
splenomegalia nei ratti infetti e carenzati, quale viceversa non manca mai 
per effetto della infezione tripanosomica: si sarebbe tentati di invocare a 
questo proposito fenomeni di anergia accompagnanti la sindrome rachitica, 
pur riconoscendo che un’esatta delucidazione di questo punto alla stregua 
dei fatti conosciuti, non é facile. E probabile che a giustificare l’assenza 
della splenomegalia concorrano contemporaneamente modificazioni della 
reattivita difensiva da parte del ratto e mutamenti nelle proprieta biologiche 
del Trypanosoma forzato ad adattarsi in un ambiente forse non favorevole. 


Riassunto. — Riassumendo i dati offerti dalle presenti ricerche, si puo 
dire: 

1) Il Trypanosoma Lewisi si moltiplica ugualmente bene nel ratto 
a dieta normale e nel ratto a dieta rachitogena; 

2) Nel ratto rachitico il Trypanosoma Lewisi sembra esplichi una 
azione patogena indiretta aggravando il quadro dipendente dalla dieta caren- 
zata. Non pare in base alle presenti ricerche che si possa parlare di aumento 
della virulenza da parte del Trypanosoma; ma i ratti infetti a dieta rachi- 
tica muoiono con quadro rachitico pit grave di-quelli semplicemente a 


dieta rachitica; 
3) Nel ratto rachitico non si osserva nel corso dell’ infezione da 


Trypanosoma Lewisi la caratteristica splenomegalia. 


Biologia. — Sull’azione dell’emanazione di Radio sopra singole 
cellule 0 gruppi di cellule. Nota di A. FoA presentata “? dal Socio 
GrelEv i. 


L’effetto delle sorgenti attiniche su culture di tessuti in vitro e gia stato 
largamente studiato per quanto riguarda raggi X e Radio, applicati su culture 
in toto e ad una certa distanza, cosicche gli effetti ottenuti vanno riferiti ai 
raggi X pil penetranti e alle radiazioni B e y. 

Strangeways e Fell (1927) riconfermarono con le loro ricerche quelle di 
Krontowski sulla notevole resistenza al Radio delle culture in vitro ; e tutta-una 
serie di ricercatori (Strangeways e Oakley, 1923; Goodrich, 1925; Canti e 
Donaldson, 1927; Canti e Spear, 1927; Spear, 1931) in osservazioni con- 
catenate e progressive, stabilirono che ilRadio in piccole dosi, sommini- 
strate per un periodo non troppo lungo, non produce evidente alterazione 
cellulare, ed inibisce la mitosi per un certo periodo; ma successivamente 
questa riprende ed il tessuto si accresce normalmente. Invece a forti dosi 
applicate per la durata di alcune ore, esercita una azione inibitrice sulla mol- 
tiplicazione cellulare in modo tale che la cultura si esaurisce perche le cel- 
lule non possono pit riprodursi. 

Le ricerche di Hertwig e dei suoi collaboratori si riallacciano diretta- 
mente a queste con la dimostrazione della malattia da Radio degli sperma- 
tozoi e delle uova. 

Bisceglie e Bucciardi (1928-1932), sempre con applicazioni di Radio 
su culture im vitro, avrebbero visto frammentarsi i condrioconti in granuli 
minuti; ma la cellula — anche irradiata per 3 ore - non morrebbe. 

Queste ricerche dimostrano gli effetti ottenuti con irradiazioni pit o 
meno massive e grossolane su culture in toto. Certamente |’azione del Radio 
In questi casi va ascritta all’azione dei raggi 8 e y. V’é un metodo che pud 
permettere di studiare particolarmente I’ effetto delle radiazioni «, B e y, 
o 8 e y isolatamente su una cultura o gruppi di cellule opportunamente 
scelte. : 

Si pud giungere a questo scopo, usando finissimi aghi di vetro carichi 
di emanazione di Radio e montati sul micromanipolatore. 

E noto che l’emanazione di Radio @ un gas nobile della famiglia del- 
P Argon, che si disintegra continuamente dal Radio. Questo si scompone in 
emanazione a peso atomico 222 e in 4 atomi di Elio. 
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(1) Nella seduta del 2 aprile 1933. 
(2) Dall’Istituto Anatomico di Torino. 
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L’emanazione, seguendo |’evoluzione delle sostanze radioattive, si tra- 
sforma e da luogo ad una serie successiva di elementi della famiglia del 
Radio, secondo la seguente tabella: 


Elemento Peso Atomico | Per. di Trasform. Radiazione 
Biman aZee ie NAGIOlss cae eee eye 222 3.85 giorni 4 
Radio Ast 0 Sndejep Heduverts: 218 Bu » a 
REGION DB af. Saree aimenca ted Bt 214 ==, 26-Sare P+y 
IRATOMGRS FeO SITS, 214 LONso “e+6+yY 


A circa un’ora dal principio delle manovre di estrazione dell’emana- 
zione, si puo calcolare di essere in presenza di Radio C., che emette radia- 
zioni a, & e y; € questo elemento dunque che in modo particolare ci inte- 
ressa. Va ricordato inoltre che nel fenomeno dell’ionizzazione dei gas il 92 °/. 
delle radiazioni totali del Radio ¢ rappresentato dalle radiazioni « , atomi di 
Elio, con doppia carica positiva, dotati di velocita di 15-Km. al secondo 
(Rutherford); 1 mgr. di Radio emetterebbe 136.000.000 di particelle « al 
secondo. Alle radiazioni degli « poi, si uniscono quelle dei 8, raggi ana- 
loghi ai catodici ed i y, analoghi al Roentgen, dotati di enorme potere di 
penetrazione. 

Dagli apparecchi per l’estrazione dell’emanazione da cloruro di radio 
in dotazione presso |’Istituto per lo studio—diagnosi e terapia dei tumori del- 
? Ospedale di S. Giovanni di Torino, dopo una serie di complesse manovre 
che qui é inutile elencare ‘) si ricava un capillare di vetro della lunghezza 
di circa 25 cm. del diametro di mm. 0.5 pieno di emanazione. - 

In primo tempo abbiamo tentato di preparare soluzioni fortemente ra- 
dioattive, rompendo alcuni tubi divisi da quello descritto, immersi in acqua 
distillata a mezzo di pinza, 

L’emanazione di Radio si scioglie nei liquidi secondo la legge di Henry, 
abbiamo dunque lasciato il capillare rotto immerso nell’acqua distillata per 
circa 2 ore, indi abbiamo immerso la punta di una finissima pipetta apposi- 
tamente preparata. II liquido sale nella pipetta per effetto capillare. L’estrema 
punta della pipetta veniva preventivamente piegata alla fiamma ad angolo retto 
cosi da poter irradiare solo con l’apice la cellula o gruppi di cellule apposi- 
tamente scelte, dopo di aver montata la pipetta sul micromanipolatore. I ri- 


(1) FoA A., Il reparto di Fisica. Estrazione dell’emanazione di Radio. Dalla Monografia: 
Centro per lo Studio, Diagnosi e Terapia dei tumori redatta a cura del Gen. B. PEscaRoLo, 
« Minerva Medica», Torino, 1929. 

(2) FoA A., Contributo allo studio dell’ introduzione di Radon nel torrente circolatorio 
«Il Cancro», anno II, n. 1, 1931. 
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sultati di queste esperienze verranno pil sotto descritti; diro sin d’ora pero, 
che data Vincostanza dei risultati, abbiamo dovuto abbandonare — almeno per 
ora — questo metodo, considerando che le pipette hanno un calibro troppo 
ineguale, percid contenendo una quantita di liquido diversa, danno risultati 
difficilmente paragonabili. I risultati ottenuti con questo mezzo pero ci 
permettono di affermare che da quest’acquia fortemente radioattiva vengono 
emesse radiazioni «, Be y. 

Seguendo le modalita consuete per la preparazione degli aghi di vetro, 
riuscimmo allora a tirare un ago di 1-2 w di diametro. Questo veniva poi 
tagliato alla sommita per 2-3 mm. e montato in situazione assiale, a mezzo 
di mastice su una pipetta di vetro ed il tutto veniva montato sul microma- 
nipolatore. 

E opportuno ricordare che 1 Curie di emanazione, cioé il gas radioat- 
tivo in equilibrio con 1 gr. di Radio, occupa il volume di 0.6 mm3. Percio 
la quantita di emanazione in equilibrio con 1 mgr. sara di 0.0006 mm3. Ora 
supponendo un ago del diametro apicale di 3 p, avente la-forma di cono, 
si pud ben ammettere che questo poteva essere caricato di non trascurabile 
quantita di emanazione. 

Secondo Schweidler,'i raggi « possono oltrepassare al massimo: 


Ariat i lta Si. 2 ried tal ine 
Alluminio: 254 eo Gly Hes 0.05 
V CSO! Ps ae, 2 0.0005 


Date le misure (dell’ago alla punta) sopraindicate, si puo ben ammet- 
tere che le pareti di questo non fossero superiori ad 1 w. Potevamo percio 
ammettere il passaggio di abbondanti quantita di raggi « e siamo stati in 
grado di controllare questo asserto al microscopio, a mezzo di uno schermo 
di solfuro di zinco, usato al buio. Siamo riusciti cioé a realizzare il ben noto 
fenomeno della scintillazione degli « (come si usa negli spintariscopi) che 
erano cosi abbondanti da renderne impossibile un conteggio diretto, ma ap- 
prossimativamente calcolati per 30-40 al minuto secondo. 

Inoltre, sempre a mezzo del controllo con lo schermo di solfuro di zinco, 
potemmo constatare che: 

1° L’ago di vetro era pervio in tutta la sua lunghezza ed era pieno 
di gas radioattivo che illuminava tutto lo schermo. 

2° L’ago, per effetto della fusione, era chiuso alla punta (per con- 
statare ciO bastava un’ osservazione a forte ingrandimento microscopico e il 
constatare che per la durata di alcune ore persisteva ed avveniva la fluore- 
scenza dello schermo). 

In tutto sono state praticate 23 osservazioni. Montata la camera « umida » 
sul micromanipolatore, veniva montato e centrato l’ago o la pipetta, che oppor- 
tunamente abbassati, permettevano di situare la cultura a goccia pendente. Su 


questa era stata in precedenza scelta la cellula da irradiare. L’ago o la pipetta 
venivano innalzati fino a 4-8 wu, di distanza dalla cultura ed aveva luogo 
cosi l’irradiazione sotto controllo microscopico. 

Fu sperimentanto sovra fibroblasti e mioblasti di cuore e di- muscoli 
scheletrici di embrione di pollo al 5°-6°-12° giorno. II terreno di cultura era 
costituito da uno strato sottile e molto diluito di plasma, afhnche questo non 
rappresentasse un ostacolo al passaggio delle radiazioni. Si puo infatti am- 
mettere che anche il plasma possa rappresentare un serio ostacolo alle ra- 
diazioni « . Abbiamo inoltre con grande diligenza evitato il contatto tra punta 
del’ago e coagulo, poiché in esperimento con acqua radioattiva sarebbe av- 
venuto un rapido passaggio di emanazione nel coagulo. Inoltre sappiamo che 
le trazioni esercitate sul plasma possono complicare la lettura dei risultati 
delle esperienze. 

I tempi d’irradiazione si sono protratti per 5—10 fino a 30 minuti primi: 
L’irradiazione avveniva sul micromanipolatore a temperatura ambiente (18°). 
La cultura immediatamente alla fine dell’irradiazione veniva passata in -ter- 
mostato e veniva ripresa l’osservazione al microscopio. 

Abbiamo osservato quanto segue: 

Durante Virradiazione a temperatura ambiente, anche per un periodo 
di 15-20-30 minuti primi, non abbiamo potuto osservare alterazioni cellulari. 

Posta la cultura in termostato, abbiamo osservato due ordini di feno- 
meni, probabilmente in rapporto alla dose radiante ricevuta. 


1° Dopo circa 10-15 e fino a 20 minuti primi dalla fine dell’irra- 
diazione, abbiamo notato che la membrana nucleare diviene tipicamente rifran- 
gente quale non appare mai in una cellula integra vivente, ma soltanto dopo 
fissazione. Il nucleo appare a volte pil refrangente; avviene |’emissione di 
minuscole gemme ameboidi da parte del citoplasma soprattutto ai poli della 
cellula, perd non potrei dare un’importanza assoluta a questo fenomeno che 
si osserva spesso nelle cellule coltivate in vitro. Il protoplasma appare assai 
spesso granuloso, zigrinato e addirittura pulverulento. Pil di qualche volta 
alterazioni analoghe furono osservate, pur di minore entita, alle cellule nelle 
immediate vicinanze, ma non a quelle poste a distanza. 


2° In 12 osservazioni le cellule che avevano presentato entro 1 primi 
minuti le alterazioni descritte si dimostrarono alla 1*, 2* e fino alla 3* ora 
gravemente lese, con strozzamenti e raggrinzamenti protoplasmatici, sfrangia- 
mento dei poli, scomparsa del nucleo ed infine veri spezzettamenti del corpo 
cellulare. Del resto, osservazioni antecedenti, dimostrano che la gelificazione 
del contenuto nucleare, P espressione morfologica della quale € data dalla sua 
maggiore refrangenza, ¢ un segno di alterazione irreversibile della cellula. 
Date le condizioni dei nostri esperimenti, si poteva legittimamente rite- 
nere che i fenomeni osservati fossero dovuti ai raggi « e non, o solo par- 
zialmente, ai 6 e al y. 
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Al fine di avvalorare questa ipotesi; abbiamo interposto tra ago ed 
espianto un sottile coprioggetti di vetro, dello spessore di mm. 0.10. Questo 
spessore, mentre assorbe completamente le radiazioni « , permette il passaggio 
ai B e ai y. Ripetuti esperimenti eseguiti con questo accorgimento, portarono : 
assenza di alterazioni del tipo pil sopra descritto, mentre i controlli, eseguiti 
con ago tenuto ad uguale distanza dalla cultura, ma senza schermo, dimo- 
strarono ancora lesioni tipiche, estese questa volta anche alle cellule circon- 
vicine, fenomeno dovuto al maggior diametro del cono di raggi per |’aumen- 
tata distanza fuoco—cultura. 

Concludendo, si puo affermare dunque che, per mezzo di un ago di 
vetro, con pareti di spessore tale, da permettere il passaggio dei raggi a, e 
con pipette di vetro cariche di acqua radioattiva, nei due casi con un valore 
radioattivo dr un centinaio di microCurie, siamo riusciti-a recare a cellule 
coltivate in vitro delle tipiche alterazioni immediate. 

Queste alterazioni vanno riferite all’effetto delle radiazioni «; tenuto 
conto di-quanto sappiamo sul comportamento di tali radiazioni, queste pote- 
vano raggiungere il preparato. Nella letteratura non troviamo nulla del 
genere; quegli AA. che usavano irradiazioni massive con Radio, a parte le 
osservazioni di Bisceglie e Bucciardi, non parlava di alterazioni cellulari. 

Ora, se riflettiamo che i raggi « si comportano come proiettili mate- 
riali dotati di grande velocita, carichi di elettricita positiva e con massa all’in- 
circa uguale a quella di un atomo di Elio, in via d’ ipotesi possiamo pensare 
di aver arrecato alle cellule, durante l’irradiazione, lesioni ultramicroscopiche. 
Queste pero, mentre non erano evidenti nella cultura mantenuta a temperatura 
ambiente (18°) e percid con ricambio cellulare diminuito, apparivano in tutta 
la loro gravita e ne dimostravano le conseguenze, allorché portata la cultura 
a 38° il metabolismo cellulare riprendeva la sua attivita normale. 


Biologia. — Enzimi proteolitict negli organi di cavie scorbu- 
ticbe‘” Nota di Lutsa Pozz1, presentata® dal Corrisp. P. RonDoNI. 


Mentre, a proposito dello scorbuto sperimentale della cavia, si hanno 
assai numerosi dati sopra il metabolismo dei carboidrati ed il metabolismo 
minerale, poco si sa su altre sezioni del ricambio: cosi per quanto ‘riguarda 
il metabolismo proteico Stepp %), ricorda appena un aumento della creatina 
muscolare (senza dare altri particolari), il che potrebbe accennare ad una 
intensificazione del metabolismo endogeno; ed & attribuita a Nobel e Wagner 
la constatazione che la somministrazione di sostanza tiroidea accelera l’in- 
sorgenza dello scorbuto, il che ¢ messo in rapporto colla forte accelerazione 
del _ricambio -generale e con conseguente maggior consumo delle riserve di 
vitamina sotto l’influenza dell’ormone tiroideo. Quest’ultima constatazione, 
sull’influenza aggravante e dannosa dei principi tiroidei nelle cavie a diete 
carenzate fu assai prima fatta dal Rondoni, egli vide che le cavie a grani di 
mais morivano molto pit presto se tiroidina era aggiunta alla dieta maidica 
(che da in fondo un quadro similscorbutico nella cavia, con qualche variante 
rispetto ad altre diete scorbutigene). Ad ogni modo si sa che i principi ti- 
roidei intensificano in particolare le disintegrazioni proteiche; e queste osser- 
vazioni possono rappresentare un qualche supporto all’opinione che gia il 
metabolismo proteico sia nelle cavie scorbutiche intensificato e che pertanto 
esse risentono particolarmente di ulteriore eccitazione metabolica dalla so- 
stanza tiroidea indotta. 

Un accenno a modificazioni forse piu fisiche che chimiche di certi costi- 
tuenti proteici dell’organismo e precisamente di sostanze intercellulari nei 
connettivi pud vedersi nelle osservazioni (riassunti di recente da Hess (©) di 
coloro che danno importanza nella patogenesi dello scorbuto ad un disturbo 
trofico dei connettivi, ad una specie di fluidificazione di sostanze intercellu- 
lari e cementanti per esempio fra gli endoteli dei capillari. 

E sembrato pertanto non inutile nel corso di ricerche avviate sullo scor- 
buto sperimentale in questo laboratorio, di vedere come si comportino 
alcune attiviti enzimatiche negli organi di cavie scorbutiche in confronto alle 


(1) Lavoro eseguito nel Laboratorio di Patologia generale della R. Universita di Milano. 
(2) Nella seduta del 19 marzo 1933. 

(3) Stepp e GyérGy, Avitaminosen, Springer, Berlino, 1927. 

(4) Nopet e Wacner «Zeitschr. f. d. ges. Exper. Med. », vol. 38, p. 181, 1923. 
(5) Ronpont, «Sperimentale », anno 69, fasc. 3, 1915. 

(6) Hess, «Journ. of the Amer. Med. Assoc.», vol. 9, p. 1429, aprile 1932. 


normali; prendendo in considerazione quei fermenti catepsici (proteinasi ed 
ereptasi), che sono dimostrabili postvitalmente, in estratti glicerici di tessuti 
e che costituiscono anche i cosi detti fermenti autolitici e sicuramente de- 
vono avere importanza in parecchi atti del metabolismo |proteico, attivando 
processi di idrolisi, limitati nella vita fisiologica, ma talora disfrenati nel 
corso di certi fenomeni morbosi. j 

Si sono studiate le proteinasi catepsiche col metodo delle pesate descritto 
da Rondoni “ consistente nel pesare su filtro tarato il precipitato ottenuto me- 
diante acido tricloroacetico in parti aliquote della miscela digestiva avanti ed. 
a vario tempo (3-6 ore) dall’ inizio della digestione (a 37°, in termostato— 
Ostwald). La miscela digestiva era fatta sempre con estratti di organi alla 
glicerina acida secondo Waldschmidt-Leitz e Deutsch @ diluiti opportunamente 
con acqua, con puffer acetici a pH = 4.7, secondo.Rondoni %): le proteinasi ~ 
agivano quindi sempre su proteine proprie dell’organo; e questo dispositivo 
(autoproteolisi) € il pit. prossimo alle condizioni naturali di esperimento, in 
confronto alle determinazioni di catepsine fatti con substrati artificiali aggiunti 
(gelatina, caseina, ecc.). Si sono allestiti estratti da fegato, rene, muscoli di 
cavie normali e di cavie scorbutiche, ogni estratto sempre su organi omo- 
loghi di pil animali: i valori quindi di ogni singolo esperimento sono gia 
valori medi. I muscoli, sia detto subito, hanno sempre dato valori quasi ne- 
gativis il loro: contenuto in catepsine’ ¢ dunque molto scarso. I reperti si 
riferiscono al fegato e al rene. Da notare che si ¢ avuto cura di elaborare 
in modo perfettamente eguale e parallelamente le partite di estratti da or- 
gani di cavie normali e da organi di cavie scorbutiche (dieta scorbutigena 
data da avena, latte condensato sterilizzato, fieno ben secco: le cavie sono 
state sempre uccise quando gia cominciavano a morire con scorbuto tipico 
animali del lotto a dieta scorbutigena; mai furono adibiti. organi di cavie 
morte spontaneamente di scorbuto). Una serie sperimentale si riferisce a 
cavie tenute a dieta scorbutigena, ma trattate con un estratto di corteccia 
surrenale: esse provengono) da esperimenti in corso. nel laboratorio fatti ad 
altro scopo; e presentavano al momento in cui furono uccise segni_minimi 
o nulli di scorbuto: le chiameremo ‘cavie scorbutiche trattate. 

Ecco riassunti in una tabella i resultati, riguardanti cinque estratti, cia- 
scuno dei quali da 3-4 animali. 


(1) Ronpon!, «Biochem. Journ.», vol. 26, p. 1477, 1932. 

(2) Watpscumipt-Leirz e Degurscu, «H. S. Zeitschr: f. phys. Chem.», vol. 167, 
9 Dos, MOL 

(3) RONDONI, log. cit. 
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Grado della digestione in °/, 
Numerazione e origine della~proteina inizialmente 
Organo 


degli estratti contenuta negli estratti. 


dopo 3 4 a 37° |. dopo 6 4 a 37° 


I. Estr. da cavie normali fezato 13.3 19.3 

idem rene 8.1 728 

Il. Estr. da cavie normali legato 8.0 123 
idem rene 14.3 19.1 

III. Estr. da cavie scorbutiche fezato 20.4 29.0 
idem rene 17.6 20.8 

IV. Estr. da cavie scorbutiche fegato 21.4 32.0 
idem rene 24.1 29.7 

V. Estr. da cavie scorbut. trattate fegato 12.8 19.1 
idem rene 19.8 24 3 


E evidente che gli estratti da organi di cavie normali hanno  ofterto 
valori minori di quelli da organi di cavie scorbutiche. Facendo una media 
generale per le une e per le altre, sui valori terminali di digestione (6 h) 
dei due organi saggiati, si ha il seguente specchietto: 


Fesatovdi cavie: nomial 2 c.e5 9 NR Sek ess 68 
Fegato di cavie scorbutiche. 5H SEBO. 5 
Rene di cavie normali . . eel Or2 
Renendiocavie scorbuntiche: 4 hy" Ag ye oar a ea 


I valori dell’estratto V (da cavie scorbutiche ma trattate) sono inter- 
medi, come dalla tabella. 

Risulta dunque che le cavie scorbutiche offrono una attivitd esaltata delle 
proteinasi catepsiche; e che il fegato offre anzi una esaltazione piu spiccata 
del rene, tanto che spesso si invertono i normali rapporti, tutt’altro che co- 
stanti pero, fra i due organi (normalinente, nella cavia ‘¢ spesso pid. attivo 
il rene del fegato; o piuttosto |’attivita proteolitica del rene € pit costante 
e quella del fegato risente delle fasi della vita fisiologica). 

Per quanto riguarda le ereptasi, si e determinato colla tecnica consueta 
la funzione dipeptidasica degli estratti sopra a |-leucilglicina (Roche), colla 
tecnica e colle proporzioni di reagenti usate da Rondoni nel citato lavoro 
sugli enzimi proteolitici nei tumori: la titolazione in alcool (secondo Will- 


statter) alla fenolftaleina con KOH — alc. ha dato dopo un’ora di azione 


sul dipeptide i seguenti valori di aumento di gruppi carbossilici: 


Cavie normali (Estr IJ) Cavie scorbutiche (Estr. IV) 
Fegato 3-75 3-75 
Rene 4.50 4.10 
Muscolo 1.00 OoF5 


Si tratta di una notevole costanza di valori, che dimostra anzi la re- 
golarita della tecnica e la possibilita di studiare con frutto le dipeptidasi in 
altre e svariate circostanze patologiche: le piccole differenze in meno per il 
rene ed il muscolo degli animali scorbutici non possono essere prese in con- 
siderazione in un confronto fra due estratti diversi. Dunque lo scorbuto non 
modifica sensibilmente il contenuto in dipeptidasi degli organi studiati. Notevole 
che anche qui il rene ha dato valori un po’ piu alti del fegato; e notevoli 
i bassi valori del muscolo. 

Una serie sperimentale fatta con d—leucilglicina con estratti da organi 
di cavie scorbutiche ha dato reperti negativi: non compaiono in questa di- 
scrasia dipeptidasi abnormi, agenti sul dipeptide contenente d—leucina; ossia 
non si modifica affatto (me era verosimile che accadesse) la stereospecificita 
dell’enzima. 

In conclusione nello scorbuto, mentre si mantiene normale Ja attivita 
enzimatica di alcuni organi (fegato, rene, muscoli) per quanto riguarda le 
dipeptidasi (azione sulla I-leucilglicina) si eleva la attivita delle proteinasi 
catepsiche nel rene e ancor pil nel fegato. La esaltata autoproteolisi pud 
avere un significato generico, in rapporto allo stato di cachessia e di distru- 
zione delle trame proteiche dei tessuti; e pud essere correlato alla diminu- 
zione dei processi ossidativi caratterizzante molti stati avitaminosici, stabilendo 
cosi un legame di pil fra proteolisi e potenziale ossido—riduttivo, secondo 
idee recenti. 


Biologia (Idrobiologia). — La fossa circondaria e la bonifica idrobiologica, 
Nota di G. Brunetti, pres. dal Corrisp. F. RAFFAELE. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


— 587 — 


Biologia (Idrobiologia). — Nuovi aspetti del plancton del lago 
di Nemi, Nota di L. Votterra D’ Ancona, presentata “ dal 
Socio F, Sitvestri. ® 


A seguito di quanto é stato riferito in una nota precedente di D’ Ancona 
e Volterra D’ Ancona %) sullinfluenza che le mutate condizioni ambientali 
(abbassamento del livello dell’acqua fino a m. 15.80 sotto il livello primi- 
tivo con conseguente modificazione dei caratteri delle rive, notevole aumento 
della vegetazione litoranea sommersa, cambiamento delle condizioni trofiche 
del lago) avevano avuto sul plancton del lago di Nemi, voglio qui riferire 
quanto ¢ stato osservato nelle successive esplorazioni del lago stesso, con- 
tinuate periodicamente da U. D’Ancona. Come si ¢ detto, nelle esplorazioni 
precedenti avevamo rilevato che il plancton era divenuto. quantitativamente 
piu abbondante che in passato, che la presenza e frequenza dei singoli 
planctonti era mutata, che particolarmente la Daphnia cucullata, di cui si 
rinvennero abbondanti efippi, era divenuta assai abbondante, anzi pit della 
specie indigena longispina. 

Il lago di Nemi ¢ stato ancora esplorato il 26 marzo 1931 (livello 
del lago m. 14,25 sotto il primitivo). Anche questa volta sono stati rinve- 
nuti lungo le rive abbondanti efippi di D. cucullata “. Il saggio raccolto 
é ricchissimo di fitoplancton; lo zooplancton é scarso: oltre a qualche Cope- 
pode, a Diaphanosoma ec Asplanchna, vi sono alcune Dafnie longispine di cui 
talune preludenti alla formazione di un efippio, mancano esemplari delle 
prime mute. Non si € osservata nessuna cuctullata; cio non & pero sufficiente 
a escludere la presenza di questa specie, che poteva eventualmente essere 
rara. 

Il 10 ottobre 1931 il livello del Jago (che nell’agosto dell’anno stesso 
aveva raggiunto 1 m. 20,65) era di 20,25 sotto il primitivo. A m. 3-4 si 
é raccolto plancton in abbondanza straordinaria quanto mai altre volte. Si 
rinviene qualche Copepode, ma il materiale preso é costituito in prevalenza 
di Leptodore (nauplius, 92 giovani e adulte e <<’), che sono in numero 


(1) Nella seduta del 2 aprile 1933. 

(2) Istituto di Zoologia e Anatomia comparata della R. Universita di Siena. 

(3) D’Ancona U. e Votrerra D’ Ancona L., Osservazioni preliminart sulle modifica- 
zioni idrobiologiche avuenute nel lago di Nemi durante e in seguito ai lavori di abbassamento 
eseguiti per il ricupero delle navi Romane. « Rend. R. Accad. Lincei» Vol. XIII, ser. 6°, 1931. 

(4) Ho provato in laboratorio a fare colture da questi efippi, ma essi non si sono 
sviluppati; forse si trattava di uova non fecondate. 


RENDICONTI. 1933, Vol. XVII. 40 
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erandissimo e’di Dafnie delle due specie. A prima vista queste non sono 
facilmente differenziabili perché provviste tutte di elmi molto lunghi, anche 
le longispine sia giovani che adulte. Di quest’ultima specie vi sono anche 
alcuni esemplari con capo tondo. Le giovani cucullate hanno elmo retro- 
curvo, le adulte generalmente diritto o leggermente’ retrocurvo. Sono assai 
frequenti Dafnie di forma anormale; esse si caratterizzano per un rostro 
molto concavo e deforme e per la tendenza dell’elmo ad incurvarsi in avanti. 
Non si erano ancora mai trovati simili esemplari in natura. Questo fatto 
puo esser messo in relazione con la straordinaria abbondanza che ha il 
plancton in questa stagione; ricordiamo infatti che tali esemplari anomali 
si riscontrano in colture molto affollate. 

Pure il 19 dicembre 1931 (il livello del lago é Helio di circa m. 1,75) 
il plancton € molto abbondante, ricchissimo t fitoplancton di alghe verdi 
filamentose “?), Le Dafnie sono abbondanti, si tratta di longispine giovani 
e adulte con numerose uova, prevalgono gli esemplari con capo tondo,-ma si 
osservano anche forme che corrispondono alle tipiche galeate (capo con 
uncino). Si trovano oc di longispina, fatto questo nuovo, perché come é 
stato pil. volte ricordato non si € mai osservato un periodo sessuale per 
questa specie se non in primavera. In questa pescata le cucullate sono raris- 
sime: esaminando un abbondante materiale sono riescita a distinguere solo 
tre Dafnie appartenenti a questa specie (capo diritto in una, leggermente 
retrocurvo nelle altre, ottuso in tutte); tra queste ci sono due adulte, di cui 
una con embrione. Si trovano qualche Leptodora, Copepodi e Rotiferi, tra 
cui Asplanchna. Compaiono inoltre dei Cladoceri che non si erano mai osser- 
vati nel plancton raccolto a Nemi negli anni passati (1922-1931)..Si tratta 
di specie litoranee o viventi in acque piccole o poco proronde: diversi Scapho- 
leberis mucronata, alcuni Chydorus sphaericus, Ceriodaphnia quadrangula, Simo- 
cephalus vetulus, due esemplari di Daphnia pulex. Non possiamo escludere 
che questi Cladoceri non vi fossero precedentemente a Nemi non avendoli 
rinvenuti nelle nostre pescate, perche ci siamo sempre occupati del plancton. 
Se essi vivevano litoranei nel Jago di Nemi anche prima dell’abbassamento 
del lago ci risultera dall’ esame del materiale raccolto lungo le rive prima 
e durante 1 lavori per il ricupero delle navi e del quale sara trattato in 
seguito. 

Le cucullate mancano affatto nella pescata eseguita il 29 marzo 1932 
(le pompe hanno ripreso a funzionare dopo parecchi mesi di inoperosita, ; 
livello € sceso a m. 18,27 sotto il primitivo). Il materiale raccolto & abbon- 
dantissimo, sempre ricco di alghe verdi filamentose. Abbondantissime sono 
le Dafnie longispine, con capo molto tondo, giovani e adulte in attiva ripro- 


(1) Specie predominante: Tribonema sp.; & inoltre abbondante la Cyclotella Meneghi- 
nidna; si rinvengono anche Zygnema sp., Cocconeis pediculus, Surirella linearis var. constricta, 


Synedra ulna, Synedra acus var. angustissima. (Materiale gentilmente classificato dal pro- 
fessore A, Nannizzi), 
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duzione partenogenetica; rare Asplanchne e qualche Copepode, si osservano 
invece diversi Simocephalus velulus, giovani e in riproduzione, e Chydorus. 

Successivamente nell’ottobre, in corrispondenza al massimo abbassamento 
Gl livello dell?acqua € a m. 21,40 sotto il primitivo), il plancton é pove- 
rissimo in tutto il lago. Nello scarsissimo materiale pescato si rinvengono 
molte mute con efippi, efippi, uova durature. Le Dafnie longispine sono ri- 
dotte a due esemplari, di cui uno con formazione di efippio; nessuna cucuI- 
lata. 1 Copepodi sono rari. Compare un’altra specie non pelagica, la Ley- 
digia quadrangularis. 

Nel dicembre 1932 (livello cresciuto di quasi m. 1, cioe m. 20,70 sotto 
il primitivo) il materiale che si raccoglie col retino da plancton & sempre 
scarso. Non si ¢ rinvenuta pil nessuna Dafnia, nemmeno Jongispina, fatto 
questo che non si era mai verificato in dieci anni in cui il lago e@ stato 
oggetto delle nostre osservazioni. Tanto nei sagegi di plancton presi vicino 
a riva, quanto nel mezzo fino a m, 10, jil fitoplancton € ricchissimo “). 
Ricompare abbondante il Diaphanosoma (QQ sia in riproduzione partenoge- 
netica che con uovo duraturo, oo”). Sono frequenti i Rotiferi (Asplanchna, 
Triathra, Brachionus, Anuraea cochlearis). Rilevo la ricomparsa dell’A. co- 
chlearis, che era precedentemente abbondante nel plancton di Nemi al pari 
dell’A. aculeata e del Ceratium. Questi ultimi invece sono affatto scomparsi. 
L’Asplanchna abbondante ha uovo partenogenetico o duraturo. Si trovano 
anche alcuni Copepodi. Solo nel saggio raccolto nel mezzo del lago si hanno 
Leptodore, mancano invece nel plancton litoraneo. Sono frequenti tanto nel 
mezzo del lago che a riva i Chydorus e le Ceriodafnie, queste ultime con 
uova temporanee e efippiate. Si rinviene inoltre per la prima volta qualche 
Alona rectangula ). 

Riassumendo rileviamo dunque che le mutate condizioni fisiche hanno 
avuto un effetto visibilissimo sul plancton del lago. In seguito cioé all’ ab- 
bassamento del livello dell’acqua si € avuto in un primo tempo un forte 
aumento quantitativo del plancton. Il lago da oligotrofico ¢ divenuto eutro- 


(1) Specie prevalenti: Anabaena flos aquae e Tribonema sp.; meno frequenti Oscillatoria 
sp., Cocconeis pediculus, Gomphonema constrictum, Synedra acus var. angustissima, S. ulna, 
Fragilaria virescens, Surirella elegans. 

(2) Ricorderd che il Rizzardi aveva rinvenuto nel materiale raccolto dal Pavesi a 
Nemi nellottobre 1889 la Ceriodaphnia quadrangula, la Daphnia pulex e il Chydorus sphae- 
ricus, che ora pure si osservano nel mutato plancton del nostro Jago. Il Rizzardi rinvenne 
anche la Sida cristallina e la Bosmina longirostris, che io non ho mai trovato a Nemi. 

Come é stato detto altrove, il plancton di Nemi, che noi abbiamo raccolto dal 1922, 
si € mostrato povero di specie di Cladoceri: Daphnia, Leptodora, Diaphanosoma. Queste 
specie sono pure ricordate dal Rizzardi, il quale per il gen. Daphnia enumeta le specie 
galeata e hyalina, Come si € detto altrove, in seguito allo studio della variabilita della 
Dafnia, ho ascritto le Dafnie indigene alla sp. longispina la quale comprende anche i ter- 
mini di variabilita da alcuni denominati galeata e hyalina. La Daphnia cucullata, come é 
stato ripetutamente ricordato, € stata immessa successivamente (1914). 
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fico; anche la cucullata & diventata assai abbondante e molto abbondanti sono 
la longispina e la Leptodora. In un secondo tempo col maggiore abbassa- 
mento del livello del lago, che ha prodotto un totale cambiamento nella 
figurazione fisica del bacino, si rinvengono specie che forse vivevano lito- 
ranee e che ora si spingono anche nel mezzo del lago. 

Riteniamo che questa nuova fase delle modificazioni del plancton di 
Nemi sia dovuta ad un cambiamento del regime termico. Come é noto 
nel lago di Nemi da aprile a dicembre era evidente una stratificazione ter- 
mica con uno strato di salto *). Ricerche che si stanno eseguendo (U. D’An- 
cona) sul regime termico attuale delle acque del lago di Nemi varranno a 
mostrare con precisione quale ¢ l’andamento di esso, ma sin da ora pos- 
siamo ritenere che data la forte diminuzione di profondita non si. verifica 
pi lo strato di salto; ¢ verosimile che le acque del lago siano soggette fino 
al fondo al riscaldamento diurno, che nell’estate ¢ notevolissimo. 

Noi possiamo percid mettere in relazione con queste mutate condizioni 
termiche la scomparsa delle Dafnie, delle cucullate prima, delle longispine 
poi. Le Dafnie, le indigene comprese, non hanno verosimilmente resistito 
al forte riscaldamento cui vanno soggette le acque del lago. Disgraziatamente 
non abbiamo potuto eseguire pescate nell’intervallo marzo-ottobre, in cui 
si € verificato il massimo abbassamento e si é raggiunta evidentemente la 
massima temperatura e non possiamo percid dire se le longispine siano 
scomparse gradualmente e dopo avere formato efippi. Le Dafnie si sono mo- 
strate dunque specie stenoterme, il Diaphanosoma e la Leptodora pit euriterme. 
Il Diaphanosoma & specie che vive anche nelle piccole acque, ¢ anzi spe- 
cie stenoterma delle acque calde. Il ritrovare la Leptodora frequente anche 
anche dopo le mutate condizioni del lago conferma quanto sostiene Wagler 
che cioé la Leptodora, ritenuta un tempo vivente solo in laghi grandi e pro- 
fondi, non sia legata ad una determinata temperatura, né ad un determinato 
nutrimento, 

L’osservazione ulteriore del plancton ci permetter’ di vedere se queste 
specie sono completamente e definitivamente scomparse e di seguire il com- 
portamento del plancton durante il ritorno al livello primitivo. 


(1) Votrerra L., Dafnie pelagiche di due laghi dell’Italia centrale. « Int. Rev. ges. 
Hydrobiol. u. Hydrograph », Bd. XV, 1926. ’ 

(2) Con questa stratificazione termica e con la presenza di uno strato di salto si pud 
mettere in relazione il fatto che la cucullata abbia trovato nel nostro lago anche nei mesi 
estivi condizioni di temperatura adatti. Si ricordi che Wagler ritiene che la cucullata é& 
legata oltte che ad una minima anche a una massima temperatura e che non vive nelle 
tre penisole europee meridionali per la temperatura troppo alta che si ha nei laghi di 
pianura (WaGLER E., Uber die Systematik, die Verbreitung und die Abhiingigkeit der « D. cu- 
cullata» von physikalischen und chemischen Einfliissen des Milieus. «Int. Rev. Hydrobiol. 
u. Hydrograph. », Bd. XI, 1923): 
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PERSONALE ACCADEMICO 


Il Presidente, sen. Marcniarava, commemora i Soci S. A. R. Lurcr 
di Savoia, ANronio Garsasso, Enrico D’Ovipio con le seguenti parole: 

« La seduta comincia nel lutto per le perdite avvenute nel mese trascorso. 

«S.A. R. Luigi Amedeo di Savoia, Duca degli Abruzzi. Di lui furono 
gia fatte solenni commemorazioni. cominciando da quella del Capo del Go- 
verno, e si fara una commemorazione, pure solenne, nella nostra Accademia. 
Oggi dobbiamo ricordarlo nel rimpianto, e partecipare al cordoglio della Na- 
zione, la quale,taltera del suo Principe valoroso e buono della gloriosa Casa 
Savoia, lo predilesse e lo segui, con ammirazione e con tenerezza, durante la 
sua vita operosa e feconda di bene, nelle Junghe navigazioni e circumnavi- 
gazioni; nelle ascensioni sopra altissime montagne nel centro dell’Africa, nel- 
PAsia, nellAmerica, non per esercizio sportivo, ma per fare osservazioni e 
indagini scientifiche; nella spedizione al circolo polare artico con Ja « Stella 
Polare » nella quale, pel conseguimento della méta, si comport eroicamente 
fra angosce morali e patimenti fisici, che lasciarono tracce nel suo corpo; 
durante la grande guerra, comandante in capo della flottaitaliana nell’ Adria- 
tico; e poi esploratore delle sorgenti e del corso del fiume Uebi-Scebeli nel- 
? Etiopia e nella Somalia, nella quale fu Pardito pioniere colonizzatore e 
coltivatore e bonificatore tenace, nello sprezzo degli agi, nel coragegio di af- 
frontare ostacoli, sigrifizi, pericoli, sereno in ulraque fortuna, venerato e 
amato dai coloni e dagli indigeni da lui beneficati. In quella nostra terra 
Jontana, alla quale aveva dato le ultime energie del suo spirito e del suo 
corpo, sentendo appressare l’ora novissima, egli volle serenamente ritornare, 
e vi mori e volle rimanervi; e rimarra nei secoli Numen praesens; esempio 
di una vita nobilmente trascorsa per la gloria della Patria, il progresso della 
scienza, il bene della umanita; monito di severa disciplina nell’adempimento 
del dovere; incitamento a continuare l’opera sua a renderla migliore e farla 
progredire. Se cio verra fatto, e non & lecito dubitarne, sara il migliore e 
gradito omaggio all’anima eletta di Luigi Amedeo di Savoia. 


« Antonio Garbasso. Si era abituati a vederlo presiedere le nostre riu- 
nioni in florida salute, equanime, sagace e con le sue maniere buone e cor- 
tesi e oggi lo rimpiangiamo spento da un morbo che consente soltanto la 
diagnosi e la prognosi. 

« Le benemerenze di Antonio Garbasso nella scienza, nell’insegnamento 
di fisica sperimentale, nelle opere di bene sociale, i premi, gli onori con- 
seguiti sono noti ai Soci della Classe e saranno esaltati nella commemora- 


zione che sara fatta nell’Accademia e sezioni riunite. Ma io credo nostro 
dovere di ricordare oggi il suo interessamento, il suo amore fattivo per la 
nostra Accademia. Non abbiamo certo dimenticato il suo dotto discorso nella 
seduta Reale del 1931 « J! terzo Centenario della morte di Federico Cest » 
nella quale si dice la storia delle origini dell’Accademia, delle vicende nei 
tre secoli di vita, e degli scienziati illustri che lonorarono. Per il suo at- 
taccamento all’Accademia e per i suoi meriti egli fu recentemente da noi 
eletto Presidente. Pochi mesi dopo questo solenne attestato di stima, di 
affetto, di riconoscenza egli scomparve; ma quel sentimenti sopravvivono 
e rimarranno perennemente, con il rimpianto, nell’animo di tutti i Soci 
dell Accademia. 


« Enrico d’Ovidio. Il pit anziano della nostra classe, fra i pil anziani 
dell’Accademia. 

«Eminente nel campo delle discipline matematiche consegui la cattedra 
di algebra complementare e di geometria analitica nella Universita di Torino, 
che onoro con i suoi studi originali. Ora n’era Professore emerito. Anche 
di questo benemerito Socio sara fatta la commemorazione nella nostra Classe; 
ora rivolgiamo alla sua memoria un pensiero reverente ed affettuoso ». 

Il Socio CasTELNUOVO, come antico assistente di E. D’Ovipto, si associa 
alle parole. pronunciate dal Presidente e pone in rilievo le alte doti di Mae- 
stro dello Scomparso, i metodi nuovi da Lui portati nel campo della geo- 
metria, la signorile cordialita e le virtt dell’?Uomo. 


PRESENTAZIONE DI LIBRI 


L’Accademico Segretario Parravano, presenta i libri giunti in dono se- 
gnalando il tomo I, fasc. IV, dei « Principes de la Théorie des probabilités » 
di R. Risser & C.-E. Traynarp; « Oeuvres complétes de C. Huycens » 
pubb. dalla Soc. Olandese di Scienze; il vol. VI dei Rendiconti del Semi- 
nario matematico e fisico di Milano; « Origini, sviluppi lavori e risultati » 
pubbl. dall’Ist. Nazionale di Genetica; « Scritti biologici raccolti da Lutci 
CasTaLpI », vol. VII. 


PRESENTAZIONE DI NOTE 


Presentano Note per l’inserzione nei Rendiconti i Soci ARMELLINI, Ca- 
STELNUOVO, CorBINO, Giorel, Levi-Civira. 
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OPERE PERVENUTE IN DONO ALL’ACCADEMIA 


presentate nella seduta del 2 aprile 1933 


ARCANGELI A, — Considerazioni sopra la 
validita dei nomi generici Armadillo, 
Armadillidium, Oniscus, Porcellio. (Estr. 
dal « Bollettino di Zoologia » Anno III°, 
1932, pp. 123-127). Napoli, 1932. 8°. 

ARCANGELI A. — Escursione zoologica nel- 
POasi di Marrakesch nell’aprile 1930. 
Isopodi terrestri. (Estr. dal « Bollettino 
di Zoologia ». Anno III, 1932, pp. 225- 
232). Napoli, 1932. 8°. 

ARCANGELI A. — Gli Isopodi italiani che 
sono stati finora erroneamente diagno- 
Sticati come Porcellio monticola Sereb. e 
Porcellio lugubris C. L. Kock. (Estr. dal 
« Bollettino del Laboratorio di Zoologia 
agraria e Bachicoltura del R. Istituto 
Superiore agrario di Milano» Vol. III). 
Milano, 1931 8°, pp. 1-23. 

ARCANGELI A, — Ipotesi sopra il modo con 
il quale mascolinita e femminilita si 
repartiscono nella gametogenesi. (Estr. 
dall’ « Archivio zoologico italiano ». 
Vol. XVIII, pp. 55-123). Napoli, 1932. 
Bie 

ARCANGELI A. — Isopodi terrestri raccolti 
dal Dott. Parenzan in una caverna presso 
Promontore (dintorni di Pola, Istria), 
(Estr. dagli « Atti del Reale Istituto 
Veneto di Scienze, Lettere ed Arti». 
Tomo XCI, pp. 1041-1048). Venezia, 
TO32-80us 

ARCANGELI A. — Le mosche nella economia 
generale, mezzi di lotta contro le stesse. 
(Estr. dagli « Annali della R. Accademia 
di agricoltura di Torino». Vol. LXXV). 
Torino, 1933. 8°, pp. 1-66. 

ARCANGELI A. — L’ermafroditismo negli 
Isopodi terrestri, ipotesi sopra la natura 
e la origine dello stesso e considerazioni 
su quello dialtri animali. (Estr.dall’ « Ar- 


chivio zoologico italiano». Vol. XVII, 
pp. 165-256). Napoli, 1931. 8°. 

ARCANGELI A. — Sopra i caratteri che si 
debbono prendere in considerazione nel 
descrivere le specie di Isopodi terrestri. 
Le amenita di un Isopodologo. (Estr. dal 
«Bollettino di Zoologia ». Anno III, N. 6, 
1932, pp. 273-284). Napoli, 1932. 8°. 

ArcANGELI A. — Tracheoniscus Pierantonii 
n, sp. Nuovo isopodo umicolo del Tren- 
tino. (Estr. dall’« Annuario del Museo 
zoologico della R. Universita diNapoli». 
Vol. VI). Napoli, 1932. 4°, pp. 1-3. 

Baricozz1 C, — L’unicita della specie « Gryl- 
lotalpa gryllotalpa L.» e il suo ciclo 
biologico. (Estr. dal « Bollettino del La- 
boratorio di Zoologia generale ed agra- 
ria» del R. Istituto Superiore agrario 
di Portici. Vol. XXVII, pp. 145-155). 
Spoleto, 1933. 8°. 

Bettorti L. — «Dalle Ande alle Alpi». 
Sulle radiazioni della materia e loro pra- 
tiche applicazioni. Ediz. II. Relazione 
delle proprieta scoperte nella pietra F. V. 
Venezia, 1933. 8°, pp. I-11. 

De CHAURAND DE SAINT EusracuE E. — Le 
grandi correnti marine e atmosferiche 
secondo il «calcolo astromorfo». (Estr. 
dalla rivista «l’Universo». Anno XIV, 
n. 3). Firenze, 1933. 8°, pp. 1-3. 

De Ripaucourr E. — Réflexions philoso- 
phiques sur quelques données zoologi- 
ques pouvant étre appliquées a l’Anthro- 
pologie. s. d. t. 8°. pp. I-10. 

Ds Toni G. B. — L’opera lichenologica di 
Abramo Massolongo. (Commemorazio- 
ne). Verona, 1933. 8°, pp. I-VI, 1-60. 

De VonpERWEID E. — Est-ce que la terre 
est, sans doute, en mouvement ? Ter opu- 
scule. Roma, 1933. 8°, pp. I-15. 
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Fantoit1 G. — Consegna della «Laurea ad 
honorem» nella Ingegneria a Giorgio 
Enrico Falck, 1 marzo 1933—XI (R. Po- 
litecnico di Milano). Milano, 1933. 8° 
pp. 1-14. 

Fantoti G. — Il progetto per il serbatoio 
di Falanello e per il canale Marano- 
Formigine nei suoi rapporti con le an- 
tiche utenze del Pandro (Relazione). 
Milano, 1933. 8°, pp. 1-25. 

Gatsrun H. — Théorie mathématique de 
Passurance invalidite et de lassurance 
nuptialité, définitions et relations fonda- 
mentales. (Traité du calcul des proba- 
bilités et de ses applications. Tome III, 
fasc. IV). Paris, Editeurs Gauthier-Vil- 
lars, 1933. 8°, pp. 1-156. 

GitMorE CH. — On a newly mounted ske- 
Jeton of Diplodones in the United States 
National Museum. (From the « Proce- 
dings of the United States National Mu- 
seum». Vol. LXXXI). Washington, 
1932, 6°, pp. 1-21. 

HEILBRONN H. — Ueber den Primzahlsatz 
von Herrn Hoheisel. (Sonderabd. aus 
« Matematische Zeitschrift». Band 36, 
Pp. 394-423). Berlin, 1933. 8°. 

HeEILBRONN H. und Lanpau E. — Anwen- 
dungen der N. Wienerschen Methode. 
(Sonderabd. aus « Matematische Zeit- 

~ schrift» Band 37, Heft I, pp. 17-21). 
Berlin,<1933. 2°. 

HEILBRONN H. und Lanpau E. — Bemer- 
kungen zur vorstehenden Arbeit von 
Herrn Bochner. (Sonderabd. aus «Mathe- 
matische Zeitschrift ». Band 37, pp. 10- 
16). Berlin, 1933. 8°. 

HerILBRONN H. und Lanpau E, — Ein Satz 
uber Potenzreihen. (Sonderabd. aus « Ma- 
thematische Zeitschrift ». Band 37). Ber- 
lin, 1932. 8° 

HuyGens Cur. — Oeuvres completes de Chri- 
stiaan Huygens publi¢es par la Société 
Hollandaise des Sciences. Tome XVII. 
La Havre, 1932. 4°, pp. 1-550. 

Istituto Naz. di Genetica per la cerealicol- 
tura in Roma. — Origini, sviluppi, lavori 
e risultatii Roma, 1932. 8° pp. 1- 
204. 

Lanpau E. — Der Paleysche Satz iiber 
Charaktere. (Sonderabd. aus « Mathema- 


tische Zeitschrift». Band 37, pp. 28-32). 
Berlin, 1933. 8°. 

Lanpau E, — Ueber den Wienerschen neuen 
Weg zum Primzahlsatz. (Sonderausgabe 
aus den «Sitzungsberichten der Preus- 
sischen Akademie der Wissenschaften. 
Phis. Math. Klasse». Band XXX, 1932, 
pp. 514-521). Berlin, 1932. 8°. 

Lanpau E, — Ueber einen Satz von Herrn 
Dieudonneé. (Sonderabd. aus « Mathema- 
tische Zeitschrift », Band 37, Heft. I, 
pp. 22-27). Berlin, 1933. 3°. 

Lanpau E. — Ueber eine trigonometrische 
Ungleichung. (Sonderabd. aus « Mathe- 
matische Zeitschrift». Band 37, 1933). 
Berlinieyo33 .oce 

Lanpau E, — Ueber ungerade schlichte 
Funktionen. (Sonderabd. aus « Mathe 
matische Zeitschrift». Band 37, pp. 33- 
35). Berlin, 1933. 8°. 

Lonco B. — La coltivazione del papavero 
da oppio in Italia. (Estr. dal « Bullettino 
dell’Orto botanico della R. Universita di 
Napoli». Tomo XI, pp. 11-19). Na- 
Pole Oz Ges 

MarsHALL W. B. and Bow es E. O. — 
New fossil fresh-water mollusks from 
Ecuador. (From the «Proceedings ot 
the United States National Museum ». 
Vol. 82). Washington, 1932. 8°, pp. 1-7. 

Nasinr R. e€ Grassini R. — Sulla scoperta 
delPacido borico nei vasi sigillati Are- 
tini. (Estr. da «Studi Etruschi». Vol. VI, 
pp. 383-413). Firenze, 1932. 8°. 

Ranzi S. — Esistono i gradienti fisiologici 
di Child? (Estr. da « Scientia». 1932, 
pp. 348-356). Milano, 1932. 8°. 

Ranzi S. — Le basi fisio-morfologiche dello 
sviluppo embrionale dei Selaci. Parte I. 
(Estr. dalla «Pubblicazioni della Sta- 
zione zoologica di Napoli». Vol. XI, 
Fasc. 2, pp. 209-290). Napoli, 1932. 8°. 

Ranzi S. — L’istogenesi come fenomeno in- 
dipendente dall’organogenesi. (Estr. dal 
« Bollettino della Societa Italiana di Bio- 
logia sperimentale ». Vol. VI). Napoli, 
L931 825 pps 12> 

Ranz S. — Sui cambiamenti chimico-fisici 
che accompagnano il differenziamento 
istologico degli embrioni. (Estr. dagli 
« Atti della Pontificia Accademia delle 
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Scienze Nuovi Lincei». Anno LXXXVI, 
1932, pp. 36-47). Roma, 1933. 8°. 
Rendiconti del Seminario matematico e 
fisico di Milano. — Vol. VI. Milano, 

1932 8°, pp. I-xm, 1-284. 

Risser R. et Traynaro C. E, — Les prin- 
cipes de la statistique mathématique. 
(Traité du calcul des probabilités et de 
ses applications. Tome I, fasc. IV). Pa- 
ris, Editeurs Gauthier-Villars et Cie, 
1933. 8°, pp. 1-338. 


Scritti Biologici raccolti da}Luigi Ca- 
staldi. Vol. VII. Siena, 1932. 8°, pp. 1- 
474. 

SiLvesrrt F, — Nuovo contributo alla cono- 
scenza dei Tisanuri del Messico. (Estr. 
dal «Bollettino del Laboratorio di Zoolo- 
gia generale ed agraria» del R. Istituto 
Superiore Agrario di Pavia, Vol. XXVII, 
pp. 127-144), Spoleto, 1933. 8°, 
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Classe di Scienze fisiche, matematiche e naturali 
Fascicolo del 23 aprile 1933 (anno XI) 


MEMORIE E NOTE DI SOCI 


Matematica. — La teoria delle serie di equivalenza sopra una 


superficie algebrica: i punti di vista topologico e trascendente. Nota Il ©. 
del Socio Francesco SrEveRt. 


13. Consideriamo ora le serie di equivalenza dal punto di vista topolo- 
gico. Sia o una serie di gruppi di m punti su F e V una sua immagine 
birazionale, T la corrispondenza algebrica indotta fra V ed F. Se T muta 
ogni ciclo lineare di V in un ciclo lineare nullo di F, ho chiamato o (nella 
Memoria C) una serie a circolazione lineare nulla; se T muta ogni ciclo 
superficiale di V in un ciclo algebrico di F, ho chiamato o una serie a cir- 
colazione algebrica; se infine T muta un ciclo superficiale divisore dello zero 
di V in un ciclo nullo di F, ho chiamato o una serie a ciclo—torsione nulla. 

Una serie intersezione completa, essendo razionale, & a circolazione 
lineare nulla, a circolazione superficiale algebrica e a ciclo-torsione nulla. 

Per estendere questa proprieta alle serie di equivalenza occorre il lemma, 
pressoché evidente: 

Se o é una serte (irriducibile) di gruppi di n punti di F,, che sia a circola- 
xione lineare nulla o a circolazione algebrica nulla o a ciclo-torsione nulla, ogni 
serie o dello stesso ordine n, contenuta in o, gode della stessa proprieta. 

Sia invero V un’ imagine birazionale di o e V’ la varieta di V, che 
risulta in conseguenza imagine birazionale di o’. Ad un ciclo (lineare o 


(1) Preseutata nella seduta del 5 marzo 1933. 
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superiiciale) I” di V’ risponde su F un ciclo (lineare o superficiale) A’ de- 
scritto da gruppi di o’, cioe dio. Pertanto A’ godra della proprieta spettante 
ad un ciclo A della stessa dimensione, corrispondente ad un generico ciclo 
Tvdit V. 

Cid premesso, sia o una serie irriducibile segata su F da una famiglia 
di M,—.2, fuori di punti fissi. Vale allora la (1) del n. 1, cosicché o € dif- 
ferenza delle serie intersezioni complete o,, 6, segate rispettivamente (fuori di 
eventuali punti fissi) dalle varieta (®, ,®,) ,(®, , ‘¥.) ¢ ad ogni gruppo G 
di ¢ resta coordinato un gruppo G, di o,, in guisa che il gruppo G, de- 
scrive una serie o! contenuta totalmente in o, ed il gruppo G, = G + G, 
un serie o, contenuta totalmente in o,. 

Sia V um’imagine birazionale delle tre serie ¢,0,,6,, € § ieee Bees: 
(T, =T + T,) sieno le corrispondenze fra V ed F, che associano rispettiva- 
mente al generico punto di V i gruppi G,G,,G, rappresentati da quel 
punto. Sieno infine A, A, , A, i cicli di F corrispondenti ad un ciclo TP di V 
nelle T; T;, 7... Poiché o,,, sono a circolaztone lineare nulla, a circola- 
zione superficiale algebrica, a ciclo-torsione nulla, pel Jemma tali risulteranno 
le serie o',6,; cio’, se T’ é lineare, A, , A, saranno cicli lineari nulli, eppero 
sari un ciclo lineare nullo anche A = A, —A,; se T’ é superficiale, A, e A, 
saranno cicli algebrici e tale risuitera A = A, —A,; se I é un divisore dello 
zero, A, e A, risulteranno cicli superficiali nulli e tale risultera A. II teo- 
rema che abbiamo in vista € dunque dimostrato per le serie o segate da 
varieta M,_.. 

Passiamo alle serie di stretta equivalenza, segate da varieta M,_., fuori 
di punti fissi e di gruppi semifissi. Sia o una serie siffatta, ottenuta da una 
serie o, del tipo precedentemente considerato, facendo astrazione nei gruppi 
di questa, da un gruppo semifisso K, variabile sopra una curva P (irriduci- 
bile o riducibile) di F. Si osservi anzitutto che una serie di equivalenza 
(curvilinea) sopra una curva irriducibile di F e a circolazione lineare nulla, 
a circolazione superficiale algebrica e a ciclo—torsione nulla. 

La prima asserzione non ¢ che Ja forma topologica dell’ordinario teo- 
rema d’Abel (Rosati-Chisini); la seconda e la terza derivan dal fatto che 
sopra la superficie di Riemann di una curva tracciata su F non esistono 
cicli superficiali algebrici distinti dalla superficie stessa (che ¢ un ciclo non 
nullo) e da cicli singolari nulli (ottenuti dalla somma di celle bidimensio- 
nali che si eliminano a due a due). La conclusione si trasferisce subito alle 
serie di equivalenza sopra una curva riducibile [ di F, tenuto conto del 
teorema fondamentale (B, n. 11), che caratterizza le serie di equivalenza 
complete sulle curve spezzate. 

La serie o, essendo la differenza o, —p della co, e della serie p di 
gruppi equivalenti K su I’, cio¢ di due serie a circolazione lineare nulla, a 
circolazione superficiale algebrica e a ciclo-torsione nulla, in forza di un 
ragionamento perfettamente anilogo a quello sopra esposto, gode delle stesse 


oe Say “eee 
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proprieta, Tenuto infine conto che ogni serie di equivalenza ¢ differenza di due 
Serie di stretta equivalenza, cioé ancora di due serie godenti delle proprieta 
indicate, si conclude col teorema seguente, che deve essere considerato come 
uno dei teoremi basilari della teoria: 

Una serie di equivalenza (irriducibile) sopra una superficie & una serie a 
circolaxione lineare nulla, a circolazione superficiale algebrica e a cicloXtorsione 
nulla. 

OsservazIone I. Nella prima fase del ragionamento precedente, quando 
consideravamo una serie o segata da una famiglia di M,_,, fuori di punti 
fissi, si € supposto che V rappresentasse birazionalmente anche le serie as 
6,; mentre potrebbe accadere che V fosse soltanto un’imagine razionale di 
o, e di o,, in quanto un G, potrebbe risultare associato non ad un solo Gs 
ma ad un numero finito di gruppi G o ad infiniti formanti una varieth 
algebrica. In tal caso o.,6, avrebbero come imagine sopra V un’involuzione 
di gruppi di punti o pit generalmente un sistema d’indice 1 di co! varieta 
No—», 9 essendo la dimensione della serie c. Chiamata V, um’ imagine bi- 
razionale di questo sistema, ad un ciclo di V tisponderebbe un ciclo Te (della 
stessa dimensione) di V° e quindi due cicli A, , A, di F, descritti dai gruppi 
di o{,o,. La conclusione resterebbe percid inalterata. 

Osservazione II. Dal teorema dimostrato scende che ogni serie di equi- 
valenza € contenuta totalmente in una serie regolare di gruppi di punti, di 
quelle considerate da Albanese; cio& in una serie la cui variet) rappresenta- 
tiva ha l’irregolarita superficiale nulla. Pertanto alle serie di equivalenza si 
possono applicare tutte le proprieta che convengono alle serie contenute in 
serie regolari. Consegue subito, p. es., che wna serie continua cot di serie di 
equivalenza complete (come serie irriducibili) ha la dimensione t non superiore 
all’ irregolarita di F. 


14. Il teorema precedente si pud invertire? E possibile, ma non ho potuto 
farlo finora. Da esso discende gid una conseguenza molto importante, la 
quale mostra per cosi dire il carattere di assoluta necessith della nostra defi- 
nizione di serie di equivalenza sopra una superficie, quando ci si proponga, 
di ottenere le serie che pid si ravvicinino alle serie lineari sopra una curva, 
conservando per esse la validita delle operazioni di sommia e sottrazione. La 
conseguenza cut alludiamo é questa: 

Se la totalita dei gruppi di n punti di una superficie F é¢ una serie di 
equivalenza, la superficie ¢ regolare, di genere zero ¢ a divisione wnivoca. 

Per dimostrar questo, occorre prima di tutto ricordare il feorema di 
Abel per glintegrali doppi di 1% specie, che io ho stabilito nella Memoria C: 

Condixione necessaria e sufficiente perché wna serie (irriducibile) di gruppi 
di punts sw F sia a circolazione algebrica, ¢ che ogni forma quadratica dif- 
ferenziale di 1° specie di F, dia una somma nulla nei punti di un gruppo 
variabile nella serie. 
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Ricordato cid, si osservi che se la serie o dei gruppi di ” punti di F 
& una serie di equivalenza, tale é la serie o’ dei punti di F, che si ottiene 
considerando i gruppi di o passanti per » — 1 punti fissi di F ed astraendo 
in essi da questi punti (n. 4). 

Ma allora il teorema del numero precedente ci dice che F ¢ regolare 
(ogni suo ciclo lineare é nullo); il teorema stesso ed il teorema d’Abel pet 
gl’integrali doppi di 1* specie, ci dicono che ogni sua forma quadratica dif- 
ferenziale di 1° specie é identicamente nulla, cioé che il genere geometrico 
di F & py = 0; e infine il fatto che o’ siaa ciclo-torsione nulla, significa che 
F & priva di torsione (nel senso di Poincaré), cioe che la divisione delle 
curve algebriche & su essa un’operazione univoca (nel senso di Severl). 

Non so se le tre condizioni, insieme considerate, adducano Ja razio- 
nalitd di F; ritenevo di averlo dimostrato colla considerazione delle forme 
tensoriali di 1* specie di Cartan-Kabler; ma difficolta sopravvenute mi co- 
stringono a differire la risoluzione di tale questione. 

Dal punto di vista geometrico occorrebbe provare che una superficie re- 
golare di genere zero, e con qualche plurigenere non nullo, & necessariamente 
dotata di torsione (ossia € a divisione non univoca). Se cosi non fosse, do- 
vrebbe ritenersi che le proprieta topologiche elencate delle serie di equiva- 
lenza, non sono sufficienti a caratterizzarle e bisognerebbe cercare dunque 
di aggiungere qualche altra proprieta topologica da esse indipendente. 

E opportuno a questo proposito ricordare (n. 13) che ogni serie curvilinea 
di gruppi di punti, sopra una superficie, € a circolazione algebrica e a ciclo- 
torsione nulla. Sicché per es. sopra una superficie regolare ogni serie cur- 
vilinea gode delle tre proprieta topologiche, che spettano alle serie di equi- 
valenza. Onde, se fosse possibile caratterizzar tali serie con queste proprieta, 
sembrerebbe che la cosa non dovesse valere per le serie curvilinee. 

Comunque il teorema stabilito mostra che la relazione di equivalenza 
fra gruppi di n punti di una superficie é una relazione effettiva, che non ¢é 
identicamente soddisfatta (da tutti i gruppi di n punti) neppure su tutte le super- 
ficie regolari di genere zero. 

E superfluo ricordare che la serie dei gruppi di m punti d’una superficie 
razionale forma effettivamente una serie di equivalenza, come la serie dei 
gruppi di » punti del piano (n. 1). 
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Astronomia. — Correnti siellari attorno a 14° A.R. + 54° Decl. 
Nota “ del Corrisp. A. Bemporap. 


La prosecuzione delle ricerche conferma e completa i risultati gia esposti 
nella Nota precedente @) circa la sistematicita dei moti propri stellari risul- 
tanti dal confronto fra il Catalogo Astrografico di Catania e i precedenti 
che ricoprono Ja stessa zona. 

Sulle otto lastre della zona + 54° da 13'36™ a 15%o™ sono contenute 
138 stelle di AG Cambr. Mass. fra cui solo 16 presentano moto proprio 
annuo dell’ ordine di 0’’.1 o superiore. Si noterd che questi numeri risultano 
quasi identici a quelli riscontrati per le otto lastre precedenti. I moti propri 
pil interessanti sono qui sotto elencati: il peso 1 corrisponde alle stelle che 
risultino da una sola lastra in posizione sfavorevole (x 0 y= 50’), il peso 
5 alle stelle che risultino da tre lastre. 


AG MP Catania MP Yale 
Cbr. Mass. 

N° La | Us | u | : Yea ud 
4319 +0'.045 | —0".120 o”.128 4 + 0”%.055 |—0”.096 
4330 Sts 0OER =p 28 95 2 =, 195 a Aa) 
4333 ee 3048) ees 306 4 SW ee soe) 
4381 — lor] — Il 102 5 74 |+ 68 (3) 
4400 =e 02S AS 102 4 ==. 300s 9 
4424 Pet 20eN =’ © pend 121 2 2 e838 == | TARA) 
4438 + 100] — 41 108 2 + 56 |— 28 
4457 eg Re [et err cae 2 141 I cat Oe aee| 47, 
4521 i keira. 233 98 3 Seok QO Ni aOR CS) 
4531 a) Set 143 144 4 — 50 |+ 119 (6) 
4555 — = 25501) > 288 359 4 =e 190% | 4 | 266817) 
4641 =) 9561) - Ao $13 1.08 5 4 — 975 |+ 481 (8) 
4645 = 234°) 5 0.234 4 ae 2536 te 4 
4649 = 14 | — 274 274 4 == 18 |— 265 (9) 
4683 a ad id es a 105 I ee tdar E710) 
4694 ead OER a V1sdO 99 4 —. 82 |+ 26 

i) Bows sso 1 0 vue 0 03s CSRS eee wee 

(3) Cbr. Mass.: —o .120 — » » 1980: —O .970 +0 .4Q1 

(4) Lick B 321: —o .088 —o .100 (9) » » 1987: —0O .021 —O .219 

(5) Ci 18 1899 : +0 .o&8f —o .082 (10) Boss 3856: +0 .044 —O .oo1 


re fee 
L’accordo con Yale é in generale assai soddisfacente, specie, com’ é 

Ee ou : : ; - 
naturale, per i MP pit cospicui. Estendendo la considerazione ai MP da 0’’.04 


(1) Presentata nella seduta del 23 aprile 1933. 


(2) Questi « Rendiconti», serie VI, vol. XVII, fasc. 7, p. 497. 
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(massimo di frequenza) in su, si trova che'fra- 13°30" "er 15"5" (oper, 
e + 54°) risultano esistere 81 stelle di AG con MP =0”.04 cosi distri- 
buite nei vari quadranti (l’ angolo d’ orientamento « € contato da S verso W). 


1° e 2° quadrante 


AG 
Cbr. M. MP a 
N° 
4319 0.128 20°6 
4345 59 | 20.9 
4347 57 7-0 
4362 48 ay dh 
4373 92 60. I 
4408 73 88. 4 
4438 108 Ogi h 
4440 50 36. 6 
4447 7d i) Add 
4460 50 53-1 
4521 98 70. 3 
4536 76 71.6 
4608 57 43.6 
4609 57 28.9 
4610 42 6.8 
4627 44 3.9 
4642 49 | 73-4 
4672 54 51.0 
4683 105 52.4 
4353 67 | 178.9 
4365 45 | 152.0 
4375 43 | 106.3 
4414 82 140. 4 
4417 COM er 7am 
4437 71 I41, 2 
4581 73 | 165.8 
4592 2) 167.6 
4634 50 Tez tan 
eo 57 | 167.9 


3° quadrante 


4° quadrante 


AG 
Cbr. M.| MP 

Ne 

4333 | 0.306 
4334 46 
4342 gt 
4352 51 
4396 73 
4400 102 
4429 101 
4459 69 
4477 59 
4485 74 
4493 42 
4531 144 
4535 74 
4540 82 
4541 87 
4555 359 
4564 57 
4618 60 
4628 62 
4633 71 
4636 43 
4641 1!".085 
4045 0.045 
4655 46 
4689 40 
4694 99 


219. 


248. 


258. 


241. 
268. 
232. 
193. 
246. 


7 
4 
8 
8 
y 
fo) 


3 


Sel 
Cbr. M. MP oa 
Ne 

4330 07.095 287°9 
4336 59 | 289.7 
4343 591"). 390-3 
4358 95 | 308.6 
4370 58 284.0 
4372 61 | 309.7 
4379 76 | 321.9 
4381 102” || 927653 
4382 47 309. 8 
4419 48 82720 
4424 121 270.7) 
4433 48 | 315.8 
4497 I41 280. 2 
4479 67> 128368 
4538 68 | 295.1 
4550 61 283. 3 
4565 63 347.1 
4575 68 | 297.3 
4577 41 }83n7.0 
4615 63 Neas6.77 
4617 TT \a275-9 
4630 47 | 346.6 
4632 67 287.4 
4649 274 lass Ten 
4659 49 | 320.8 
4686 98 | 344-7 


is 
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Gia a prima vista appare confermata (v. Nota citata) la singolare de- 
ficienza di moti propri nel secondo quadrante e |’ assoluta prevalenza dei 
-due ultimi. Raggruppando in medie i dati corrispondenti a MP compresi 
in intervalli di circa 30°, si sono ottenuti i seguenti valori med?: nell’ ultima 
colonna ¢ riportata la divergenza massima (A) fra le direzioni dei MP rac- 
colti in medie che danno luogo alla fig. r. 


a IO 0'.076 58°7 29°8 
b 6 OT. 27 205.8 DoD 
c 16 Ont30 236.4 28.0 
d 14 O .097 270.7 PEO) 
e El 0 .060 BEB eee) 31.9 
i 9 0 .082 355-9 30. 3 


Fig. 1. - Orientamento delle correnti stellari 
fra 138 30™e 154 om (Decl. + 54°) e moduli medi corrispondenti. 


La corrente pit ricca di stelle c ¢ anche quella col MP medio pit 
-elevato. Escludendo pero la stella AGC 4641 col MP eccezionale 1’’.085, 


la media si abbassa a 07.068, cioé risulterebbe vicina alla minima fra le 
medie dei sei gruppi considerati. Riflessioni analoghe si potrebbero fare per 
le correnti b, d ed f. Per lo studio delle correnti dunque i MP di gran- 
dezza eccezionale hanno minore importanza del numero dei MP concordi. 

La frequenza dei MP per ordine di grandezza e per direzione risulta 
dal seguente riassunto, 


Frequenza det moti propri: 


Per grandezza Pierce zone 
MP a Da S per W sbi Da S per W as 
ple ee SE dN og Be ee ee 
Oe = 01.02 26 oO? ="220° 10 180° — 200° 3 
O .02 - O .04 32 20 — 40 6 200 = 220 7 
© .04 - 0 .06 33 40 - 60 5 220 — 240 12 
0 .06 - o 08 23 60 - 80 II 240 — 260 12 
0 .08 — 0 .10 10 80 —- 100 5 260 - 280 10 
O 10 = 0 AF os 100 - 120 3 280 — 300 13 
O .12 — 0.14 2 120 - 140 5 300 - 320 II 
0.14 - 0.16 | 2 140 — 160 8 320 —- 340 
160 — 180 6 340 — 360 6 
O .20 - O .30 2 eee —— 
O40 40.40 2 Sominaips 9 Somma.) saps 79 
> 51200 I 


_ 
Se 180" 330? 360" 


Fig. 2. — Curva di frequenza della direzione dei MP. 


Basta il fatto che la seconda somma supera del 34 °/, la prima per 
accusare la sistematicita dei movimenti, la quale appare ancora pit mani- 


a 
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festa dalla rappresentazione grafica (fig. 2) di cui i minimi pid accentuati 
(a 110° e a 190°) trovano perfetto riscontro con quelli della figura analoga 
nella nota precedente (minimia 105° e 195). Parimente il massimo attuale 
(compensato) a 270° é in buon accordo col massimo che la risultava a 255°. 


0 


1 cs S {See 
Oey CH SS GRE Re OAR ss) 


Fig. 3. - Curva di frequenza della grandezza dei MP. 
Si ottiene infine anche la conferma della curya di frequenza della gran- 


dezza dei MP (fig. 3) col massimo a 0’.040, esattamente come nella curva 
analoga della Nota precedente. Cid sta ad indicare che nel campo abbrac- 


-ciato da otto lastre si ottiene una sufficiente compensazione degli errori 


accidentali a cui sono esposte queste determinazioni. 


Astronomia. — La radiazione del Sole nel 1931 e nel 1932. 
Nota“ del Socio G. ARMELLINI e di G. ANDRISSI. 


1. Nella nostra precedente Nota, abbiamo esposto i risultati delle 
osservazioni sopra la radiazione del Sole, eseguite al R. Osservatorio del 
Campidoglio col piroeliometro termoelettrico Kipp, sia a campo libero, sia 
con filtri di luce. 

Riportiamo ora i risultati delle osservazioni eseguite nel 1931 e nel 1932, 
indicando sempre con i simboli T,A,G,R, RC, lenergia totale (campo 
libero, senza filtro) e l’energia filtrata con filtri azzurro, giallo, rosso e 
rosso cupo e ricordando che una deviazione unitaria dell’ ago del nostro 
galvanometro corrisponde ad un flusso di energia di 0,0202 calorie-grammi 
per cm? e per minuto primo. 


(1) Presentata nella seduta del 2 aprile 1933. 
(2) Cfr. La radiazione del Sole nel 1929 ¢ nel 1930. Nota di G. ARMELLINI e G. An- 


prissi, in «Rend. Lincei», 1933, 1° sem., fasc. 5. 
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TABELLA. 

Data Ab A G R RC Data ie A G R RC 
1931 

16-1] 53.5 | 19.1 | 41.3 | 33-8] 30.6 |l19- VI} 54.9 | 18.3 | 39-8 | 30.3 | 26.9 
22 » |. 50.7 | 19.2.| 40.2.) 32.9.) 20.7 |) T=VER $26. 517-001 49.3 | 30.1 | 26.4 
AS il ory | Dery ll AyAey |) SKos. | syle |i ey ay | SAyG) || leh} |) eyypcte | Dyers) || AO 
285 91/6205 >| ats2el 5 Osl. | Aone 3520/40 ely 5524) Online 210 mime aan ee 
OXY Desh HAI) tee | Zoya) Si GPa] Be) Nene) ty ll Stokes I eee e || Al | Bote eZ OA 
FSS 5.0 ale 20.0 mie SuOme lee 37a 7ee|| 3A eA lll Olen a 77 7 |e LOmnl ar eZ | 33.0 | 28.6 
TO -», | $8.2. 19:2 | 45.0°|-36.0° | 33:22 11227 d°| 57.2.) 18-9) 452) | 34eepeew 
25° 9 | 59-5] 22.0 | 47-3 | 37-7 | 33-7 |123. > | 57-2 |-17-0 | 44-5 | 33-2 | 292 
13-lIT | “59:0 | "20.9. | 46.4.1-35:9' || 35.9 1|20. > 4° $9.40)" 21-8) 455 Me caer. 
23) NOL 20 2235 | FAS Tal) 3753 alin 332.28 Ou mn | ot OMmezOr2 ml Se Om eS ian EO eG 
29% | 66,3.4.°23.4. |atS 10.1. 40-41 236.10 330" (ESB AL tO tt 14S sles ee eas 
g-IV | 63.3 | 22.3 | 49.4} 38.8 | 34.2 |] 1-VIII] 57.6 | 18.9 | 41.2 | spe) || ISH 
10! >" |} 64.1") 22.2] 49.410 39:2) Sgn 1) Soon |S SSqal) 19a ager WY 3370s 
TI) > Si Oulml oor 39.5 Mas 222 eo. Le S7E Qe OLO ped Se Om meas Oe 
15-9 6re7 | 20.5 1 A771 37S bh 32.204 Dh SS et hase 40e4 ae skeen ees 
23 » | 62.0) 20.8 | 45-65]: 35-4] 32.7 7|87> >.) 64.7 140.3 | a0:8 soe 
Tr=V | 54.0 |! 59.4 | 40.7 |" 327°) 29.4 1B > 1-293" |" 18.8 igre as tee lO 
12> 9) 58.297" 205°] "45:0 1735.5. | 35-7 Hig® De) $3.4) 10-0) 940.99 30-Onmmemes 
16" >| -52.8 | 48.7 1940.71) 3n.7 |) 28.8 1126. » | $8.0 |) 19.40) agi 32-00 meters 
230 we OTS) “2UGAMAG.1 INGE IE 31-3 iar. DS) 9S y Oriel 7-0 ohne. Cu lee TeOmhenaoem 
25 » | 58.4) "19.4 | 44.4 | 34:1 | 27-4 || 2=IX $4.7 | 184 P gece 1308 | e76 
27 © | 54.6.4 19.7-| 40.7") 32.1 | 20.011 3 > 154.0 18 16.4 | 4O;6o a ee meee as 
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2. Riuniamo ora insieme, mese per mese, tutte le osservazioni eseguite 
nel quadriennio 1929-30-31-32 e riduciamo le deviazioni del galvanometro 
in calorie-grammi, moltiplicando per 0,0202. Riduciamo quindi i risultati 
alla distanza media del Sole dalla Terra, ricordando che il flusso di energia 
€ inversamente proporzionale al quadrato della distanza dell’ astro nel mo- 


mento dell’ osservazione ed eseguiamo infine le medie mensili. 


Otterremo allora la seguente tabella riassuntiva, dove [sec z] indica le 
medie delle secanti della distanza zenitale del Sole per le osservazioni ese- 
guite in ciascun mese ed N il numero delle osservazioni stesse. 


bad si 
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T ABELLA RIASSUNTIVA DEL QUADRIENNIO 1929-30-31-32. 


(Calorie-grammi per cm? e minuto primo). 
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3. Sarebbe prematuro di voler fare deduzioni troppo particolareggiate 
fondandosi soltanto sopra un quadriennio di misure; possiamo pero servir- 
cene per calcolare un valore medio annuo dell’assorbimento atmosferico a 
Roma. 

Infatti, secondo la teoria “?, abbiamo la formola: 


(1) bealen .* 


dove i indica il flusso di energia osservato ed I quello che si avrebbe se 
non esistesse |’ atmosfera terrestre ed e e la base dei logaritmi naturali. 
Dalla formola di Pogson si ha poi: 


1 


(2) m—M = — 2,5 log:o — = 1,086 ysecx =S secz 


I 


dove m indica la grandezza fotometrica apparente di un astro qualsiasi, e 
M la grandezza che esso avrebbe fuori dell’ atmosfera, ed S si chiama coef- 
ficiente di assorbimento. 


(1) Cfr. G. ARMELLINI, Astronomia Siderale, vol. I, p. 193. 


== HUO) == 


Ora, secondo Abbot, si ha I = 1,938, mentre dalle nostre medie risulta 
i= 1,127 e set x= 1,497; dalla’ (4): dalla{2)-icaviamonyy 0,3 occa 
abbiamo quindi per il coefficiente di assorbimento a Roma, riferito all’ energia 
integrale del Sole, il valore medio annuo: 


Ora, dalle tabelle del Miiller sopra P assorbimento della energia luminosa 
(o praticamente della « energia gialla ») nell’atmosfera terrestre, si ri- 
cava“) S = 0,23, mentre noi trovammo®) con misure fotometriche un 
valore (0,45) poco meno che doppio e cioé 1,95 volte maggiore. 

Dalle misure piroeliometriche, ora eseguite, si avrebbe come rapporto 
e tra il valore di S dedotto dal calcolo ed il valore del Miller: p = 0,393: 
10,230 = 1,71 e cioe un rapporto poco minore di 1,95 da noi ottenuto 
con misure fotometriche. E cid del resto appare facile a spiegare giacché le 
forti lunghezze d’ onda — sensibili per la pila termoelettrica ma insensibili 
all’ occhio — sono meno assorbite dall’atmosfera. 

In ogni caso — pure ammettendo la possibilita di differenze sensibili 
tra l’assorbimento diurno ed il notturno, la possibilit’ di variazioni con le 
stagioni, ecc. - sembra confermarsi il fatto che, in media, | assorbimento 
atmosferico € circa doppio del valore adottato dal Miiller per le sue tavole 
fotometriche %) di Potsdam. 


Geofisica. — Nuova esplorazione geofisica della Sicilia. — Risultati gene- 
rali e cenni porticolari sulle determinazioni geomagnetiche. Nota del Corrispon- 
dente R. Fasianit e di G. Petrucci. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


(1) Cfr. G. MiLLER, Die Photometrie der Geslirne; G. ARMELLINI, Astronomia Siderale 
loc. cit. 

(2) Cfr. G, ArMELLINI, Sopra I’ estinzione della luce nell’ atmosfera di Roma, in «Rend. 
Lincei», 1918, 2° sem.; G. Anprissi, Sopra T assorbimento della luce stellare nel? atmosfera 
di Roma, id., 1928, 1° sem. 

(3) Dal «Rapporto annuo 1928» del Direttore dell’ Osservatorio di Washington, 
emerge che anche in America, per la riduzione delle osservazioni fotometriche, si adopera 


il valore S = 0,45 circa doppio di quello di Potsdam, ed esattamente coincidente con quello 
da noi trovato, alcuni anni innanzi, al Campidoglio. 
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MEMORIE BeNOLESERBSEN TALE DA SOGI 


Matematica. — Osservazioni geometriche sui tensori. Nota di 
GiusEppINa BiGcGIocERo, presentata’? dal Corrisp. U. Cisortt. 


In quanto segue mi riferisco alla rappresentazione geometrica dei ten- 
sori, gid introdotta con una Nota precedente“), e mostro come le pit ele- 
mentari nozioni di geometria analitica suggeriscano scomposizioni ed inler- 
prelazioni, ed offrano invarianti: cose che, per quanto ovvie ed immediate, 
possono avere qualche interesse. 

Si intendera sempre di parlare di tensori dello spazio ordinario, riferiti 
a coordinate cartesiane. Ricordiamo che in tal caso il passaggio da una terna 
cartesiana ortogonale (O;y:, y2,);) a un’altra terna ortogonale (OJ; 2,73) 
comporta, per il tensore mf? T, il passaggio dalle componenti ab ue alle 


T;,...;,, legate alle prime dalle relazioni 
(1) Vpecety 7 a oe cae Xi, ee a i, iim 
I 
CON Op = COS (yn Ve) e€ |[one|| = #1. Nello Sj», nel quale rappresentiamo 


il tensore T e il corrispondente T, Ja relazione tra Te T fornita dalle (1) 
é€ una omografia, anzi un movimento (eventualmente combinato con una 
simmetria) attorno all’origine O degli assi #;,...;,, come subito si rileva 
osservando i coefficienti delle (1), i quali soddisfano alle condizioni di or- 
togonalita. Pertanto Ja trasformazione (1) ammetie tutti gli invarianti det mo- 
vimenti, come si & gia osservato nella nota citata ”). 


1. Occupiamoci anzitutto della scomposizione dei tensori. E ovvio che la 
scomposizione di un tensore in somma di altri tensori si puo operare in in- 
finiti modi; la scomposizione pero presenta qualche interesse se i tensori 
addendi godono di particolari proprieta. Ora, coi mezzi della rappresentazione 
iperspaziale dei tensori, presi dentro lo S,» due o pil spazi per 0, a due 
a due ortogonali e complementari (nel senso che la somma delle loro dimen- 
sioni sia uguale a 3”), si potra sempre pensare di scomporre un tensore T 
nella somma delle sue proiezioni ortogonali entro gli spazi predetti (tale 


(1) Nella seduta del 2 aprile 1933. 
(2) Cfr. la mia Nota: Vedute geometriche sui tensors; questi « Rendiconti », vol. XVI, 


serie 6°; 2° sem. 1932, p. 478. 
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scomposizione potendosi allora operare in modo unico). Naturalmente per 
conferire qualche interesse alla scomposizione, bisognera scegliere degli spazi 
per 0 che godano di particolari proprieta (isotropia, simmetria, emisim- 
metria, ecc.). E quanto mostro negli esempi che seguono. ; 

a) Tensori doppi. — Si & gid visto che, dentro lo S, rappresentativo 
dei tensori doppi, lo spazio simmetrico ¢ un S. per O e quello emisimme- 
trico é lo S; per O perpendicolare allo Ss simmetrico. I due spazi sono 
complementari; epperd un tensore doppio T si potra sempre ritenere come 
somma delle sue due proiezioni nello Ss simmetrico e nello S,; emisimme- 
trico: si vede in cid il significato geometrico della nota scomposizione di un 
tensore doppio T nella somma di un tensore § simmetrico e di un tensore E 
emisimmetrico , avendosi 


I 2 
33 == ee (Gil +171 A) Aor Se (Ti; — i) 


e intanto si rileva lwnicita della predetta scomposizione. 

Ma dentro lo S, rappresentativo dei tensori doppi si hanno altri spazi 
notevoli per QO, tra loro complementari e ortogonali, come Ja retta isotropa 
di equaziont 


con A scalare qualsiasi, e lo iperpiano unito 
ini = 6 


Sorge dunque evidente la possibilita di scomporre un tensore doppio 
qualunque T nella somma di un tensore isotropo I e di un tensore U a 
invariante lineare nullo. Detto o questo invariante lineare, cioe ponendo 


Ga de be ee 


Sl avra 
oO 


ley 
= oo, Uy = eas 


> D . . . 
D’altra parte possiamo anche pensare in 0 tre spazi notevoli, comple- 
mentari e a due a due ortogonali: precisamente Ja retta isotropa, lo S, 
emisimmettico e lo S; simmetrico perpendicolare in O alla retta isotropa. 


Essi sono rispettivamente di equazioni 

hij —1t;=0 

ty — 3, A hig + ti =O ‘ 4 
[aaa 


(1) Loc. cit. 


(2) Cfr. U. Cisorti, Genni sui fondamenti del calcolo tensoriale. Milano (1932), Hoepli, 
n. 8. 


—_ 
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Cio posto, € evidente che un tensore doppio T si potri sempre rite- 
nere uguale alla somma di un tensore isotropo I, di un tensore emisim- 


metrico EK e di un tensore simmetrico §@ a invariante lineare nullo. Si 
avra 


o I : I o 
ee aa |) Sy) = > (Ty + Ty) — suis 

b) Tensori tripli. — E noto © che i tensori tripli emisotropi sono tutti 
quelli di componenti 


(2) = eek 


con A scalare qualsiasi ed ei, = 0 se gli indici 1,7, non sono tutti di- 
stinti, invece ¢ij, = (—1)*, per is=j == 4, essendo c pari o dispari insieme 
alla classe della sostituzione (i j °): 
I 2:3 

La (2) dice che i tensori tripli emisotropi appartengono ad una retta 
unita (retta emisotropa) per O, dello S,, rappresentativo dei tensori tripli. 
Su questa retta la trasformazione (1), per m = 3, subordina lidentita, op- 
pure la simmetria rispetto a 0, secondo che sia ||o|| = + 1, eppero ogni 
iperpiano perpendicolare alla retta emisotropa, di equazione 


bro; ir bo3x a5 tyra ae lor; aa b3ox Tae ty32 = l 


viene dalle (1) trasformato in se stesso o nel suo simmetrico rispetto a O, 
secondo che sia |||) = + 1. Cid dice che l’espressione 


Less =. ites att yes 2 iy = Noes a Wee aS) 


& un eminvariante pei tensori tripli, cio€ una quantita che, nel passaggio 
da T a T, rimane inalterata o cambia segno, secondo che sia || a» || = = I. 
Lo iperpiano perpendicolare in 0 alla retta emisotropa, di equazione 


(3) tro; + bozx + tyr2 0 tos3 7a lear ata biz =0 


é in ogni caso unito e tutti i suoi punti sono ad eminvariante nullo. Ora, 
la retta emisotropa e l’iperpiano (3) sono spazi complementari per 0, eppero 
& ovvio che si potra sempre riguardare un tensore triplo T come somma 
delle sue proiezioni ortogonali M ed N sulla retta emisotropa (2) ¢ sul- 
liperpiano (3), cioe T somma di un tensore emisotropo M e di un ten- 
sore N ad eminvariante nullo. Si ha subito 


I v 
Mijp SS fe Nijn = Tipp yi 


6 6 


(1) U. Cisort!, Tensori isotropi e tensori emisotropi. Questi « Rendiconti», vol. XI, 
serie 6°, 1° sem. 1930, pp. 917-920. 


RENDICONTI. 1933, Vol. XVII. 42 
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c) Tensori quadruph. - E noto “) che sono tensori quadrupli isotropi 
tutti quelli di componenti 


Tie = A 83 Snr + B Sin Se + C diz jp 


con A,B,C scalari qualsiansi. Si pud allora dire che sono tutte di punti 
isotropl G rette 7;,12,17; per O, dello Ss, rappresentativo dei tensori qua- 
drupli, rispettivamente definite dalle equazioni 


line = ASi Sn , tie = BSndp , tie = C diz Sn. 


Le rette r;, 72,7; sono tra loro indipendenti, eppercio individuano un 
S; per 0 tutto di punti isotropi. Ma se una retta € isotropa, ogni iperpiano 
perpendicolare ad essa é unito; in particolare, riferendosi allé rette Tz sf asta 
si ha che sono uniti gli iperpiani di equazioni 


Us; Sete =p , USsHsetimpe =; U9: Opp tijok = 5, 
eppero le quantita 


i 28; Shr T ijn 5 Up, = x din Six Tine > 48 XOix Sip T ijne ? 


sono per ogni tensore quadruplo degli invarianti linear. 

Ora, dato un tensore quadruplo T, si pud sempre pensarlo come somma 
delle sue proiezioni ortogonali P© e Q® rispettivamente sulla retta r; e sul- 
Viperpiano ortogonale ad essa per O, sul quale é nullo Vinvariante pi. Si 
ha, ad esempio, per la retta r,, 


Poy = 83 See a > QO8 = ales ae 8ij She a 


Espressioni analoghe si hanno per le proiezioni ortogonali di T su r, 
er;. Ma si pud, pit generalmente, considerare le proiezioni ortogonali di T 
sopra due spazi per 0 complementari e tra loro ortogonali, uno dei quali 
sia isotropo. In particolare, le proiezioni ortogonali di T dentro lo S, isotropo 

o (S,s) per 0 ad esso ortogonale, permettono di scomporre T nei due ten- 
sori P e Q di component: 


I 
Dantes ih Sok (4 Yr — be — Bs) + Sin Sie (— wr + 4 Ba — Bs) + 


+ Sit Sip (— per — Ya + 4 Y5)} 
Qijne = Tijnk — Pijar 


il primo isotropo, il secondo a invarianti lineari nulli. 
In modo analogo si puo operare la scomposizione di tensori m?* qual- 
slansi, per m>4. 


(1) Un CisoTiTm Op. ncit.sinenotas(@) sampaos 
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2. La scomposizione dei tensori mette gid in evidenza alcuni invarianti 
ed eminvarianti dei tensori stessi; altri se ne possono aggiungere, come 
Vangolo dei due piani che, da una retta isotropa od emisotropa, proiettano 
due tensori dati, la distanza di un tensore da una retta isotropa del suo 
spazio, il rapporto semplice secondo cui un iperpiano unito separa il segmento 
determinato da due tensori, ecc. 

Diversi concetti ricevono dalla rappresentazione iperspaziale dei tensori 
un significato geometrico, come, ad esempio, quello di tensori linearmente 
indipendenti o dipendenti. Queste ovvie notizie ci permettono di ravvisare 
tensort allineati con due tensori dati T e U: 


V=a~T +20 Come ae 


(nel quale caso V, al variare di Ae w, descrive la rigata congiungente coppie 
di punti corrispondenti delle due varieta immagini di T e U); o tensori com- 
planari con tre tensori dati, tra loro linearmente indipendenti, tra cui ap- 
paiono il tensore somma e il tensore differenza di due tensori dati T e U il 


primo essendo il quarto vertice del parallelogrammo che ha per lati OT 
e OU, il secondo il quarto vertice del parallelogrammo che ha OT come 
diagonale e OU come lato), ecc. E, in generale, un tensore che sia com- 
binazione lineare di h tensori dati, tra loro linearmente indipendenti, sara 
un punto variabile nello S, per 0, definito dagli h tensori dati. 
Naturalmente si potrebbe fare tutta la geometria analitica dei tensori, stu- 
diando tensori soddisfacenti a determinate condizioni metriche, 0 rappre- 
sentanti dei massimi o dei minimi rispetto a certe proprieta, ecc., ma non 
credo opportuno di insistere pil oltre su queste facili questioni. Solo mi 
limito ad. aggiungere come altri invarianti, di carattere differenziale e inte- 
grale, sorgano dalla considerazione di linee e superficie descritte da un punto 
P (jy: 52,3) dentro lo S, ordinario. In tal caso il tensore T, le cui com- 
ponenti sono funzioni di P,-in generale descrive linee e superficie dentro 
lo S,»; lo stesso accade per il tensore T; epperd si hanno, dentro lo S,m, 
linee e superficie corrispondentisi nella omografia (1). Ora, tutti gli enti 
geometrici collegati con le predette linee e superficie pure si corrispondono 
nella omografia (1): sorgono cosi altri tensori collegati col tensore di par- 
tenza (come il tensore tangente, il tensore piano osculatore, ecc.) e taluni in- 
varianti di natura differenziale e integrale (come il ds, la lunghezza di un 
arco di linea, le curvature, ecc.). In questo ordine di idee si rileva, tra 
Valtro, il significato geometrico della nota derivazione dei tensori ): preci- 
samente, si supponga di far descrivere a un punto P (j;, 2,743), dentro lo 
S, ordinario, una retta g;, parallela all’asse y:; corrispondentemente il ten- 


Be Aces 


WL 


sore T descrive nello S,» una linea Li, e le rappresentano in ogni 


i 


(1) Cfr. U. Cisorti, Lezioni di calcolo tensoriale. Milano (1928), Tamburini, p. 18. 
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punto di gi dei numeri proporzionali ai coseni direttori della tangente alla 
linea L;. Alle tre parallele agli assi per un punto P (jy; , y2 , j3) corrispondono 
nello S,m tre linee L,,L,,L,, per un certo punto T(P), e le 


oT; ooo Ope caie Balas en ae 
Oy: Oy. ey; 


calcolate in P, daranno tre gruppi di numeri, rispettivamente proporzionali 
ai coseni direttori delle tangenti in T(P) alle linee L,,L.,L;. 

Altre relazioni, forse non prive d’interesse, sorgono dalla considerazione 
di tensori descriventi dentro lo S,» curve parallele, o curve or ge EEE CEcy 
che qui, per brevita, omettiamo. 


Matematica. — Sulle equazioni funzionali del tipo di Volterra ©. 
Nota di S. Crnqurnt, presentata dal Corrisp. L. ToneLtt. 


Nella Memoria Sulle equazioni funzionali del tipo di Volterra) il prof. To- 
nelli si € occupato dell’equazione funzionale 


©) ® (x) = f(x) + Alx, ®()], 


(dove A [x, ®(y)] é un funzionale dipendente dalla x e dai valori che la 


funzione incognita ®(y) assume nell’intervallo (0, x)), e, sotto opportune 
ipotesi, ha dimostrato l’esistenza della sua soluzione ed ha poi stabilito al- 
cune proprieta fondamentali, tra cui Punicita di tale soluzione. 

Nella presente Nota, supposto che la soluzione dell’equazione (E) sia 
unica, mi propongo di provare che tale soluzione varia con continuita, quando 
la funzione fe il funzionale A variano con continuita soddisfacendo sempre, 
in modo opportuno, alle sole ipotesi sotto cui il Tonelli ha stabilito lesi- 
stenza della soluzione. 


1. GENERALITA (4), 


Ogni funzionale 


(1) A[x,®G)], 


(1) Lavoro eseguito nel Seminario Matematico della R. Scuola Normale Superiore 
di Pisa. 
(2) Nella seduta del 2 aprile 1933. 


(3) L. Tonextt, Sulle equazioni funzionali del tipo di Volterra. « Bulletin of the Cal- 
cutta Math. Society », vol. XX, 1928, pp. 31-48. 


(4) Cfr. L. Tonexut, loc. cit. Si noti che i funzionali A [x,®()] , considerati dal 
yr 


po 5G] a 


considerato nella presente Nota, rappresenta un numero reale, dipendente, se- 
condo una data legge, esclusivamente dalla x considerata e dai valori assunti 
dalla funzione ®(y) nell’intervallo (0, y’). Si intendera che il funzionale (1) 
sia definito per ogni x (reale) dell’intervallo (0,1); per ogni y’ (reale) pure 
di (0,1); per ogni funzione (reale) ®(y) data nell’intervallo (0, y’), e in 
esso continua e soddisfacente alle disuguaglianze 


a=O(yy=). 


: yor 
Nella presente Nota si considera una classe @ di funzionali A soddi- 
sfacenti alle seguenti condizioni: 


I. Esiste un numero M, tale che, per ogni x di (0,1), per ogni y’ 
di (0,1) e per ogni funzione ®(y), continua in (0, y’) e ivi soddisfacente 
alle disuguaglianze a=@®(y)=Jd, sia per qualunque funzionale di 


(C.) |A[x, ©G)]1 = My 


II. Esiste un numero M, tale che, per ogni x di (0,1), per ogni 
coppia y’, y’’, con 0oO=y' =y"” =—1, e per ogni funzione ®(y), continua 
in (0, y’) e ivi soddisfacente alle a=@®(y)=—b, si abbia per qualunque 
funzionale di @ 


/ 


(C:) A[x, ©()] —A fx, ®G)]/ =M. 0" —y). 


III. Ad ogni «> 0 si pud sempre far corrispondere un p >0, in modo 
che se€ O=X,=xX,=1, X,—xX,<e, e se D,(y) e ®,(y) sono due 
funzioni, definite e continue in un qualsiasi intervallo (0, y’), cono<y' =r, 
ambedue sempre comprese fra ae Db, e tali che in (0,y’) sia sempre 
|®,(y) —®, (y)| =e, risulti per qualunque funzionale di € 


(C;) [Als ®&G)1—A ba, ®.G)]l =e. 


Sotto queste ipotesi, fissata una funzione f(x), continua in tutto Din- 
tervallo (0, 1) e tale che sia a< f(0) <0 e fissato il funzionale A, l’equa- 
zione (E), per un certo valore / (con 0</=1), *ammette almeno una 
soluzione (continua) nell’intervallo (0, /). 


Tonelli, dipendono dai valori assunti dalla funzione ®(y) nell’intervallo (y1,12), (con 
yxy<42), OVe yr pud anche essere diverso dallo zero, inoltre al secondo membro della cone 
dizione (C3) del Tonetti compare il prodotto ¢ (y2— 1). Nella presente Nota queste re- 
strizioni non interessano, poiché la dimostrazione ‘dell’esistenza di almeno una soluzione 
della (E), data dal Tonexti al n. 2, loc. cit., @ ancora completamente valida. 
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2. TEOREMA. 


Sia A, un funzionale della classe ©, sia fo(x) una funzione continua 
in tutto Pintervallo (0,1) e tale che sia a<fo(0)<b, e sia (0,1) (con 
0<1,=1) un intervallo in cui la soluzione ®,(x) dell equazione 


(Es) ®, (x) = fo(x) + Ad[x, ®,(y)| 
verifica sempre le disuguaglianze 
px Di (4 yee 


Considerato il minimo della differenza b —®,(x) e il minimo della dif- 
ferenza ®(x)—a_ nell intervallo (0 ,1,), e detto A(>0) il minore di quest 
due numeri, si indichi con R la regione del piano (x,y) definita dalle disu- 
guaghanze O=xX=I1,, D(x) —AH=y=D (x) +A. 

Allora, supposto che ®,(x) sia Punica soluzione® dell’equazione (Eo) , 
uscente dal punto (0, fo(0)) e appartenente alla regione R, preso ad arbitrio 
un numero positivo exch, é possibile determinare un 1 >>0 (e minore di €), 
in modo che, se f(x) é una funzione continua in (0,1) e tale che ivi sia 
sempre 


lf) —fo)|<a, 


e se A é un funzionale della classe ©, tale che, per ogni x di (0,1) e per 
qualunque funzione D(y) definita e continua in (0, x), e ivi sempre compresa 
aso. 0D, Sia 


|A[x,®(y)] —Ao[x, ®()]I<a, 

Pequazione . 
D(x) =f(X) + Alx,G)] 

ammette in tutto Tintervallo (0 ,1o) almeno una soluzione (x), la quale ivi 

verifica sempre la disuguaghanza 

| ®(x) —®,(x)| =e. 


Si supponga che il teorema enunciato non sia vero. Allora, per ogni 
intero positivo v, esiste almeno una funzione f, (x), continua in (0,1) e 
ivi soddisfacente alla disuguaglianza 


(2) lf@—fh@l<— , con a<f,(0)<b, 


(1) La soluzione dell’equazione (E,) @ necessariamente unica se é verificata la con- 
dizione ([V) del ToneLti (vedi loc. cit., n. 4). 
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ed almeno un funzionale A, della classe €, tale che si abbia, per ogni x 
di (0,1) e per ogni funzione ®(y) continua in (0,x) e ivi compresa 
fra_g.e b., 


G) jAv[x, ®G)]—Aolk ®Q)II<—; 


in modo che il massimo intervallo (0 ,/,), in cui la soluzione ®, (x) del- 
Vequazione * 


(4) ®, (x) = fy (*) + Av[x, ® Gy) ] 
verifica la disuguaglianza 
|, (x) —Oo(x)| =e, 


é€ minore di (0,/,). 
Allora dovra essere 


(5) |@, (1,) —®, (l,)| =e. 


- 
Dico ora che le funzioni { A, [x ,®,(y)]}, ciascuna considerata nel 


proprio intervallo (0 ,/,), sono ugualmente continue e ugualmente limitate. 
Per provare l’uguale continuita si osservi innanzi tutto che, preso un 
o >o ad arbitrio, in virth della (C.) per ogni coppia di valori x’, x’’, ap- 


3 : oO : 
partenenti a (0, /,) e tali che sia | x’—x" |< xm © ha 
2 


AVL O OY Ave O))I< Ss 


inoltre per la (C,) é possibile determinare un 8 >o in modo che, per ogni 
coppia di valori x’,x” di (0,/,) e tali che sia |x’ — x’ |<< 38), si abbia 


|Ay (x, ®, ( y)| Sake pe. D, (y)] | = 


. . ° , , o 
pertanto per ogni coppia x’,x’’ di (0, 1,) tale che sia |x’ — x’ Sp: e 


anche <6, risulta 


[Ay [x's Bs ()]— As [2 © OD] <1Av Es ® GI — AVE ® ODI 


+ | Ay [x’, ®y (y)]— Ay [x”, ® (y) ]|<e- 
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L’uguale continuita ¢ con cid provata; e l’uguale limitazione si deduce 
immediatamente dalla (C;). 
x 
Dalla successione di funzioni {A,[x,®,(y)]} si pud quindi estrarre 
oO 


una successione 


Aub OOD) 5 An ft OOD] 117 Ay les PO) 


2 


convergente uniformemente verso una funzione definita e continua su un 
intervallo (0 , loo). Poiché, per vy, co, in virth della (2) fy, (x) converge 
uniformemente in tutto (0,1) verso f(x), anche la soluzione ®, (x) del- 
Pequazione 


(6) D2) = fy) + Ay [*, Oy, 0) J 
i2) 

converge uniformemente verso una funzione (x) definita e continua in 
tutto (0, 1). 

Dico che ®,(x) @, in (0, J), una soluzione dell’equazione (E.). 

Infatti ®.(x), come limite di funzioni appartenenti alla regione R , 
‘appartiene pure a tale regione. Si ha poi identicamente, tenendo conto che 
®,,(x)  soluzione della (6), per ogmi x di (0,/,,), ove Jy, & il minore 
dei due numeri ly, Cxlaos 


(7) ®eo(¥) —fol®) Aol, P20 1) = ao) — Or 2)) + Vayu So) + 
+ (Aol #140) Aol, e0(J)]) + (Avy >a, (9) ] Aol, ®y, (9)])s 


Preso ¢’ > 0 ad arbitrio e subordinato ad esso il numero 9, che figura 
nella condizione (III), numero che puo sempre supporsi =e’, si prenda vy 
abbastanza grande in modo che risulti 


U 
Levy <2 ©; 


e, per ogni x di (0,/),), 
(8) | Poo (x) — By, (x) <p; 


si ha allora, in virth della (C;), per ogni x di (0, Ia)» 


(9) [Aol , ®n(9)] — Aolx, ®, (JI <e 
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Dalla (7) prendendo i moduli e tenendo conto delle (8), (2), (9) e 
(3), risulta per ogni x di (0 Wy) 


| Pan (x) — fo(x) — Aolx , Pao(y]l <p +— +e +o <ye; 
0 pb 


poiché e’ é ad arbitrio, ed é I => lon, i ,conclude clie-O.5,(@) €, in ©5465) 
una soluzione dell’equazione (E,) . 


Si osservi ora che per x =0 & ®,(0) = f(0) e che, in virtd della (5), 
fisulta, per = 1, 


| Pao (loo) — Po (loo) | = 


donde Io >>0. La funzione ®,,(x) ¢ percid una soluzione dell’equazione (E,), 
uscente dal punto (0, /f(0)), appartenente alla regione R e distinta dalla 
®, (x), contrariamente all’ipotesi fatta che ®,(x) fosse l’unica soluzione 
della (E,) uscente da tale punto e appartenente ad R@), 

Osservazione. — La dimostrazione del presente numero si pud liberare 
dall’uso del postulato delle infinite scelte arbitrarie seguendo il metodo svi- 
luppato dal Tonelli nei suoi Fondamenti di calcolo delle variazioni ©. 


(1) Il teorema enunciato al principio del presente numero contiene, come caso par- 
ticolare, quello dimostrato (con metodo differente da quello qui tenuto) dal prof. Tonelli 
per le equazioni integrali del Volterra (vedi L. ToneLwi, Sulle equazioni integrali di Vol- 
terra, «Mem. della R. Accademia delle Scienze di Bologna», serie 84, t. V, 1927-8, n. 4). 

(2) N, Zanichelli, Bologna, vol. I, cap. Il, § 2. 


== (pry == 


Matematica. — Proficui legami tra i metodi di sommazione delle 
serie e 1 problemi al contorno per le equazion differenziali, lineari, alle 
derivate parziali, di tipo ellittico. Nota di C. Mrranpa, presentata “ 
dal Socio G. CaSTELNUOVO. 


Quando si ha un sistema completo di funzioni y; (x) , y2 (x), +++ , orto- 
gonali e normalizzate in un intervallo (a,b), ogni funzione f(x), continua 
nello stesso intervallo, da luogo alla serie di Fourier 


GC) f~Zane > «=f f@neyer, 


convergente in media verso f(x). La covergenza puntuale puo mancare. 
Ora é manifesto come, per le applicazioni, sia di grande interesse il poter 
dedurre dalla (1) un procedimento di calcolo della f(x), che converga 
puntualmente ed uniformemente in (a,b). E allora spontaneo domandarsi 
se non sia possibile effettuare una sommazione generalizzata delle serie (1), 
per mezzo di opportuni fattori di convergenza, come avviene per le classiche 
serie di Fourier, Laplace, Legendre, ecc. 

Su tale questione ha richiamato Ja mia attenzione il prof. Picone, che 
mi ha incitato ad iniziarne lo studio nel caso, particolarmente interessante, 
che le funzioni y;(x) , y2(*),--- siano le autosoluzioni di uno di quei 
classici problemi al contorno, relativi alle equazioni differenziali, lineari, 
ordinarie, autoaggiunte, del secondo ordine. 

Il prof. Picone pensava anche che, con Vintroduzione di opportuni fat- 
tori di convergenza pr(e), la funzione 


u(e,x)= > ps (0) cx Ye (X) 


potesse risultare, nel caso particolare indicato, l’integrale di una certa equa- 
zione alle derivate parziali nelle due variabili x e p, verificante determinate 
condizioni al contorno, in modo che i teoremi di esistenza, relativi a tale 
problema al contorno, potessero fornire criteri di convergenza per l’indicato 
procedimento di sommazione. La u (pe, x) avrebbe allora rappresentato |’e- 
stensione, per esempio, dell’integrale di Poisson, dei noti metodi di som- 
mazione delle serie di Fourier. 


(1) Nella seduta dei 2 aprile 1933. 
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Ora, effettivamente, ho potuto stabilire che il problema della somma- 
zione di una serie, del tipo sopra indicato, si ricollega strettamente allo 
studio del problema di Dirichlet per certe equazioni differenziali, lineari, 
alle derivate parziali, del secondo ordine, di tipo ellittico. 

Pil precisamente, si vede come i criteri di convergenza ordinaria per 
le dette serie forniscano dei teoremi di esistenza per la soluzione di un certo 
problema di Dirichlet, e come poi, alla loro volta, tali teoremi, Opportu- 
namente estesi, permettano di stabilire la convergenza di un procedimento 
di sommazione, generalizzante quello di Poisson delle serie di Fourier. 

Mi limitero ad esporre il metodo ed i risultati ottenuti in due casi, 
particolarmente interessanti. 


I. Siano 0(x) , A(x) , B(x) tre funzioni continue e periodiche di 
periodo 2%, le prime due sempre positive e |’ultima mai negativa. Suppo- 
niamo inoltre che 6 (x) sia dotata di derivata prima continua e consideriamo 
Pequazione differenziale 


@) ral 41) 4am yn0 


E noto che esiste una successione, non decrescente, di valori eccezio- 
nali di A (autovalori), 
jae glee We linet td 


aventi per unico punto di accumulazione + oo, tale che, per A = An, la (1) 
ammette una soluzione y, (x) (autosoluzione), verificante le condizioni ai 
limiti: 
, t 

G) Yn (27) — yn (0) = 0 9, (2%) =, (0) = 0. 

Le quantita 4, sono tutte reali e positive e, per 7—> oo, si ha 
(4) hn OR, 

Si ia pol, per m ==, 


ve | A (8) ym (2) tn (8) de = 0, 


e si pud disporre della costante arbitraria moltiplicativa, da cui dipende 
Yn (x), per far si che riesca 


(6) [ A@n@erae 


(o) 


Pertanto le funzioni yn(x)/A(x) formano un sistema ortogonale e 
normalizzato. E noto inoltre che tale sistema ¢ completo e che: 
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Se f(x) é una funzione continua in (0,27), con le sue derivate prima 
e seconda, verificante le (2), la serie 


co 2% 
(7) TO! fOAOmOe 
ot oO 

converge uniformemente in (0,27) ed ha per somma f (x)™. 

Se f(x) non & dotata delle dette derivate continue, nulla si pud dire 
sulla convergenza nel senso ordinario delle serie (7). 

Ma fard vedere che, applicando alla serie (7) un opportuno processo 
di sommazione, si ottiene come somma generalizzata f(x), nella sola ipotesi 
che f(x) sia continua e verifichi la prima delle (3). Piu precisamente, il 
risultato a cui pervengo é il seguente: 

Se f(x) é una funzione continua nell intervallo (0,27), che assume 

eguali valori agli estremi dell’intervallo, la serie 


6 


(8) Ti n@f /OAOmOM, 


per ogni p positivo e minore d’wno, converge uniformemente nell’ intervallo (0, 2 7) 
e, dettane u(e,x) la somma, si ha, uniformemente nell intervallo (0 , 27), 


(9) INfee era (eye.c) = al 9) le 
o>: 


Per stabilire la convergenza delle serie (8) abbiamo bisogno di alcune 
formule di maggiorazione delle yn (x), y' (x), y’’ (x). 


Per questo supporremo che sia: 
O(x)=p , |\AWMl=Aq , 0o<A(e)=Ha , 0=BR)=D. 


Per il classico teorema di Sturm sugli zeri delle soluzioni della (2), 
possiamo asserire che esiste un mp, tale che, per >>1., Yn (x) ha almeno 
uno zero nell’intervallo (0, 27). Segue * allora facilmente dalla disegua- 
glianza di Schwarz, per n>, 


I 


(10) lyn (2) | lan f (2 ax 3 


to} 


(1) D. Hitpert, Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen, 
p- 51 [B. G. Teubner, Leipzig, 1924]. 

(2) P. CLEMENTE, Ricerche intorno alle soluzioni periodiche di un’equazione differenziale, 
lineare, ordinaria, del secondo ordine. « Giornale di Matematiche di Battaglini», vol. LXIX 
(1932). 
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D’altra parte, moltiplicando la (2) per yn (x) e integrando in (0, 27), 
si hai: 
Bes dV n 2 20 
Sis de = ho — [ BiG)? (adn. 


Dalla (10) si trae allora in definitiva 


£ 
2 TAn ) 


(11) Ly) | = ; 


Si trova anche facilmente 


7, PALA 2 TAn ~ 
" (60) = == (0 % 
I. @l==2 ( | 


(12) 


pi@) =P 2b +m (2S). 


2: 


La (11) e la (4) ci assicurano che la serie (8) converge, uniforme- 
mente al variare di x in (0,27) e di ep in (0,8), essendo oc $<. 
Le (12) ci assicurano che le serie, che si ottengono derivando la (8) 
rispetto ad x, sono anch’esse uniformemente convergenti ed hanno quindi 


Ou O27 u 


per somma, rispettivamente, ~- e¢ >. E poi evidente che Ja (8) puo 


essere, per p positivo e minore di 3 derivata rispetto a p quante volte si 
vuole. Cid posto, si vede facilmente che la u(p,x) soddisfa all’equazione 
differenziale, lineare, alle derivate parziali, di tipo ellittico, del secondo ordine: 


é) Ou 2 u Ou 
9 ao (0) = + A()(o sires )—BG@)u=o. 


Se interpretiamo p ed x come coordinate polari di un punto P, va- 
riante in un cerchio C di raggio 1, u(e, x) e, per la periodicita delle yn (x), 
un integrale della (13) continuo nei punti interni di C, e f(x) ¢ una fun- 
zione continua sul contorno FC di C. 

In tal modo il problema di riconoscere la validita della (9) ¢ ricon- 
dotto a quello di stabilire l’esistenza di una soluzione della (14), continua 
fo Gr Gyache*su KC ssi riducea-f (x). 

Per stabilire tale teorema di esistenza supponiamo, in un primo mo- 
mento, che f(x) sia dotata di derivate prima e seconda continue, essendo 
inoltre da essa verificata anche la seconda delle (3). In tali ipotesi la serie 
(7) converge nel senso ordinario verso f(x), uniformemente in (0, 27) 
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e quindi, per un noto teorema, si ha 
lim w(e,x) =f), 
ot 


uniformemente in (0, 27). 

Per stabilire il teorema di esistenza, nel caso che su f(x) si faccia la 
sola ipotesi di continuita, ricordiamo che una soluzione della (13), continua 
in C + FC, assume il suo massimo valore assoluto su FC. Tenendo 
presente tale fatto, e inoltre la circostanza che la (13) € omogenea, si ri- 
conosce subito che una successione di integrali della (13), convergente uni- 
formemente su FC, converge uniformemente in C + FC. 

' Sia allora T, (x) , T. (x), --- » Te (%),°--, wna successione di po- 
linomi trigonometrici, convergente, uniformemente in (0 , 27), verso f (x). 
Posto 


CO Vi, e225 
mey= Le w@! TPOAOmOd, 


la successione delle ui (9,x) converge, uniformemente in C + FC, verso 
una funzione, continua in C + FC, che su FC si riduce ad f(x). 

Per dimostrare la (9) bastera allora far vedere che, in ogni punto in- 
terno di C, si ha 


lim» wii(p 2) == (C50) s 
k—> oo 


Tale relazione & una conseguenza immediata del fatto che, essendo la 


ee) 
Vi : i Me eae 
serie > 9 " yn (x) yn (2) uniformemente convergente, pud scriversi 


n=tI1 
2% ice) Vi. 
m@esy=[ TOAO Ze" nO) Oat. 
. e/a tas & 
Il teorema € cosi completamente dimostrato. 


2. Sein particolare: ponidmo 0 = A =m, B10, <1 witiencyacame 


noto 
‘Apes O oe = hie ee 
I (x) cos kx sen kx 
1 =  — ) 2 ENC S) a = ) ak+1 = = s 
2 Va ?, Vz Pox +1 (X) Vx 


(1) M. Picone, Sui metodi di sommazione delle serie, « Annali di Matematica », ser. 1V, 
t. Il, p. 263-295. In tale Memoria e dimostrata la sola relazione di limite; la uniformita 
della convergenza @ poi una conseguenza diretta della uniforme convergenza della serie (7). 

(2) M. Picone, Maggiorazione degli integrali delle equazioni lineari ellittico-paraboliche 
alle derivate parziali del secondo ordine. « Rendiconti della R. Accademia Nazionale dei 
Lincei», ser. VI, vol) V,) 1°) sem. 21027.) p. 138-143. ° 
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Pertanto il teorema ora dimostrato contiene come caso particolore 
quello relativo alla sommazione col metodo di Poisson delle serie di Fourier. 


3. Un teorema analogo si pud dimostrare nel caso che sia in tutto 
(0,2) A(x)<o. In tal caso si ha perO Ar =O e quindi come fattori 


: ; Vidal ; 
di convergenza bisogna prendere p ” , mentre nella (13) A(x) viene so- 
stituita da | A (x) |. 


4. Il metodo pud essere utilmente applicato ad altri casi, tra i quali 
merita speciale menzione il seguente. 

Si consideri Pequazione differenziale (2), lasciando perd cadere l’ipotesi, 
che 6,A,B siano funzioni periodiche, e siano A; ,Az, +++ An , +: gli auto- 
valori del parametro A, relativi alle condizioni ai limiti 


(14) YAO) AFL 05 


€ yr (X) 5 yo(*X),°+- , Yn (%), +++ le corrispondenti autosoluzioni. 

Detta f(x) una funzione continua in (0,1) e verificante le (14), co- 
struita al solito modo la u(p,x), interpetrando ep e x come coordinate po- 
Jari di un punto del piano, si trova che u(e,x) @ un integrale della (13), 
continuo nel settore circolare di raggio 1, limitato dalle rette di anomalia 
O e 1, che su tali rette si riduce a zero. 

I] dimostrare che sussiste la (9), equivale quindi, in questo caso, allo 
stabilire l’esistenza di una soluzione della (14), che € nulla sui lati del detto 
settore, ed eguale ad f(x) sull’arco di circonferenza. Poiché f(x) verifica 
le (14), tale successione di valori é continua sul contorno del settore e percio, 
come sopra, si puo conseguire la dimostrazione del teorema. 


5. Se si considerano i noti teoremi di convergenza ordinaria per gli 
sviluppi in serie di autosoluzioni dei problemi al contorno, relativi alle 
equazioni alle derivate parziali, lineari, del secondo ordine, im due va- 
riabili, di tipo ellittico, da essi, col metodo da me ideato, si possono trarre 
notevoli teoremi di esistenza per problemi al contorno, relativi a particolari 
equazioni del detto tipo én tre variabili. Da questi teoremi si puo poi 
dedurre la convergenza di un particolare metodo di sommazione delle so- 
praddette serie. Ma su ciO mi intratterrO in un successivo lavoro, 
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Matematica (Fisica Matematica), — Un teorema di calcolo fun- 
zionale operatorio. Nota di R. Sarrori“, presentata dal Corrispon- 
dente G, GrorGl. 


are 3 ‘ 
1. — Sia f(A), con A= “yp > UA operatore funzionale tale che la sua 
Cc 


funzione caratteristica f(w), ottenuta sostituendo A con una variabile com- 
plessa @, sia un’espressione analitica a coeficienti indipendenti da ft. 

Particolare importanza nello studio della propagazione sulle linee tele- 
grafiche ha il risultato dell’operazione f(A) 1(¢); dove 1(t) & la cosidetta 
funzione telegrafica, ossia una funzione nulla per ¢ negativo e uguale all’unita 
per ¢ positivo. E noto che la funzione derivante come risultato di tale ope- 
razione ¢ Vintegrale della funzione generatrice G(f) associata all’operatore f(A). 
Infatti questa G(f)  definita da 


G() = f(A) Ful) 


dove F,(t) & la funzione impulsiva unitaria@. Ora Fu(t) & legata a I(t) 
dalla relazione 


F(t) => A I Ce): 
Quindi si ha 


f(A) 1D) = A= f(A) Fu) = =" GO. 


Ma Voperatore A-* essendo a determinazione multipla, deve essere ul- 
teriormente precisata la « valutazione » da prescegliere. Quando f(A) sia un 
operatore tale che da una variabile « causa » conduca a ricavare uma varia- 
bile « effetto », la determinazione si ottiene aggiungendo la « condizione di 
successione » 3), Questa condizione conduce allora a concludere che f(A) 1(f), 
al pari di G(#), ¢ nulla per tutti i valori di? minori di un certo valore to, 
positivo o nullo, e si pud porre nella forma 


(1) Oi are= 1) | GOat. 


(1) Nella seduta del 2 aprile 1933. 

(2) G. Giorct, Sul calcolo delle soluzioni funzionali originate dai problemi di eletlrodina- 
mica, « Atti dell’Assoc. Elettrotecnica Ital.», vol. IX (1905), pp. 651-699, art. 3, 4 € 36 

(3) G. GrorGt, loc. cit., art. 32 € 33. ; : 
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Mi propongo in questa Nota di calcolare il valore iniziale di essa fun- 
zione, cioé il valore particolare 


(2) Ch) 2 @)| ies lim [sou 


Questo limite é zero tutte le volte che G(t) € funzione « propria» (cioé 
priva di elementi impulsivi); pud essere finito non nullo o infinito nel caso 
contrario. Quindi anch’esso, come tutto il comportamento al finito della G(t), 
dipende dal comportamento asintotico di f(@) per o = +ico, 

Limitando le presenti considerazioni agli operatori che si presentano nella 
soluzione di problemi fisici, si pud supporre che f(@) abbia parametri reali. 
Ne segue che il suo comportamento per @ = + ico é uguale a quello per 
@ = —i00. 


2. — Se f(@) & regolare nelle direzioni + ico e si pone 
@ = i00 


con K finito (in particolare anche nullo), si pud scrivere 
(3) G@ = KFi@) + (f@) —K] F.()). 


Questa funzione generatrice é nulla per < 0); percio nella (2) si deve 
porre tj = 0. L’operatore [ f(A) — K] é sicuramente « diffusivo » @, ossia 
la sua funzione generatrice ¢ propria. 

In base alla (3) lintegrale a secondo membro della (2) si spezza nella 
somma di due altri. Il secondo é l’integrale d’una funzione propria e quindi 
si riduce a zero per t =0; mentre il primo ha il valore Kt(t) e quindi 
si riduce a K per f=0+0. 

Se invece f(w) presenta singolarita polare o essenziale per w = tico, 
si trasportano facilmente a f(A) 1(f) e al suo valore iniziale le conclusioni 
esposte da G. Giorgi, op. cit., agli art. 26, 27 e 34. 

Si ottiene cosi il seguente teorema: 


e) ; : : 
Se flac) é un operatore funzionale tale che la sua funzione caratteri- 


stica f(w) sia analitica a coefficienti reali e indipendenti da t, il 


lim f(@), 


ita moo) 


(1) G. GrorGt, loc. cit., art. 23. 
@y Co Gioxeg lee, Cle, aint 7 
(3) G. Grorct, loc. cit., art. 26. 


RENDICONTI. 1933, Vol. XVII. 43 


Hate OF 0 B= 


se esiste ed é finito, esprime il valore che assume per t = 0 il risultato dell ope- 
razione f(A) 1 (Z). eg ee is 

Se f(w) nelle direxioni + ico si comporta asintoticamente come il pro- 
dotto di wn esponenziale e per una funzione che é asintoticamente regolare in 
dette direzioni, il limite di questa seconda funzione esprime il valore di f(A) 1() 
pert =h [per t<ch f(A) 1(@) é nullo]. 

Se il detto limite ¢ infinito, la funzione f(A) 1(t) ¢ nulla per 1< to (to=0, 
oppure t, =} se esiste un fattore e’4) e pert = to ¢ impulsiva, oppure l’ ope- 
ralore non ha significato, secondo che f(w) ha per wo = £ico una singolarita 
polare o rispeltivamente essenziale diversa da e. 


3. - Il teorema, non nella sua massima generalita, ma solo nella prima 
parte dell’enunciato, fu usato per la prima volta da Heaviside, che ne divind 
la validith senza dimostrarla. Dopo di lui altri autori hanno usato, senza 
mai cercarne una dimostrazione. 

Esso si presta a numerose applicazioni. Una delle pit: utili € il calcolo 
del valore iniziale della funzione generatrice di un operatore diffusivo. E in- 
fatti appena necessario osservare che tale funzione ¢ identica al risultato del- 
Vapplicazione alla funzione telegrafica dell’operatore dato moltiplicato per A. 

Questa proprieta fu usata dal Giorgi nello studio Sugli integrali dell’equa- 
zione di propagazione in una dimensione) per calcolare il valore iniziale e la 
derivata iniziale della coda d’onda, che segue la propagazione di un impulso 
lungo una direzione di un mezzo dispersivo. Io Pusero ora per calcolare gli 
stessi dati nel caso di propagazione lungo una linea elettrica semi—infinita 
munita di dispositivo iniziale. 

Considero Vordinaria linea di tipo telegrafico e indico con r, /, g, k, 
i suoi parametri elettrici. Posto 


=2(+ ie pe ES OG) ee 
Gaia Nene ee Be Se aera Goes | 


se il dispositivo iniziale € un sistema finito, loperatore di propagazione st 
presenta nella forma 


UL ———— or 
goa Ahey oe 


gaia 


M(A) + nay TK 


dove M(A) e N(A) sono espressioni razionali in A, i cui coefficienti (co- 
stanti rispetto al tempo) dipendono dalla costituzione del dispositivo iniziale 
stesso. Indicherd brevemente con @(A) il primo fattore di tale operatore. La 
sua funzione caratteristica 9(@) ¢ algeDrica e, perche la propagazione avvenga 


(1) «Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo», to. LII (1928). 


a 631 — 
in buone condizioni, deve essere @(+ i co) [= e(co)] = K, finito e diverso 
da zero. 


In questa ipotesi la funzione generatrice, che rappresenta il voltaggio 
propagantesi lungo la linea in seguito all’applicazione di un voltaggio im- 
pulsivo a monte del dispositivo iniziale, contiene un termine impulsivo 


x 
Rho Ge : ee 
Ke “Fal! —=) (fronte d’onda) e un termine diffusivo 


S(t) = (A) Ce Q)? 02 —(A + 0] mre (paar) Fu(t) 


(coda d’onda). Quest’ultimo é zero per t< = Ceipetne as = ha il valore 
So = alin «| @(@) We@rer—F—(oto)] Kl = = aes (x sp. ed 
@=00 : 2 UV 


2 (=| | 
Dove Hé il lim — , finito ed eccezionalmente nullo con le ipotesi fatte; 
{=o A 
limite che si esprime facilmente in funzione dei coefficienti di 9(e) e delle 
costanti della linea. 
Bee 
ot 


presenta un termine impulsivo per t = — , dovuto alla discon- 
v 


tinuita della S(#) nello stesso punto. La parte propria, che sola interessa, 


\ 


x x 
é nulla per I< © per = —- assume il valore 


= QF Ses o*! o(w)e + = “[V(@ +er2—o—(a + @)] eK on (H+ KS 2) 
o=0o 2 0) 
ee ea ea Bes. | 
(2 2 2u\4 v | 
=e (=| p 
dove L indica il eee per cui valgono le stesse considerazioni 
{=o 
fatte- su-H. 


Se la linea @ priva di dispositivo iniziale, f(A) e K coincidono con 
Punita, mentre H ed L sono nulli. Si’ ritrovano allora le espressioni calco- 
late dal Giorgi nello studio citato. E interessante osservare che il disposi- 


tivo iniziale modifica profondamento |’andamento di s(=) ed (=) lungo 


la linea per distanze finite, ma non all’infinito, 


Ringrazio vivamente il prof. Giorgi per i preziosi consigli. 
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Matematica. — Sull’iterazione dell’equazione x pe Nota di U. BroceI, . 


pres. dal Corrisp. L. Berzovart. 


Sari pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Matematica. — Sopra un sistema lineare di equazioni a derivate par- 
ziali, che si integra con il metodo delle soluzioni fondamentali. Nota di 
F. Conrorto, pres. dal Socio T. Levi—Civita. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Matematica. — Rotazionale di un vettore e divergenza dei plurivettori 
negli spazi S,. Nota di M. Manarini, pres. dal Corrisp. P. BurcatTt. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Matematica. — I/ termine generale di una successione ricorrente finita 
del secondo ordine. Nota di I. J. Scuwatt, pres. dal Socio T. Levi-Civira. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Matematica. — Formule di rappresentazione degli integrali delle equa- 
xiont di Maxwell—Hertz nei mezxi cristallini wniassici. Nota di A. Tonoto, 
pres. dal Socio T. Levi-Civira. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Matematica. — Un teorema sugl’integrali doppi di Abel-Laplace. Nota 
di J. C. Vicnaux, pres. dal Socio S. PincHer te. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Meccanica. — Sulle curve di pressione costante. Nota di 
M. Harmovict, presentata‘? dal Socio T. Levi-Crvira. 


Mi propongo di studiare le curve sopra una superficie, tali che un 
punto materiale che si muova su una di esse senza attrito sotto l’azione di 
un campo di forze conservativo, eserciti sulla curva una pressione costante. 


Tale problema é stato studiato per il caso particolare di un piano verticale 
situato nel campo della gravita dal Lecorm nel suo trattato di meccanica. 


LGold 
ds? = dy, ax? + 2 ay, dx, dx, + da, dx: 
elemento lineare della superficie e U(x:,x,) la funzione delle forze nei 
suoi punti. 


Supponiamo che il punto abbia la massa 1 e adoperiamo le solite no- 
tazioni : 


aT =(F) Te Ue hy (i=1,2). 


Le equazioni del moto su una delle nostre curve si scrivono: 


dx: ost 
ean | 
(1) api Ose (i == al 25 
| —2~ == — —— -E R; 
at Ox; 


dove R, significano le componenti covarianti della reazione offerta dalla curva. 
Sia R la grandezza (costante) di questa reazione. 
Prendiamo un vettore di componenti covarianti u,, y., tali che: 


Ops Ope A hee — 7 en 
(2) aye cane Ti ; eens 


Abbiamo d’altra parte, la reazione essendo normale alJa curva: 
R . dx 
R; => y2T Da Sik dt 


(1) Nella seduta del 19 marzo 1933. 


dove le ex sono le componenti del tensore ¢ di-Ricci Ok 


(Gi Ons ae rN 1. bye Oye 


Introducendo questa espressione di R; nella seconda delle (1), questa 
si puo scrivere: 


, dpi = Ohi “AXE fsdary ost : Opi dxk : 
“dt 3 <“ ox, dt Ox; — ox; dt 
Poniamo: 
pioamt pi 


e sostituiamo nella espressione di 3. Se poniamo H(m:, x1) = 4 (tei + ps 5°Xi), 
le equazioni (1) si scrivono: 


Ohi ——eels 
| dk Or; 7 
(3) 7 he dt; eH 
39 | (it ak ae OX; ‘ 


2. Dalle (3) segue qualche proprieta semplice delle curve cercate: 
a) Secondo il teorema di Jacobi, la conoscenza di un integrale com- 
pleto della: 


(4) ae +4, } =D 


conduce all’integrale generale delle (3). 
b) Le curve di pressione costante sono estremali del problema: 


3[ (eT a+ thy 0%; “1 pdx, ) == '0: 
Esse sono rappresentate sulla superficie di elemento lineare 
Ore 9 (Bhs el) Worl Br 
dalle curve la cui curvatura geodetica, variabile col posto, vale 


eee R 
oe, § 2(U + br? 


3. Applichiamo queste considerazioni ad un esempio. 
Cerchiamo quando esiste un integrale primo lineare dell’equazione (4): 


oV OV 
(5) g=a (s+ uta (S + ya) +8 = B. 


(1) V. per es. G. Riccr et T. Levi-Civira, Méthodes de calcul aileneier absolu et 
leurs applications. Cap. I, § 3 «Math. Ann.», t.°§4, 1900. 


: eV av 
Se questo avviene, le (4) e (5) ci daranno Pageant potra tro- 
vare per quadrature V dipendente dalla costante non additiva k. Allora: 


—{— = cost. 
ok 


sara l’equazione generale delle curve cercate. 

Per eseguire Voperazione, osserviamo che un cambiamento di variabili 
non altera la proprieta del problema di avere |’integrale primo della forma 
supposta. Possiamo percio supporre la superficie riferita alle linee di lun- 
ghezza nulla come coordinate. Allora: 


Pee ON mrad ee apeps 
ee ae ae a 


e lequazione (4) diventa: 


(4’) See : =I. 


Per la compatibilita del sistema (4’) (5) deve essere soddisfatta la re- 
lazione: 


as SOD oy a Ce. ee 

2) aV\ (eV \ ox, ao a : a0 

a(-<- ox, iz (=| OX, 

BEING op a 
OX, 
r) 
Ox 

ees eae oie a av \ 

la quale Hon esprime: altro chews || S| ae) 


Esplicitando la A e tenendo presente la (2) troviamo: 


Oy i Oa, ed, om 
-+- i, ay —— — 


OX, Ox, Ox, 


oV 2 
eee aan 


=9(0R Vora 3a) (Be +t) + 
falar Vawent =e. +m) =0 


he 


dove abbiamo posto 
I 


a = —~——_ - 
A(U + h) 
Questa equazione deve essere soddisfatta come conseguenza delle (4’). 
Separando i termini lineari da quelli quadratici e elevando al quadrato, si 
vede che tutti i coefficienti devono essere nulli: 


Od, Ody : ed, aL Od, P lod a4 ee ayy: 

WR andar Tae eke OTL PG aS Gene on) 
2 ab aaa el ie ab (7 AO 

aR Von 2 =a RV: 


Le prime due di queste relazioni mostrano che si puo fare un cam- 
biamento di variabili tale che nel nuovo sistema sia a, = a, = 1, oppure 
ge Oa, eh 

Consideriamo la prima di queste ipotesi. Le ultime tre relazioni (7) 


diventano: 
I ee) I 


— — > sh Ht 


Ox; ALU (ht) pee ee 


igi) A ab Ry A 
On, oh a (UcEth) 7 eon | we 24 = py 


La prima relazione ci dice che A(U + /) @ una funzione di u—v ela 


condizione d’integrabilita per le ultime due ci dice altrettanto per shee 
JU +h 
Ne segue che A e U debbono avere la forma: 
A= f(u—v) U=g(u—v). 


La superficie deve essere applicabile su una superficie di rotazione ed 
i paralleli devono essere curve equipotenziali. 

L'ipotesi a, =0 a, =1 ci dd A=f(x,) U = g(x), cioé superficie 
sviluppabili con linee di lunghezza nulla come linee equipotenziali. Quest’ul- 
timo tipo non ha interesse nel campo reale; ma andava rilevato, avendosi 
cosi una classificazione esauriente anche per il campo complesso. 
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Meccanica. — Sur la formule d’ Euler-Savary. Nota di R. Sar- 
MENTO DE BEIrrREs, presentata“ dal Socio T. Levi—Crvira. 


Nous nous proposons dans cette Note de montrer comment on peut 
trés rapidement établir la formule d’Euler-Savary relative aux mouvements 
rigides plans, ainsi que son extension aux mouvements rigides sphériques, 
et cela au moyen de simples considérations de perspectivité plane. 


Pour représenter le vecteur d’origine A et d’extremité B nous adopte- 


rons la notation usuelle B— A. Mais nous représenterons aussi par B — A 


(sans aucun trait) la valeur algébrique du vecteur B— A par rapport a un 
vecteur unitaire 7 de méme support. B —A est donc la valeur algébrique 
de la différence des abscisses des points B et A prises dans l’ordre indiqué 
et avec le signe qui leur confere le vecteur unitaire 7. Cette notation, qui 
aura au moins l’avantage de faire intervenir dans les calculs tout segment 


(1) Nella seduta del 2 aprile 1933. 


(habituellement représenté par une seule lettre) par les deux points qui le 
déterminent, nous permet d’écrire les deux relations suivantes: 


B—A=(B—A).@ , B—A=(B—C)+(C—A) 
C étant collinéaire avec A et B. é 

Considérons maintenant le mouvement d’un plan p sur un plan 7 et 
soient “); 1, et I respectivement la roulante, la base et le centre instantane 
de rotation de ce mouvement, c et y une courbe de p de forme invariable 
et l’enveloppe de ses positions successives en 7,C7,T,,,C et I les centres 
de courbure de ces courbes en leurs points de contact, et enfin 7 et 7, deux 
vecteurs unitaires pris sur les droites Ty, C; et CI, leurs sens pouvant du 
reste étre choisis arbitrairement. 

J étant l’intersection de la perpendiculaire en I a CV avec CC,, on 
démontre alors que les six points 1,C,1,C;:,T,,J forment les sommets 
dun quadrilatere complet %. Nous admettons ce point comme acquis et ne 
nous y arréterons pas, notre but n’étant que l’établissement de la relation 
métrique qui lie entre eux les rayons de courbure des courbes 4,1,7,c¢. 

Remarquons tout d’abord que les groupes de points collinéaires (1, C ,T) 
et (1, Cr), P,) sont perspectifs du centre J et menons la paralléle JP 4 CT 
qui determine sur les supports des vecteurs 7 et 7; respectivement les points 
P et P. Les rapports anharmoniques (CI, TP.) et (C:1, P,P) sont é¢gaux 
et par conséquent on peut écrire: 


CT AG Site 
© Tt ose @4ceor: 


Cherchons a ¢liminer le point P de cette relation et pour y parvenir 
remarquons que l’on tire directement de la figure: 


Gi= Py Gee 
| EES ay Fens 


et 


(1—P)a+(P—J)% =f]. 


Multiplions scalairement cette dernitre égalité par 7;, perpendiculaire d 
I—J; il en résulte: 


J—P=d—P)ax nm 


(1) Le lecteur est prié de se rapporter a la figure. Nous avons d’ailleurs suivi les 
notations de 1’excellent ouvrage de Mrs. Levi-Civira et Amant, Lezioni di Meccanica Ra- 
zionale, vol. I, p. 242 et suivantes. 

(2) Levi-Crvrra et AMALDI, op. cit., pp. 243-244; G. BouLIGAND, Compléments et 
Exercices sur la Mécanique des Solides, p. 3; G. Jutta, Cours de Cinématique, p. 99 et 
Sulvantes. ; 


et par suite 


Ges Bs 
co = C= rex fits 


ce qui nous permet de donner a la relation (a) la forme 


2 C= Ir 42 = = y=) x GSI 
ag pA iy, Car 


Il sufht maintenant de remplacer C—-TP. et C; —T, respectivement par 


(C—1I +0—DP) et (C.—]D) + U—D,) pour obtenir la formule cherchee: 


I Ny rol, elle ree Bate eae Sd) 
@) (pag | = py C==1 


ol nous avons représenté par (7 7i;) langle inférieur 4 m des deux vecteurs 
fi et Ti. . 
Avec nos notations, le rayon C, —I du cercle de roulement s’exprime par 


(G—DC,—D_ 
Tr, — C 


La formule d’Euler-Savary peut étre étendue aux mouvements sphé- 
riques sans déformation. On démontre, en effet, qu'une construction géo- 
métrique analogue a celle de Savary a lieu sur la sphere a la condition de 
remplacer les lignes droites par des arcs de grand cercle, et les centres de 
courbure dans le sens ordinaire par les centres de courbure sphérique. Aux 
droites CY’ et IJ correspondent donc, dans la construction sur la sphere, deux 
arcs de grand cercle perpendiculaires entre eux et s’intersectant suivant l’axe 
instantané de rotation @. 

Ici encore une fois nous accepterons ce point comme acquis et remar- 
querons seulement que si l’on projecte, du centre Q de la sphere, la figure 
sphérique, qui est ’extension de Ja construction de Savary, sur le plan tan- 
gent en I (intersection avec la surface de la sphére du support dirige de @) nous 
obtenons une figure en tout semblable a celle que nous avons trouvee 
dans le probleme plan. Les plans des arcs de grand cercle, contenant tous 
le centre de projection, se projectent, en effet, selon des droites, deux arcs 
perpendiculaires donnant lieu a deux droites éoalement perpendiculaires. 

Or cette circonstance suffit 4 elle seule, comme il est ais¢ de voir, pour 
que nous puissions écrire la relation ()) pour la projection; et puisque les 
différents segments qui y interviennent sont proportionnels aux tangentes 


d’angles ayant le centre de la sphere pour sommet et © pour coté commun, 
le facteur de proportionalité étant le rayon de la sphere, on peut ecrire 

I I 
tg(wim) tg (me) 


Dee: + =| €os (Gn) = 
ig(oe) tg (ye) : 
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ou nous avons représenté: par (77,;) langle inférieur 4 = des deux vecteurs 
unitaires 7 et 7, tangents en I a la sphére et localisés, d’ailleurs avec un 
sens arbitrairement choisi, sur les projections des arcs de grand cercle menés 
par I et normaux respectivement aux courbes c,y et 1,%; par w, le dia- 
metre de la sphere défini par les centres de courbure sphérique de la courbe 
designée par « en son point de contact avec sa conjuguée, et enfin par (Gq @) 


5 ana es = : : gs 
langle inférieur 4 — du vecteur w avec la droite , pris positive ou né- 
2 2 


gativement suivant qu’il est décrit, de w vers @,, dans le sens indiqué par 
celui des vecteurs 7 et 7, qui se trouve dans son plan, ou bien en sens 
contraire. 


Meccanica. — Sulla curvatura geodetica delle traiettorie dinamiche dei 
sistemi olonomi. Nota di E. Gucino, pres. dal Socio T. Levi-Crvrra. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Meccanica. — Pozzi simili ed omotetici. Nota di M. Let, pres. dal 
Socio T. Levi-Crvira. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Meccanica. — La similitudine meccanica nei moti regolari dei liguidi 
viscost. Nota di M. Letut, pres. dal Socio T. Levi~Civita. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 
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Geofisica (Magnetismo). — Sui principi costruttivi delle bus- 
sole magnetiche“. Nota di M. Tenant, presentata® dal Socio 
C. SoMIGLIANa. 


1. Il problema di sottrarre all’effetto perturbatore delle vibrazioni il 
funzionamento di delicati strumenti di misura é stato oggetto di numerose 
ricerche di evidente importanza pratica: il problema ha poi assunto in par- 
ticolare grande interesse nei riguardi della bussola magnetica, il cui organo 
essenziale, come € noto, é costituito da un sistema pendolare, solidale con 
una rosa dei venti orientata dal campo magnetico terrestre, sospeso libe- 
ramente ad un punto; allo scopo di diminuire l’attrito sul centro di sospen- 
sione, il sistema @ immerso in un liquido contenuto in un vaso chiuso. 
La rosa deve rimanere orizzontale e orientata durante il moto della nave, 
in modo che un indice (linea di fede), tracciato nell’interno del recipiente, 
permetta di leggere sulla graduazione la direzione dell’asse della nave. Si 
constata invece in pratica, che, per effetto delle vibrazioni, la rosa tende 
spesso a girare o ad oscillare intorno all’orientamento suddetto. 

Per ovviare a tale inconveniente si € finora cercato di ricorrere a Op- 
portuni sostegni atti a smorzare le vibrazioni; e, nello stesso tempo, riflet- 
tendo che le azioni meccaniche ad esse dovute possono disturbare l’orienta- 
mento della rosa solo quando il sistema pendolare venga sorpreso fuori 
dalla sua posizione di equilibrio, si ¢ cercato di rendere stabile V’assetto di 
tale sistema dotandolo di una forte coppia di raddrizzamento, costituita dal 
momento del peso del sistema stesso e dal momento della forza di spinta 
del liquido; dando cioe, per costruzione, ai due centri di gravita e di spinta 
posizioni tali rispetto al centro di sospensione, che il momento risultante 
risultasse molto grande. 

E tuttavia evidente che, poiche il momento raddrizzante entra in azione 
solo quando il sistema ha abbandonato la posizione di equilibrio, non si 
puo ottenere per tal via lo scopo in discorso: anzi si vedra tra breve che 
quanto pil forte é il momento raddrizzante creato nel modo sovra esposto, 
tanto maggiore ¢ la tendenza della rosa ad abbandonare la sua _posizione 
normale di equilibrio e quindi il suo orientamento normale, per effetto 
delle vibrazioni. 

Questa circostanza é anche confermata dall’esperienza: per non recare 
molte citazioni desunte dall’esame compiuto sulle migliori rose del com- 


(1) Lavoro eseguito nell’Istituto Idrografico della R. Marina, Genova. 
(2) Nella seduta del 2 aprile 1933. 
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mercio, aggiungerd come recentemente “), il buon comportamento di una 
nuova bussola di fronte alle vibrazioni veniva spiegato col fatto che per 
costruzione il centro di spinta era reso coincidente col centro di sospen- 
sione: il momento raddrizzante era quindi fornito dal solo peso. 


2. Le seguenti considerazioni sembrano indicarci una soluzione ‘razio- 
nale del problema: applicate, esse hanno condotto ai risultati che saranno 
esposti in 3, con eliminazione di ogni sostegno antivibrante. 

Si consideri un vaso chiuso, completamente pieno di un liquido e iso- 
lata in seno al fluido una certa massa del liquido stesso, racchiusa da una 
superfice qualunque. Se il vaso viene assoggettato a una qualunque accele- 
razione (escludiamo per il momento le rotazioni), la massa considerata 
conserva evidentemente inalterata li sua posizione rispetto al recipiente, ¢€ 
al resto del liquido: & anche facile verificare cid sperimentalmente osser- 
vando, con un traguardo fisso al recipiente, il comportamento di- piccoli 
corpl sospesi nel liquido. 

Cid pud interpretarsi nel senso che, all’atto delle accelerazioni, la forza 
d’inerzia, applicata nel centro di gravita della massa considerata, € perfet- 
tamente equilibrata da una forza uguale e contraria, applicata nel centro 
stesso, e risultante delle azioni del liquido circostante sulla superficie che 
racchiude ]a massa considerata. 

Se alla massa in discorso sostituiamo nel vaso chiuso il sistema mo- 
bile di una bussola, all’atto di una accelerazione avremo che la forza d’i- 
nerzia sara ora applicata al centro di gravita del sistema; mentre la risul- 
tante delle azioni del liquido circostante sul sistema stesso sara, come prima, 
applicata nel centro di gravita del liquido spostato e cioe nel centro di spinta. 

Qualora le due forze fossero esattamente uguali e contrarie e applicate 
nello stesso punto (con che centro di gravita e di spinta verrebbero a 
coincidere), il sistema mobile seguirebbe il recipiente conservando l’assetto 
iniziale e cioe l’assetto corrispondente all’ equilibrio rispetto al supporto; 
mentreché, quando i due centri non coincidono, le due forze formano una 
coppia che costringe generalmente il sistema ad allontanarsi considerevol- 
mente dalla iniziale posizione d’equilibrio, colle conseguenze  sull’orienta- 
mento della rosa sopra specificate. 

In pratica, volendo che il corpo sospeso a un punto assuma una posi- 
zione di equilibrio ben definita, non dovra verificarsi l’esatta eguaglianza 
della massa del sistema e di quella del liquido spostato: si potra-perd fare 
in modo che esse differiscano di tanto poco quanto si vuole. Se in tal caso 
il centro di gravitae di spinta coincideranno per costruzione, anche la dif- 
ferenza dei momenti della forza d’inerzia e di quella risultante delle azioni 
del liquido circostante risulter’ molto piccola: e se inoltre il momento 


(1) H. Cotvewey, « Annalen der Hydrographie und M. M.», 1929, p. 196. 
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@inerzia del sistema pendolare sark molto grande e uguale intorno a tutti 
gli assi, la rosa potra conservare anche di fronte alle pid violenti vibra- 
zioni il suo assetto iniziale, perché le successive accelerazioni troveranno 
sempre il sistema pendolare nella sua posizione di equilibrio e non potranno 
produrre perturbazioni nel suo equilibrio. 

Il liquido in cui @ immersa la rosa viene pertanto ad assumere una 
funzione meccanica totalmente diversa da quella pik semplice che ordina- 
riamente gli viene attribuita da sola, e che in principio abbiamo accennato. 


3. Guidato da tali criteri costruttivi, facilmente realizzabili, ho pertanto 
costruito alcuni modelli di bussola atti a funzionare anche in condizioni di 
vibrazione eccezionalmente gravi su alcuni tipi di navi moderne: il risultato 
iIncoraggiante ottenuto mi ha indotto poi a costruire un piccolo modello 
per aereo che, dopo alcune prove ottimamente riuscite sui tavoli vibrant 
della Dir. Sup. Studi e Esp. del Min. dell’Aeron., venne sperimentato in 
volo nelle seguenti condizioni: il modello venne fissato solidamente senza 
alcun dispositivo antivibrante ad una delle estremita di una tavoletta di 
legno lunga 30 cm. e larga 15 cm. dello spessore di 0,5 cm. e fissata per 
Paltra estremita coi tre bulloni destinati al fissaggio del. sostegno dell’ordi- 
naria bussola regolamentare “). 

Il modello pesava 1850 grammi ed era dunque montato a sbalzo in 
modo che le vibrazioni venissero considerevolmente ampliate: di pit fu 
raccomandato al pilota ed all’osservatore di provocare con frequenti riprese 
del motore le accelerazioni pit violente, regolandosi tuttavia con una mira 
lontana per mantenere la rotta possibilmente rettilinea; cid per non intro- 
durre inevitabili cause di perturbazione® che nascono durante le virate. 
Alcuni voli furono necessari all’osservatore per poter prendere pratica nel 
traguardare la graduazione della rosa in simili condizioni di vibrazione del- 
Pintero apparato; dopo tale esercizio l’osservatore poté assolutamente esclu- 
dere che la rosa accennasse minimamente deviare dall’orientamento assunto 
sulla rotta all’inizio dell’esperimento: il che confermd definitivamente, in 
volo, i risultati ottenuti a Roma sui tavoli di vibrazione. 


4. Nel caso della bussola, si comprende facilmente come l’effetto delle 
rotazioni possa essere trascurato: il recipiente, ruotando, trascina per visco- 
sita i soli strati liquidi aderenti; ma, a qualche distanza dalla parete, la 
massa interna in cui ¢ immersa Ja parte mobile resta in quiete: bastera 


(1) Le esperienze di cui qui si rende conto vennero eseguite dalla 141° Squadriglia 
Idrovolanti alla Spezia, nel marzo 1931. 

(2) Vedi in « Aerotecnica», 5, 1930, il calcolo da me eseguito delle inevitabili per- 
turbazioni che si manifestano durante una virata alle nostre latitudini e che sono dovute 
alle variazioni della componente del campo terrestre sul piano orizzontale apparente, nor- 
male alla risultante della forza di gravita e della forza centrifuga, in cui ¢ mobile la rosa, 


quindi che la rosa rimanga confinata a sufficiente distanza dalle pareti per 
eliminare l’effetto delle rotazioni); anzi la rosa potra essere munita di 
smorzatori opportuni che offrano attrito in questa parte del liquido, sot- 
tratta al trascinamento delle pareti, in modo da smorzare completamente 
ogni oscillazione. Tale pratica € del resto universalmente seguita in tali 
costruzioni; Lord Kelvin a suo tempo ha dimostrato % come sia essenziale 
anche per tale riguardo, che la rosa possegga un forte momento d’inerzia 
e come invece sia meno importante che essa possegga un elevato momento 
magnetico. 


5. Se non risulta che considerazioni analoghe alle precedenti siano 
finora state esposte come criteri costruttivi delle bussole magnetiche, non 
€ men vero che il buon funzionamento di recenti costruzioni, che in parte 
soddisfano i criteri cui siamo pervenuti, puo trovare in esse una chiara 
spiegazione: cosi ad es. il buon comportamento di certe bussole inglesi per 
aeronautica nelle quali la rosa é ridotta a una semplice stella di raggi di 
filo metallico, priva di ogni galleggiante, sembra potersi spiegare facilmente 
col fatto che: essendo la rosa pressoche di densita uniforme, il suo centro 
di gravita coincide quasi esattamente col centro di spinta; essendo essa 
leggerissima, necessariamente piccola ¢ la differenza tra il peso e la spinta 
del liquido. 

Mi & sembrato inoltre che le considerazioni stesse possano trovare utile 
impiego in analoghi problemi. 


6. Delle tante rose per bussola marina, estere e nazionali, da me espe- 
rimentate, nessuna ¢ risultata costruita in modo da corrispondere ai requi- 
siti sovra esposti: tranne una, che ai suoi tempi venne considerata ovunque 
un reale progresso in tale campo e che mostrd sempre un comportamento 
esattissimo: si tratta della bussola originale ideata dall’Amm. G. B. Magnaghi 
e per lunghi anni regolarmente adottata nella nostra R. Marina. Ho cercato 
invano, dopo l’inattesa verifica e la confortante coincidenza, nelle pubblicazioni 
di quell’illustre Autore un cenno sui criteri da lui seguiti: mi é grato porre 
in rilievo, dopo quasi cinquant’anni, questa coincidenza, che probabilmente 
non € puramente casuale, e che le successive modifiche di quella rosa (det- 
tate da esigenze diversissime) non rispettarono. 


(1) V. L. Dunoyer, Etudes sur les compas de marine, etc. (These) Gauthier-Villars. 
PariswrQOO seller. 
(2) Vol. IV delle Popular lectures and Adresses. 


Fisica. — Sulla teoria del nucleo. Nota di G. Watacuiy, 
presentata“ dal Corrisp. A. PocHEetTino. 


Questa Nota contiene alcune osservazioni sulla teoria di Heisenberg ®) 
della struttura nucleare, suggerite dalla scoperta degli elettroni positivi. Per 
quanto sia ancora prematuro costruire una teoria in base allo scarso mate- 
riale sperimentale finora raccolto (specie nei riguardi dei costituenti leggeri 
del nucleo), ci sembrano degne di nota alcune conseguenze che gia oggi si 
possono trarre dalla teoria di Heisenberg combinata coi risultati delle ricerche 
di Anderson G) e di Blackett e Occhialini™. 

In primo luogo osserviamo che siccome la teoria di Heisenberg consi- 
dera solo i costituenti pesanti del nucleo, ossia i protoni ed i neutroni, e 
non tratta gli elettroni intranucleari, tale teoria ¢ compatibile con I’ ipotesi 
che i costituenti elementari sono i neutroni e gli elettroni positivi ‘), oppure 
che entrambe le particelle pesanti, neutrone e protone, derivano dagli elet- 
troni di due specie (mel caso che il neutrone fosse una particella elemen- 
tare, il protone potrebbe risultare dalla composizione del neutrone con un 
elettrone positivo). La Hamiltoniana di Heisenberg puo essere conservata con 
un significato dei simboli lievemente modificato (cosi per es. il termine I (riz) 
corrisponderebbe all’energia di scambio di un elettrone positivo) (©. 

I criteri di discernimento tra le varie ipotesi si possono ricercare nei 
fenomeni non spiegati dalla teoria Heisenberghiana: l emissione artificiale 
oppure spontanea dei costituenti leggeri (elettroni positivi e negativi), Veffetto 
Meitner—Hupfeld (diffusione anomala dei raggi y ), difetto di massa del neu- 
trone rispetto al protone o viceversa. E da notare che se il neutrone desse 
origine al protone per sintesi con un elettrone positivo e se la corrispon- 
dente energia di legame fosse superiore a mc?, la massa del protone do- 


(1) Nella seduta del 23 aprile 1933. 

(2) «ZS, f. Phys.», 77, 1; 78, 156 (1932); 80, 587, (1933); V. anche E. Mayorana, 
«ZS. f. Phys.» (in corso di pubblicazione). Ringrazio il dott. Majorana di avermi indi- 
cato che anche la sua teoria ¢ compatibile colla ipotesi qui discussa. 

(3) «Science», 76, 238, (1932). 

(4) «Proc. Roy. Soc. A.» 139, 699 (1933); V. anche Cuapwick, BLACKETT e Occula- 
Lint, «Nature», 1° aprile 1933, v. 1312, 473. L. Merrner, « Naturwissenschaften», 14 
aprile 1933; J. Curte e Jorior, «C. R.» 10 aprile 1933, p. 1105. 

(5) Ved. Cart. D, ANDERSON, « Phys. Rev. », 43, p- 494 (15 marzo 1933). 

(6) Occorre naturalmente rinunziare alla deduzione del segno dei termini I’e L per 


analogia colle forze molecolari. 


RENDICONTI. 1933, Vol. XVII. 44 


vrebbe risultare pili piccola di quella del neutrone. Una determinazione della 
massa del neutrone costituirebbe in tale caso una prova decisiva per V’al- 
ternativa in esame (la valutazione di Chadwick “ non ci sembra sufficiente- 
mente precisa per tale scopo). 

L’effetto Meitner—Hupreld suggerisce |’ esistenza nel nucleo di particelle 
diffondenti della massa eguale a ea elettronica °), L’assunzione che queste 
particelle sono gli elettroni positivi, permette di evitare una seria difficolta : 
il contrasto tra lo spettro continuo dei raggi B e quello lineare delle par- 
ticelle « , che pur dovrebbero contenere incorporati degli elettroni (positivi 
o negativi) capaci di diffondere la radiazione y . Per gli elettroni positivi non 
si conosce per ora alcun spéttro continuo. Quindi Vipotesi che essi possano 
trovarsi stabilmente legati ai neutroni nelle particelle « o nei protoni nu- 
cleari, e diffondere i raggi y per effetto Rayleigh o Raman, oppure che essi 
si trovino nel nucleo in uno stato analogo a quello degli elettroni liberi 
metallici, e godano delle proprieta diffondenti particolari (dipendenti dal 
fenomeno di scambio o di transizione da un neutrone all’altro), mi sembra 
non contrasti alcun fatto sperimentale. Inoltre postulando che |’elettrone 
positivo e non quello negativo abbia la tendenza di formare una combina- 
zione stabile con il neutrone, si rende conto della dissimetria delle proprieta 
delle due specie di cariche, indipendentemente dalla teoria di Dirac. 

Se, come ammette Dirac, la vita media di un elettrone positivo all’esterno 
del nucleo é breve a causa dei processi di trasformazione in radiazione per effetto 
dell’unione con un elettrone negativo, si ¢ indotti a pensare (cfr. Bohr) che 
ogni trasformazione 8 e qualche disintegrazione artificiale (per es. i «showers » 
di Blackett e Occhialini) corrispondano alla creazione di una o pil coppie 
di elettroni, positivo e negativo. 

Nella disintegrazione ® l’elettrone positivo si unisce al nucleo e da luogo 
alle trasformazione : neutrone + elettrone posit. — protone. I] suo com- 
pagno negativo € emesso come particella 6 “4. 

In conclusione se il concetto di elettroni intranucleari (pensati come 
entita meccaniche indipendenti) ha un significato, ci sembra piu plausibile 
che essi siano gli elettroni positivi, che non quelli negativi, anche perche 


(1) «Proc. Roy. Soc. An.», 137, 601 (1932). 

(2) Cfr. HEIsENBERG, «ZS. f. Phys.», 78, 160 e 80, 595. Si potrebbe naturalmente 
limitarsi a postulare una proprieta diffondente appropriata per i neutroni oppure per i 
protoni, dato che la struttura di queste particelle non é€ spiegabile colla meccanica quan- 
tistica. Ma la spiegazione di Heisenberg sembra pit soddisfacente. 

(3) Convegno di Fisica nucleare, Roma (1932), p. 128. V. anche BLAcKETT e Occuia- 
LIND, lOcsMettepape e713. 

(4) La distinzione tra questa interpretazione e quella di HEIsENBERG, loc. cit., si do- 
vrebbe ricercare in qualche esperimento. E possibile che tale distinzione sia heWemebite 
a causa delle limitazioni delle nostre possibilita di controllo sperimentale. Il problema stesso 
dei costituenti elementiri del nucleo risulterebbe allora indeterminato. 


non ¢€ escluso che gli elettroni positivi abbiano uno spin nullo e quindi ob- 
bediscano alla statistica di Bose, con che si spiegherebbe la circostanza, rile- 
vata da Heisenberg, che al neutrone e al protone spetta lo spin uno. Debbo 
quest’ ultima osservazione al prof. Fermi. 


Ringrazio il prof. Fermi ed il prof, Pochettino per la discussione della 
presente Nota. 


Chimica — Esame di depositi di cromo eletirolitici coi raggi X. 
Nota di G. R. Levr e M. Taser ©, presentata © dal Socio 
N. ParRAVANO. 


Uno di noi ha gia avuto ripetutamente occasione di usare il metodo 
di Scherrer %) per lo studio delle dimensioni di particelle dell’ordine di 
grandezza dei colloidi, specialmente in relazione ai problemi di catalisi “. 
Dall epoca di tali lavori (1926) il metodo é stato molto approfondito per 
opera principalmente di v. Laue 6), Brill © ©) © (to), Hengstenberg e Mark “), 

Le posizioni sulle quali e basata la formula di Scherrer (loc. cit.) e ¢ 
cioe lesame di sostanze cubiche per simmetria cristallografica e per svi- 
luppo omogeneo nelle singole direzioni, unite alla ipotesi della completa 
trasparenza del preparato ed all’impiego di luce parallela rendono, per ovvie 
ragioni, sempre pill o meno lontana la realta sperimentale dalla formula per 
cul, anche con le correzioni proposte da Brill il metodo restava molto ap- 
prossimativo come fu gia fatto rilevare “ (©. 

Nel 1926 v. Laue ci ha dato una nuova formula: dalla semilarghezza 
B delle linee dei fotogrammi di Debye si ricava un numero x in funzione 
del raggio r del preparato e di quello K della camera e dell’angolo @ di 
riflessione osservato: 


I ) I (AG 30 


(1) Lavoro eseguito nell’Istituto di Chimica Generale e Chimica Fisica della R. Uni- 
versita di Milano. 

(2) Nella seduta del 23 aprile 1933. 

(3) P. Scuerrer, in « Kolloidchemie di Zsigmondy», IV ed., p. 293. 

(4) G. R. Levi e R. Haarpr, « Rend. Lincei » (6), III, 91 (1926); (6) I, 215 (1926) 
«Gazzetta», LVI, 424 (1926). 

(5) M. v. Laug, «Z. f. Krist.», 64, 115 (1926). 

(6) R. Brity, «Z. f. Krist. », 68, 387 (1928). 

(7) J. Hencsrenperc e H. Mark, «Z. f. Krist.», 69, 271 (1928). 

(8) R. Brit e H. Pevzer, «Z. f. Krist.», 72, 398 (1929). 

(9) R. Britt e H. Perzer, «Z. f. Krist.», 74, 147 (1930). 

(10) R. Britt, in «Fortschritte der Roentgenforschung », p. 115 (193!) edito da 
Akad. Verlaggesellschaft, Lipsia. 


Per il caso che ci interessa del cromo, cioé di una sostanza cubica, y 
é espresso dalla relazione 


(J + ac) bas) - (-) 
(2) ae ms) \m; 
J ab k2 el ie Ug? ie Da 


dove h,k,1, sono gli indici delle facce ed m:,m,, m;, indicano il numero 
di volte che la cella si ripete nelle diverse direzioni. 

Scegliendo riflessioni che hanno indici nulli é facile calcolare Caco 
valori di m,, m., M3. 

Il calcolo secondo la (1) implica: 

1° Che i cristalli siano di una sola grandezza, il che € in genere 
distante dal vero; si ricava percid un valore medio o meglio un po al 
disotto di esso, come hanno mostrato Hengstenberg e Mark. 

2° Che le particelle abbiano lo stesso reticolo e senza deformaziont ; 
in cid si € sempre nel vero perché anche gli allargamenti per deformazioni 
elastiche sono di poco conto. 

3° che l’agitazione termica degli atomi non influenzi il fenomeno il 
che & pure sostanzialmente verificato. 

A queste condizioni se ne aggiungono due di sperimentali: 

a) il preparato deve essere equidistante dal film e dal diaframma 
da cui parte il fascio di raggi X. 

b) Vassorbimento del preparato deve essere trascurabile come nella 
formula di Scherrer: la trasparenza, eccettuato sostanze ad atomi molto leg- 
geri (cauccil, cellulosa) & praticamente irrealizzabile; Brill e Pelzer (loc. cit.) 
nel 1929 hanno utilizzato dei preparati cilindrici cavi, a pareti assai sottili, 
ottenendo cosi due massimi per ogni linea e cioe lo sdoppiamento di que- 
sta: calcolano cosi elegantemente le dimensioni dei granuli di un preparato 
di MgO mostrando lo sviluppo praticamente uniforme nelle diverse dire- 
zioni e l’ordine di grandezza 5-10~7 cm. delle particelle. Per i depositi me- 
tallici per elettrolisi vale il caso limite opposto di completo assorbimento. 
Per questo caso Brill e Pelzer hanno compilato un grafico le cui curve 
sono calcolate sulla ipotesi di completo assorbimento: sono dati i valori 


PRD evan 8 al) 
di 4- in dipendenza di vay di 0 ; le curve stesse vennero confermate spe- 


rimentalmente da questi autori con misure su nichel elettrolitico: b del gra- 
fico é la semilarghezza corretta per l’effetto del doppietto dovuto alle ra- 
diazioni «, e€ #,, secondo una formula di Brill “. 


aoe: 4 8 
(1) ba SF (141-43) 


ove b é@ la semilarghezza cercata, b’ la semilarghezza misurata e 8 la distanza fra i mas- 
simi dovuti alla a; e alla a. 


Medi na ; : i gh 
€diante questa tavola si ricavano per interpolazione i valori di y— 
(A 


corrispondenti a quelli sperimentali di — e di @. Siccome r ed R sono cono- 
r 


sciuti si puo da y risalire per mezzo della formula (2) al valore m-a della 
dimensione delle particelle della sostanza in esame. 

Indicazioni sulla forma delle particelle “) si hanno dall’esame delle 
intensita delle linee che non si mantengono nei preparati fini nei rapporti 
relativi a quelli osservati per cristalli suficentemente sviluppati; se ne allon- 
tanano tanto pit quanto maggiormente si distaccano dall’ aspetto cubico e 
per particelle estremamente sottili tabulari prevalgono le intensita corrispon- 
denti ad una determinata direzione per la quale soltanto si hanno dei piani 
successivi in numero sufhcente da presentare un potere risolutivo per i 
raggi X; inoltre una determinata linea di interferenza puo apparentemente 
diminuire di intensita per un suo piu rapido allargamento rispetto alle altre. 

Abbiamo applicato i metodi sopra riassunti all’esame di cromo depo- 
sitato elettroliticamente da soluzioni di cromiossalato ammonico col proce- 
dimento di A. Mazzucchelli @; questo deposito presenta particolari caratteri- 
stiche di brillantezza rispetto a quello ottenuto da soluzioni di anidride 
cromica che € d’uso industriale. 

I depositi di cromo da anidride cromica sono gid stati esaminati coi 
ragei X da W. A. Wood ©) che studiando la forma e la grandezza delle 
particelle le mette in stretta interdipendenza con la brillantezza del deposito. 

Abbiamo percid esaminato anche depositi di cromo ottenuti con altri 
procedimenti, per confrontarli con quello ottenuto da soluzioni di cromios- 
salato, e precisamente depositi da cromo esavalente, da sali cromici triva- 
lenti semplici ed infine del cromo ottenuto con un metodo termico di 
riduzione: naturalmente, esséndo scopo del nostro studio Ja brillantezza dei 
depositi in rapporto alla loro struttura, abbiamo considerato soltanto i depo- 
siti pil belli che ci é stato possibile di preparare nei limiti di ciascun metodo. 

Cromo preparato col metodo termico secondo Glatzel (). — Si ottiene per 
riduzione di cloruro di potassio e di cromo con polvere di magnesio in 
forno a riverbero: il cromo cosi ottenuto si presenta come una polvere 
gtigia metallica in particelle assai fini che & necessario lavare per decanta- 
zione perché passano attraverso i fori del filtro; infatti se ne ottiene diret- 
tamente, senza imacinazione, un fotogramma di Debye a linee assolutamente 
prive di punteggiatura e cio anche se il preparato non viene ruotato. 


(1) R. Britt e H. Petzer, «Z. f. Krist.» 75, 217 (1930). 

(2) A. Mazzuccuett, «Mem. Accademia d'Italia», vol. II (1931); A. MazzuccHELL! 
e U. Bacct, «Gazzetta», LXII, 756 (1932). 

(3) W. A. Woop, «Phil. Mag. » (7) 10, 1073 (1930). 

(4) W. A. Woop, «Phil. Mag.» (7) 12, 853 (1931). 

(5) E. GrarzeL, «Berichte», 23, 3127 (1890). 
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Questa finezza da la possibilita di usare il relativo fotogramma per la 
determinazione della grandezza ed eventualmente della forma dei granuli di 
cromo preparato secondo questo metodo. 

Cromo elettrolitico depositato da soluzioni di solfato cromico. — Con metodo 
analogo a quello adoperato da Panfilow e collaboratori “) abbiamo elettro- 
lizzato una soluzione di solfato cromico contenente circa 5 gr. di cromo 
per litro, anodo di platino, catodo di lamina di rame con una densita di 
corrente di 0,1 amp. per cm? e 4 volta: si forma un deposito di cromo 
metallico grigio, non lucente, assai pil: ricco sui bordi della lamina che al 
centro. 

-Cromo elettrolitico depositato da soluzioni di anidride cromica. — Si & 
usata una soluzione contenente circa 40 °/, di anidride cromica e 0,1 °/o 
di acido solforico, anodo di piombo e catodo di lamina di rame. Si ottiene 
un deposito metallico brillante con densita di corrente di circa 0,10 amp. 
per cm? e 3,5 volta operando a temperature fra 40 e€ 50°. 

Cromo elettrolitico depositato da soluzioni di cromiossalato ammontico 
axzurro. — Ci siamo serviti della disposizione sperimentale descritta da 
Mazzucchelli (1. c.) operando con soluzioni al 20 °/, di sale cristallizzato 
Cr (C, O,. NH,);. 3H. O. ll bagno ¢ mantenuto a 15° con raffreddamento 
ad acqua: si ¢ usato anodo di platino e catodo di rame. Con una densita di 
corrente di 0,30 amp. per cm? e tensione di 5 volta si ottiene un deposito 
assai brillante di lucentezza maggiore del deposito ottenuto da soluzioni di 
anidride cromica e di colore leggermente pil cupo. 

Si & osservato che, per ottenere un deposito di tipo brillante, ¢ neces- 
saria una levigazione della superfice del catodo meno accurata per i bagni 
di cromiossalato che per quelli di anidride cromica. Disgraziatamente, come 
gia osserva Mazzucchelli, il rendimento di corrente per |’elettrolisi del cro- 
miossalato € molto basso e difficilmente questo metodo potra avere inte- 
resse pratico. 

Per evitare che i fotogrammi dessero anche le linee del rame abbiamo 
sciolto il supporto di questo metallo in acido nitrico diluito e raccolto il 
deposito inalterato di cromo, che lo svolgimento gassoso aveva rotto in 
pagliette, e di questo prodotto abbiamo riempito un tubicino di carta sot- 
tile di 0,9 mm. di diametro per avere i preparati adatti all’esame coi raggi X. 

I tre depositi elettrolitici sopra descritti, in relazione al loro spessore 
decrescente, dal solfato cromico all’anidride e al cromiossalato oppongono 
una resistenza meccanica diversa allo svolgimento gassoso; il primo resta 
infatti in lamine assai pil grandi del secondo e questo del terzo che, pur 
conservando l’aspetto mettallico lucente, si fraziona in scaglie minutissime. 


(1) A. W. Panritow e G. F. Finirpyrscuew, «Journ. phys. chem. Gesell. », 61, 
2221 (1929) in «Chem. Centralbl.», 1930, Il, 523; A. W. Panritow, W. A. GREKK e 
A. A. Troitzkaya, «Chem. Journ. A. J. allg. Chem.», 1 (63), 803 (1931), in «Chem. 
Centralbl. », 1932 II, 2432. 
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I 4 preparati vennero fotografati con radiazioni di cromo su pellicole 
Agfa-Laue che vennero sviluppate nelle identiche condizioni e microfoto- 
metrate con un microfotometro Kipp e Zonen tipo B. 

Le linee di questi fotogrammi presentano delle notevoli differenze in. 
massimi di intensit’ e in larghezza delle linee stesse il che ¢ in relazione 
con Vaspetto dei preparati fotografati, Nella figura riportiamo le corrispon- 
denti registrazioni al microfotometro che mostrano le differenze in modo 
molto pil evidente dei fotogrammi. 

La curva a) si riferisce al cromo preparato secondo Glatzel: le tre linee 
corrispondenti ai piani 110, 200 e 211 sono relativamente sottili ed intense 
ma gid in questo caso la 200 ha una intensita proporzionatamente minore 
a quelle delle altre due, fenomeno gid osservato e spiegato da Wood (loc. cit.) 
nei depositi da anidride cromica e che & dovuto alla forma piatta delle par- 
ticelle. 

La curva b) si riferisce al cromo depositato dalle soluzioni di solfato: 
presenta tutte e tre le linee ma pil diffuse: la curva c) ottenuta col pre- 
parato depositato da soluzioni di anidride cromica mostra la 110 e la 211 
sempre pit allargate ed indebolite mentre la 200 € praticamente scomparsa. 
Infine la curva d) si riferisce al cromo ottenuto dai cromiossalati; la 110 
si mostra assai indebolita, la 200 € completamente scomparsa mentre la 211 
é appena visibile ad occhio nudo ed avvertita dal microfotometro per cui 
non é possibile ottenere da essa misure attendibili della semilarghezza. 

Dalle semilarghezze misurate e corrette per effetto del doppietto a: a» 
si ottiene col grafico di Brill per ogni linea e per ogni preparato le dimen- 
sioni delle particelle riportate nella tabella: 


) inmm. 2 in mm, 4:10) m-aincm.10—7 
110 0,616 0,602 1,409 12,92 
Glatzel 200 0,560 0,524 0,7391 24,62 
211 05933 0,544 03497 52,05 
110 0,653 0,639 1,550 12,02 
Crn(sOD), 200 0,746 Ort 5127 16,15 
QE 1,623 1,351 0,961 18.94 
CrO, IIO 0,877 0,863 .2,066 8,81 
Bay 3,414 2,440 1,800 10,01 
Cr(CJO;-NH,). sr 1,564 1,551 3,866 ASTI 


Esse crescono per ogni preparato coll’angolo di riflessione, effetto do- 
vuto in parte alla forma delle particelle e in parte al non completo assor- 
bimento della radiazione da parte del preparato. 


Per ovviare a quest’ultimo inconveniente sarebbe opportuno trovare per 
extrapolazione grafica il valore di m.a per sen? 0/2 eguale ad 1, ma cio 
non ¢ possibile nel nostro caso date le poche linee a disposizione; tuttavia 
questo valore é dato con buona approssimazione dalla 211 cui corrisponde 
un valore di sen? 0/2=0,94. 

Se si osserva come varia la dimensione della particella (secondo Ja 211) 
per i diversi preparati si vede una notevole diminuzione da uno all’altro 
nell’ordine in cui sono stati sopra descritti, fatto che concorda con l’aspetto, 
dei preparati in modo analogo a quanto @ stato studiato da Wood per de- 
positi da anidride cromica. 

Quanto al deposito da cromiossalato esso ci interessa in modo speciale 
perche presenta il fenomeno in modo pil spitcato di ogni altro. Non é 
stato possibile per esso dedurre ]a dimensione delle particelle dalla 211, ma 
dal confronto dei valori dedotti dalla rio risulta una piccolezza ancor mag- 
giore delle particelle in relazione con l’aspetto pit brillante esteriore. 

Per la forma delle particelle abbiamo fatto i calcoli secondo il metodo 
di Brill © ma per la poverta dei dati di partenza, cioe per il piccolo nu- 
mero di linee disponibili, ci sembra preferibile non dare valori numerici: 
qualitativamente si conferma l’ipotesi di una forma piatta con accrescimento 
sulla 111 il che @ in accordo con l’indebolimento e la scomparsa di alcune 
linee rispetto alle altre. Disgraziatamente nell’intervallo di lunghezze d’ onda 
adatte al metodo di Debye il cromo si lascia fotografare solo dalla radia- 
zione di cromo e percio la riflessione per l’ottaedro di 2° ordine non puo 
apparire nei fotogrammi: ci manca percio Ja linea che meglio di ogni altra 
confermerebbe la suddetta ipotesi. 


Chimica (Chimica-fisica), — Sullo spettro dell’anidride moli- 
bdica. Nota di G. Piccarp1 presentata“ dal Corrisp. L. Rota". 


Non si conoscono fin’ oggi spettri di bande dovuti a composti del 
Molibdeno. In condizioni di alta eccitazione, arco, scintilla, ecc., compare 
il solo spettro di righe: in condizioni di bassa eccitazione, fiamma Bunsen, 
fiamma ossidrica, ecc., non si ottengono né righe, né bande. I] Mo, é in- 
fatti considerato uno degli elementi incapaci di emettere uno spettro a bassa 
temperatura, come gli alogeni, il Ta, il W, ecc. D’altra parte € noto da 
gran tempo che i composti del Mo possono colorare la fiamma_ brillante- 
mente in giallo verdastro: Fin dal 1860 il Merz) aveva osservato che 
Panidride molibdica impartisce alla fiamma una colorazione verdognola 
(simile a quella che le impartisce il Ba), la quale peraltro & molto fugace. 
Ma le osservazioni del Merz, condotte solo visualmente per mezzo di vetri 
colorati nulla dicono riguardo al tipo di spettro emesso. Due anni dopo, il 
Simmler “ nelle sue ricerche spettroscopiche sulle « Sostanze che colorano 
la fiamma in verde» (fra le quali figura anche il rame metallico polveriz- 
zato mediante Ja scintilla elettrica, trovo che i composti del Mo danno un 
fondo continuo; il Bunsen“) osservo pure che 1 composti del Mo (come 
quelli dell’ Os, del C, ecc.) volatilizzano nella fiamma sotto forma di parti- 
celle solide finissime, rendendo l’intera fiamma Juminosa. 

Qualche anno fa, ebbi occasione di studiare una fiamma carica di ani- 
dride molibdica allo scopo di determinare il potenziale di afhnita elettro- 
nica della molecola MoO, allo stato di vapore e potei effettivamente 
osservare una bella colorazione giallo verdastra; oggi, avendo per ragioni 
di carattere chimico ripreso lo studio degli spettri di bassa eccitazione di 
elementi, ho anche ripseso in esame lo spettro del Mo. a bassa temperatura. 

Mi sono servito per questo studio di una fiamma Bunsen e di una 
flamma ossidrica, cioeé di due correnti gassose aventi rispettivamete una 
temperatura massima di 2000 e 2500 °K. circa. Nella fiamma Bunsen, ho 
introdotto |’ anidride direttamente sotto forma di una massa fusa sostenuta 
da una griglia di platino. La volatilizzazione ¢ avvenuta regolarmente e rapi- 
damente e la colorazione della fiamma mi & apparsa assai brillante. Osser- 


(1) Nella seduta del 23 aprile 1933. 

(2) Lavoro eseguito nell’Istituto di Chimica generale della R. Universita di Firenze. 

(3) G. Merz, «Journ. prakt. Chemie», (1), 80, 495 (1860). 

(4) R. T. Simmer, Beitrége zur chemischen Analyse durch Spektralbeobachtungen. Bern, 
(1861); «Pogg. Ann.», 115, 242, 425 (1862). 

(5) R. Bunsen, « Liebig’s Ann.», 138, 257 (1866). 

(6) L. Rotta e G. Piccarpi, Questi « Rendiconti», (6), 5, 546 (1927). 


vando la luce emessa, mediante uno spettroscopio Hilger D2, ho notato che 
lo spettro della fiamma é effettivamente, come aveva osservato il Simmler, 
un fondo continuo: Non sembra trattarsi peraltro, come aveva affermato 
il Bunsen, di un fondo continuo dovuto ad un corpo solido, sia pure estre- 
mamente suddiviso, portato all’incandescenza; ma di un fondo continuo 
di natura particolare esteso da una sola parte della regione visibile. Visual- 
mente, si pud stimare il limite estremo del fondo verso le grandi lunghezze 
d’onda a 46600 I. A. ed il limite estremo verso le piccole lunghezze d’ onda 
a A 4840 I. A. Il fondo presenta due massimi di intensita situati uno a 
5520 I. A. e altro a circa 6300 J. A. Anche la registrazione fotografica 
ha confermato trattarsi di un fondo continuo limitato con due massimi di 
intensita. 

Nella fiamma ossidrica, non potendo introdurre |’anidride nella fianima 
mediante la griglia di platino, ho polverizzato una soluzione satura di moli- 
bdato potassico, ottenendo di nuovo un fondo continuo, di poco pit esteso, 
ma sempre limitato e senza la minima apparenza di bande. (Vi compari- 
vano soltanto, com’é naturale, le righe del Na e del K). 

Stimando allora la temperatura delle fiamme insufficente alla eccita- 
zione dello spettro di bande, cioé alla riduzione della molecola MoO, alla 
molecola MoO, ho pensato di ricorrere all’arco elettrico e di servirmi di 
elettrodi di argento, raffreddati a circolazione d’acqua, cosparsi di Mo me- 
tallico e di anidride molibdica. Lo spettro emesso dallarco & praticamente 
uno spettro di sole righe; peraltro, ho potuto notare un gruppo di bande 
fugaci e debolissime nella regione 6100-6500 I. A. Le bande sono molto 
sottili e ravvicinate; le maggiori intensita si trovano nel centro del gruppo 
e gradatamente diminuiscono dal centro agli estremi. Date le difficili condi- 
zioni di osservazione non ho potuto eseguire ancora Ja registrazione fotografica 
dello spettro e quindi le misure di lunghezza d’onda. Dal confronto delle 
intensita delle righe e delle bande resulta evidente che, se la temperatura 
della fiamma ossidrica ¢ insufficiente per distaccare dalla molecola MoO, il 
gruppo MoO, la temperatura dell’arco elettrico € eccessiva per permettere 
Pesistenza del doppietto atomico MoO. 

E interessante che le bande apparse nello spettro d’arco rientrino esat- 
tamente nella stessa regione occupata dalla porzione rossa del fondo conti- 
nuo e che le distribuzioni delle intensita nelle bande e nel fondo siano le 
stesse. Si potrebbe dire che il fondo continuo, quando la temperatura ¢ suf- 
ficentemente alta, si segmenti in tante bande, che vengono ad avere nel 
complesso la stessa posizione e lo stesso gioco di intensita del fondo stesso. 

Se non si tratta, come vi sono buone ragioni di ritenere, dello spet- 
tro della molecola MoO, reso diffuso per es. dall’eccessiva concentrazione 
delle molecole MoO ed MoO, nella fiamma, il fondo continuo non puod 
esser dovuto che alla molecola MoO,. Le ipotesi che si possono allora 
formulare sulla sua origine sono due: 


Secondo una, si potrebbe considerare il fendo continuo in parola come 
lo spettro caratteristico della molecola MoO, in condizioni normali di ec- 
citazione ; 

secondo l’altra, lo si potrebbe invece considerare, appoggiandosi sulle 
coincidenze di posizione e di intensita sopra accennate, come un nuovo tipo 
di spettro di predissociaxione, dovuto all’emissione del doppietto atomico MoO, 
non ancora perfettamente libero e percid perturbato dagli atomi di ossigeno 
ancora ad esso uniti. 

Il fatto ora accennato non é€ isolato avendo in altre occasioni osser- 
vato in spettri di fiamma la scissione di fondi continui limitati in spettri 
di bande. 

L’assenza di bande nella regione verde non a4 importanza perché in 
moltissimi casi (ossidi delle terre rare) un aumento di temperatura porta 
alla sparizione dei sistemi di bande situati verso le piccole lunghezze d’onda. 


Paleontologia. — Swi resti di vertebrati terziari raccolti nella 
Sirtica dalla Missione della Reale Accademia d Italia (1931). Nota 
di G. D’Erasmo, presentata’? dal Socio Giorto DarneLtt. 


Durante la spedizione scientifica promossa nel 1931 dalla Reale Acca- 
demia d’Italia nel Deserto Libico e nel Fezzan Orientale e compiuta dal 
prof. Ardito Desio furono raccolti, lungo gli itinerari percorsi®), alcuni avanzi 
di vertebrati terziari, che mi vennero cortesemente affidati in esame. Avendo 
destinato ad altro lavoro la descrizione e la illustrazione delle singole forme 
riconosciute, riferisco qui sommariamente i principali risultati del mio esame, 
che conferma Il’ esistenza, nella zona esplorata dell’interno della Sirtica, di 
livelli di eta differente, dall’Eocene medio al Miocene inferiore. 

I fossili studiati, per la maggior parte consistenti in denti, doruliti, ver- 
tebre, ossa varie di pesci, e in minor parte in avanzi frammentari di rettili 
e di mammiferi, provengono principalmente da due regioni distinte, e cioé 
dai dintorni della conca di Marada e dalla zona che da Sahabi si spinge a 


sud-est verso le due oasi di Augila e di Gialo, come risulta dagli elenchi 
che seguono. 


(1) Nella seduta del 23 aprile 1933. 

(2) Desto A., Sulla presenza dell’ Oligocene in Sirltica (Libia). « Rend. R. Acc. Lincei ai 
Cl. sc. fisiche, ser. 6,1° sem., p. 209, Roma, 1931; Osservazioni geologiche e geografiche 
compiute durante un viaggio nella Sirtica. «Boll. R. Soc. Geogr.», vol. VIII, Pae2 755 
Roma, 1931; Sulla presenga dell’ Eocene nel Fezzan Orientale (Tripolitania). « Rend. R. Accad. 
Lincei», Cl. sc. fisiche, ser. 6, vol. XV, 1° sem., p- 827, Roma, 1932; Osservazioni geo- 
grafiche e geologiche compiute dalla spedizione della Reale Accademia d’ Italia nel Deserto Libico 


e nel Fezzan Orientale (1931). «Mem. geol. e geogr. di G. Dainelli», vol. 1b yey Star, Ie 
renze, 1932. 
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a) Nelle arenarie giallastre e rosse, sormontate da argille sabbiose 
verdi con intercalazioni di gesso cristallino, che affiorano lungo Ja scarpata 
dell’ altipiano a nord di Marada, furono raccolti, a Garet el—Mazzala, denti 
staccati e frammentari di Galeocerdo aduncus Ag., Sciaena sp. Carcharodon 
megalodon Ag. 

b) Nelle arenarie argilloso—calcaree di color verde sviluppate presso 
la Garet el-Luban, a circa 30 km. da Marada verso sud-est, furono rinve- 
nuti denti di Odontaspis cuspidata Ag., Hemipristis serra Ag., Carcharias ( Aprio- 
nodon) sp., Saurocephalus (?) faiumensis Dames, oltre a vertebre di Lamnidae 
e a frammenti dei gen. Diodon e Myliobatis. 

c) Un dente isolato di Carcharodon auriculatus de Blainville sp., fu 
trovato alla superficie del suolo, tra Guerat el-Heira e Garet el-Dhiuba. 

d) Denti di Odontaspis acutissima Ag., Od. cuspidata Ag., Oxyrhina 
hastahs Ag., Hemipristis serra Ag., Notidanus sp. (cfr. N. primigenius Ag.), 
e Chrysophrys sp. provengono dal pozzo scavato presso Soluch. 

e) Da El-Haifat (Marada) derivano due denti di Carcharodon angu- 
stidens Ag. 

f) A Dacachin (Marada-Zella) furono rinvenuti, insieme con piastre 
staccate di asteroidi, due denti isolati di picnodonti, che per i loro caratteri 
richiamano principalmente Pycnodus Pellei Priem. 

g) Da Sahabi, a circa 109 chilometri a sud-est di Agedabia, proven- 
gono due denti di Odontaspis acutissima Ag. 

h) Alle argille verdi gessifere, che costituiscono il sottosuolo delle 
Gare el-Beda (Sahabi) e degli immediati dintorni, spettano avanzi di Mylio- 
batis sp. (cfr. M. rugosus v. Meyer), Carcharodon megalodon Ag., Odontaspis 
acutissima Ag., Od. cuspidata Ag., Alopecias exigua Probst, Carcharias (Aprio- 
nodon) sp., Carcharias (Hypoprion) acanthodon Le Hon, Sphyrna prisca Ag., 
Dentex sp., Xiphiorhynchus (?) sp., Arius sp., fam. Scombridae, Trionyx sp., 
oltre a resti indeterminabili di acantotteri e di ungulati. 

i) L’orizzonte leggermente argilloso che affiora ai piedi dei rilievi 
isolati esistenti fra Gara el—-Beda e Bir Guetin (Sahabi) ha dato resti di verte- 
brati di vario habitat, spettanti a pesci (Odontaspis acutissima Ag., Od. cu- 
spidata Ag., Sphyrna prisca Ag., Fam. Carchariidae, Arius sp. e acantottero 
indeterminabile), rettili (Zrionyx sp., Fam. Emydidae, Diplocynodon sp.) ¢ 
mammiferi (ungulati indeterminabili). 

I) Doruliti di miliobatidi, affini a Myl. canaliculatus Ag., furono tro- 
vati a 4 km. circa ad ovest di Sahabi. 

m) Frammenti di Trionyx sp. derivano pure da Sebchet Ghenéien 
(Sahabi), lato nord. . 

n) Scarsi resti di Carcharodon sp. (cfr. C. megalodon Ag.), Odontaspis 
acutissima Ag. e Chrysophrys sp., provengono infine dal lato nord di Sebchet 
el-Meheiriga fra Marada ed Augila (livello 5, base). 
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Questi elenchi specifici dimostrano, che per la maggior parte delle loca- 
lit’ precedentemente citate gli avanzi fossili di vertebrati finora rinvenuti sono 
troppo scarsi o troppo mal conservati per poter giungere, col solo corredo 
di essi, a conclusioni fondate di qualche importanza: tanto piu che general- 
mente si tratta di forme di squali, che se hanno una certa importanza per 
la loro larga distribuzione geografica che li rende particolarmente adatti a 
stabilire dei sincronismi a grandi distanze, presentano spesso d’altra parte 
una persistenza di caratteri attraverso vari livelli geologici, la quale non puo 
evidentemente non essere dannosa allorche si vuol giungere a riferimenti 
cronologici pil minuti e precisi. 

Per qualche giacimento, che forni invece, come quello di Gara el-Beda, 
un numero maggiore di specie appartenenti a gruppi di diverso habitat, si 
pud pensare che la mescolanza di forme di acqua dolce, quali sono i Silu- 
ridi, i Trionichidi, i Coccodrilli, ecc., con forme di palude, come gli Emy- 
didi, e di acqua marina, come gli Elasmobranchi, gli Sparidi, gli Scombridi, ecc., 
stia a dimostrare che quegli strati si depositarono in un estuario, nel quale 
venivano a sfociare dei corsi d’acqua; tanto pil’ che non mancano resti di 
mammiferi terrestri e pesci litoranei, come i miliobatidi, forniti di denti tri- 
turanti adatti a sminuzzare le conchiglie dei molluschi. 

Quanto alla cronologia, é da osservare, che nel territorio di Marada afho- 
rano terreni terziari di eta differente, essendo a Dacachin rappresentato un 
livello eocenico, e probabilmente |’ Eocene medio, a Garet el—Luban, a El- 
Haitat e tra Guerat el—Heira e Garet el-Dhiuba l’Oligocene, a Garet el—-Maz- 
zala e a Soluch il Miocene; mentre nella zona a sud di Sahabi predominano, 
pur senza poter escludere orizzonti pil antichi, i terreni miocenici, probabil- 
mente rappresentati dal Miocene inferiore. 


Mineralogia (Petrografia). — Primi risultati dello studio di 
rocce effusive della Sardegna sud-occidentale“. Nota preventiva di 
A. DeBENEDETTI, presentata * dal Socio C. F. Parona. 


Nel periodo nel quale ho prestato servizio presso il R. Uff. Geologico, 
ho, tra Valtro, iniziato e condotto quasi a termine il rilevamento della tavo- 
letta M. Arcosu (foglio 233, Iglesias, quadr. I, tav. SE). La regione & petro- 
graficamente molto interessante per Jo sviluppo del eranito, nelle sue forme 
massicce e filoniane, e per le notevoli azioni di contatto dal granito eserci- 
tate sopra le formazioni sedimentarie, probabilmente fino a quelle postgoth- 
landiane. Intorno a questi argomenti spero di poter completare pit tardi gli 
studi iniziati sul terreno. 

Di interesse non minore mi pare sia stato il ritrovamento di una roccia 
andesitica, non molto lontano dal gruppo di rocce di Siliqua, a suo tempo 
descritte dal BertolioG), In un primo esame sommario ho trovato in essa, 
come componente essenziale, l’iperstene, ed ho riconosciuto notevoli ana- 
logie colle rocce di media basicita e di tipo alcali-calcico (conosciute nel- 
Pisola di S. Antioco) che, ancora recentemente, il Novarese +) ha considerato 
come dovute ad un ciclo eruttivo distinto da quello alcalino delle comen- 
diti, ecc., gia ben noto. 

L’esistenza di due serie di rocce eruttive terziarie era gia stata ricono- 
sciuta dal La Marmora'‘s), benché questi non potesse naturalmente spingere 
le deduzioni delle sue osservazioni fino a distinguere nelle due serie due tipi 
magmatici differenti. Questa distinzione € stata invece fatta da F. Millose- 
vich © per la Sardegna nord-occidentale, e dal Washington‘ per la Sar- 
degna centrale. 

La speranza di poter portare qualche contributo alla conoscenza di queste 
rocce, cosi poco studiate nella regione, in confronto di quelle acide della serie 
alcalina, mi ha spinto ad intraprenderne lo studio, del quale do ora notizia 
preliminare. Mi propongo di approfondire in seguito le ricerche, dal punto 


(1) Lavoro eseguito nell’Istituto di Mineralogia della R. Universita di Torino. 

(2) Nella seduta del 23 aprile 1933. 

(3) S. Berrotio, «Bull. Soc. Géol. de France», ser. 3°, t. XXII, 1895. 

(4) V. Novaresg, « Boll. R. Uff. Geol. d’Italia», vol. LV, n. 1, 1930. 

(5) A. La Marmora, Voyage en Sardaigne, 1857. 

(6) F. Mittosevicu, «Mem. R. Acc. Lincei », ser. 5*, vol. XVI, 1908; e vol. XVI, 
191. 

(7) H. S. Wasuincron, «Atti Congr. Geol. Internaz., Canada», 1913; e «Am. 
Journ. Sc.» (4), vol. XXXIX, 1915. 
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di vista petrografico e mineralogico, e di estenderle a rocce che, come credo di 
poter mostrare, sono dello stesso tipo magmatico. Voglio dire del « peperi », 
le trachytes amphiboliques del La Marmora, intorno alle quali, nella nostra 
regione, non ho trovato altro lavoro dopo quello del Tacconi @), L’analisi 
chimica e microscopica potra porre in evidenza analogie e suggerire ravvi- 
cinamenti di rocce che per la loro posizione geografica si potevano credere 
non affini. Cosi, gid ora, appare come le rocce alcali—calciche si allineino 
secondo un arco, aperto verso W, estendentesi a S del fiume Cixerri, in- 
torno al Sulcis. 

Anche sulla questione dell’eta di queste rocce, almeno limitatamente ai 
rapporti tra esse e quelle della serie alcalina, ¢ ancora aperta la discussione. 
Nel seguito del lavoro, riconosciuta la parentela magmatica di queste rocce 
e di quelle descritte dal Johnsen @) con quella studiata dal Tacconi (per la 
quale é sicura la posizione inferiore rispetto alle trachiti alcaline) credo si 
potra dedurre che la serie alcali-calcica ¢ anteriore a quella alcalina. Questa 
deduzione mi pare finora uno dei risultati piu interessantu. 

L’andesite di cui ci occupiamo ora forma una serie di monticelli ton- 
deggianti, che si elevano di un centinaio di metri sul livello massimo del 
piano alluvionale terrazzato che sfocia (poco a N di Capoterra) nella estre- 
miti SW dello Stagno di Cagliari. Gli afhoramenti compaiono al limite NW 
della tavoletta M. Arcosu, ed a quello SW della tavoletta Villaspeciosa. La 
roccia affora attraverso un’alternanza di arenarie violacee e di puddinghe 
grigio-giallastre, in complesso composte di elementi vari, tra i quali im- 
portanti i frammenti di calcari miliolitici. Questi definiscono l’eta posteoce- 
nica della formazione. 

La venuta eruttiva ha dato luogo a limitati fenomeni termici di con- 
tatto, mentre ha agito meccanicamente rialzando periclinalmente la forma- 
zione sedimentaria. La morfologia (evidente anche sulla eccellente carta 
topografica) suggerisce l’idea di un piccolo laccolito, la cui coltre dorsale 
sia stata erosa. 

Notevole, verso il limite SE dell’afhoramento, presso la collinetta di 
Punta de su Ferru, la struttura sferoidale assunta dalla roccia. Gli sferoidi 
rageiungono dimensioni diametrali anche di m. 1.5 e lalterazione meteorica 
ha messo bene in evidenza lo sfogliettamento concentrico di essi. 

E ancora da ricordare come, al limite S dell’afficoramento di P. de su 
Ferru, compaia, in mezzo alle arenarie ed alle puddinghe, sotto forma di una 
lenticella venuta a giorno per |’azione erosiva di un rigagnolo, una roccia 
fortemente ferrifera, in arnioni nerastri, identica a quella descritta dal La- 
marmora alla base del dicco di Gioiosa Guardia, e della quale ha eseguito 
un’analisi Quintino Sella. Un altro afhoramento di questo tipo si trova, pure 


(1) E. Taccont, «Rend. R. Acc. Lincei», vol. XXII, 1913. 
(2) A. Jounsen, « Abhandl. K. Akad. Wiss.», Berlin, 1912. 
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nella tavoletta M. Arcosu, circa a 3 Km. a WSW di quello ora detto, nel 
letto asciutto del torrentello ad E di Guardia Argioleddas, nei pressi di questo 
segnale. Con ogni probabilita si tratta di manifestazioni collegate alla venuta 
eruttiva. Mi limito per ora a questi cenni della loro presenza. 

L’andesite si presenta compatta, di colore grigiastro, abbondantemente 
macchiettata di nero dai numerosi, sovente anche grandi, fenocristalli anfi- 
bolici e pirossenici. Ad occhio nudo si nota ancora la presenza dei fenocri- 
stalli plagioclasici riconoscibili alla varia riflessione della luce sulle lamelle 
di geminazione. 

L’alterazione superficiale della roccia le fa assumere un colore gial- 
lastro, facendo anche maggiormente spiccare i prismetti di anfibolo e di pi- 
rosseno. 

Al microscopio la roccia si presenta fresca,a struttura nettamente por- 
firica, con abbondanza di fenocristalli immersi in una pasta fondamentale 
microcristallina, con poche o punte plaghe vetrose. 

I fenocristalli sono di plagioclasio, di anfibolo monoclino e di piros— 
seno rombico. 

I plagioclasi raggiungono dimensioni longitudinali fino di 4-5 mm.: 
sono per lo pit allungati secondo © e press’a poco isometrici secondo (010) 
e (100). Si possono distinguere due tipi, a seconda delle dimensioni: I) piu 
grandi, piuttosto rari, con segni di alterazione nucleare, generalmente non 
zonati, con abbondanti inclusioni di anfibolo e di minerali metallici opachi; 
2) piu piccoli, in numero molto maggiore, di solito senza inclusioni anfi- 
boliche, e piu frequentemente zonati. La zonatura é segnata qualche volta 
da sottili inclusioni. Comuni a tutti i plagioclasi (come anche agli anfiboli 
ed ai pirosseni) sono le inclusioni di apatite, in prismetti allungati, netta- 
mente idiomorfi, a sezione trasversale esagona, riconoscibili all uniassicita, 
al carattere positivo dell’allungamento, al basso valore della birifrangenza 
all’indice di rifrazione abbastanza alto. 

I plagioclasi sono tutti geminati polisinteticamente, rer lo pil. secondo 
le leggi dell’albite, del periclino, e di albite-Carlsbad. La zonatura mostra 
qualche volta che la composizione delle zone é alternata. Le lamelle dei ge- 
minati albitici sono notevolmente larghe; non cos} quelle dei geminati secondo 
il periclino. Frequente é l’alterazione dei fenocristalli plagioclasici in opale, 
che traversa gli individui sotto forma di filetti, oppure occupa il nucleo cen- 
trale degli individui stessi. Su tre individui geminati secondo albite—Carlsbad 
ho misurato i seguenti angoli di estinzione di «’ sulla traccia (or0) nella zona 
di simmetria: 


my 


I) 26° 1/2 21 30 23 
2) 1231/2 Zs Si 


3) 27 1/2 gD 


RENDICONTI. HOBS Vole NV Uy 45 
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e dal grafico del Kohler“ ricavo le composizioni: 
1) © hn ot 2) 64) o/e All 3) 70% 5 Am 


In geminati secondo la legge dell’albite ho trovato, come massimo an- 
golo di estinzione di «’ sulla traccia (oro) nella zona di simmetria, 37°; la 
composizione corrisponde a 68 °/, An. 

Il carattere della birifrazione determinato in luce convergente su adatte 
sezioni risulta ora positivo, ora negativo. 

L’assenza di quarzo mi ha solo permesso di confrontare Vindice di 
rifrazione con quello della collolite, che ¢ sempre inferiore. 

La composizione dei fenocristalli plagioclasici ¢ dunque piuttosto va- 
riabile, e giustifica uno studio ulteriore col pil preciso mezzo del piatto di 
Fedorow. 

I plagioclasi formano il numero maggiore dei fenocristalli; in ordine 
di abbondanza, ma molto subordinata, vengono i fenocristalli di anfibolo. 

Questi sono caratterizzati dalla tipica sfaldatura prismatica, e da un an- 
golo di estinzione (misurato in sezioni di maggior birifrangenza, la cui posi- 
zione é stata controllata in luce convergente) y: € = 16°-18°. La birifran- 
genza ha intensita media e carattere negativo. Il pleocroismo, sensibile, ¢ 
secondo lo schema: 

a = giallo verdognolo chiarissimo; 8 = verdastro; y = verdastro 
chiaro. Per l’assorbimento si ha B >y >«. 

Si tratta quindi di un termine prossimo all’orneblenda comune. 

Gli individui sono prevalentemente molto allungati secondo ¢, raggiun- 
gendo lunghezze di ro mm. 

Si riscontrano frequenti geminati, anche polisintetici, ma in questo caso 
complessi sono generalmente formati da tre lamelle, delle quali la centrale 
di dimensioni molto minori delle due esterne. 

Notevole é un orlo che circonda tutti gli individui anfibolici. 

Si tratta di sottili e corte lamelle biotitiche, disposte parallelamente ai 
contorni degli individui di orneblenda. 

L’iperstene & in quantita anche meno abbondante dell’orneblenda. Gli 
individui sono generalmente perfettamente idiomorfi. Nelle sezioni basali 
sono visibili le tracce dei due sistemi di sfaldatura, mentre nelle sezioni pa- 
rallele a € le tracce di sfaldatura segnano la direzione di estinzione, rigoro- 
samente retta. 

Il riconoscimenjo dell’iperstene e dato dallestinzione retta, e dal pleo- 
croismo abbastanza sensibile: y = rosa pallidissimo; 8 = « = incolore ten- 
dente all’azzurrastro. In sezione press’a poco normale a @ (controllata in luce 
convergente), si riscontra una birifrangenza piuttosto bassa, ed in luce con- 


Cb- ee 


(1) A. Kouter, « Tschermaks Min. petr. Mitt. », vol. XXXVI, 1925. 


vergente si puo stabilire che la bisettrice acuta é a, normale all’allungamento 
dell’ individuo. 

Caratteristica ¢ la fessurazione trasversale, con riempimento di sottilis- 
sime lamelle biotitiche. Pure biotitico @ lorlo che é costantemente svilup- 
pato attorno ad ogni granulo di iperstene. 

Abbastanza diffusi sono poi cristalli pit o meno ben formati, pid so- 
vente corrosi, anche questi con sottile orlo biotitico, di minerale opaco, che 
per la forma dei suoi contorni, per Ja sua lucentezza e per il colore bluastro 
a luce riflessa, penso sia magnetite. 

La massa fondamentale si pud dire olocristallina, poiché sono rarissime 
le plaghe vetrose, isotrope, a luce naturale trasparenti e quasi incolori. La 
maggior parte del fondo é costituita da cristallini plagioclasici, la cui com- 
posizione si deduce dall’angolo di estinzione misurato, secondo il metodo 
proposto dal Becke, nelle sezioni normali a (010) e a (oor). I valori del- 
Pangolo a: traccia (010) variano da 34° a 38°, quindi la composizione & 
intorno a 56 °/, di An. 

Elemento ferromagnesiaco della massa fondamentale é la biotite, in 
quantita notevolmente pit scarsa dei plagioclasi, mentre ¢ in individui di 
dimensioni piuttosto maggiori. Essa presenta gli stessi caratteri della mica 
che costituisce l’orlo circondante gli anfiboli, i pirosseni e la magnetite di 
prima generazione. In qualche individuo tagliato secondo la base, si puod 
vedere in luce convergente che I’angolo degli assi ottici non é molto piccolo. 
Il carattere della birifrazione ¢ negativo; il pleocroismo ¢ « = B = giallo 
verdognolo chiaro; + = giallo pil vivo. Birifrangenza abbastanza alta. 

Debbo ancora accennare alla presenza di piccole plaghe riempite da 
xeoliti, e nelle quali & probabile che Vulteriore studio possa confermare il 
dubbio della presenza di tridimite. 

L’analisi chimica, che ho eseguito a suo tempo all’ Ufficio Geologico, 
seguendo i metodi cola usati, cioé il metodo di Hillebrand con le varianti 
introdotte dal prof. Perrier), mi ha dato i seguenti risultati (A); ai quali 
contrappongo per confronto quelli ottenuti dal Tacconi (B). 


(1) F. Becks, « Tschermaks Min. petr. Mitt. », vol. XVIII, 1899-1900. 
(2) C. Perrier, «Boll. R. Uff. Geol. d’Italia», vol. 50, n. 7, 1925. 
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(B) 
58.27 


tracce 


98.82 @) 


Senza per ora voler fare paragoni sul tipo magmatico, mi limito a fare 


notare la somiglianza della composizione delle due rocce: Punica discordanza 
sensibile (ma senza importanza per quanto riguarda |’afinita magmatica) 
nei valori di Fe,O, di FeO. 


Tutte due le rocce, avuto riguardo alla loro composizione chimica e 


costituzione mineralogica, sono quindi da classificarsi tra le andesiti; ed in 
particolare la roccia ora studiata, tra le andesiti biotitiche ad orneblenda ed 
iperstene. 


(1) Perdita all’arroventamento; ho eseguito per controllo una determinazione col 


metodo del borace fuso, ottenendo risultati concordanti. 


(2) Per un probabile errore di stampa, nel lavoro del Tacconl é stampato 99.66. 


Biologia. — Trypanosomiasi ed avilaminosi, — II. (Scorbuto 
é Trypanosoma Bruce). Nota di B. Boren ®, presentata dal 
Corrisp. P. Ronpont. 


A continuazione delle ricerche precedenti, sono stati eseguiti esperi- 
menti analoghi anche nella cavia, nella quale fu studiato il decorso dell’in- 
fezione da Trypanosoma Brucei. Questo animale, infatti, oltre ad essere 
suscettibile a contrarre la suddetta infezione, presenta il caratteristico quadro 
di scorbuto sperimentale quando venga sottoposto ad una dieta opportuna. 


Modalita seguite nelle ricerche. — Per provocare lo scorbuto nella cavia 
€ stata usata la seguente dieta: avena secca, fieno pure accuratamente essi- 
cato; cui, per correggere il notevole deficit proteico, si aggiunse del latte 
condensato a lungo autoclavato. Le cavie cosi alimentate, presentano dopo 
circa tre settimane un quadro di scorbuto pil o meno grave e€ muoiono in 
media al 24-28° giorno da che sono state poste alla suddetta dieta. L’in- 
fezione degli animali @ stata operata mediante iniezione sottocutanea di 
Trypanosoma Brucei, mantenuto in vita con passaggio in cavia, gentilmente 
favoritoci dall’ Istituto Sieroterapico Milanese. La tecnica Sseguita € sempre 
stata la seguente: una certa quantita di sangue infetto da Trypanosoma Brucei 
veniva sospesa in tanta soluzione isotonica fino ad ottenere che in una goccia 
di questa sospensione esaminata al microscopio, i caratteristici tripanosomi 
fossero presenti nella proporzione di un’ unira in media per campo micro- 
scopico (+). Ciascun animale ricevette sottocutaneamente cmc. 0,40 di 
detta sospensione. 


I. - Osservazioni sul decorso dell’ infezione di Tryp. Brucei in cavie 
a dieta scorbutigena e precocemente infettate. 


I] 13 gennaio 1933, 18 cavie sono poste a dieta scorbutigena. Il giorno 
16 gennaio 8 di queste cavie vengono infettate con Tryp. Brucei. Le restanti 


(1) Lavoro eseguito nel Laboratorio di Patologia generale della R. Universita di 
Milano. 
(2) Nella seduta del 19 marzo 1933. 


(3) Spiegazione dei segni: -+ = un tripanos. in 100 campi microscopici. 
-+ = due-tre tripanos. in 100 campi microsc, 
a, = un tripanos. per campo microsc. 
+ + = due-tre tripanos. per campo microsc. 
+-+-+ = da trea cinque tripan, per campo microsc. 


+++ -+ = pit di cinque tripan. per campo. microsc. 
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10 cavie non inoculate servirono di controllo per lo studio del decorso e 
dell’intensita della sindrome derivante dalla dieta carenzata. L’ esperimento 
fu integrato dall’aggiunta di altre tre cavie normali che vennero infettate 
con Tryp. Brucei nello stesso giorno e con lo stesso ceppo usato per le 
8 cavie poste in precedenza a dieta scorbutigena. Le 3 cavie normali ser- 


virono di controllo per il decorso dell’ infezione. 
La tabella I dimostra il comportamento dell’ infezione nella cavia nor- 
male e nella cavia a dieta scorbutigena. 


TaBELLa [| “): 


ee 


» 


» 


» 


Cavie | 13-1-933 | 16-1-933 | 21-1| 23-1 | 28-1 | 31-1 | 1-2 | 2-2] 3-2 | 5-2] Osservazioni 
1]  dieta + |++4+4]44+44]4+4+4+4]++++] 1B 
scorbutig. 
2 id. D + |44+44]4+4+44]+++4] 
: 3 
3 id. Pat + |44++4|++44] +B 
4 id a + |t++4]4t+4l4444]+++4] 
5 id. a yy Re base i ee desu See a 
6} id. 8 Di etic gece eho el 36) 
oO 
7 id S + |+++4]4+++4]4+++4+] 
. Vv 
8 id. 2 + |+++4+]+++4]4++4++] 
g| dieta . + {+++} + 0 + | ++ |+4+++]+++)Infez. in ulteriore 
normale 9, decorso ancora 
5 dopo 20 g. con 
> alternativa di re- 
miss. e riacut. 
10 id. + |+++] 0 fe) oO # | +++ [+44 id. 
II id. + | 44+ fo) ce) + e) = | ++ id. 


» 


Le cavie poste a dieta scorbutigena, ma non infettate, morirono contem- 
poraneamente. Infatti 3 morirono il 31 gennaio, 3 il 1° febbraio e le re- 
stanti 4 il giorno 3 febbraio. I reperti d’autopsia dimostrarono che le cavie 
a dieta carenzata e contemporaneamente infettate, erano preda di un quadro 
di scorbuto nettamente piu accentuato di quello offerto dalle cavie poste 
semplicemente a dieta priva di fattore C. Per rendere chiaro. questo. punto 
del massimo interesse raccogliamo nella tabella II, schematizzandoli, i dati 
raccolti all’ autopsia dei singoli animali. 


(1) Gli animali furono esaminati a giorni alterni. Nella tabella sono riportati solo i 
giorni nei quali si verificarono variazioni a carico di qualche animale. 


Tapeia I ©), 


Cavie | Dieta | | Cavie | Dieta | | Osservazioni 
Cavia 1 ee +44 tl Cavia 12 a Hee opeate Le cavie n. 9, 10, 11 non sono 
ns ee is Mice. comprese in questa tabella es- 
sendo cavie a dieta normale. 
» 2 id cee teehee) KS id. ase ae 
» 3 id. See eee | A id, at 
» 4 id fe sbel Su yy WS id as 
» 5 id +++++4]] >» 16 id ++ 
= 6 id ++4+4+44]) > 17 id +++ 
» Ti id TELE SESE IOS Sy is id Sete 
» 8 id eee De tO id se 
2X) id. sine 
» 21 id. cose 
se 
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Nelle cavie scorbutiche e infette da tripanosomiasi é stato inoltre rile- 
vato all’autopsia che la milza si presentava di grandezza normale. Questo 
reperto € nettamente in contrasto con quanto si osserva costantemente negli 
animali infetti da tripanosomiasi, i quali presentano sempre un’ imponente 
splenomegalia. 


II. — Osservazioni sul decorso dell’ infexione da Tryp. Brucei in cavie 
a dieta scorbutigena infettate tardivamente. 


Il 17 dicembre 1932 n. 8 cavie vengono poste a dieta scorbutigena. 
Trascorsi 18 giorni, quando cioé con ogni probabilita poteva essere in atto 
uno scorbuto iniziale, 6 di queste cavie sono infettate con Tryp. Brucei 
seguendo sempre le medesime modalita. Le altre due cavie restano di con- 
trollo per i rilievi relativi alla sindrome scorbutica. Tre cavie normali ag- 
giunte alla serie servono di controllo per l’infezione. Nella tabella III si 
riporta schematicamente il decorso dell’ infezione. 


(1) Spiegazione dei segni: ciascun segno + corrisponde ad una emorragia comparsa 
nelle caratteristiche localita. Ad es. + significa emorragia ad un ginocchio 0 alle artico- 
lazioni condro-costali di un lato; ++ emorragie alle due ginocchia o ad un ginocchio 
ed alle articolazioni condro-costali di un lato, ecc. Nei +-++-+-+-+ delle cavie a dieta 
carenzata e infettate sono comprese inoltre emorragie comparse nel sottocutaneo e negli 


organi interni. 
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TABELLA III. 


Cavie 17-12-932| 4-1-933 gat | poring DST 13-1 oa 5H2 Osservazioni 
! 
Cavia 1 dieta Infettate hee |e 
scorbutig. | con Tryp. 
Brucei 
» 2 id. id. O + |+++4] 4 
» 3 id. id. One| Sera es 
» 4 id. id. fe lua eae) 336) 
» 5 id. id. ae ok 
» 6 id. id. fo) as a8) 
» 7 dieta id. fe) a Be eis | ase + Continua I’ infezione 
normale per oltre un mese 
ancora con altern. di 
remiss. e riacut. 
» 8 id. id. fe) ae Boa | RE See £0) ia id. 
» 9 id. id. ) =P fo) + 20 oie id. 


Le 2 cavie a dieta scorbutigena, ma non infettate, morirono una il giorno 
9 gennaio e l’altra rr gennaio 1933. I reperti di autopsia per quanto ri- 
guarda le lesioni scorbutiche sono riepilogati nella tabella IV. 


Dieta 


TaBELLa IV. 


| 


| Osservazioni 


ee ___ ———e 


Cavie 
Cavia 1 
» 2 
» 3 
» 4 
» 5 
» 6 


Scorbuto + 
triparios. 


id. 
id. 
id. 
id. 
id. 


| Cavie Dieta 
Cavia 10 scorbuto 
» II id. 


++ 


++ 


Le cavie n. 7, 8, 9 non sono com- 
prese in questa tabella essendo 
a dieta normale. 


Come appare dalla tabella ’infezione da Tryp. Brucei anche se tardiva 
aggrava ugualmente la sindrome scorbutica. Anche in queste serie di animali ~ 
ho notato la mancanza della caratteristica splenomegalia. 


CONSIDERAZIONI E CONCLUSIONI. 


Come appare dalle presenti ricerche, il Trypanosoma Brucei svolge nella 
cavia a dieta priva di vitamina C un’ azione patogena, che si differenzia 
nettamente da quella comunemente rilevabile nella cavia normale. In que- 
st'ultima, infatti, il Trypanosoma Brucei produce umn’ infezione a decorso 
cronico con alternative di comparsa e scomparsa di parassiti dal torrente 
circolatorio, fino a quando un’ ultima poussé tripanosomica ha ragione delle 
difese organiche e porta a morte l’animale. L’irregolarita e la cronicita del 
decorso sono in rapporto ad un’ attiva formazione di anticorpi, che esplicano 
la loro azione provocando le ben note crisi tripanolitiche, incomplete nei 
loro effetti, in quanto la sterilizzazione dell’ animale & solo apparente. Lo 
spiccato potere di adattamento del tripanosoma permette infatti la differen- 
ziazione di pochi individui resistenti a questi anticorpi, i quali riprendono 
a moltiplicarsi inondando nuovamente il torrente sanguigno. Una successiva 
elaborazione di anticorpi da parte dell’ organismo ospite agisce come in prece- 
denza coi medesimi esiti incompleti e cosi ha inizio una nuova fase proliferativa 
del Tripanosoma con conseguenze analoghe sull’ organismo. Quest’ ultimo, 
infine, esaurito, soggiace all’infezione. A testimonianza di quest’attiva difesa 
della cavia normale contro il Tripanosoma sta inoltre il reperto dell’ impo- 
nente splenomegalia che non manca mai. Nulla di tutto cio si ¢ potuto 
rilevare nelle cavie a dieta .scorbutigena. L’infezione, accompagnata dalla 
presenza di notevoli quantita di tripanosomi nel sangue, ha avuto un decorso 
uniforme con assenza completa di crisi tripanolitiche e, per di piu, all’auto- 
psia € costantemente mancato il reperto dell’ ipertrofia splenica, Questi fatti 
inducono percid a credere che la cavia a dieta scorbutigena non sia capace 
di difendersi come la cavia normale contro il tripanosoma. 

Se perd noi ammettessimo una caduta delle reazioni difensive dell’ or- 
ganismo della cavia come conseguenza della dieta carenzata e non fermas- 
simo la nostra attenzione anche sul comportamento del tripanosoma, non ci 
sarebbe possibile spiegare tutti i fatti rilevati. Poiche ¢ naturale che se le 
difese fanno difetto e Ja virulenza del germe rimane invariata, noi dovremmo 
assistere in queste condizioni alla morte precoce degli animali, come logica 
conseguenza di un’ azione patogena efficace ed incontrastata. L’ osservazione 
dei protocolli dimostra invece che le cavie a dieta carenzata e infette sono 
morte contemporaneamente alle cavie poste semplicemente a dieta carenzata 
e, per di pil, dato il reperto di uno scorbuto particolarmente grave, si puo 
pensare che |’infezione tripanosomica non sia stata la causa della morte. 
Percid & necessario ammettere che anche il tripanosoma abbia subito pro- 
fonde modificazioni e una di queste sarebbe rappresentata dalla diminuzione 
della virulenza (tossicita?), divenuta cosi scarsa da non rendere necessaria 
la mobilitazione delle difese organiche con le modalita consuete repertabili 
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nell’ animale normale. E probabile dunque che capacita di moltiplicazione e 
potere patogeno del Tryp. Brucei siano proprieta distinte, essendo il potere 
patogeno legato a particolari condizioni organiche realizzantisi solo in pre- 
senza di vitamine C, condizioni non indispensabili, invece, per la semplice 
moltiplicazione del germe. 

In. base ad analogie dedotte da fatti rilevabili nel campo delle maalattie 
infettive quando queste si svolgono nell’ animale neonato, la spiegazione del- 
labbassamento del grado di virulenza del Tripanosoma potrebbe trovare 
un’ altra interpretazione. Si sa infatti che lorganismo umano e animale 
neonati si differenziano dall’ adulto per una speciale refrattarieta all’ azione 
dei germi anche fra i piu virulenti e la ragione di questo fatto & stata messa 
in rapporto con la scarsa o nessuna capacita all’elaborazione di anticorpi 
che sarebbe caratteristica del neonato. A base di quest’ultima interpretazione 
sta il fatto accertato dai pediatri che neonati luetici offrono la R. di W. 
negativa per un certo tempo che diventa positiva piu tardi e l’impossibilita 
di ottenere esiti positivi con linnesto di linfa vaccinica nei primi tre mesi 
di vita. Se nel caso della cavia a dieta scorbutigena potessimo ammettere 
sicuramente una deficiente produzione di anticorpi e volessimo vedere un 
rapporto fra virulenza del germe e fenomeni difensivi dell’ ospite, saremmo 
condotti, per spiegare la diminuita virulenza del tripanosoma, ad assegnare 
una certa importanza al fatto che la cavia a dieta carenzata si difende meno 
bene della cavia normale contro il Beige Questa interpretazione ha 
pero bisogno di ulteriori ricerche. 

Se il Tryp. Brucei non svolge nella cavia a dieta scorbutigena un’ azione 
patogena legata alla propria normale virulenza, contribuisce pero ad aggravare 
notevolmente il quadro scorbutico e cio accade tanto se |’ infezione degli 
animali € operata in epoca precoce o pil tardi, quando i primi sintomi di 
scorbuto sono presumibilmente gid comparsi. Quest’azione patogena indiretta 
é facilmente spiegabile in base a quanto oggi si sa sulla fisiopatologia degli 
stati carenziali. La dieta priva di uno dei componenti necessari per condizionare 
un’ alimentazione completa, incide profondamente sul ricambio generale e ne 
consegue un equilibrio metabolico modificato e molto instabile, suscettibile di 
alterarsi ulteriormente per l’intervento di altri sopraggiunti fattori. 

Il nuovo fattore puo essere individuato, in questo caso, nel Tripanosoma 
il quale, per vivere e moltiplicarsi, deve necessariamente sottrarre sostanze 
nutritive all’ organismo ospite gia carenzato. La nuova, sia pur larvata carenza, 
risultante da tale azione del germe, ¢ la causa del pit spiccato evidenzia- 
mento del quadro scorbutico. Si potrebbe dunque dire che scorbuto speri- 
mentale e tripanosomiasi da Tryp. Brucei si influenzano reciprocamente. 

Riassunto. - Riepilogando i reperti si pud dunque dire: 

1° Il Trypanosoma Brucei inoculato in cavie a dieta scorbutigena 
sia precocemente, sia in epoca pil tardiva, quando forse la sindrome caren- 
ziale ¢ gia in atto, pud vivere e moltiplicarsi come nelle cavie normali. 
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2° Inoculato pero precocemente, in epoca cioé che consente un’ os- 
servazione sufficientemente lunga degli animali, il Tryp. Brucei mostra di 
produrre un’ infezione che differisce notevolmente da quella offerta dalle cavie 
a dieta normale. L’ infezione, come si rileva dai protocolli, ha decorso uni- 
forme con assenza totale delle usuali crisi tripanolitiche. Manca inoltre la 
usuale splenomegalia. . 

3° Il quadro di scorbuto sperimentale ¢ notevolmente aggravato dall’in- 


fexione di Tryp. Brucei. 


Biologia (Idrobiologia). — La fossa circondaria e la bonifica 
idrobiologica, Nota di G. BRuNELLI, presentata dal Corrispon- 
dente F. RAFFAELE. 


La nostra Nazione e particolarmente ricca di stagni litoranei salmastri, 
Je cui comunicazioni col mare non sempre sono buone, e hanno da decenni 
rappresentato uno dei principali problemi del bonificamento e della mala- 
riologia. 

In una prima fase, per influenza della dottrina ormai sorpassata che la 
commistione delle acque dolci e salse sia particolarmente nociva, si penso 
al prosciugamento di tali stagni; ma fummo tra i primi a denunciare tali 
errori, come la bonifica del Salpi, errori che speriamo non si ripetano pit. 

La bonifica da me chiamata idrobiologica, oggi assurta a vera prassi, 
tanto che se ne parla anche nelle relazioni parlamentari, sostiene che il miglior 
modo di bonificare gli stagni salsi ¢ quello di assicurare migliori comuni- 
cazioni col mare, provvedere all’arginatura, alla sistemazione delle gronde, 
al diserbo, e all’impesciamento. 

Purtroppo quelli che erano i capisaldi dei miei studi svolti dal rg11 
al 1915, non sempre vennero seguiti, ma quando, come a Comacchio anche 
in tempo recente, si volle fare l’opposto, prosciugando le valli intermedie 
tra il mare e quelle piu a monte, malgrado gli avvertimenti del Bullo, del 
Peglion e di altri competenti, ne derivarono errori colossali; gli ultimi, spe- 
riamo. Nel dopo guerra la tesi del Peglion e mia, circa il rendimento non 
buono delle bonifiche per prosciugamento dei terreni salsi, in confronto 
delle peschiere, € apparsa all’evidenza. Nei riguardi igienici non bisogna 
dimenticare il permanere della malaria nei terreni bassi, riscattati all’agri- 
coltura mediante |’esaurimento meccanico a mezzo di idrovore. 

Vennero sventate in conseguenza diverse di tali manie di prosciuga- 
mento, e il Magistrato alle acque, per interessamento di S. E. Giuriati e 
per la competenza e fermezza dell’ Ing. Miliani, ci permise di fare nuovi 
passi nella bonifica peschereccia. 


(1) Nella seduta del 2 aprile 1933. 
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Ma questa non si svolse solo in grandiose opere nell’Italia settentrio- 
nale, sotto le nuove direttive della bonifica integrale voluta dal Capo del 
Governo e per l’azione di S. E. Acerbo e di S. E. Serpieri, ma anche nel- 
l’Italia meridionale e centrale. 

La valle da pesca fu, sino a pochi anni addietro, accusata di acuire il 
fenomeno malarico. Assisa infatti sui limiti della laguna morta, era facile 
equivocare sui centri di irradiamento dell’anofelismo. Fu anzi, perche presa 
di mira in tal senso, che abbiamo dovuto intensificare i nostri studi per 
giungere all’opposta dimostrazione. Studi approfonditi mostrano che, per 
conservare sana la valle, basta regolare la salsedine e provvedere al tempe- 
stivo ricambio delle acque. L’optimum di vita dei pesci pil importanti nel- 
Peconomia lagunare pud benissimo realizzarsi a un tasso di salinita che 
renda impossibile la vita anofelica, ossia circa il 20 per mille. Dovra cer- 
tamente tenersi presente che |’ Anopheles elutus resiste a salinita elevata 
intorno appunto al 20 per mille, e percid specie o razza particolarmente 
adatta a vivere sui margini lagunari. Sard quindi opportuno, pur essendo 
la valle piu sana di altri limitrofi territori, non trascurare le gronde della 
valle, le peschiere, l’acquadore dolce, sottoponendoli a opportune operazioni 
di diserbo, di lavaggio e di piccola bonifica. Studi approfonditi mostrano pero 
che assai pil pericolosa delle valli dove giuocano fattori contrari alla vita 
anofelica, come il vento, le oscillazioni della salinita, e la popolazione ittica 
larvifaga, ¢ la conterminazione lagunare per il suo naturale disordine, per 
la commistione delle acque dolci e salse, per l’apporto delle acque di scolo 
delle stesse bonifiche, per ]a sua minore ricchezza ittica, per il frazionarsi 
degli impaludamenti e il sottrarsi alla espansione della marea. 

Tale sfavorevole condizione in cui giace la cosi detta laguna morta, 
simile a quella in cui trovansi stagni litoranei abbandonati e con cattiva 
comunicazione col mare, rendono quanto mai propizia ed economicamente 
redditizia la bonifica peschereccia, con adatti movimenti del terreno rivolti al 
miglioramento delle foci, delle gronde e degli specchi lagunari. Cosi l’escava- 
zione della fossa circondaria della valle che facilita i movimenti delle acque e 
serve in molti casi alla sistemazione delle zone di gronda e dell’argine vallivo. 

Altre fosse di vivificazione o risalvi del pesce potranno scavarsi boni- 
ficando 1 dossi barenosi emergenti a bassa marea mediante mazzolatura, 
per realizzare anche ad alta marea il necessario franco di coltivazione (Ronchi). 

Voglio mettere in evidenza un particolare di tecnica idraulica legato 
alla bonifica idrobiologica, e cioe l’estensione da me suggerita, in base ai 
miei studi di pesca e di malariologia, della fossa circondaria. 

Secondo la definizione del Bullo, si chiama fossa circondaria quella fossa 
che, come una fascia, circonda i laghi di una valle, mettendoli tutti nella 
piu viva e continua comunicazione delle acque, e si chiama anche sempli- 
cemente la circondaria delle valli. Tale definizione mostra anche che non 
aveva nell’idraulica altro uso. 


Movendo dalle osservazioni della importanza che hanno Je fosse circon- 
darie nelle valli venete, per assicurare la manutenzione delle peschiere e rac- 
cogliere nei sottoventi la deposizione del fango in occasione di torbide cau- 
sate da burrasche, sostenni lopportunita di tale opera nei grandi stagni 
litoranei, cio che venne realizzato nella bonifica-di Lesina.e in quella in 
corso della regione pontina (lago di Fogliano). 

Tale fossa circondaria presenta anche il vantaggio di impedire la ve- 
getazione della canna palustre sui margini degli stagni la quale porterebbe 
a conseguenti interrimenti e impaludamenti. Naturalmente per tal fine la fossa 
circondaria degli stagni litoranei a bassa salinita deve essere assai piu pro- 
fonda (m. 2~2,5) della fossa circondaria delle valli salse. 

I Provveditorati, il Genio Civile e i Consorzi di bonifica, la beneme- 
rita Opera Nazionale dei Combattenti, agevolarono la realizzazione di questa, 
sia pure audace innovazione della tecnica idraulica, che non mi risulta sia 
discussa nei trattati, e per cio rendo nota. 

La fossa circondaria ormai deve riguardarsi un accorgimento idrau- 
lico della tecnica bonificatoria, che potra essere adottato anche da altre 
Nazioni. 

La fossa circondaria & specialmente necessaria anche nei riguardi igie- 
nici in quegli stagni che sono minacciati dalla vegetazione di gronda e nei 
quali, o per deficienti comunicazioni col mare, o per la deficienza dell’incur- 
sione di marea (come € negli stagni del medio Tirreno), non si raggiunge 
la salinita del 20 per mille, necessaria per combattere l’anofelismo. Assicu- 
rato infatti il diserbo e la manutenzione delle prode e una relativa circolazione 
dell’acqua, anche con una salinita minore, |’ anofelismo viene infrenato e 
soppresso mediante la piscicoltura antimalarica. 

Alcune bonifiche di laghi costieri, come quella di Fondi, eseguita nel- 
lanteguerra con altri criteri, debbono essere rifatte ex-novo. 

Sia nei riguardi malarici, che per quelli della pesca, Ja bonifica di Fondie 
infatti incompleta. Si verificano ancora, a periodi,-morie del pesce, per decom- 
posizione della sostanza organica. D’altra parte il margine troppo frastagliato 
del lago e le condizioni della gronda, mostrano che non si sono raggiunte 
neppure le finalita igieniche. Occorre per cid riprendere con nuovi criteri 
la bonifica degli stagni litoranei. 

Al beneficio idraulico ed igienico, con gli anzidetti accorgimenti, se ne 
ageiunge un altro per il miglior rendimento della pesca, potendo la fossa 
circondaria e i canali radiali di invito, servire nei periodi di forti gelate o 
di eccessiva caldura, per agevolare la sopravvivenza del pesce, il quale e 
minacciato dalla scarsita dell’ossigeno negli stagni bassi in cui € troppa 
materia organica in decomposizione, e nei quali la rallentata catarsi, porta 
a successivi peggioramenti. 

Scopo della fossa circondaria ¢ anche quello di provvedere alla mag- 
giore limpidezza e ossigenazione delle acque. 


L’imponente bonifica di Fogliano, eseguita con ricchezza di mezzi, grazie 
alle larghe vedute del Senatore Prampolini, dell’?On. Mecheri e dell’ Opera 
Nazionale Combattenti, e voluta dal Governo Nazionale, potra col tempo, 
riteniamo, servire di modello come una delle pil’ gigantesche opere di boni- 
fica idrobiologica, che hanno realizzato e armonizzato i fondamenti delle 
nuove dottrine idrauliche, malariologiche e peschereccie, con una tecnica 
italiana, cosi che resti anche in questo campo un primato al nostro Paese. 


PREMI IN CORSO DI ASSEGNAZIONE 
PRESSO LA REALE ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI 


ELENCO DEI CONCORRENTI AL PREMIO REALE PER L’4STRONOMIA 


(Scadenza 31 dicembre 1932 — Premio lire 10.000). 
I. Vanni M. — « Navigazione sferica » (ms.). 
2, ZacaR F. — 1. «Sopra il problema dei tre corpi nel caso in cui le costanti delle 
aree siano tutte nulle» (st.). - 2. «Sull’ orbita della stella doppia 66 Piscium = o¥ 20» 


(st.). - 3. «Occultazioni di stelle osservate negli anni 1927-29 e loro riduzioni» (st.). - 
4. «Metodo particolare per la correzione di un’ orbita e sua applicazione al pianeta trans- 
nettuniano recentemente scoperto» (st.). - 5. «Nuove ricerche sull’orbita di Plutone» 
(st.). - 6. « Osservazioni ed elementi della variabile TU Cassiopeiae » (st.).— 7. «Sulla 
legge delle aree nei sistemi binari» (st.). - 8. «Il terzo corpo nel sistema Sirio » (st.). - 
g. «Sopra la variazione della eccentricita nel problema dei due corpi di masse variabili» 
(st.). - 10. « Differenza di longitudine Milano-Zurigo determinata nell’anno 1929 » (st.). — 
11. «Sugli effetti secolari di un mezzo resistente sulla rotazione della Terra e sul valore 
attuale dell’ obliquita della eclittica» (ms.). - 12. «Sull’ aumento di massa di un pianeta 
per effetto di pulviscolo cosmico» (st.). - 13. «Il moto solare e l’effetto K determinati 
dalle velocita radiali di 998 stelle del tipo spettrale B» (ms.). 


ELENCO DEI CONCORRENTI 
AL PREMIO REALE PER LA MINERALOGIA E GEOLOGIA 


(Scadenza 31 dicembre 1932 — Premio lire 10.000). 


I. BIANCHI ANGELO. — 1. « Apatite di Val Devero (Ossola)» (st.). - 2. « Augite 
diopsidica del M. Cervandone» (st.). — 3. «IIlmenite ed ematite titanifera di Val Devero » 
(st.). — 4. «Sopra due rocce orneblendiche intercalate negli scisti di Baceno (Val Devero)» 
(st.). — 5. «Di alcuni interessanti cristalli di andradite nel serpentino del Passo della 
Rossa » (st.). - 6. « Quarzo di Val Devero (Ossola) » (st.). — 7. « I] Tessinerhabitus di Koenigs- 
berger nei quarzi di Val Leventina e di Val Devero» (st.). - 8. «L’epidoto delle inter- 
calazioni basiche nel gneiss del Cervandone e dell’Arbola, e le rocce che ne formano i 
giacimenti» (st.). - 9. «I minerali dei “ calcescisti” di Devero» (st.). — 10. «La bismu- 
tinite di Crodo in Val d’Ossola e le costanti cristallografiche della bismutinite » (st.). - 
11. « La Val Devero ed i suoi minerali» (st., con atlante). - 12. «Le rocce effusive del- 
Visola di Coo» (st.). - 13. «Le rocce effusive del Dodecanneso» (st.), = 14. «La pro- 
vincia petrografica effusiva del Dodecanneso (Mar Egeo)» (st.). - 15. «Appunti petro- 
grafici sulla regione delle Alpi Aurine e Vedrette Giganti (Alto Adige)» (st.). — 16. « Ri- 
cerche geologico—petrografiche su le Alpi Aurine e Pusteresi (Alto Adige) » (st., in collab.). - 
- 17. «Rilevamenti geologici nell’Alto Adige Orientale » (carte). — 18. «Studi petrografici 
sull’Alto Adige Orientale » (ms., con atlante). - 19. «1 minerali del Miage nel Gruppo 
del Monte Bianco» (st., in collab.). - 20. «Studi sulle cloriti» (st., in collab.). 

2. Panicut Uco. — 1. «Ricerche petrografiche su la regione Aurunca » (st.). - 2. « Dia- 
basi e rocce filoniane melanocrate della Sardegna» (st.). - 3. «Concetti fondamentali di 


cristallografia » (st.). - 4. «Considerazioni sul peso specifico dei minerali e dei composti 
chimici cristallizzati » (st.). - 5. « Pesi specifici nei composti binari solidi » (st.). - 6. « Spazio 
molecolare e numero atomico» (st.). - 7. «Sulla struttura dei cristalli» (st.). - 8. « Ele- 
menti di simmetria indipendenti di I e II specie» (st.). - 9. « Scorrimenti nei reticolati 
cristallini e polimorfismo» (st.). - 10, «Sul dimorfismo del salgemma e della silvite » 
(st.). — 11. « Studi ed esperienze sui costituenti dei reticolati cristallini » (ms.). - 12. « Con- 
tributo chimico allo studio strutturale dei minerali poco attaccabili» (ms.). - 13. «Sopra 
un minerale radioattivo in una perlite del M. Arci» (ms.). 


ELENCO DEI CONCORRENTI 
AL PREMIO DELL’ASSOCIAZIONE BANCARIA ITALIANA 
PER LE SCIENZE FISICHE MATEMATICHE E NATURALI 


(Scadenza 31 dicernbre 1932 — Premio lire 10.000). 


Bompiani Enrico. — «Geometrie Riemanniane di specie superiore ». 


ELENCO DEI CONCORRENTI AL PREMIO BATTISTA GRASSI 


(Scadenza 31 dicembre 1932 — Premio lire 6.000 circa). 


I. BaBUDIERI BRENNO. — 1. «I sarcosporidi e le sarcosporidiosi » (st.). — 2. « Chon- 
drostagon haematicum n. g., n. sp. Nuovo enigmatico emoparassita di Spelerpes fuscus » 
(st.). - 3. «Su di un parassita degli eritrociti dello Spelerpes» (st.). — 4. « Emoprotozoi 
parassiti di vertebrati italiani» (st.). - 5. «Emoparassiti di vertebrati eterotermi italiani » 
(st.). - 6. «Studi di-ematologia comparata» (st.). - 7. « Variazioni stagionali della for- 
mula ematica di Lacerta muralis» (st.). 

2. Curzi Mario. — 1. «Sulla Flora micologica delle Marche» (st.). - 2. « Intorno 
alla causa dell’avvizzimento del peperone (Capsicum annuum) » (st.). - 3. «Il parassitismo 
del Verticillium tracheiphilum e la diffusione della ‘“ tracheoverticilliosi ’’ del peperone in 
Italia» (st.). - 4. «La tracheoverticilliosi della patata» (st.). - 5. «La puntatura delle 
cariossidi di frumento e una nuova’ specie di Alternaria » (st.). — 6. « Sulla comparsa della 
peronospora del Luppolo in Italia e sui nomi generici Peronoplasmopara e Pseudoperono- 
spora» (st.). - 7. «De Novis Theae Micromycetibus pathogenis» (st.). — 8. « Una moria 
di giovani piante di pero ed un nuovo genere di Pyrenomicetae » (st.). — 9. « L’eziologia 
della ‘“Cancrena pedale” del “Capsicum annuum L.”» (st.). - 10. «Intumescenze e 
Cladosporium Pisi sui legumi di Pisum sativum » (st. in collab.). - 11. « Prime osserva- 
zioni su alcuni casi di ‘‘ Mal del piombo”’ » (st.). - 12. «Di uno speciale parassitisnio 
dell’Ascochyta Syringae» (st.). — 13. Rassegna fitopatologica ed operosita nell’anno 1926 
della R. Stazione di Botanica Crittogamica (Laboratorio Crittogamico) in Pavia. (st.). - 
14. «Fungi Aternenses» (st.). - 15. «De novis Eumycetibus» (st.). - 16. Atti dell’ Isti- 
tuto Botanico della R. Universita di Pavia, Ser. III, vol. III (Compilazione) (st.). — 17. «La 
lotta contro le malattic bacteriche delle piante » (st.), - 18. «Intorno alla posizione siste- 
matica di un Fusarium isolato dalla pelle del cane» (st.). - 19, «Su una-“ pseudocarie ” 
delle cariossidi di frumento » (st.). - 20. « Una nuova grave malattia del granturco » (st.). - 
21. «Intorno a una malattia delle foglie di “ Thea Sinensis” » (st.). - 22. « Prime osser- 
vazioni su la mutazione di un ifomicete» (st.). - 23. «Sur la mutation dun Hyphomycéte 
‘(Fusarium Moronei) » (st.). - 24. «Recherches morphologiques et expérimentales sur un 
hyphomycéte thermophile (Acremoniella thermophila). Morphologie du Champignon » 


(st.). — 25. «Intorno alle tracheomicosi e a nuovi gravi casi di verticilliosi» (st.). - 
26. « Recherches morphologiques et expérimentales sur un hyphomycéte thermophile (Acre- 
moniella thermophila). Taxonomie du champignon » (st.). - 27. «Recherches morpholo- 
giques et expérimentales sur un hyphomycéte thermophile (Acremoniella thermophila). 
Les variations discontinues » (st.). - 28. «Recherches morphologiques et expérimentales 
sur un micromycete thermophile (Acremoniella thermophila). L’influence de la tempe- 
rature sur le développement et sur la sélection des souches» (st.). - 29. «Ricerche 
morfologiche e sperimentali su un micromicete termofilo (Acremoniella thermophila) » 
(st.). - 30. «Una nuova specie di ‘“ Microascus’’ » (st.). — 31. «Petriella, nuovo genere 
di pirenomicete » (st.). - 32. «Una grave acarinosi del pero dovuta a “ Epitrimerus Piri 
Nal.’ » (st.). - 33. « Rapporti fra i generi ‘‘ Microascus Zukal’’ e “ Scopulariopsis Bainier ” » 
(st.). — 34. «Intorno alle infezioni cercosporiche dell’Arachis hypogea » (st.). - 35. « Rap- 
ports entre les genres “ Microascos ’’ Zukal et “ Scopulariopsis Bainer» (st.). - 36. « Alcuni 
casi di cancrena pedale da “Sclerotium” osservati in Italia» (st.). - 37. «Una nuova 
specie di “ Helminthosporium ’’ in una malattia del banano segnalata nella Somalia Ita- 
liana» (st.). - 38. «Malattie del pesco caratterizzate da filliscosi (« Phonydisease”’ e 
“ malattia del pennacchio”’)» (st.). — 39. «Studi su lo “Sclerotium Rolfsii” Memoria I. 
Intorno a due Sclerotium isolati in Italia da piante affette da cancrena pedale» (st.). - 
40. «Contributo alla conoscenza della biologia e della sistematica degli stipiti di ‘“ Sclero- 
tium Rolfsii” » (st.). - 41. « De fungis et morbis africanis. I. De quibusdam hyphomyce- 
tibus parasitis Somaliae» (st.). - 42. «I tripidi come causa della “malattia del pennac- 
chio” del pesco» (st.). 

3. Penso Giuseppe. — 1. « Giardia intestinalis Lambl e Giardiasi» (st.). - 2. «Sopra 
un’Ameba parassita della vescica urinaria « (st.). - 3. «Sopra un caso di pseudoparassi- 
tismo da Anguillula aceti» (st.). — 4. «Osservazioni ed esperienze sull’ Anguillula aceti » 
(st.). - 5. «Sopra una anomalia di un Ankylostoma duodenale» (st.). - 6. « Impressioni 
mediche dopo un viaggio intorno all’Africa » (st.). - 7. «Sulla patogenicita del Balanti- 
dium coli» (st.). - 8. «Sulla patogenesi dell’ anemia nelle teniasi» (st.). - 9. « Sulla pato- 
genicita dell’Entamoeba coli» (st.).- 10. «Sugli Sclerostomi del cavallo » (st.). — 11. « Sul- 
Vazione patogena della Giardia intestinalis » (st.). - 12. «Sopra un nuovo meccanismo di 
infestazione degli Sclerostomidi» (st.). - 13. «Sulla possibilita della trasmissione di El- 
minti dalla madre al feto» (st.). - 14. «Sull’uso del tetracloruro di carbonio e dell’ olio 
cloroformico nella terapia dell’Anchilostomiasi» (st.). - 15. «Sui Protozoi coltivati dalle 
feci umane normali» (st.). - 16. «La diffusione dell’Anchilostomiasi in Italia e mezzi per 
combatterla» (st.). — 17. «Sticopiemia delle lepri a carattere epizootico » (st.). - 18. «La 
cisti del Trichomonas intestinalis» (st.). - 19. «Présence des ceufs d’Oxyures en pleine 
muqueuse intestinale et biologie des Oxyures» (st.). — 20. « Sull’azione emolitica del- 
LP Ascaris lumbricoides L.» (st.). - 21. «La cura della Teniasi» (st.). - 22. « Entamoeba 
vesicalis (Penso)» (st.). — 23. « Su alcuni ciliati rinvenuti nella bocca di pecore » (ms.). - 
24. «1 concimi chimici nella profilassi dell’Anchilostomiasi nelle campagne » (st.). 

4. Vanni Virrorio. — 1. «Sulla spirochetosi ittero-emorragica » (st.). - 2. «Sopra 
un metodo di coltivazione della spirocheta ittero-emorragica » (st.). - 3. «Ricerche speri- 
mentali sulla spirochetosi ittero-emorragica» (st.). - 4. « Lambliosi intestinale » (st.). — 
5. «Sulla diagnosi di spirochetosi ittero-emorragica » (st.). - 6. « Le alterazioni epatiche 
nella spirochetosi ittero—emorragica » (st.). - 7. «Le alterazioni renali nella spirochetosi 
ittero-emorragica » (st.). - 8. «Il brivido come equivalente dell’ accesso malarico » (st.).— 
g. «Parassiti animali e appendicite » (st.). - 10. « Contributo alla conoscenza della Balan- 
tidiosi umana » (st.). - 11. «Ricerche sulla Sarcocistina » (st.).- 12. « Ricerche sul Sarco- 
cystis tenella Railliet 1886» (st., in tre parti). - 13. «Sopra un Cestode parassita del Va- 
rano del Nilo» (st.). 


ELENCO DEJ CONCORRENTI 
AL PREMIO DELL’ ASSOCIAZIONE NAZIONALE PROFESSORI UNIVERSITARI 


(Scadenza 31 dicembre 1932 — Premio lire 2.000). 


1. Mept Enrico. — «Calcolo della differenza di energia fra “ singoletti”’ e “‘ tripletti” 
nell’atome del Calcio» (ms.). 


ELENCO DEI CONCORRENTI AL PREMIO MINISTERIALE PER LE 
SCIENZE MATEMATICHE. 


(Scadenza 31 marzo 1933 — Premio lire 4 000). 


I. CIBRARIO MARIA. — 1. «Sui teoremi di esistenza e di unicita relativi ad alcune 
equazioni differenziali a derivate parziali». Nota I e II (st.).— 2. «Su alcuni notevoli 
cambiamenti di variabili e sulle loro applicazioni ad alcune equazioni a derivate par- 
ziali di tipo iperbolico e parabolico » (st.). —- 3. «Su una trasformazione per le equa- 
zioni alle derivate parziali del secondo ordine » (st.). — 4. «Sulla riduzione a forma 
canonica delle equazioni lineari alle derivate parziali di secondo ordine di tipo misto » 
(st.). — 5. «Sulla riduzione a forma canonica delle equazioni lineari alle derivate par- 
ziali di secondo ordine di tipo misto » (st., altra Nota). — 6. « Primi studi intorno alle 
equazioni lineari alle derivate parziali del secondo ordine di tipo misto iperbolico- 
paraboliche » (st). — 7. Id. id. (st., altra Nota). — 8. «Alcuni teoremi di esistenza e 
di unicita per l’equazione XZxx + Zyy = O» (st.). 

2. MASOTTI ARNALDO. — 1. «Sulla funzione preliminare di Green per un’area 
piana» (st.). — 2. «Sul moto di un vortice rettilineo » (st.). — 3. «Sopra una relazione 
di reciprocita nella idrodinamica » (st.). — 4. «Sopra una proprieta energetica del moto 
di un vortice rettilineo » (st.).— 5. «Sulle azioni dinamiche dovute ad un vortice ret- 
tilineo » (st.). — 6. «Sopra una formula atta a determinare i] centro di un sistema piano 
di vettori» (st.). — 7. « Osservazioni sul moto piano di un sistema di punti nel quale ée 
stazionario il centro delle velocita » (st.). — 8. «Sul centro delle pressioni idrostatiche » 
(st.). — 9. «Condensatori cilindrici con una armatura filiforme » (st.). — 10. «Sul teo- 
rema di Ké6nig» (st.). — 11. «Condensatori aventi una armatura sferica di piccolo 
raggio» ‘st.). — 12. « Relazione fra le curvature di due linee corrispondenti 1n una rap- 
presentazione conforme » (st.). — 13. «Un teorema di univocita relativo all’equazione 
di Poisson » (st.). — 14. «Sopra un’equazione caratteristica dei rapporti incrementali » 
(st.). - 15. « Teoremi di univocita per le soluzioni della equazione di Poisson soddisfa- 
centi speciali condizioni al contorno » (st.). — 16. «Sopra una notevole funzione ed il 
suo intervento in varie questioni fisico-matematiche » (st.). — 17. «Sul moto di un si- 
stema di sorgenti puntiformi libere » (st.). 

3. MINETTI SILVIO. — 1. «Sullo stato attuale della teoria delle funzioni intere » 
(st.). — 2. «Sulla teoria delle funzioni intere di genere finito » (st.). — 3. «Un teorema 
generale sulle successioni di funzioni convergenti verso una funzione olomorfa » (st.). — 
4. «Su alcuni teoremi delle famigle normali di funzioni analitiche anche in relazione al 
postulato di Zermelo » (st.). — 5. «Metricizzazione dello spazio funzionale delle fun- 
zioni olomorfe in un medesimo campo » (st.), — 6. « La geometria degli olospazi e i suoi 
legami colle equazioni differenziali ordinarie » (st.). — 7. «Sulle condizioni necessarie 
e sufficienti affinche una data equazione differenziale sia pseudo lineare di ordine 
dato » (st.). — 8. «Sulle condizioni necessarie e sufficienti per la derivabilita rispetto 
ad un parametro sotto il segno integrale » (st.). 


ELENCO DEI CONCORRENTI 
AL PREMIO MINISTERIALE (ISTRUZIONE NAUTICA) 
PER LE SCIENZE MATEMATICHE 


(Scadenza 31 dicembre 1932 — Premio lire 5.000). 


I. GitBerTO Orazio. — 1. «La Perseverante» (ms.). - 2. «Le sferoconiche di 
Magnus» (ms.). — 3. « Una proprieta angolare delle iperboli equilatera e sestantale » (ms.). 

2. Mazzoni Pacirico — 1. « Sulle aree moltiplicabili del Cantelli » (ms.), — 2. «Sul 
resto della formola di De Moivre-Stirling » (ms.). 


ELENCO DEI CONCORRENTI AL PREMIO MINISTERIALE PER LE 
SCIENZE CHIMICHE, 


(Scadenza 31 marzo 1933 — Premio lire 4.0 0). 


I. CAGLIOTI VINCENZO. — 1. «Ricerche sugli ososali di molibdeno e ammo- 
nio» (st.). — 2. «Nuove ricerche sulla composizione chimica della romanechite » 
(st., in collab.). — 3. «Sull’impiego dei raggi X in analisi quantitativa » (st., in collab.). - 
4. « Ricerche roentgenografiche sopra un sottosolfuro di cobalto adoperato come cata- 
lizzatore di idrogenazione del fenolo » (st., in collab.). — 5. « Le leghe di zinco e manga- 
nese» (st., in collab.). — 6. «Struttura e composizione chimica di alcune leghe metal- 
liche » (st., in collab.). — 7. «Lo sviluppo delle tensioni provocate dallo stiramento » 
(ms., in collab.). — 8. « Nuove ricerche sulla composizione chimica della Sarcolite del 
Mente Scmma » (ms., in collab.). — 9, «La decomposizione catalitica dell’alcool etilico 
mediante TiO, » (st.). — 10. «Orientamento dei cristalliti metallici e solubilita » (st.), — 
11. « Ricerche roentgenografiche sulle leghe Zn-Ni» (st.). — 12. « Ricerche sull’acido 
grafitico » (ms., in collab.). — 13. « I] rinvenimento della resistenza elettrica e della du- 
rezza di alcune leghe binarie di Fe (cristalli misti), dopo la lavorazione a freddo » 
(ms., in collab.). 


ELENCO DEI CONCORRENTI AL PREMIO MINISTERIALE PER LE 
SCIENZE NATURALI. 


(Scadenza 31 marzo 1933 — Premio lire 4.000). 


I. BENAZZI MARIO. — 1. « Funzione ovarica e gravidanza» (st.). — 2. «Nuovi 
risultati riguardanti la funzione ovarica in gravidanza » (st.). — 3. «Sulla funzione ovarica 
in gravidanza» (ms.). — 4. «L’azione dell’ormone follicolare sulla tiroide di femmina 
castrata» (st.). — 5. « La somministrazione di liquido follicolare non preserva la tiroide 
dalle trasformazioni conseguenti alla ovariectomia» (st.). — 6. «Documenti per la 
istofisiologia delle interrelazioni ovarico-tiroidee» (ms.). — 7. «Nuove ricerche sulle 
correlazioni ovarico-tiroidee: risultati ottenuti col trapianto delle ovaie» (ms.). — 
8. « Appunti sulla istofisiologia della ghiandola tiroide embrionale » (st.). — 9. « Osser- 
vazioni sulla euri e stenotermia nelle planarie» (st.). — 10. «La resistenza delle pla- 
narie all’azione della temperatura» (ms.). — 11. « L’evoluzione di un carattere biolo- 


gico nei mammiferi: la viviparita» (ms.). 


— 680 — 


2. D1 Caporiacco Lopovico. — 1. «Aracnidi raccolti durante la spedizione di 
Cufra» (ms.). — 2. «Aracnidi dell’Alta Valle dell’Orco » (st.). — 3. « Aracnidi » (st.). ~ 
4. « Pesci raccolti nell’Imalaia occidentale e nel Caracoram dalla spedizione di S. A. R. 
il Duca di Spoleto» (ms.). — 5. «Aracnidi raccolti nell’Imalaia occidentale e nel Cara- 
coram dalla spedizione di S. A. R. il Duca di Spoleto » (ms.). — 6. «Spedizione scien- 
tifica nel’Oasi di Cufra: Scorpioni e Solifugi» (st.). — 7. « Aracnidi raccolti in Albania 
dal dott. Pietro Parenzan » (st.). 

3. DRAGONE-TESTI GIUSEPPINA. —- I. « Esperienza sulla fotosintesi in presenza 
di alcuni alcaloidi» (st.). — 2. «Azione degli alcaloidi sulla germinazione dei semi » 
(st.). — 3. «Azione di alcuni alcaloidi sullo sviluppo di Protococcus viridis Ag.» (st.). — 
4. «Azione di alcuni alcaloidi sullo sviluppo di Chlamydomonas e di Euglena » (st.). - 
5. «Azione di alcuni alcaloidi sullo sviluppo di Osc7llatoria» (st.). — 6. «Influenza di 
alcuni alcaloidi sulla formazione di amido » (st.). — 7. «Significato degli alcaloidi nella 
Biologia vegetale» (st.). — 8. «I peli fogliari dell’Helichrysum petiolatum D. Don 
come materiale cellulosico per |’industria cartaria» (st.). — 9. «Significato fisiologico 
dei lipoidi nel Viburnum Tinus L.» (st.). — 19. «Un nuovo metodo microchimico 
per la separazione della cellulosa nelle membrane vegetali» (st.). — 11. « Introduzione 
allo studio degli alcaloidi» (st.). 

4. FERRARI RODOLFO. — 1. «Influenza della tiroide sul punto isoelettrico della 
cute e dei muscoli» (st.). — 2. « Ricerche ematologiche sulla rana salata» (st.). — 
3. «Sulla divisione diretta degli eritrociti circolanti della rana » (st.). — 4. « Ricerche 
sulla costituzione morfologica del timo nella cosidetta rana salata » (st.).— 5. « Ricerche 
sulla formazione della emoglobina nella rana salata » (st.). — 6. « Formazione tardiva di 
edema nella rana salata dopo perfusione con liquidi ipertonici » (st.). — 7. « Influenza 
delle paratiroidi sulla coagulazione del sangue » (st.). — 8. « Influenza delle proteine del 
sangue sulla scomparsa dell’edema nella rana salata » (st.). — 9. « Influenza del pancreas 
sulla coagulazione del sangue » (st.). — 10. « Influenza dell’alimentazione tiroidea sulla 
costituzione morfologica del sangue del girino di rana » (st.). 

5- ORRU ANTONIETTA. — 1. «QOsservazioni sul contenuto in acqua dell’albume 
e del tuorlo dell’uovo di gallina, durante lo sviluppo dell’embrione » (st.). — 2. « Analisi 
chimica e biologica di semi di leguminose africane » (st.). — 3. « Analisi chimica e biolo- 
gica di cereali africani ». Nota III (st.). — 4. « Analisi chimica e biologica di cereali afri- 
cani», Nota IV (st.). — 5. « La crescenza dei ratti alimentati esclusivamente con 
carne muscolare di Pagellus erythrinus Linn. » (st.). — 6. «Sul valore biologico alimen- 
tare delle proteine contenute nella carne di Mugil cephalus Cuv.» (st.). — 7. «Sulle 
variazioni delle costanti chimico-fisiche dell’acqua dopo che vi é stato immerso il tuorlo 
dell’uovo di gallina» (ms.). — 8. «Sul comportamento del tuorlo dell’uovo di gallina 
immerso nell’acqua ». Nota I (st.). — 9. Id. id. Nota II (ms.). — 10. Id. id. Nota III 
(ms.). — 11. «Sulla permeabilita della membrana vitellina dell’uovo di gallina » (ms.). 
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Seduta del 7 maggio 1933 (Anno XI) 


Presidenza del Socio anziano prof. sen. E. MARCHIAFAVA 


MEMORIE EF ONOITEy DiasOCl 


Matematica. — La teoria delle corrispondenze a valenza sopra 
una superficie algebrica: le corrispondenze a valenza in senso protel- 
tivo. Nota 1° del Socio F. SEvErI. 


15°). Un’applicazione notevolissima del concetto di serie di equivalenza 
(cui ho gia con qualche ampiezza accennato anche nella Memoria C) puo 
farsi alla teoria delle corrispondenze. E noto che Zeuthen aveva dato fin dal 
1906 un principio di corrispondenza, sopra una superficie algebrica F, di 
carattere meramente proiettivo, il quale era restato finora una semplice cu- 
riosith numerativa, avulsa da concezioni generali, di carattere funzionale. Il 
principio cui alludo riferiscesi alle corrispondenze in cui gli omologhi di un 
generico punto P di F son segati sulla superficie (fuori di punti fissi) da 
una curva sghemba di un ordine determinato, avente in P con F una certa 
molteplicita d’intersezione y==0. Una corrispondenza siffatta la diremo 
una corrispondenza di Zeuthen e y si dira la valenza nel senso (proiethivo) di 
Zeuthen. 
Dal n. 3 risulta gia che il concetto di corrispondenza di Zeuthen non é 
invariante per trasformazioni birazionali della superficie (nonostante lo sia per 
trasformazioni cremoniane dello spazio). Noi invece vogliamo pervenire a 
concetti invarianti. 


(1) Presentata nella seduta del 5 marzo 1933. 
(2) Continua la numerazione delle Note precedenti su La teoria delle serie di equt- 
valenza sopra una superficie algebrica. 
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ComincerOd ad ottenere di nuovo il principio sotto una forma proiet- 
tivo—numerativa pill generale pero di quella dello Zeuthen, riferendomi (in- 
vece che ad una superficie di S,) ad una F di S,; e completando la consi- 
deraxione di Zeuthen in un punto fondamentale, che era sfuggito all’ Autore. 
Sia anzitutto Tuna corrispondenza, d’indici a , 8, fra i punti P,P’ di F, 
nella quale il gruppo Y dei B punti P’ omologhi del generico P, sia segato 
su F da una varieta M(P), ad r—2 dimensioni, variabile con continuita 
insieme a P e non passante per P (per r = 3 si tratterebbe dunque di una 
corrispondenza con y = 0). Il principio che vogliamo si ottiene quasi con 
un tratto di penna da una formula generale che da le coincidenze di una 
serie co” di coppie di punti in S,. Essa’é contenuta in un pregevole lavoro 
numerativo de] compianto Mario Pieri “). 

La varieta co? delle coppie P , P’ della corrispondenza T puo esser estesa, 
associando al generico P di F ogni punto P’ della varieta M (P). Si ottiene 
cosi in Sy una serie XZ, oo’, di coppie P,P’, alla quale pud essere appli- 
cato il principio di Pieri. Le coppie PP’ costituite da punti coincidenti son 
i punti uniti di IT’. Conviene a questo punto ricordare che le coincidenze di 
una serie oo” di coppie di punti di un S,, possono esser perfette od imper- 
fetle. Una coincidenza O ¢ perfetta quando, fissata una retta qualsiasi a 
per O, esiste qualche coppia 4,’ di rami di origine O, tali che, se P 
descrive A, P’ descrive %’ e la retta PP’ ha per limite a. Se invece cid ac- 
cade soltanto per particolari rette a per O, la coincidenza ¢ imperfetta. Chia- 
mata relta principale uua retta a siffatta, cioe una congiungente di due punti 
infinitamente vicini di XZ, si pud dire che la coincidenza O ¢ perfetta se ogni 
retla per essa é& principale; é imperfetta, se le rette principali per O si distri- 
buiscono nella stella in una o pit varieta (algebriche) subordinate. E vi sono 
vari gradi d’imperfezione della coincidenza, a seconda delle dimensioni delle 
varieta delle rette’ principali. 

Una coincidenza isolata é sempre perfetta; ma coincidenze perfette pos- 
sono aversi anche in punti particolari di luoghi di coincidenze (Si pensi al- 
Yesempio di un’omologia speciale). Se una coincidenza O appartiene ad un 
luogo co! di coincidenze, le rette principali per O sono in generale Got eear 
ma per punti particolari del luogo possono esser di pit. 

Orbene, anche su F (che supponiamo d’ordine m), le coincidenze di T 
son da distinguersi in perfette ed imperfette. Una coincidenza O di T & 
perfetta quando ognuna delle tangenti ad F nel punto (semplice) O é una 
retta principale (pel che non si richiede affatto che O sia perfetta come 
coincidenza di X!); &@ imperfetta quando da O esce un numero finito di 
rette principali tangenti ad F (in generale una sola 2): 


(1) «Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo », 1891. Il rapporto fra la for- 
mula del Prerr ed il principio di ZeurHen, era evidentemente sfuggito a questo Autore 
Scienziato coscienzioso, quanto geniale. 


(2) Si suppone che F sia priva di punti multipli o per lo meno che abbia punti mul- 


> 


Cid posto, il principio del Pieri, applicato alla serie Z, porge la relazione 


(5) a+6B+S=u+E+a, 


ove 8 & il numero delle coppie P,P’ di &, che hanno P su una gene- 
Tica sezione iperpiana E di F e P’ sopra una retta generica a’ di S;; uw é il 
numero delle coincidenze perfette (in generale situate fuori della curva D 
delle coincidenze); & il numero delle rette principali di Z, passanti per un 
generico punto Q di S,, e uscenti da punti di D (escluse quelle eventuali 
che escono dalle coincidenze perfette situate su D e che son gia contate nel 
numero #); » l’ordine di D®, 

I punti P’ delle coppie P,P’ di &, aventi P su E, riempiono un’ iper- 
superficie ®, d’ordine 8, luogo di cot varieta M(P). La curva segata da 
® su F ¢ dordine Sm ed essa & tagliata pertanto da E’ in 8m punti, che 
son 1 P’ delle coppie P,P’ aventi P su E, ed i punti P’ situati su quelle 
eventuali M(P) (corrispondenti ad un numero finito di punti P di E) che se- 
gano F secondo curve, anziche in gruppi di B puntt®. Se dunque manca la 
seconda categoria di punti P’, se cioe tute le M(P) segano F in un nu- 
mero finito di punti, 3m uguaglia il numero delle coppie P,P’ che hanno 
P suEe P’ su E’. Ci limiteremo per ora a questo caso (ipotesi di Zeuthen). 

I numeri «, 8, 5, u, w hanno tutti significato intrinseco sulla F; mentre 
& ha significato in relazione all’ambiente. Allo scopo di esprimere § con 
numeri aventi significato intrinseco, supponiamo (come avverra in generale) 
che le rette principali di 2%, uscenti da un punto generico R di D, riem- 
piano un iperpiano I per R (se riempissero un’ ipersuperficie conica d’ordine 
s, la D dovrebbe considerarsi s volte come curva di coincidenza). Fissato 
un generico S,_,, A, chiamiamo I’ liperpiano proiettante da A il piano tan- 
gente ad F in R. Avremo cosi una co! di coppie I, 1’ d’iperpiani e il nu- 
mero delle coincidenze (per un noto aspetto, dato da Schubert, al principio 
di corrispondenza di Chasles) sara uguale al numero @ delle coppie I, I’ il 
cui I passa per un punto, aumentato del numero & delle I, I’ il cui I’ passa 


tipli generabili con proiezioni generiche, si che sia possibile considerarli come sovrapposi- 
zioni di un numero finito di punti semplici. La cosa non ha importanza, trattandosi di 
giungere alla fine a concetti invarianti. 

(1) In realta nella (5) il numero a denota quante M(P) passano per un punto ge- 
nerico P’ di S,. Questo numero resta lo stesso se P’ cade su F, purché nel definire il 
gruppo Y dei ® punti P’ omologhi di un P, ogni P’ si conti tante volte quant’é in esso 
la molteplicita d’intersezione di F con M(P). Si prescinde qui dal caso in cul Ja corri- 
spondenza T—1! sia composta con un’involuzione di F . Questo caso si riduce al caso ge- 
nerale, come per le corrispondenze algebriche sopra una curva. Vedi in proposito il mio 
Trattato di geometria algebrica (Bologna, Zanichelli, 1926; vol. 1, parte IDS jd PRG 

(2) E quest’ultima categoria di punti P’, che & completamente sfuggita allo ZEUTHEN. 
Né c’é da sorprendersi. L’argomento, essenzialmente nuovo, richiede una larga esperienza 
nuova ! 
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per un punto e diminuito del numero p delle coppie 1,1’ il cui S,_, in- 
tersezione appoggiasi ad una retta. I] numero & uguaglia il numero dei piani 
tangenti ad F in punti di D, che si appoggiano a un dato S,_, (passante 
per A), cioe il numero dei punti dove D é incontrata dalla jacobiana della 
rete staccata su F degl’iperpiani passanti pel dato S,_,. Designati pertanto 
con vy,7 il grado ed il genere virtuali di D su F, sara: 


e — Ses ee 


Infine il numero pe non é che Vordine della rigata delle rette principali tan- 
genti ad F, che escon dai punti di D (esclusi dalla rigata gli eventuali fasci 
di rette principali uscenti dai punti di D, che fossero coincidenze perfette). 
Se si vuol dare di p una definizione intrinseca, si dira che é il numero delle 
coppie P , P’ infinitamente vicine, che giacciono sulle curve di un fascio |E |, 
senza esser coincidenze perfette. Riassumendo si ha la relazione: 


(6) a+P+8=—=u+p+v—2n7—20+42, 


Ja quale esprime il primo principio di corrispondenza che cercavamo (per 
r = 3 essa coincide, salvo l’aspetto intrinseco dato alla formula, con quella 
di Zeuthen). 

La (6) vale anche se le M(P) passano per & punti fissi su F, percheé 
tanto u che 8 diminuiscono evidentemente di k unita, se si fa astrazione da 
tali punti; e tutti gli altri numeri restano immutati. 

Il caso in cui vi sono M(P) che incontrano F in infiniti punti, sara 
considerato pil innanzi (n. 20). 


16. Sara opportuno, per quanto segue, di esporre talune proprieta gene- 
rali delle corrispondenze algebriche fra due superficie F , F’ distinte o sovrap- 
poste. Conviene anzitutto tener presente la rappresentazione delle corrispon- 
denze fra F,F’ sulla variett W delle coppie di punti di F , F’. Su W son 
tracciati due sistemi di superficie ® (P) e ®’ (P’), che rappresentano rispet- 
tivamente le coppie con P dato su F e con P’ dato su F’. Le ® son bira- 
zionalmente equivalenti ad F’, le ®’ ad F. Il sistema ¥ delle ® é birazio- 
nalmente equivalente ad F; il sistema &’ delle ®’ é birazionalmente equiva- 
lente ad F’. I sistemi %, 2’ son d’indice 1 e di grado zero (due superficie 
dello stesso sistema non hanno punti comuni) e le ® unisecano le ©’. 

Se F, F’ sono sovrapposte, su W @ tracciata una superficie Q, uni- 
secante delle ® e delle ®’, birazionalmente equivalente alle F, F’, che é 
Pimagine della corrispondenza identica Q. 

Una corrispondenza T fra i punti di F e quelli di F’ (cioe una varieta 
di W), qualora contenga so? coppie P,P’, & rappresentata da una super- 
ficie T di W, la quale incontra tutte le ® e tutte le ®’ soltanto se T non 
€ in qualche modo degenere. 


La somma T +S di due corrispondenze ¢ rappresentata su W dalle 
varieta I + S. Pertanto essa ha come inversa la somma T— ! + S~' delle 
inverse di T,S. La differenza T — S (effettiva o virtuale) delle corrispon- 
denza T,S é rappresentata su W dalla varieta (effettiva o virtuale) Li 3S3 
Pertanto “essa ha periinversa [=> *>—S- :, 

Se una corrispondenza non degenere T e tale che al generico P di F 
corrispondono B punti P’, di cui k coincidono in un medesimo, altri k in 
un medesimo, ecc.; in guisa ciot che il gruppo Y dei P’ consti di @’ punti 
k-pli (8 = k@’), la imagine di T su W é una superficie che ha @’ incontri 
k-punti con ognuna delle ®. Cio basta per asserire che T e il k-plo di 
una superficie S, perche si dimostra agevolmente (Memoria C) che, in caso 
contrario, T farebbe parte dell’inviluppo di &; mentre invece Z, che é di 
grado zero, non ha inviluppo. Questo prova rigorosamente quello che é 
quasi intuitivo e cioé che Ja corrispondenza S ottenuta associando a P i B’ 
punti distinti P’, contati ciascuno una volta, é algebrica e T ¢ il k-plo dt 
questa corrispondenxa. 

Ne segue inoltre che Pinversa di T e¢ kS—*. 

Uw ultima osservazione generale. Il numero dei punti uniti di una 
corrispondenza T fra i punti di due superficie sovrapposte F, F’ é il nu- 
mero [T ,Q] dei punti comuni a T, Q: numero da valutarsi virtualmente, 
se T ha infiniti punti uniti. Esso pud definirsi algebricamente in modo ben 
netto, qualunque sia T , come risulta da teoremi generali di una mia Me- 
moria (in corso di pubblicazione in Germania) sui fondamenti della geo- 
metria algebrica. Dal punto di vista topologico si puo dire che alla T’ ¢ 
sostituibile una corrispondenza topologica vicinissima T (avente gli stessi 
caratteri numerativi di T), la quale abbia un numero finito di coincidenze. 
Essa @ rappresentata su W da un ciclo quadridimensionale vicinissimo a ant 
ed il numero finito [T , Q] uguaglia il numero virtuale CT, 82). 

Se T ha infinite coincidenze, la curva delle coincidenze, che, preso Q 
come imagine di F, non é che la curva comune ad Q ea 1, presenta 
una certa equivalenza numerativa ¢, nel numero virtuale [T , Q] delle cotnci- 
denze isolate. Quest’ equivalenza & esprimibile con caratteri di D come curva 
di Q. La sua determinazione ¢ un problema di equivalenza d’ intersezioni, 
che non ha rapporto essenziale colla teoria delle corrispondenze, e che sara 
risoluto nel n. 29. 

Nel caso della corrispondenza identica Q, il numero virtuale [Q, Q} 
& uguale ad I+ 4, I essendo l’invariante di Zeuthen-Segre relativo ad F, 
ed il gruppo (QQ), come ha mostrato il Comessatti (), & un gruppo delle 
serie invariante di Severi. 


(1) Questi « Atti», seduta del 4 dicembre 1932-XI. 
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Matematica. — Quozienti di vettori monogeni. Nota del Corrisp. 
Us Crsorit: 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Geofisica. — Nuova esplorazione geofisica della Sicilia. — Ri- 
sultati generali e cennt particolari sulle determinaziont geomagnetiche. 
Nota“? del Corrisp. R. Fapiani e di G. Perrucci™. 


I. — CRITERI INFORMATIVI E RISULTATI PRELIMINARI 
DELLA NUOVA ESPLORAZIONE IN RAPPORTO ALLA COSTITUZIONE GEOLOGICA 


(R. FasIANt). 


Nel 1928 m/’ero fatto promotore di una nuova esplorazione geofisica 
regionale della Sicilia. 

Il programma allora formulato e successivamente integrato ebbe il suo 
svolgimento nel triennio 1929-1931 come lavori di campagna. Per le no- 
tizie sul come fu possibile attuarlo, mercé l’appoggio e l’aiuto di Ministeri 
e di Enti diversi e la collaborazione di specialisti, rimando a una Relazione 
recentemente pubblicata &). 

Richiamo invece brevemente il movente delle ricerche e i criteri infor- 
mativi delle medesime. 

Dai lavori eseguiti qualche decennio addietro, specialmente dai profes- 
sori Ricco e Venturi per la gravimetria e dai professori Palazzo e Chistoni 
per il geomagnetismo, era stato possibile costruire una prima rappresenta- 
zione dell’andamento della gravita e del magnetismo terrestre in Sicilia. E 
ben noto al proposito il grafico pubblicato dal Riccd nel 1907. 

Per lesiguo numero delle stazioni - estremamente rare nella Sicilia 
centrale e occidentale — la carta del RiccO non poteva avere altro che il 
valore di uno schema molto ipotetico. Esso era tuttavia altamente sugge- 
stivo e tale da indurre ad approfondire ed estendere le ricerche nel concetto 
che — dati i legami fra la natura e struttura geologiche di una regione e 
le sue caratteristiche geofisiche — si potessero trarre indizi e orientamenti 
anche in riferimento a studi e ricerche con finalita geologico-minerarie. Da 
cio sorse in me l’idea di una nuova esplorazione gravimetrica e geomagnetica 


(1) Presentata nella seduta del 23 aprile 1933. 

(2) Lavoro eseguito nell’ Istituto Geologico e nell’Istituto Fisico della R. Universita 
di Palermo. 

(3) Fasrant R., Relazione sull’esplorazione geofisica regionale della Sicilia eseguita nel 
triennio 1929-1931 (con 3 tav.) « Boll. Ass. Min. Sicil.», Anno VIII, N. 5-8. Palermo, 1932. 


2 


della Sicilia, ancora di tipo regionale, ma molto piu dettagliata di quella 
fatta in passato, cioé regionale di secondo grado. 

Per le nuove stazioni d’osservazione ho creduto utile scegliere quei 
punti o quelle aree che risultavano pil interessanti o per le particolarita 
strutturali o per la presenza, constatata o supposta, di formazioni minera- 
riamente importanti, e cid per lo scopo anche applicativo al quale, come ho 
detto, Vesplorazione era rivolta. 

A svolgimento del primo programma le determinazioni di campagna 
vennero eseguite con oltre 122 stazioni gravimetriche (gravita relativa, con 
apparati pendolari a mensola, uno monopendolare Sterneck e due bipendolari 
tipo Mioni) e con 670 stazioni geomagnetiche (con due coppie di variometri 
Schmidt-Askania, di cui una fissa di controllo). 

L’elaborazione dei dati d’osservazione - rilevati per la gravimetria dalle 
squadre dirette rispettivamente dal prof. C. Mineo della R. Universita di 
Palermo, dal dott. cap. P. Gallina e dal dott. cap. G. Guzzo dell’ Istituto 
Geografico Militare e per il geomagnetismo dal dott. G. Petrucci sotto la 
direzione del prof. M. La Rosa Rettore della R. Universita di Palermo - 
consenti di costruire le carte delle isoanomale sia della gravita sia del ma- 
gnetismo terrestre. 

Pur restando nell’ambito di rappresentazioni regionali, tali carte segnano 
un notevolissimo progresso sulla conoscenza della distribuzione della gra- 
vita e del geomagnetismo in Sicilia. 

Assecondando il mio desiderio il compianto direttore dell’ Istituto Geo- 
grafico Militare generale Nicola Vacchelli — alla cui memoria mando un 
tiverente saluto — dispose che sui dati raccolti ed elaborati dalle tre squadre 
gravimetriche su ricordate fossero costruite tre rappresentazioni, una con 
la sola correzione di Faye e altre due con le correzioni topografiche e di 
Bouguer, tenendo per una la densita media delle rocce = 2 e per Valtra la 
densita stessa = 2.6. 

Per molte stazioni le squadre dell’ Istituto Geografico Militare avevano 
anche eseguito determinazioni della deviazione della verticale, dalle quali 
emersero risultati molto interessanti “), 

Il dott. Petrucci costrui tanto le carte delle isodinamiche, quanto quelle 
delle isoanomale di magnetismo, come egli riferira dettagliatamente pil 
avanti. Per cio che riguarda le isoanomale di gravita le nuove determina- 
zioni hanno anzitutto confermata l’esistenza di un’area a valort negativi nella 
parte centro-meridionale della Sicilia. La rappresentazione é naturalmente 
molto piu particolareggiata di quella del tutto schematica del Ricco, e l’e- 
stensione ne risulta assai maggiore e piu sviluppata ad ovest e ad est. 


(1) Le tre carte delle isoanomale di gravita accennate, con le indicazioni delle de- 
viazioni della verticale, ecc., sono allegate alla mia citata Relazione pubblicata nel Bol- 
lettino dell’Ass. Min. Siciliana. Vi é@ allegata anche uma delle carte delle isoanomale di 
geomagnetismo, quella per la componente verticale. 
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L’estensione dell’area negativa ¢ massima in quella delle tre rappre- 
sentazioni ov’é tenuto conto di tutte le correzioni ed € posto eguale a 2,6 
il valore della densit’ media delle rocce. Vi restano infatti compresi Petralia, 
Gangi, Nicosia, Piazza Armerina, Butera, Palma, Agrigento, Cattolica, Bi- 
vona con tutto il territorio intermedio. Ad essa corrispondono: il maggiore 
sviluppo dei depositi gessoso—solfiferi, il maggior numero di manifestazioni 
d@idrocarburi e i pil numerosi e cospicui depositi di salgemma. I massimi 
valori negativi (per la stessa rappresentazione delle isoanomale) cadono in 
corrispondenza di Caltanissetta (-84) e di Serradifalco (-87), mentre con la 
sola riduzione di Faye i valori rispettivi risultano -25 e -35 e Varea ne- 
gativa appare assai pili ristretta. 

Riportandoci per semplicita e brevita “ alla rappresentazione delle isoa- 
nomale risultanti dalla sola riduzione di Faye, la distribuzione del campo 
della gravita ¢ notevolmente movimentata e presenta diverse aree con ver- 
tici di massimi positivi. Tale anzitutto area dell’ Etna che culmina coi valori 
+ 254 alla Cantoniera e + 312 all’Osservatorio (m. 2944 s/m.). Segue la 
regione degli Iblei con larga base (Siracusa, Augusta, Scordia, Vittoria, Pa- 
chino, fra + 120 e +140) e sommita fra Palazzolo (+ 213) e Buccheri 
(+ 218). 

E interessante in questa stessa area l’andamento della deviazione della 
verticale che dalla zona periferica accennata converge verso la stessa area 
Buccheri—Palazzolo, Tutto cid induce ad ammettere l’esistenza nell’area sud- 
est della Sicilia di masse di elevata densita. Nella parte nord di detta area 
afhorano le formazioni basaltiche terziarie degli Iblei, ma, per l’accennata 
caratteristica gravimetrica ¢ giocoforza ammettere che esse continuino anche 
a sud, al di sotto della grande copertura calcarea miocenica e, relativamente, 
a poca profondita. 

Altre zone con massimi si trovano nei Peloritani, nelle Madonie; nei 
monti di Palermo e nei monti Sicani. Per questi due ultimi gruppi mon- 
tuosi si puo anche pensare all’esistenza di masse di rocce vulcaniche, tanto 
pi. dopo che per le mie ricerche risulta che gli affioramenti di tali rocce 
e alcuni piccoli centri eruttivi (Roccapalumba, Regalmici, ecc.) sono molto 
piu diffusi di quanto non si supponeva tempo addietro. 

Notevole & la corrispondenza nelle caratteristiche regionali fra la di- 
stribuzione della gravita e quella del geomagnetismo. Le determinazioni geo- 
. magnetiche che in certe zone di particolare interesse vennero eseguite anche 
in scala di grande dettaglio, svelarono pero delle particolarita e delle ano- 
malie di carattere locale che riteniamo assai importanti e significative. Dette 


(1) Nelle altre due rappresentazioni (di cui solo quella in cui la densita venne posta 
= 2.6 € la meglio confrontabile con quella del Riccd) la questione della densité venne 
risolta secondo criteri, dird cosi, provvisori che qui sarebbe lungo ricordare e che ho esposti 
in altra occasione (Esplorazione geofisica regionale in Sicilia con brevi cenni sui metodi e suglt 
strumenti di ricerca. « L’ Universo», XII, N. 10 (ottobre), Firenze, 1931. 
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ricerche di dettaglio, sulle quali riferisce pil sotto il dott. Petrucci vennero 
specialmente fatte nei territori di Pachino, di Caltanissetta, di Dattilo presso 
Trapani, ecc. Esse rappresentano l’inizio di una seconda fase di esplorazioni 
rivolte allo studio di problemi locali di-carattere applicativo, per le quali la 
esplorazione regionale estesa a tutta |’Isola era una premessa indispensabile. 


Il. — Le DETERMINAZIONI DI GEOMAGNETISMO 
(G, Prrrucct). 


Come ha riferito il prof. R. Fabiani nella I? parte della presente Nota, 
lo scopo del rilievo magnetico della Sicilia é stato quello di studiare l’anda- 
mento del campo magnetico terrestre e quindi le anomalie magnetiche esi- 
stenti, per metterle in rapporto con le formazioni geologiche giacenti in 
superficie o nel sottosuolo. In rispondenza al detto scopo il criterio seguito 
nella scelta delle stazioni € stato - secondo le direttive del prof. R. Fabiani - 
tile da permetterci di costituire una rete regionale di secondo grado (in modo 
da potere studiare ’andamento delle anomalie regionali); inoltre nelle loca- 
lita pil indiziate ed interessanti dal punto di vista geologico—minerario o 
in quelle che hanno presentato fin dalle prime misure valori anomali, si 
sono eseguite delle misure piu fitte, in modo da controllare detti valori 
anomali oppure poter stabilire l’entita delle anomalie magnetiche prodotte 
dai diversi giacimenti conosciuti, ed avere cosi un’idea dell’applicabilita del 
metodo magnetico per lo studio e la ricerca di essi. 

I risultati di tutte le misure eseguite sono in parte esposti nelle Note 
appresso elencate e noi in questa Nota accenneremo ad alcuni principali: 

Le cartine delle isoanomale verticali ed orizzontali riportate nelle 
Note 2-3 “) hanno messo in luce parecchie anomalie regionali e locali; le quali 
sono state anche illustrate mediante diversi profili per ambo le componenti 
costruiti attraverso le particolarita pil interessanti di esse. Dallo studio delle 
cartine e dei profili é risultato che l’area occupata dalla Sicilia puo suddi- 
vidersi fra le seguenti regioni presentanti delle anomalie regionali a carattere 
ben definito. 


(1) G. Perruccr. 1. Notizie preliminari suil’esplorazione regionale magnelica della Si- 
cilia. Rivista « L’Universo», anno XIII, N. 8, 1932. 

2. Cenno sulle principali anomalie magnetiche regionali scoperte in Sicilia. « Bollettino 
Ass. Min. Siciliana», anno VIII, N. 5-8, 1932. 

3. Particolarita pit interessanti delle anomalie magnetiche regionali della Sicilia. « Bol- 
lettino Ass. Min. Siciliana», anno IX, 1933. N. 1-4. 

4. Primi saggi sullo studio di anomalie magnetiche locali in Sicilia. « Boll. Ass. Min. 
Siciliana», anno IX, 1933, N. 1-4. 

5. Fasrant R. e Perrucct G., Cenno preliminare su un’'anomalia geomagnelica riscon- 
trata in territorio di Pachino. «Boll. Ass. Min. Siciliana», anno VII, N. 1-4, 1931. 

6. Fapiani R. e Petrucci G., Particolurita geologiche e geomagneliche delle colline dt 
Dattilo nel Trapanese. « Boll. Ass. Min. Siciliana», anno IX, 1933. N. 1-4. 
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1. « Alcamo» (massimo — ry), 

2. « Gibellina Partanna » (minimo — 98y). 

3. «Bivona » (Prizzi, Corleone, Bisacquino, Caltabellotta Cattolica), 
(massimo 104 y). 

4. « Licata » (massimo 160 y). 

5. « Madonie» (massimo 75 y). 

6. « Regione Sud-Est » (Rammacca — Militello - Vizzini — Ragusa - Ca- 
vagiumento - Mussolinia — Piazza Armerina, ecc.) (massimo 750 y, minimo 
=) $704): 

7. «Regione Etnea ». 

8. « Regione dei Peloritani » (massimo 225 ). 

9. « Regione centrale di minimo » (Mazzarino, Barrafranca, Caltanissetta, 
Serradifalco, Racalmuto, Mussomeli). 

10. « Regione di minimo S, Fratello, Castello Moniaci» (minimo 
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L’estensione e l’entita di alcune di queste anomalie anche in rapporto 
alla estensione ed alla distribuzione delle formazioni geologiche esistenti alla 
superficie del suolo siciliano portano a concludere che esse sono dovute a 
formazioni giacenti nel sottosuolo, anzi la coincidenza, sopraccennata dal pro- 
fessor Fabiani, dell’andamento relativo di esse con quello delle anomalie di era- 
vita confermerebbe le ipotesi accennate dal prof. Fabiani stesso circa la causa 
di alcune di esse (esistenza di formazioni vulcaniche nel sottosuolo), in 
quanto le formazioni vulcaniche avendo una suscettiviti magnetica circa 
100 volte pi grande di quelle delle formazioni sedimentarie, giacenti in 
superficie, darebbe luogo ad anomalie positive pit o meno intense a secondo 
della vicinanza di esse alla superficie. 

Assieme alle precedenti anomalie regionali in Sicilia si riscontrano 
innumerevoli anomalie Jocali le quali evidentemente risultano legate alla 
costituzione delle formazioni geologiche giacenti in superficie o nell’imme- 
diato sottosuolo; molte di esse cadono in corrispondenza di giacimenti sa- 
lini conosciuti: Cammarata (Salina Coffaro), Racalmuto, Petralia, Villapriolo, 
Nissoria; altre in corrispondenza degli asfalti di Ragusa; e molte altre in 
corrispondenza di formazioni non perfettamente conosciute, tra le quali, alcuni 
presentanti manifestazioni di idrocarburi come quelle di Pachino, Palagonia, 
M. Catalfaro, Vizzini, Scicli, oppure presentanti manifestazioni di gas infiam- 
mabile come Bronte contr. S. Nicola e Troina—Cesard cont. Scaletta. 

Generalmente in corrispondenza di tali manifestazioni, come pure in 
corrispondenza degli asfalti di Ragusa, si riscontrano delle anomalie negative 
per la composizxione verticale rispetto alle formaxioni laterali di ampiezza anche 
rilevante ; circa la causa di esse si discuterA caso per caso non appena sa- 
Tanno eseguiti dei rilievi particolari atti a metterne in vista tutte le parti- 
colarita magnetiche; si intuisce perd che esse dovranno essere legate alle 
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particolarita tettoniche delle rocce notevolmente magnetiche esistenti nel sot- 
tosuolo (fratture, faglie, ecc.). 

Uno studio completo é stato fatto per il territorio di Pachino (vedi 
n. (5) nota 1), nel quale si riscontano delle notevoli manifestazioni di idro- 
carburi: In corrispondenza di tali manifestazioni si riscontra un’ampia ano- 
malia negativa (ampiezza ~ 2000 y) che probabilmente pud essere interpretata 
© con la presenza nel corrispondente sottosuolo di formazioni dotate di ma- 
gnetismo proprio, orientate in modo che il campo proprio risulti contrario 
a quello terrestre (Basalti, Magnetite); oppure con l’esistenza di una forma- 
zione di piccola permeabilita (idrocarburi ?) interposta tra rocce fortemente 
magnetiche (Basalti). 

Un/’altro rilievo particolare € stato eseguito nel territorio di Dattilo 
(vedi nota 6) ove si hanno in superficie delle manifestazioni saline: Si é 
riscontrata una leggera anomalia negativa (ampiezza ~ 35 y) che avvalore- 
rebbe I’ ipotesi dell’esistenza di masse saline nel sottosuolo. 

Altri rilievi particolari si sono eseguiti nel territorio di Caltanissetta 
in corrispondenza delle formazioni solfifere e nel sistema Etneo, dei quali 
riferiremo prossimamente. 


Fisica (Fisica matematica). — Sulle deformazioni delle piastre elastiche. 
Nota VI del Socio E. Atmansi. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Storia delle Scienze. — Considerazioni e notizie intorno alla storia delle 
matematiche. Nota del Corrisp. G. Loria. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 
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MEMORIE_ E NOTE PRESENTATE DA SOCI 


Matematica. — Sulle proprieta ortogonali delle famighe natu- 
rali di linee di uno spazio curvo. Nota di C. AGOSTINELLI, pre- 
sentata‘? dal Socio T. Levi—Crvira. 


Per le famiglie naturali di linee di una V,, che sono la piu generale 
estensione delle traiettorie dinamiche, cioé delle traiettorie di un punto mo- 
bile in V,, immagine di un sistema dinamico con n gradi di liberta, sog- 
getto a forze conservative e posizionali, le cui proprieta sono state studiate 
in un mio recente lavoro ®, sussiste un teorema analogo a quello di Bel- 
trami per le geodetiche di V,, ovvero a quello di Thomson e Tait per le 
traiettorie dinamiche di un punto mobile in un campo conservativo dello 
spazio ordinario. 

Esse sono descritte da un punto di V, che soddisfa a un’equazione dif- 
ferenziale del 2° ordine e costituiscono un sistema di co?(—» linee, ognuna 
delle quali ¢ individuata quando sia assegnato un punto per cui deve passare 
e la direzioné tangente in quel punto. 

Data allora una ipersuperficie W,,_, di V,,, per ogni punto della W,_, 
passa una e una sola linea di quel sistema ortogonale alla W,,_, nello stesso 
punto, e l’insieme di esse costituisce una famiglia di co"-? linee. 

Quelle linee, come ho dimostrato nella Memoria citata, rendono mi- 


nimo eRe ds, con F funzione numerica del punto di V,, e in questa Nota 


mi propongo ora di dimostrare il seguente 


Tgorema A, - Se co"—* curve di una famiglia naturale, le quali rendono 
minimo PF ds, tagliano ortogonalmente una ipersuperficie W,—; di Vn, esse 
formano una ipercongruenza normale, ammettono cioé un sistema di co* iper- 
superficie normali, che sono il luogo dei punti in cui I’ ae ds ha un valore co- 


Stante. 
Questo teorema fu dimostrato da Lipschitz) per le traiettorie dina- 
miche, ma € valido anche pit in generale per ogni famiglia naturale di 


(1) Nella seduta del 7 maggio 1933. 
(2) C. AGostinELL, Sui sistemi di velocitd e le famiglie naturali di linee di uno spazio 
curvo (in corso di stampa negli « Atti dell’Accademia Pontificia delle Scienze Nuovi Lincei »). 
_ G) R. Liescurrz, Untersuchung eines Problems der Variationsrechnung in welchem das 
Problem der Mechanik enthalten ist (« Crelle», Bd. 74, a. 1871, pp. 116-149). 


curve, il che risulta senz’altro, come vedremo fra poco, da una formula va- 
riazionale del prof. Boggio“), alla quale si possono applicare alla lettera le 
considerazioni colle quali egli stabilisce il teorema di Beltrami per le geo- 
detiche. 

Un’altra dimostrazione del teorema di Lipschitz si trova pure nelle Le- 
xioni di Meccanica Raxzionale di Levi—Civita e Amaldi, vol. I, Parte II, 
p- 554 (Zanichelli, Bologna, 1927). } 

I] teorema inverso del precedente fu poi dimostrato da Kasner @) per 
uno spazio a tre dimensioni a curvatura costante e successivamente da Lipka (3) 
in una lunga Memoria, con un procedimento oltremodo laborioso e com- 
plicato, per un S, euclideo prima, poi per un S, euclideo e intine per uno 
spazio curvo. 

Qui invece, in base alla stessa formula variazionale del prof. Boggio, 
questo teorema inverso e dimostrato senz’altro, in modo molto rapido e 
semplice, per uno spazio curvo generico V,, provando cioé 


Teorema B. - Se un sistema di co?@—» linee di uno spazio curvo Vn 
é tale che co"—* di esse, le quali tagliano ortogonalmente una ipersuperficie 
W,—; di Vn, formano una ipercongruenza normale (ammettono cioe cot iper- 
superficie ortogonali), quel sistema é del tipo naturale. 


1. Dimostrazione del teorema diretto A. 
In una V, descritta dal punto Q, consideriamo le curve di una famiglia 
naturale, soddisfacenti all’equazione differenziale (+) 


(1) &-(F >) — grade F =0, 


ove indice v sta ad indicare che la derivata e il gradiente sono calcolati 
tangenzialmente a V, nel senso di Boggio (Geom. Diff., loc. cit., p. 177), 
ed F é funzione numerica di Q. 

Supponendo che co"—? di esse incontrino ortogonalmente una ipersu- 
perficie W,_; di V,, stacchiamo su ognuna di queste curve, a partire dalla 


loro intersezione colla W,—., degli archi tali che P/F ds abbia un valore 


costante C. 


(1) C. Buratt Forti, T. Boccto, Espaces Courbes, ecc., p. 141 (Sten, Torino, 1924). 
Cfr. anche P. Burcarti, T. Boccio, C. Burati Forti, Geometria differenziale, p. 172, 
(Zanichelli, Bologna, 1930). 

(2) E. Kasur, The theorem of Thomson and Tait and natural families of trajectories 
(« Trans. of the Amer. Math. Society», vol. 11, 1910, pp. 121-140). 

(3) J. Lirxa, Some Geometric investigations on the general Problem of Dynamics (« Pubb. 
of the Massaschusetts Institute of Technology», serie H, n. 5, 1920). 

(4) Cfr. C. AGosTINELLI, Nota citata. 


Se I’ é una di tali curve, M il punto d‘intersezione colla W,_; ed N 
N 


Pestremo dell’arco di I’ per cui} Fds =C, dando ai punti Q di TI uno 
M 

spostamento dQ in modo da passare da quella curva a un/altra qualsiasi 

della stessa famiglia, ad essa infinitamente vicina, si avra allora 


aN 
(2) 3) Fas=o. 
M 


La nota formula del prof. Boggio del calcolo delle variazioni (Espaces 
Courbes, loc. cit., p. 141), 


M 


(3) 3[ Fas (3QxF 1, —(3QxF “ha 


4) “ob le (F “yn )— 8d Fas, 
ds 
osservando che 


SQ x 


ar l(F sre F|= 01) XX 
per le (1) e (2), porge pertanto 


(3.x F £2) —(saxr ),=° 


Ma in M lo spostamento 8Q é tangente alla W,_, e quindi, per 
lipotesi fatta, SQ K dQ/ds = 0, ne segue: 


dQ 
(F e) —— erady F| > 


(8QxF52) =o, ovvero (32x E), = 


Pultima delle quali mostra che l’ipersuperficie W,,_,, descritta dal punto N, 
e normale alle linee delle famiglia naturale considerata. Esse ammettono 
percio un sistema co? di tali ipersuperficie luogo dei punti per cui a Bs ds 
ha un valore costante. 

Dalla (3) segue pure il teorema: 

Se le con—* linee di una famiglia naturale che sono ortogonali a una 
sper superjicie Wi-:, sono tagliate ortogonalmente da un’altra ape Sue Ae 
W,._:, allora lungo gli archi di quelle linee, compresi fra W,—, e W, 
is | Fds ha un valore costante. 


nh -—T9) 


Infatti per la (1) e per l’ipotesi fatta il secondo membro della (3) si 
annulla identicamente e quindi 


5 | Fas 0, -cioe [ra =="-C0st< 


— Dimostrazione del teorema inverso B. 

. tratta di far vedere che, se si ha una famiglia di co"—" linee di V,,, 
le ee ammettono un sistema di co" ipersuperficie che le tagliano ortogo- 
nalmente, quella famiglia appartiene a un sistema naturale. 

Infatti, sia 


(4) Q= Qs 5 qa5 ++ 5 Gn) 


ilspuntoche deserive la V», con 9, 54,5 %+- > Qn parametri arbitrari e in- 
dipendenti, e supponiamo che le linee lungo le quali varia soltanto il pa- 
Tametro gn siano ortogonali al sistema di ipersuperficie 


(5) Gn = cost. 


Sia I una delle linee considerate la quale tagli ortogonalmente in M 
Vipersuperficie W,_, del sistema (5), corrispondente ad es. al valore zero 


del parametro g,, ed ortogonalmente in N un/altra ipersuperficie W,,_, 
dello stesso sistema. 
Sia inoltre s arco di I’ contato a partire da un’origine qualsiasi e po- 


niamo 
dgn o 
(6) == F,  evvero: 4g, = | Eas; 
M 
con F funzione numerica del punto Q di Vn. 
Dando ora ai punti Q di I uno spostamento infinitesimo arbitrario 5Q, 


tangente alla V,,, in modo che i punti M,N si spostino rispettivamente 
. - U A ° 
sulle ipersuperficie W,_,, W,—,:, la variazione del parametro gy, Ovvero 


aN 
di Fdy, risultera evidentemente nulla, cioe: 


M 
N 


(7) Ban = 8 | F dSyns0's 
M 


inoltre nei punti M,N si avra 
(FOX sa) 


ovvero anche 


(8) [3Q x F 


=a UES (3Qx 5) =0, 


M 


= (3Qx Fo 


M 


La formula variazionale (3), per le (7), (8), porge pertanto 


i 5Q x | (F-42.)—grad F] as =, 


M 


da cui, essendo 8Q spostamento arbitrario tangente alla V,, si deduce che 
dovra essere: 


dies OH sn ata ts 
(9) ds (F As )—grade F = 0, 


Cioé le linee parametriche gn che tagliano ortogonalmente il sistema 
di ipersuperficie gn = cost., devono necessariamente soddisfare all’equa- 
zione (9) delle famiglie naturali e il teorema é cosi dimostrato. 


Matematica (Analisi matematica). — Sulliterazione dell ope- 


d 
raxione x 7. Nota di U. Broce, presentata “) dal Corrisp. 
L. Berzovari. 

ne p siano positivi ed interi. E, per la formola d’interpolazione di 
Gregory-Newton 


ae -+n(n—1) o— p+) a 


(1) mer 


G29 


e quindi anche, poiche () =1,2,---) 


h—t 


(2) wore Fy" Oa —mo 
00 if 20 ; AO? : A? Op I A’ OF 
a =2 laa rary 2! De Ralvgn=ay Pp! | 


ae I I (os EN 
= SFL: tgines + Gor 


n=1 


ee) Shas nb Bier AO? I A’ O 
OS GU tiger tat Geer Rae CES 1 | 


Peds es ee aie tp tay to) 


(1) Nella seduta del 23 aprile 1933. 


(2) Si veda l’espressione di Ab O?. ad es., in Cesaro, Analisi Algebrica, p. 461. 


I] problema di sommare la (3) e la (4) pud venire risolto indipen- 
dentemente dalla (1) ed in modo meno immediato, seguendo un cammino 
Originariamente indicato da Abel per sommare le potenze simili dei numeri 


are d 
naturali: |’iterazione dell’operazione x a ©), E quanto fece, per la (3) almeno, 


I. J. Schwatt ©), che ottiene come espressione del valore della prima delle 
due serie il prodotto di e per la somma di p numeri, di cui gli sfugge 
Zo) 
h! 
€ indipendentemente dalla considerazione della loro espressione, altro non 
I 
s@ +1) +8) 
tenze decrescenti di x: quelli che col Thiele ed il Nielsen) potrebbero 
chiamarsi numeri di Stirling, se la loro identita, ad Essi pure sfuggita, col 
quoziente delle differenze di O? per il fattoriale dell’indice della differenza, 
non rendesse ogni battesimo superfluo. 
La funzione 9, (t) di t sia derivabile p volte rispetto alla sua varia- 
bile, e si ponga 


Yi oF : ekg P ; 
identita coi quozienti . Che, a loro volta, come si vede agevolmente 


sono che i coefficienti dello sviluppo di in serie di po- 


Oy.) = 195-4 (2) Ce eo) 


Puod evidentemente scriversi 


p—rt 
AO 


dove le ¢,_1,,, indipendenti da 9,(t), sono costanti rispetto a t, positive 
ed intere. 
Corrisponde a 9 (t) = t” 


Dp (t) == 7? ft 


CeaSeula— I 


nP = C, pA + 6,,,-.N(M—I) +--+ + &,.2(M—1)---(n—p+1) 


e quindi anche (poiché il secondo membro non potrebbe essere nullo iden- 
ticamente in ” senza che lo siano i suoi coefficienti), per la (1) 


(1) N. H. Apert, Oeuvres complétes, 2° ed., tomo II, pp. 14-18: Sommation de la 


série y = (0) + @(1)x +++ ecc. 
(2) An introduction to the operations with series (1924). Citato da A, CHIELLINI, Swila 


serie >, in «Boll. Un. Mat. It.», vol. X, p. 134 (1931). 


(3) N. Nuevsen, Handbuch der Theorie der Gammafunktion S§ 26, 27, 28, 109, 110, 
e «Annali di Matematica», vol. 10 (1904), pp. 287-318. 
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Ar Or+ 


a 


Or ea 


p—t AP—1O 
(5) 9 @) = >> Gant @P—") (1) . 


La relazione ricorrente alla quale soddisfano le ¢,,, 
Crs = Cy—1,s aan Cpe 


& un immediata conseguenza del teorema sulla derivata di un prodotto. 
Essa, con 
Ar Oy 


r! 


See OG eet 


basta a dimostrare che 


I Cy ,o Cyt Cy 2 


©. @EDEED Gen wet tat 


ALOC Shr a Or 


rl xT Soe Ee te xr +2 = 


Ma che poi sia, indipendentemente dalla (1) 


Ar Ort: 


Cris = 1 
Fa 


lo si ota dal fatto che, per la (2), il coefficiente di (r —g)t', 
(q =O ze fie 15 in 


NAO Gis —— 7 Nea Oey NG Orts—: 


(2n)4 a3 (" ie 
(9 Ges es =e: 
La (5) sussiste indipendentemente dalla (1), che pud venirne dedotta. 


Il problema di determinare 9, (1) dato @» (f) = n? i” s: si risolve infatti in quello 
dell’integrazione dell’equazione differenziale lineare di Eulero 


é uguale e 


’ 
(7) i — += ihe +. . 
d et OF 
che, poiché aaa hae =, puo scriversi, ove sia x = log t 


d? y 


Pp ex = =—— e 
e ax? 


y = & dunque un integrale particolare della (7), che permette di scrivere 


la (1), mentre, se P (log #) ¢ un polinomio in logaritmo ¢ di coefficienti 
arbitrari e di grado minore di p 


Pe Ae—* OP pan nu? —" P (log't) ae 
imo (Pp— hy)! ai ; 


Ci si proponga ora il problema inverso di quello risolto dalla (5): di 
determinare i coefficienti y,,, della relazione 


tr pl”) (1) = V5 Or (t) — rr Oy: (t) A ose 4. (— Wee Vinny Ol (t) 


alla quale si perviene formando le derivate successive dei due membri di 


I , / 
Sa QM=9, @O=9@ 
e scrivendo 9, (i) invece di tg, (t). Si vede subito che 


Yr,o =1,Yr41,s = Yrs =F LAD Gece 
Yr,; € coefliciente di x’—* nello sviluppo del polinomio 


(eae 1) @ +2) 3 & rp — 1) Sa x a Ob 


4 (r—i ET. mee oe 
e pertanto eguale alla somma degli r possibili prodotti di s fattori di- 


versi, scelti fra i numeri 1,2,+--,7—r (il numero di Stirling di prima 
specie e di indice r). 

E evidente che alla determinazione esplicita di y,,, (che Schlafli, Cayley, 
von Zeipel, Schlémilch, Nielsen si proposero di ottenere senza pero rag- 
giungere totalmente lo scopo “') pud pervenirsi indifferentemente partendo 
dalla (5) o dalla (6). 

ice) 


In forza della quale, ad esempio, 2 (— 1)’ A’ Or ++ xs @ lo sviluppo 


—a 


della reciproca del polinomio 
(Cee) Eee) at HE ith eh 


(1) Cfr. per le indicazioni bibliografiche il Nretsen, vol. cit., p. 71. Il giudizio in 
quanto concerne i lavori anteriori al suo degli Annali (1904), é del Nietsen. Il quale de- 
termina yr.; definendo a mezzo della relazione - 


— ey eet ioe) 

(SJ a +t Do@mes (ja| <2n) 
ee h=o 

il polinomio d(x) di grado h in x, che assume il valore yr,; se h=s—1,x=r—lI. 

Ma nel lav. cit. e in altri posteriori, « Ann. di Mat. », vol. 12 (1905); « Monasthefte fur Math. 

u. Phys.», vol. 16 (1905), non riesce al Nre.sEN di determinare i polinomi » (x), se non 

per ricorrenza, 
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Il problema di determinarne i coefficienti richiede solo che si sappia 
definire esplicitamente in funzione dir e dis il coefficiente del termine ge- 
nerale della reciproca di una serie di potenze, ed é un caso particolare del 
problema di definire il coeficiente del termine generale di una serie di po- 
tenze, potenza di esponente qualunque di um/altra. 

Se S,,, & la somma di tutti i prodotti analoghi ad a,, d,, +++ dn, , dove 
My, M2,°**, Mk SoONO numeri positivi uguali o disuguali aventi per somma p, 
edie 

Sp p= Oem en seen iy, 


pud scriversi, qualunque sia 1 


2 3 
(1+ 4,% +-+-)*=1 + mx S, 44+ mB (f)S1 +0 (7)S +: 


k=1 k=1\ 


e quindi anche, se n = —1 


(I +a,% + 4,0? + ---)-'=1—xS, + 
z 3 
+ x2 D (—1)'8. +3 DS (HFS, EO, 
k=1 j paar 
E nel caso che ¢’ interessa 


Nia Omir 
te a= ie 


r—s 
Af eS anaes 
—r 
Yr,o= I > Vnr se Yor: = “2 —O. 


(1) Cfr. U. Brocai, Sulla serie di Lagrange, « Rend. Ist. Lomb. », vo. LVIII (1925) 
fasc. XVI-XX. 


Matematica. — Sopra un sistema lineare di equazioni a de- 
rivate parziali, che si integra con il metodo delle soluzion fonda- 
mental, Nota di F. Conrorto, presentata“ dal Socio T. Levi— 
Crvira. 


1. E, E. Levi in una Memoria), fondamentale per la integrazione 
di una equazione lineare a derivate parziali totalmente ellittica mediante solu- 
zioni fondamentali, mediante soluzioni cioé presentanti insieme alle proprie 
derivate delle opportune singolarita atte a far progredire il problema della 
integrazione, rilevava come tale problema fosse considerevolmente meno 
progredito per i sistemi d’equazioni a derivate parziali del tipo ellittico. 

Ed invero ancora oggi non si saprebbe indicare alcuna teoria generale, 
tutte le nostre conoscenze limitandosi alla considerazione di sistemi parti- 
colari variamente specializzati, generalmente ispirati da problemi di Fisica 
Matematica. Tali sistemi sono pero di alta importanza come quelli che piu 
efiicacemente ci possono illuminare nella costruzione di una teoria sufficien- 
temente generale, la quale contempli cioé sistemi di equazioni lineari di tipo 
ellittico, nei quali intervenga un numero qualunque di funzioni incognite di 
un numero qualunque di variabili e nei quali gli ordini di derivazione si 
elevino comunque. Io credo che, in mancanza di una teoria generale, sia 
percio sempre utile di aumentare quanto possibile il numero di sistemi par- 
ticolari trattati, cercando specialmente di uscire dal caso pil comune, of- 
ferto dalla Fisica Matematica, di sistemi di secondo ordine. 

E per questo che io considero in questo lavoro un particolare sistema 
di equazioni alle derivate parziali di tipo eminentemente ellittico. Le carat- 
teristiche di tale sistema sono Je seguenti: Si tratta di un sistema di 3 equa- 
zioni lineari a derivate parziali, a coefficienti costanti, con tre funzioni di 
tre variabili come incognite. In ogni equazione compaiono derivazioni tutte 
dello stesso ordine 2 + 2, dove nm puo essere pero un numero qualunque 
=o. Tale sistema non ha alcuna interpretazione fisica, ma per n = 0 esso 
si riduce al sistema d’equazioni che si incontra nello studio dell’equilibrio 
dei corpi elastici isotropi. 

Scriviamo ora esplicitamente il sistema del quale si parla. Esso é: 


(1) Nella seduta del 23 aprile 1933. 
(2) «Rend. Circ. Mat. Palermo», 1907, t. XXIV, pp. 275+317. 


30 
wAsn NN: u + A = v) oe On = xX 


Aly 

() Aen Ard +O +p) An 5 = ¥ 
Al) 

vA. n A,w + (A af v) AY “2 es 


ove Ae pw sono due costanti, u (xyz) , vu (xyz) , w (xyz) sono le funzioni 
incognite, X,Y,Z sono funzioni note del punto di coordinate xyz, rage 
é Poperatore di Laplace ripetuto n volte e 9 ha il significato dato da: 


In quanto segue si determinano degli integrali del sistema (1) i quali 
sono omogenei rispetto a x,y,z di ordine 2—1, mentre qualunque loro 
derivata di ordine v & omogenea d’ordine 2n—1-—-v. Le loro derivate 
d’ordine 2+ 1 sono dunque come caso particolare omogenee d’ordine 
2n—1—(2n+1) = — 2. Col mezzo di tali integrali e sfruttando una 
identita facilmente costruibile, che per il sistema (1) tiene il luogo dell’or- 
dinaria formula di Green per |’equazione del potenziale si riesce ad espri- 
mere il valore di u,v,w in un punto qualunque di un certo volume S, 
limitato da una certa superficie 6, in funzione dei valori di X,Y,Z in S 
e dei valori di w,v,w e delle loro derivate parziali fino all’ordine 2” + 1 
su o. 

Tutto questo € ottenuto mediante una generalizzazione del procedimento 
tenuto dal Somigliana “) per determinare gli integrali fondamentali delle 
equazioni dell’equilibrio dei corpi elastici isotropi. Per n = 0 effettivamente 
gli integrali fondamentali del sistema (1) si riducono agli integrali di Somi- 
gliana, come la formula di reciprocita, estensione della formula di Green, 
si riduce al teorema di Betti. 


2. Veniamo ora alla determinazione delle soluzioni fondamentali per 
il sistema (1). Poniamo percio: 


oT 

u = GA,n A, F + BArw “Ox” 

(2) U = ah,, 0, G A eAX, as 
oy. 

i aAsn fas H = BA. n ots 

ox 


(1) « Annali di. Matematica», t. 17; 1889. 


ove « e & sono due costanti da determinarsi, F,G,H sono tre funzioni 
tali che sia 


G3) Ape Aly G — Al, = 0 
eaper Lisi. ita 
De Ce | 
SORTS ap oy aie 


Dalle (2) si ha innanzitutto 


ou ov ow 
ox oy on = 


Cina ee ik + BN aes ce = (a —- BAG a 
e sostituendo nelle (1) si avra per la prima e analogamente per le altre 
oT oT 
pe labye sy F + Bn ae | ++ H|[@ +B) An. 5-[=% 


Se si pone X — Y = Z = 0 € si tiene conto dele (3) si vede che si 
puo soddisfare al sistema omogeneo (1), mediante le (2) purché si deter- 
minino « e B in modo che: 


B+ A+B) (@+8)=0. 


Ponendo dunque «=1,8= le (2) saranno integrali del 


ei. +2 
sistema omogeneo, purché F,G,H soddisfino alla (3) e sia 


Per F ,G,H potremo ora prendere, essendo 


r= V(x — x0)? + (y — Yo)? + (K — Xo), 


Farts Geo H=o. 


Infatti si ha in generale 


, 
ON | sides 
oat 3 == 0 


e quindi per n’ = 2n+42 
Ae igrt th so. 
Per T si avra 
CHmMeoG> “cH ~~ £0 
ray! ay iE Ox Ox 


i: aw’ 


S 


a) 30 
— [20 =} pAsnu+(A+p) Aan 25 


— za 


; 9 26 | 3 , 20 
— | EAs. 5, |d +(A+ wp) slot | Bz Asean jd +A+ b) 5. 


e) 
+ [Bu] us Mn! + O+ w) Arn 0’ cos nx 
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Finalmente, sostituendo nelle (2) otterremo il seguente sistema di integrali 


r ? 
lly = Any rts — AEE A, | net) 


+ 2p ox? 
= A+B ] 4n+T 
(4) a ert el eet 
(ee 2 os 4n+1}\, 
A+2u ox Ox 


Con una permutazione circolare si otterranno evidentemente altri due 
sistemi di integrali u,v, w, € U,V; W;. 

Si verifichera con estrema facilita che per n = 0b le (4) rappresentano 
gli integrali di Somigliana. Tenendo poi conto che ogni derivazione abbassa 
di una unita lordine di omogeneita di una potenza di r, si vedra che le 
(4) rappresentano delle funzioni omogenee d’ordine 2 — 1. Una qualunque 
derivata delle (4) d’ordine v, avra lordine di omogeneita 2 — 1 — y. 
quanto si era annunciato. 

3. Se S & ora uno spazio, limitato da una superficie c, ed n & la 
normale a 6, positiva verso l’interno, si potra con poche ipotesi restrittive 
dimostrare la seguente identita: 


30’) 


x 


30 


) , 
do+ || An nut(A+pu)A,,—,—}do— 


ox 


a 
2 on 


30 
YA, n—2th+ Coun ean 


ox 


3 ? 30 
do + [Bz u Nadas UT OATH) Ar 


oe eceorvreee eeeersreve Cw et ar lee et yee Pee ak Jee sen et Tae Ye eoer ee OR 5800: 0).6 0) 0" 6: 1a eye ie (0! ee 0 (6, @ eee 


pile 
da — [Bonu ese + (A+ p) 9 cos nx 


Si sa ora quale ¢ il procedimento da tenere. Bisognera in questa ultima 
formula sostituire una volta u,,v,,w; € successivamente Us, U2 5 W> Cts, 
V;,W; al posto di w’v' w’. Cid si deve tuttavia fare con le dovute cautele 
a cagione della singolarita delle derivate d’ordine ~2n di Uy U,W;. Se 
dunque il punto di coordinate xo yo zo & interno alla a, bisognera isolare il 
punto Xo YoX%o con una piccola sfera, applicare la relazione soprascritta allo 


30 
pA nwA,u+ (A+p)A,, 44S = | %» pArnA, w+ (A+ 4p) bans Ue 
S 


do — 


do + 


do. 


‘ ct ee koe tee 
spazio compreso tra tale sfera e la superficie o e far tendere tale sfera al 
“punto<(.-Vo %), 

Se si fanno esplicitamente tutte queste Operazioni si vedra immediata- 
mente, che in tutti gli elementi dell’ultima formula scritta, il passageio al 
limite non lascia nessun residuo. Cid pero ad eccezione del penultimo in- 
tegrale di superficie, il quale, quando la sfera anzidetta si restringe indefi- 
nitamente intorno al punto di coordinate x, Yo Xo tende rispettivamente 
A —B4n(4n t+ 2)!u(xoyo%o) 0 —pw4n(4n+2)!0(xo Yo%) 0 
— w4m(42 4+ 2)! w(x yo%o), a seconda del sistema di soluzioni fonda- 
mentali scelto. Scrivendo allora per disteso solamente la formula, che si 
ottiene sostituendo nel teorema di reciprocita u; , v; , w; al posto di wu’, v', w" 
si perviene alla seguente espressione nella quale u,v, w, @ un sistema qua- 
lunque di integrali del nostro sistema (1) 


4 my. (4 2 + 2)! (Xo Yo %o) = — [%u XdS — 
S 
e0 


aan | 0 | 
= [Bu =| Bat ++ W) Aras { do + 


Ou y | 28 
+ [2 - | Aan t+ (A+ 2) Bona 5h do — 


fo} 


<———=|_finie <0. 810) O10) (010, 0: bile se 14) 4) -2\—5) 6116 6 Lo-6 eeeer+ eee eee 6 — 


(5) tf aT are | 
DN 4 tis a, YA. u + (A + p) ax | do + 


Go 


: Olly | 00 | 
+ |... By. vAsn u+ Aa a D) eon: 


tannko) 
+ {Bu} a Be ur + (A+ pw) An 9; cos nx | de — 


oO 


— | Bhan) ws + (A+ w)9cos nx edo. 


Si vede, come erasi annunciato, che il valore di un sistema di integrali 
di (1) in un punto x,y. % interno ad S, si esprime, mediante i valori di 
; ; : aa eee 
X YZ in tutto S e di u,v,w e di loro derivate parziali fino all’ordine 
2n+ 1 suc. 


4. E ora chiaro che le quantita che appaiono sul contorno o, nella 
formula (5) e nelle formule analoghe per uv (xo yo%o) € W (Xo Yo Xo) » non 
sono tutte indipendenti. Cio avviene gid, come e noto, nel caso di n = O, 
in cui il sistema (1) si riduce alle equazioni dell’equilibrio dei corpi elastici 
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isotropi. Prevedilmente tuttavia, ripensando ai casi a noi noti di una equa- 
zione o di un sistema di equazioni del tipo simile al nostro (1) si sarebbe 


indotti a pensare che un sistema di soluzioni delle (1) potesse essere com- 


: : : di ou ov ow uo?” 
pletamente determinato dai valori su o di u,v,w, An? Di? DH BAe OMe 


n n n 
o2 w r) On) On) 


u 


sisi -e che tali elementi potessero essere presi arbitraria- 
on? on” dn”? Ont 


mente. In ogni caso io non considero compito di questo lavoro la discus- 
sione ulteriore delle condizioni che determinano u,v,w. Vorrei solamente 
osservare, terminando, che se si ammette che u,v,w sieno determinati in 
tutto S dai valori che essi e le loro prime m derivate normali assumono su 
o, qualunque problema di valori al contorno, fissata la forma di o, si pud 
considerare risolto, quando si sappiano costruire le funzioni U; Vi W; sod- 
disfacenti alle (1) con X = Y = Z=0 e tali che suc esse e le loro prime 
n derivate normali assumano 1 valori 

Ou; OV; CW; Ou, On, Oe 


Wis Cig Oty 5 GAS IO eR OS t1=1,2 
Ae NLA) On ? On’ > > Onn? dnt? Onn ( ? 3) 


essendo u,,V;,W; il sistema di funzioni (4). 


Matematica. — Rotazionale di un vettore negli spazi S,. Nota 
di M. Manarinl, presentata “? dal Corrisp. P. BuRGATTI. 


In una Memoria dal titolo: Sul calcolo plurivettoriale in Syn ed applicaziont 
alla Meccanica dei Sistemi rigidi, in corso di stampa negli « Annali di Ma- 
tematica -pura ed applicata », tratto, nello spazio S,, con metodo assoluto, me- 
diante il sussidio delle omografie vettoriali, il calcolo plurivettoriale, usato 
col metodo delle coordinate, da parecchi Autori, quali ad es. il Cartan, lo 
Schouten, il Mayer, ecc., per rielaborare il Calcolo differenziale assoluto onde 
studiare gli spazi di Riemann. Nella Memoria citata mi é stato possibile, fra 
Paltro, di estendere allo spazio S,, quella parte dell’analisi omografica che 
si riferisce al concetto di vettore di un’omografia in S, e che finora non aveva 
aveva ricevuto estensione per mancanza di significato in S, dell’operazione /\ 
(prodotto vettoriale). Collegandomi a questi risultati, in questa Nota estendo 
allo spazio Sy il concetto di rotazionale di un vettore (operatore rot) che pure 
finora potevasi considerare soltanto nello spazio a tre dimensioni. 

In un’altra Nota di questi « Rendiconti » introdurrd poi il concetto di 
divergenza dei plurivettori (operatore div per i plurivettori). Per i due ope- 
ratori div e rot stabilisco nello spazio S,, teoremi fondamentali con i quali si 


(1) Nella seduta del 23 aprile 1933. 
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apre una nuova via vettoriale per lo studio in questi spazi delle questioni geo- 
metriche e fisico—matematiche, ed in particolare per lo studio degli spazi di 
Riemann. 

Per la comprensione di questa Nota, sia dal punto di vista formale che 
da quello concettuale, dovrd riferirmi spesso alla mia Memoria accennata 
sopra, che per brevita indicherd semplicemente con « C. P. ». 


1. — Sono note, nello spazio S,, le estensioni del concetto di gradiente di 
uno scalare 9, di divergenza di un vettore w) e di alcuni teoremi relativi ©). 
Ricordero che se @ é regolare in un campo C,, ad 9 dimensioni, limitato da 
una ipersuperficie o,,_; (ad n — 1 dimensioni), per ogni punto P di C,, si ha 


(1) grad p &X dP = dg. 


\ 


Se u(P) € un campo vettoriale regolare in C,, in ogni punto é 


be 
> aP 


una omografia vettoriale che da: 


du 
(2) | =p dP = dw. 


Valgono, come ¢ noto, le formule seguenti: 


(3) ae = a con « omografia cost., 
d(pu du 
(4) OY) = gM 4 H(grad 9, 4) 


e nel caso di w costante: 


d 
(5) CH) _ Hi (grad g , w), 


ove H(gradg,w) & una diade. 
Si definisce in S,, come nell’ordinario S,, la divergenza di un vettore 


"invari imo dell’omografia 
w(P) come l’invariante primo dell’omogrania 7p: 


, du 
(6) div nm = I, 7p 


(1) Cfr. C. Buratt-Forti e T. Boccio: Espaces courbes et critique de la relativite, 
Ed. Sten., Torino, 1924, pp. 23 e 55; P. Burcartt, T. Bocaio, C. Burali-Forti, Geometria 
differenziale, vol. II dell’ Analisi Vettoriale generale, parte Il: Boccto, pp. 157 

(2) Cfr. P. Burcarti, A proposito della Nota del dott. Manarini: « Sulla curvatura 
media, ecc.», «Rend. Acc. Lincei», 1930, 2° sem., p. 625. 
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e si stabiliscono 1 teoremi della divergenza o del flusso: 
(7) [sv wds=—]ux nde 
Cc, On—| 
e del gradiente o di Gauss: 
| gadeds = —|ende, 


ove ” é il versore normale a o,_,; e rivolto verso |’esterno. 
Inoltre si hanno le formule ben note: 


(8) div (pw) = pdivu + grado K uw 
e per & costante 


(8’) div (pw) = wu X grado. 


Passiamo ora a trattare la estensione del rotazionale di un vettore a cui 
abbiamo accennato in principio. 


2. - Rotazionale di un vettore w(P). 
Chiameremo rotazionale di aw, il doppio dell’ ( — 2)—vettore (multiplo 


: du , 

in generale) dell’omografia qp? °ssia porremo: 
du 

(9) rot w= 2V—_, 


dP 


Possiamo anche scrivere, usando le assiali @): 


du du 
(10) rotu /\ =75—K-- 


Si puo stabilire subito il teorema: se 8P e dP sono due spostamenti in- 
finitesimi di P ed indipendenti, rot w soddisfa all’equazione 


rot uw /\ dP « SP = du & dP — Su x dP 


ee = d(u X 3P) —3(w X dP) 


(i GirGe Pen wass 
(2) CiraiGee en rs: 


ove il primo membro riceve pure un significato preciso che ho chiamato 
prodotto misto ©), 

Il teorema puo invertirsi ed allora la (11) puo assumersi, come in S,, 
quale relazione che ci definisce il rot x ©), 

Come corollario si ha subito 


(12) rot grado = 0. 


e vedremo che, anche in S,, questo si puod invertire. 


Per la linearita dell’operatore V3), che applicato ad omografie da (n— 2)- 
vettori, consegue: 


rot (@ + v) = rotu + roty, 


€13) rot mit = m rot w (m, costante). 


Dalla formula (4), consegue subito l’altra 
(14) rot (pw) = prot + grado /\ wu 
€ per w@ costante si ha 
(5) rot (pu) = grad /\ e, 
ove il secondo membro é un (m — 2)-vettore semplice “). 


Si pud quindi affermare che il rotazionale di un vettore di direzione co- 
Stante € sempre un (n — 2)—vettore semplice. 
Anche applicando questo calcolo, possiamo affermare subito come in oy 


dgrado , 


che Pomografia 7p © una dilatazione; infatti 


av a gtad ) 


ap = rot grad » = O 


d grad » 8 
dP 


il che prova appunto che l’assiale di nulla. 


3. — Espressione cartesiana di rotw. 


n 


Se é,+++é, € una n-pla fondamentale, posto w= » Ur tr, le compo- 


rzel 


GMCs Cap nat. 

(2) Cfr. E. Carran, Legons sur les Espaces de Riemann, Gauthier-Villars, Paris, p. 46 
(1928). 

(3) (Gig 5 HG 

Gh) (iar, Gases soe UE 
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nenti cartesiane ays dell’omogratia 7p ? Tspetto agli assi fissati sono, come 
é ben noto, 
ous 
ars = 5 
oe ae 


Applicando allora una formula stabilita nel calcolo plurivettoriale si ha 


r) ou - 
(16) rot u = se el 


(5152) (rr°9* %—2) ( OXs, Ox, 
BS) & a =e | 
(sy 52) Ox, Ox, 


ove gli indici s e r percorrono la permutazione I,2,-++,%”, (5:52) sono 
le combinazioni a due a due degli indici 1,---,” e (1, +++7,—2) ne sono 
le combinazioni ad (mn — 2) ad (n — 2); inoltre la disposizione complessiva 
St 52%1*+*%n—2 © UNa permutazione di classe pari degli stessi indici I +--+; 


i,,..r,_, © 1(m— 2)-versore, rappresentabile con la successione ordinata 


di vettori (¢;,+-+,%,—2), e supplementare del biversore rappresentabile dalla 
coppia ordinata (4s, , #s,)@. Per rote, in forza della (15) si ha pure I’e- 
spressione 


(17) rotw= >» gradu; / éy 


r=! 


€ si puo osservare che in tal modo il rolazionale del vettore u viene espresso come 
somma di n (n — 2)-vettori semplici. 


I] teorema della rotazione lo stabiliremo nella Nota seguente annunciata, 
come conseguenza dei teoremi del gradiente e della divergenza 6). 


Que ie (Ga ey a EY 
(Ay Gir (Ch ey a ht GS Hey 


Il Carray, in loc. cit., p. 47, considera il rote, come un bivettore multiplo (systémes 
des bivecteurs) invece che un (nm — 2)-vettore multiplo. Sostanzialmente il Cartan viene a 
considerarlo come il bivettore supplementare dell’(n— 2)-vettore da noi determinato e dal 
punto di vista analitico, non da quello geometrico, non vi é differenza perché i due enti 
hanno le componenti cartesiane numericamente non perd concettualmente uguali(1). Per 
maggiore uniformita con quanto si fa in Sy, anche in vista delle applicazioni che vedremo 
nel seguito, mi sembra pit! naturale considerare il rot w nella maniera usato nel testo. 

(3) Colgo Poccasione, anche per indicare il legame intimo fra questo metodo di cal- 
colo ed altri metodi analitici, per accennare che il CarTan in Lecons sur les invariants in- 
tégraux, Gauthier—Villars, Paris, 1922, p. 65, considera la forma lineare (pfaffiano) 


n 
Oo = » ai dxi, 
ea 


(@) "Ci GaP ne 10: 


4. - Teorema di Stockes. 

Se in Cy, ove immaginiamo definito il campo u(P) regolare in ogni 
punto, consideriamo una linea (s) descritta dal punto M, avente tangente 
in ogni punto, diciamo 6, una porzione di superficie, regolare in ogni punto, 
limitata da (s), e 9 sia I’(n —2)-versore, ben determinato, normale alla super- 


n—2 
ficie in ogni punto e situato in guisa tale che movendosi con continuita, una 
volta giunto in un punto M del contorno (s) e mandati in M due vettori 
l’uno tangente ad (s) nel verso positivo prefissato per il percorso di questa 
linea, l’altro normale al precedente e tangente alla superficie o, verso la super- 
ficie stessa, la n-pla di vettori costituita dall’ a e dai due vettori considerati ri- 


i 
sulta orientata positivamente rispetto ad un orientamento prefissato delle n-ple 
di vettori in S,. Allora il teorema di Stockes generalizzato si scrive 


(18) rot ix nol | 4a dM., 


nu—2 


G2 (s) 


ove il 2° membro ¢€ la circolazione del vettore-applicato (M, 2) lungo (s). 

La funzione integranda del primo membro é il prodotto scalare di un 
(7 — 2)-vettore multiplo o semplice, rote, per I’(m —2)-vettore sem- 
pice 72-0), 


ut—2 

Per dimostrare i] teorema si pud seguire formalmente, salvo la con- 
siderazione di rot # come (n — 2)-vettore, anziché come semplicemente un 
vettore, la dimostrazione data per lo stesso teorema in S, dal prof. Burgatti ©). 

Detta dimostrazione, che per brevita non riporto, permette di invertire 
il teorema in Sn, come appunto avviene in S,{). 


che € semplicemente il prodotto scalare @ x dP, e chiama sua « dérivée extériewre», un’ espres- 
sione quadratica che € precisamente il prodotto misto rot a x 8P A dP. Invero si ha, per 
le cose dette, 
Oa; Odi 
rot x 8P A dP = > (4+ — ——| (8x: dxj — 8x; dxi) 

(ij) Oxi Ox; 
e per le convenzioni di scrittura fatte dal Cartan a p. 51 del libro citato, il secondo membro 
si riduce a: 


chiamata appunto dall’Autore derivata esteriore della forma we. 

Questo concetto é dal Cartan sfruttato anche in altri lavori assai importanti ed estesi, 
concernenti le connessioni delle varieta e la relativita. 

(GQ) Clie rai sete 

(2) Cfr. P. Burcarti, Una dimostrazione della formula di Stockes in « Boll. Unione 
Mat. It.», p. 69 (1928). 

(3) Ved. nota precedente. 


Tenendo presente la (10), se dP e 8P rappresentano due spostamenti 
tangenziali alla superficie in P, si ottiene subito, essendo 


Nn. do=1dPa/\ BPM), 


n—2 


rotwu X n do = rotu X dP /\ 8P = rotu /\ dP & SP = 
du du 
= (Sp —K gp)aP x BP 


e quindi sostituendo in (18) si ricava, per il teorema di Stockes, l’espressione 
; du du sii 
(18’) | (Gp —¥ gp ae xP = fru x a, 
@) 


gia considerata dal Burgatti nella Nota sopra citata. 
Anche in S, valgono parecchi teoremi fondamentali che sussistono in 
S;; ad esempio il seguente, che inverte la formula (12); cioé, 


(19) 


see rotw# =O 
(2) 


si ha u = grado 
ove  € monodroma se lo spazio é€ aciclico; pud essere polidroma se é 
ciclico. 


Matematica. — Sulle linee di massima pendenza della funzione di Green. 
Nota di M. Caretti, presentata dal Socio T. Levi-Civita. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Matematica. — Osservazioni sul procedimento di arrotondamento di Schwarz. 
Nota di A. De Cutaro, presentata dal Corrisp. L. Tone. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


() BC ites Cabrenaice 

(2) Si pud ripetere ad es. la stessa dimostrazione data in S3 dal BurGatti in Com- 
plementi di Analisi vettoriale e Meccanica analitica. Lezioni da me raccolte nel 1928, ed. lito- 
grafata, Bologna. In sostanza anche in Sn possiamo dire che wx dP é un differenziale esatto 


se rotw=0 e€ viceversa. Questo risultato é espresso dal Cartan in Legons sur les Invariants 
n 


Intégraux, loc. cit, p. 66, coll’annullarsi della derivata esteriore dello pfaffiano = i OXi« 
i—I 
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Matematica. — Soluzione*con quadrature del problema di Cauchy—Kowa- 
lewsky per le equazioni di tipo parabolico. Nota di L. FANTAPPIE, presentata 
dal Socio S. PrncHeERte. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Matematica. — Integrazione per quadrature dell’equazione differenziale 


d3 d 
= + 7; = f(x,y). Nota di S. Gennusa, presentata dal Socio S. PINCHERLE. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Matematica. — Encor sur les opérateurs lineaires. Remarques complémen- 
tatres. Nota di R. L. Gomes, presentata dal Socio T. Levi-Crvira. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Matematica. — Sur les racines des équations algébriques. Nota di C. Fou- 
SIANIS, presentata dal Socio T. Levi—Crvira. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Matematica. — Sommaxione per diagonali delle serie doppie di Fourier. 
Nota di C. Miranpa, presentata dal Socio G. CasTELNuovo. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


RENDICONTI. 1933, Vol. XVII. 48 


Meccanica. — Sulla curvatura geodetica delle tratettorie dina- 
miche dei sistemi olonomi. Nota di E. Guano, presentata™ dal 
Socio T. Levi-Civita. 


Riferiamo un sistema olonomo S di punti P; @ = 1, 2, +--+, N) di masse 
m; ad n gradi di liberta ed a vincoli indipendenti dal tempo, ad un’n?! qual- 
siasi di coordinate lagrangiane indipendenti x‘, x?,-++, x”. Le configurazioni 
possibili del sistema si possono fare corrispondere a punti di uno spazio eu- 
clideo E a 3N dimensioni, definito dalla forma quadratica 


3N : 
Q) de = Dy (ay) 
per mezzo delle note relazioni dell’Hertz: 


(2) yim? Pm, yt = Ymig yt = Vie 


con &,y',C, coordinate cartesiane ortogonali del punto P; rispetto ad una 
terna galileiana prefissata. Esprimendo tali coordinate in funzione dei para- 
metri x, le precedenti relazioni forniscono 3N funzioni: 


G) yv —= CMA, ae zisnY, xn 


che al variare di detti parametri, indipendentemente gli uni dagli altri, in 
tutti i modi possibili, definiscono uno spazio W, ad m dimensioni, immerso 
in E. La’ forma quadratica fondamentale relativa a tale spazio, proveniente 
dalla (1) pel tramite delle (2’), come facilmente si riconosce, assume l’aspetto: 


as?= 21 a? 


ove T é la forza viva di-S nel dato sistema di coordinate x, ossia T = 
I ‘ niet eee 
= atk x'xk, coi coefficienti ai, funzioni delle sole x, talché la precedente 


puo anche mettersi sotto la forma: 


(3) ds? = ay, ax? dx*. 


Le co! configurazioni, successivamente assunte dal sistema in un suo gene- 
rico moto M, vengono rappresentate dagli oot punti di una curva y di E, 


(1) Nella seduta del 23 aprile 1933. 


eee 


che € anche curva di W,, cui si da il nome di traiettoria dinamica del si- 
stema nel suo moto M, avente per equazioni parametriche rispetto a Wy, 
le equazioni orarie x’ — x(t) del moto considerato. 

Cio premesso, denotiamo con F il vettore dello spazio E, uscente dal 
generico punto P di y, che globalmente caratterizza gli elementi dinamici 
inerenti ad S (forze attive F; applicate ai punti P; e masse m;); denotando 
con X‘Y'Z le componenti di F; rispetto alla terna galileiana prefissata, le 
componenti di F in E siano definite dalle relazioni: 


tJ 


33-2 : Xi ‘ eS ae SE ae 


ym: 


Si pud agevolmente dimostrare, che la componente Qy della sollecita- 
zione attiva secondo le coordinate x, notoriamente definite dalle: 


(4) 


N 


piece . or , Be 
@= d(x ty Lh =) 


= Ne oxh 


sono le componenti covarianti in W, del vettore F*, proiezione ortogonale 
di F secondo la varieta lineare tangente in P a W,. Nostro proposito pero 


€ quello di mettere in luce la particolare circostanza, che tale vettore F* appar- 


tiene ad una determinata giacitura piana di detta varieta lineare tangente, che 
€ quella individuata dalla tangente in P e dalla normale principale relativa 
alla traiettoria y (direzione quest’ultima definita dal vettore, curvatura geo- 
detica 9, supposto non nullo); inoltre, a partire da un generico atto di moto 
del sistema all’istante t (con che si suppongono fissate la direzione della traiet- 


toria dinamica e la velocita wv del punto rappresentativo P), il modulo — 


del vettore curvatura geodetica y dipende esclusivamente dal vettore F* e 
quindi del vettore F superiormente definito; le forze vincolari non recano 
percio alcun contributo al valore di tale modulo. Designando con s !’arco 
di traiettoria dinamica _ contato positivamente da una certa origine in un 
verso arbitrariamente scelto, con ¢ il vettore unitario tangente alla traiettoria 
nel verso degli archi crescenti, vogliamo in sostanza dimostrare la seguente 
relazione vettoriale: 


(1)  Fauwp+st 


con significato meccanico manifestamente espressivo; da tale relazione, pro- 
iettando secondo il versore di p e secondo t#, si deducono le due equazioni 
scalari: 


2 


r Uv Fe ate 
(5) ae ’ — 
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la seconda delle quali definisce la legge temporale di percorrenza della traiet- 
toria y, del punto rappresentativo P, nel moto M considerato. 

Nel caso elementare di un punto di massa unitaria, ritenuto su di una 
superficie o, fissa e priva di attrito, le (5) trovano immediata giustificazione 
nella equazione fondamentale della dinamica, scritta sotto Ja forma: 


oe yu 
Pere Ro 0 omeaie 


ove Fé la forza attiva risultante, R la reazione normale proveniente dalla 
superficie, il versore della normale principale; nel caso particolare che si 
considera, lo spazio euclideo E precedentemente introdotto, si identifica con 
lo spazio fisico ordinario; il vettore F definito dalle (4) ¢ la forza attiva che 
sollecita il punto materiale. Proiettando la precedente relazione secondo t¢ e 
secondo il versore della normale principale relativa (versore di gp) situato 
normalmente a y nel piano tangente ao, si ottengono le (5), ove si tenga 


: ; aes 
conto della nota circostanza geometrica, che il vettore y di modulo — é la 


e 


An og See to I : 
proiezione ortogonale del vettore curvatura principale —m sul piano tan- 
yi 


gente a o in P, ed il vettore F* é il componente di F secondo il medesimo 
piano tangente. 


Dimostreremo la (I), nel modo pit semplice, partendo dalle equazioni 
del Lagrange della seconda forma: 


d oT oT 
di o> exh OD 


i cui binomi langrangiani e primo membro rappresentano le componenti co- 
varianti t, del vettore w*, proiezione ortogonale della accelerazione @ di P, 
nel suo moto su y, sulla varieta lineare tangente a W, in P®. 

Tenendo conto della espressione di T, ove si introducano i simboli di 
Christoffel di prima specie relativi alla metrica di W,, le precedenti equa- 
zioni possono scriversi: 


= pool eee 
anit + |", Edie sent YS G2) ea): 


Moltiplicando entrambi i membri per a’, reciproco di ay; nel discrimi- 
nante | aj. della (3), sommando rispetto all’indice h, con riguardo alle re- 


(1) Tralascio la dimostrazione di siffatta proprieta, come anche di quella analoga re- - 
lativa al'e componenti covarianti Q» del vettore F*, giacché il prof. I’. Boccio mi ha infor- 
mato di essersi occupato della medesima questione, in una Nota in corso di pubblicazione 
presso questi « Rendiconti ». 


lazioni tra i simboli di Christoffel di prima e seconda specie ed alle proprieta 
del sistema tensoriale misto ai, che si ottiene per moltiplicazione contratta 


dei sistemi tensoriali fondamentali a, ed aii, le ultime equazioni assumono 
laspetto (); 


meh gal Qi 


ne FD 
(6) xt } 4 


ove i primi membri denotano le componenti contravarianti di a* e le Qi 
le analoghe componenti di F*; ma identicamente si ha: 


Tee axi 
0 ier 
Osa 
f ae e d? x! ef < dxi 
ds? ds 


Le (6) in conseguenza possono scriversi. sotto la forma: 


ee 


(7) Sie eee Poa a Oe GIR 2 i). 


dx* zr | + aX 


D’altrra parte le componenti contravarianti p‘ del vettore curvatura geo- 
detica g sono notoriamente definite ©) dalle relazioni: 


Perle: " Ly axeax 
aes a 
dx cone pd 

Inoltre le Jp SOn0 le componenti contravarianti del vettore unitario ¢ 
tangente alla traiettoria y nel verso degli archi crescenti; le (7), come di- 
rettamente si scorge, traducono |’eguaglianza delle componenti contravarianti 
dei vettori che intervengono nella relazione fondamentale (1). Di qui risulta 
che il vettore F* che caratterizza la sollecitazione attiva in coordinate lagran- 
giane appartiene al piano individuato dalla tangente e dalla normale princi- 
pale relativa e la sua proiezione ortogonale F, secondo tale normale prin- 
cipale relativa, differisce dal vettore p pel quadrato della velocita intensiva 
di P su y: 

Rileviamo infine, in base alla (I) supposto F*==0, che se la compo- 
nente tangenziale di F* risulta, lungo y, costantemente nulla, risulta anche 
5 = 0; cosicché il punto rappresentativo P descrive la traiettoria dinamica 
con moto uniforme; se invece risulta costantemente nulla la componente 


(1) Cfr. Wuitraker, Analytische Dynamik, p. 41. 
(2) Cfr. T. Levi-Crvira, Lezioni di calcolo differenziale assoluto, cap. V, § 25. 
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di F* secondo la normale principale relativa, la traiettoria dinamica € una 
geodetica di W,, descritta con legge oraria definita dalla seconda delle (5). 
Ancora, se in assenza di forze attive, il sistema S si muove, a partire da un 
atto di moto iniziale, sotto Vesclusiva influenza dei vincoli (moto spontaneo) 
la (1) fornisce, in ogni punto di y e per un effettivo moto di S: 


p=o ; K=O. 


Ogni traiettoria dinamica ¢ quindi, come bene sappiamo, una geode- 
tica di Wn percorsa con velocita costante. 

Infine, se le Qi provengono da resistenze proporzionali alle velocita 
dei singoli punti del sistema, si ritrova agevolmente un risultato dovuto al 
Prof. Levi-Civita “. 


Meccanica. — La similitudine meccanica net moti regolari det 
liquidi viscosi. Nota di M. Letut, presentata dal Socio T. Lev:- 
Civita. 


1. Un mezzo moderno di indagine, capace di fornire elementi di raf- 
fronto qualitativi e in qualche caso anche quantitativi, consiste nel costruire 
un modello, in una scala ridotta, del sistema che si vuole studiare. 

Per questioni che interessano il moto dei liquidi viscosi, le leggi della 
similitudine, intercedente fra il sistema naturale S in istudio e il suo mo- 
dello. S,, risultano come segue. 

Nei sistemi S,S; scorrano due diversi liquidi omogenei, di cui siano 
ae 0,09, le densita; w, us i coefficienti di viscosita. Si ponga 
inoltres m= +k = te 

i Ure 
porta notoriamente la condizione che esista un unico rapporto: 

A fra le dimensioni lineari di S e quelle omologhe di S,; 

@ fra i tempi occorrenti a che particelle omologhe percorranno tratti 
corrispondenti sulle rispettive traiettorie; 

y fra le masse contenute in elementi omologhi di volume. (Questa 
condizione, per la supposta omogeneita dei due liquidi, risulta qui una con- 
seguenza della prima; cid che si traduce, difatti, nella relazione y = mA3). 

Segue 3) che velocita, accelerazioni e forze omologhe devono, in istanti 
corrispondenti, avere uguale direzione ed egual verso, e che le loro gran- 
dezze stanno rispettivamente nel rapporto: AO—* , AO—-? , AD—7y. 


- La similitudine meccanica fra 1 due sistemi im- 


(1) Cfr. « Atti del R. Istituto Veneto», t. LIV, 1896, pp. 1004-1008. 

(2) Nella seduta del 23 aprile 1933. 

(3) T. Levi-Civira e U. Amatpi, Lezioni di Meccanica Razionale. 2° ed., vol. I, 
P- 394. 


=o oe 


Posto poi che il peso e la viscosita abbiano in S ed S, una impor- 
tanza non trascurabile, il rapporto fra le forze assume anche le espressioni 
md ed mkO—* 27: di cui Pultima discende dalla nota legge, dovuta a Newton, 
di proporzionalita fra la resistenza offerta dalla viscositi e la velocita di 
deformazione. 

La condizione che fra tutte le forze in giuoco in S ed S, corra un 
unico rapporto si traduce percid, ricordando che Y = m)3, nella duplice 
relazione: m+ O—7 = m3 = mkr2 0-2; alla quale deve aggiungersi, infine, 
quella inerente all’esistenza di pressioni interne. | 

Indicando percid con « il rapporto fra la pressione unitaria (media 
aritmetica delle tre pressioni principali) in un punto generico di S e quella 
che si verifica nel punto omologo di S,, il rapporto fra le pressioni totali 
agenti sopra superficie omologhe risulta «2. E pero, in definitiva, si hanno 
le tre relazioni: 


(a) aA? = mrt 0-2 = mrA3 = mkr2 0-1.” 


A questo medesimo risultato si perviene anche in altro modo. 

Si scrivano le equazioni del moto (dovute al Navier e comprensive 
delle due fondamentali leggi di Newton), ponendo in esse i parametri che 
caratterizzano il modello S,. 

Tenuto conto della forza di massa e qualora si trascuri la comprimi- 
bilita, risulta, usando simboli di ovvio significato: © 


3 I 
Sig Sa erent en 
Px Ox, ; Pr 
I os Ais 
(1) oe 3y, cag rer a ee 
o I 
aps ky Baap pat et Neg 
Pr Oxy Pr 


sistema di relazioni identicamente soddisfatte, in tutti i punti e per tutto 
il tempo che caratterizzano il sistema S, , poiché esso sistema costituisce una 
situazione meccanica reale, i cui elementi soddisfano pertanto alle leggi della 
dinamica. | 

Atteso che fra S ed S, intercede una similitudine meccanica, si scri- 
vano ancora le relazioni (1), ponendo in esse i parametri del sistema S al 
posto di quelli del modello S,. 

Ove si tenga conto dei rapporti di similitudine, si osserva che la nuova 
terna di relazioni € una conseguenza della terna (1), ottenuta da questa 


(1) Cfr. CamicuEt et EscanpE, « XVe Congrés International de Navigation », Venise, 


-1931, ler section, 3™€ comunication. 


mediante moltiplicazione dei termini di ogni relazione per uno stesso nu- 
mero, alla condizione che si abbia: 


(2) eee 


cioé che siano verificate le relazioni a). 

Risulta chiaro, mediante questo processo di deduzione delle (2), che 
entro il campo di S, omologo a quello considerato in S,, e per il periodo 
di tempo corrispondente a quello di S,, il sistema naturale S in istudio 
importa la considerazione di elementi che soddisfano alle equazioni gene- 
rali del movimento, 

Un confronto analogo a quello ora indicato mostra, d’altro canto, che 
la relazione 

gC ako —* , 


contenuta nelle (2), é la legge di dipendenza occorrente a che le condi- 
zioni ai limiti nel sistema S discendano, senz’altro, da quelle, certamente 
verificate, del modello S,. E pero, tenuto presente inoltre che anche lequa- 
zione di continuita, comunque si scelgano 1 rapporti suindicati, ¢ sempre 
verificata e che le condizioni iniziali devono, per dato, rispondere di gia 
alla fissata similitudine, risulta infine che esso sistema S ¢ fisicamente pos- 
sibile ed ammette generalmente una unica soluzione. 


2. Una situazione cui sono applicabili, senz’altro, le considerazioni sopra 
riportate € quella rappresentata dal moto regolare (privo cioé di qualsiasi 
turbolenza, 0 agitazione vorticosa) di masse liquide viscose che importano 
la considerazione di una superficie libera, dalla quale dipendono le pressioni 
unitarie nei punti interni. In questo caso il rapporto « fra le pressioni uni- 
tarie nel sistema S e nel modello S, risulta, in maniera evidente, legato ai 
rapporti me A. 

Ed allora, posto che lo zero di riferimento delle pressioni sia preci- 
samente la pressione agente sulle superficie libere considerate, che sopra 
tali superficie essa pressione abbia il medesimo valore (generalmente, quello 
della pressione atmosferica) in ambedue i sistemi, e ammesso inoltre che 
le superficie medesime, in S ed S,, siano costituite di punti omologhi, la 
relazione che lega tali rapporti, 

== Ne, 


inclusa nelle (2), si presenta tale da potere essere, in qualche caso, di fatto 
verificata. 

Quanto alle altre condizioni, che devono essere soddisfatte perche il 
movimento S sia effettivamente possibile, si osservi che, scegliendo comunque 
i liquidi in movimento nei due sistemi, risultano arbitrari i rapporti m e k. 


ay eo 


E pero, ove si scelga pure ad arbitrio il rapporto di similitudine geometrica 
A, le (2) vengono a costituire tre relazioni fra le due incognite « e 0. Ne 
discende la impossibilita del problema. 

La similitudine risulta invece possibile ove A sia scelto in relazione ai 
valori m e k. Si ottiene cosi dalle (2): 


(3) A == tls 


a Oh Neon eee Ores Buon 


La scala A sara dunque maggiore di I, cioé il modello S, avra dimen- 
sioni inferiori a quelle del sistema S, qualora anche k sia maggiore di I. 
Se dunque il liquido in moto nel sistema S & l’acqua, quello da sperimen- 
tare sul modello dovrebbe avere, o una assai minore viscositd in confronto 
con l’acqua, od una pit elevata densita. Ci si troverebbe cosi nella neces- 
sita di usare liquidi, come alcool, il mercurio, od altri, di disagevole e 
pericoloso impiego. 

‘Risulta ancora dalle (3) che, qualora si intenda di sperimentare nel 
modello S; lo stesso liquido che sara usato in S, si ha: A> a =O0=1; 
cioé la similitudine diviene un’identita e la ricerca in una scala ridotta non 
puo essere eseguita. 


3. Ove i sistemi S ed S, siano in pressione, anziché a pelo libero, le 
condizioni per la similitudine, ferma restando la definizione datane al n. 1, 
rimangono immutate. Puo, al piu, risultare conveniente una modificazione, 
puramente formale, del procedimento che dalle equazioni indefinite (1) con- 
duce alle condizioni (2). 

Si aggiunga e si tolga alla pressione unitaria p, che figura nelle (1) il 
prodotto w,%;, dove w, é il peso specifico del liquido sperimentato in S, 
e X: & la quota del punto generico considerato, sopra il piano orizzontale 


(X15 Yr). 
Avendosi: 
2 (@, Xx) = 
Ox, 3 
9 (@: %:) 
(4) Oy == Ol5 
re) (, ee) au ®, : 
OZ; 
le (1) divengono: 
| SS ee cea = i 5 Aas 
Son" ty e: ” 
a é | px = Ke ) 
(r') £3 (« | Ee) ae e 


— 722 — 


E pero, confrontando tali identita con le analoghe relazioni relative al 
sistema naturale S, risulta che queste ultime sono certamente verificate 
quando si abbia: 

ee 


= ee Oa NS a8 
baat tik se ; f 


cioé, quando siano soddisfatte le condizioni (2). 
A questo risultato si giunge comunque si scelgano in S ed S, 1 piani 
orizzontali (x, y),(x:, 7x) di riferimento. Qualora, invece, tali piani siano 


nigh yer . \ S A “4 
collocati in posizioni omologhe, cosi che si abbia ovunque ~ =A, la re- 


a 


lazione « = md, contenuta nelle (2), si traduce nella espressiva condizione: 


(5) 


Cioé: i carichi piezometrici in punti omologhi, relativi a piani omo- 
loghi di riferimento, devono stare nello stesso rapporto A delle dimensioni 
lineari. 

Non ¢ senza importanza rilevare che le identita (4) coincidono col si- 
stema delle tre prime formule scritte, trattando della pressione statica, da 
Camichel e da Escande alla pag. 16 della Comunicazione dianzi ricordata; 
e pero, ove si confronti cio che ora si € veduto con le considerazioni che 
tali Autori hanno presentato nei riguardi dei sistemi in pressione, si deduce 
che le pressioni da Essi chiamate motrici, a meno di una costante, altro non 
sono che i carichi piezometrici, riferiti, nei sistemi S ed S,, a due piani 
orizzontali che si suppongono costituire due superficie ipotetiche di carico, 
dominanti, prima del moto, le due masse liquide considerate in S ed S,. 
Cosi, ove tali piani siano collocati in posizioni omologhe, vale la (5); diver- 
samente questa relazione non é pit soddisfatta. 

Non si deve ritenere, tuttavia, che questo sia il solo caso in cui & pos- 
sibile realizzare un rapporto costante dei carichi piezometrici, e che tale rap- 
porto debba sempre essere eguale a A. Ché, anzi, su questa base é possibile 
istituire una similitudine, diversa da quella definita al n. 1, conveniente per 
talune esperienze nelle quali, passando dal sistema S al modello S, , non si 
vuole ridurre la pressione. 

In questo caso, detto A, il rapporto costante dei carichi piezometri, in 
luogo delle condizioni (2) si ha dalle (1’): 


(2) . . eS a ae 


per mezzo delle quali, fissati k e A, oppure k e 4, , si deducono rispettiva- 
mente A; e 9 oppure A € 0, 

Da tutto quanto s’é detto in questo numero risulta dunque che, cosi 
per i sistemi a pelo libero come per quelli in pressione, quando il fattore 
peso, cioé il numero g, abbia un’importanza non trascurabile, la condizione 
a = md (nella quale « significa il rapporto delle pressioni unitarie effettive) 
é essenziale ai fini della similitudine definitiva al n. 1, e deve quindi essere 
ogni volta, insieme alle altre, attentamente controllata. 


4. Tutto cid premesso, consideriamo ora movimenti nei quali, cosi nel 
sistema S come nel modello S, , Vaccelerazione é in ogni punto del campo 
trascurabile di fronte alla forza di massa. Le relazioni (1) divengono allora: 


3 
isle ePerd is Au, , 
07 Xs Ox 
P) 
(6) ae = A os Av, , 
Or cVy Pr 


te Ur Ne ae 
QO: 02; Or 


mentre le tre condizioni (2) si riducono alle due seguenti: 


(7) = BATO- 7 = 

In tal caso é allora possibile soddisfare alle condizioni della similitu- 
dine definita al n. r usando nel modello un liquido qualsiasi ed adottando 
in pari tempo una scala 4 arbitraria. 

Scelto il liquido da sperimentate, cioe fissati m e k, e assunto A co- 
munque, si ha infatti: 
(8) a=mrA 3 O=kA-'; 


rapporti ai quali interessa aggiungere anche i seguentt: 


a Q 
Pe ee eT 
Ge aie ater 
9 
smn ; sulle = mk—*)S; 


(1) Che si tratti qui di una similitudine non conforme alla definizione datavallsnont, 
si scorge notando che fra le pressioni unitarie effettive p e px corre in questo caso il rap- 


orto: 
3 Ryn Hie = 
Pr ; 


o=maAr +o 


valore che non € pil costante. 
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che intercedono rispettivamente fra le velocita V,V, di punti omologhi; 
fra le portate Q,Q,, fra le pressioni totali F, F, e fra le potenze W , W,, 
relative a superficie omologhe dei due sistemi. 

Ove il liquido in movimento in S e S, sia il medesimo, le (8) e (9) 
si semplificano nel seguente gruppo corrispondente di relazioni: 


ian alt Ose ets 
V Q 

0) dvs = ae Oi eae 
-=® ; qr <3 


le quali sono suscettibili di una immediata applicazione al moto delle acque 
filtranti, in particolare ai pozzi che prendono acqua da una falda a pelo 
libero oppure da una falda artesiana. 


Meccanica. — Sulla formula fondamentale della Cinematica. Nota di 
L. Petost, presentata dal Socio T. Levi-Civira. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Astronomia. — Orbila della doppia spettroscopica + Persei. Nota di 
L. GIALANELLA, presentata dal Corrisp. L. Carnera. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Geofisica (Sismologia), — Considerazioni sopra gli ipocentri 
sismict det Colli Laziah. Nota di G. AGAMENNONE, presentata “” 
dal Socio F. MiLLosevicu. 


1. Nelle numerose mie ricerche sulla velocitd apparente, o superficiale, 
delle onde sismiche P e S, il maggiore ostacolo proveniva dall’incertezza 
delle ore, e cid specialmente per i primi terremoti da me studiati. Malgrado 
questo, sono sempre riuscito a dimostrare inesistente una forte variazione di 
velocita, asserita da altri per distanze epicentrali al disotto di 1500-2000 km.; 
ed i miei calcoli eseguiti per terremoti pil recenti - quando potei contare 
su ore pit esatte - confermarono appieno le mie primitive conclusioni. Na- 
turalmente, data |’incertezza dei tempi (specie per i pil antichi terremoti), 
ho ritenuto sempre inutile qualsiasi tentativo per la soluzione del problema, 
ben pit arduo, di voler dedurre dai tempi d’osservazione anche la profondita 
dei focolari sismici, persuaso dei risultati illusorf cui sarei andato incontro. 

Pertanto mi é stata causa di sorpresa una recente Nota del prof. E. Od- 
done @) nella quale, eseguiti 1 calcoli per tre terremoti nella regione del 
Vulcano Laziale sulla base delle mie osservazioni a Roma e Rocca di Papa, 
egli giunge alla conclusione che il loro ipocentro deve essersi trovato ad una 
profondita prossima a 5,15 km., non esitando a garentire Vordine di grandexza 
del valore anzidetto. 

Poiche uno dei tre sismi (e precisamente quello del 10 aprile 1911) era 
stato gia da me studiato in modo particolare dal punto di vista della deter- 
minazione dell’epicentro e della velocita apparente ©) — e quindi nessuno meglio 
di me poteva giudicare del grado di esattezza dei dati da me stesso calcolati - 
avrei desiderato di non tardare a discutere il risultato dell’?O.; ma ne fui 
impedito dai numerosi e gravosi lavori d’ufficio, specie per mancanza di assi- 
stente. Ma a tale indagine mi sono ora deciso in seguito ad una recentis- 
sima Nota del prof. C. Alessandri“™, nella quale egli ha ripreso in esame 


(1) Nella seduta del 5 febbraio 1933. 

(2) E. Oppone, A quali profondita sono attivi gl ipocentri dei terremoti laziali ed a 
quali cause devonsi attribuire quei sismi (« Rend. R. Acc. N. Lincei», Sm G5 ON th Gee 
gennaio 1930). 

(3) G. AGAMENNONE, II terremoto laziale del ro aprile r9r1 (Ivi, Ser. 5*, XX, p. 12, 
luglio 1911); Ip., Sulla velocita di propagazione del terremoto laziale del 10 aprile rgr1 (Ivi, 
XXI, febbraio 1912). 

(4) C. ALessanprl, Sulla velocita apparente della propagazione super ficiale dei terremoti 
in rapporto con la profonditd ipocentrale (« Rend. R. Acc. N. Lincei». Ser. 64, XVI, p. 141 


gennalo 1933). 
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’andamento della velocitd apparente in dipendenza della profondita del focolare 
sismico — argomento, questo, da me trattato fin dal 1895 insieme al pro- 
fessore F. Bonetti ‘) — richiamando l’attenzione sul partito che si puo trarre 
dalla conoscenza della distanza epicentrale corrispondente al minimo di velocita 
apparente, distanza che dipende appunto dalla profondita dell’ ipocentro. 
Data l’importanza pratica del problema, molto opportunamente egli ha 
voluto, fra Valtro, calcolare questa distanza per profondita dai 6 ai 60 km., 
limiti entro i quali cadono generalmente le profondita fin qui trovate nei 
vari tentativi di calcolo, riservandosi di ritornare sullo stesso argomento. 


2. Nella presente Nota mi occupero dei tre terremoti studiati dall’O., 
specie quello del 10 aprile 1911 il quale raggiunse la massima intensita 
(grado VI-VII M.) nella zona dei Colli Laziali e, sotto forma microsismica, 
fu osservato fino ad Agram (km. 510). Della ventina di ore conosciute, io 
ebbi a scartarne una meta per la loro troppa incertezza, e fra le restanti ne 
ritenni solo 4 (Rocca di Papa, Roma, Ischia e Agram) degne d’esser prese in 
considerazione per la misura della velocita delle onde P e S, ma affatto in- 
sufhcienti per la determinazione dell’ipocentro, convinto che anche queste 
erano ben lungi dal corrispondere al rigore necessario per si delicata inda- 
gine. Si vede che di questo parere non é stato |’O. il quale, basandosi sulle 
sole osservazioni di Rocca di Papa e Roma, e ricorrendo alla nota formola del- 
l’Inglada ®) ~ che da la.profondita ipocentrale in funzione delle distanze epi- 
centrali relative alla coppia delle localita prescelte, della differenza delle ore ivi 
osservate per la stessa fase del moto sismico, e della velocita dello stesso attra- 
verso gli strati terrestri - e ammettendo per questa il valore di 5,5 km./sec., 
é pervenuto alla profondita di 4,65 km. 


3- Questa cifra avrebbe potuto avere qualche significato, se effettiva- 
mente le ore introdotte nel calcolo fossero state sicure fino a due decimi di 
secondo, come ha ritenuto lO. e, cio&é, dotate d’un altissimo grado di pre- 
cisione, che egli ha attribuito alle mie osservazioni; ma pur troppo, debbo 
dichiarare esagerato il suo ottimismo in proposito, in quanto che, contra- 
riamente a quanto egli ha riferito, i due osservatori a me affidati non 
erano muniti di apparati radio nel 1911, ma seguitavano ancora a regolare 
il tempo sul segnale del mezzo giorno al Collegio Romano, dato dalla 
caduta di una palla, ben visibile a Roma alla distanza d’appena 50 metri, 
non cosi a Rocca di Papa a ben 24 km. Con tale sistema di segnalazione 


(1) F. Bonerri e G. AGAMENNonE, Sulla velocita superficiale di propagazione dei ter- 
remoti (« Rend. R. Acc. Lincei», Ser. 5*, IV, p. 62, gennaio 1895). 

(2) V. INcLapa, Die Berechnung der Herdkoordinaten eines Nahbebens, ecc. (« Gerlands 
Beitrage z. Geophysik», XIX, p. 82, Leipzig, 1928); Ip., Calculo de las coordenadas del 
Joco sismico y del istante inicial de la sacudila por medio de las horas del principio de los 
sismogramas registrados en varias esta-iones prosimas. Madrid, 1926. 
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sarebbe stato troppo il pretendere una precisione maggiore di un secondo, e 
naturalmente Vincertezza dei dati orari doveva aumentare: per la difficolti 
di calcolarli sulle zone sismografiche, non solo per la poca velocita di 
queste, ma ancor pit per l’insufhciente regolarita dei registratori; e cid 
spiega perche io fossi solito ad attribuire un errore di + 2° alle ore di 
Rocca di Papa (come pud vedersi nelle relazioni del Regio Ufficio Centr. di 
Met. e G.) e a limitarlo a + 1° per Roma, anche pel fatto che la velo- 
cita della zona di quel sismografo era doppia in confronto degli strumenti 
di Rocca di Papa.,Che se nel mio studio sul terremoto in questione io 
dichiarai esatta anche l’ora di Rocca di Papa, lo feci solo perché risultd 
concorde in molti strumenti. Fu per questa eccezionale circostanza che 
ritenni di poter ridurre, per quel terremoto, l’errore da 2 a 1 secondo; ma 
il minimo di + 18 fu dovuto mantenere, come sopra ho spiegato. 


4. Ma wha di pit, ed é che in seguito, quando nel 1918 cominciai a 
regolare telefonicamente il cronometro di Rocca di Papa sull’ora della Specola 
del Collegio Rom., e pil tardi potei utilizzare il segnale Radio di Parigi, 
constatai che l’istante della caduta della palla, osservata al cannocchiale, si 
rilevava sempre con ritardo che poteva arrivare a quasi due secondi! Si vede 
dunque che lO. non ha tenuto presente neppure questo errore sistematico, 
al quale io non avevo mancato di accennare, in modo particolare, in una 
mia Memoria“) fin dal 1919. 

Comungue, anche limitando a + 18 l’errore probabile per ciascuna delle 
ore di Roma e Rocca di Papa, la loro differenza (differenza, si noti bene, di 
soli due secondi e che esercita grande peso nel risultato del nostro calcolo) 
potrebbe sempre presentare un’incertezza complessiva di + 2°! 

Queste considerazioni valgono anche per gli altri due sismi pili recenti 
studiati dall’?O. (26 dicembre 1927 e 23 marzo 1928) per le ore dei quali, 
ancorché il tempo campione fosse ottenuto per radio, si doveva pur sempre 
temere |’incertezza almeno di + 1°, per la determinazione del tempo sui 
sismogrammi @). Coll’ammettere la possibilita di un tale errore, non mi si 
tacci di pessimismo, poiche chi € un po’ pratico di sismometria, sa quanto 


(1) G. AGAMENNONE, Ulteriori ricerche sulla velocita di propagazione del terremoto 
Marsicano del 1915. (« Boll. Soc. Sism. Ital.», XXII, 1919, p. 99). 

(2) Nella mia Memoria: In difesa del piccolo sismografo di Roma (« Boll. Soc. Sism, 
It.», XXX, p. 95) si trova il sismogramma ottenuto a Roma pel sisma del 1927 con 
P = 16 6m 18s, arrotondamento dell’ora originaria (16.6.17,7) risultata da semplici ope- 
razioni di calcolo e assunta tal quale dall’O. 

Pel sisma del 1928 egli ha, invece, arrotondato in 7.44.52 l’ora originaria (7.44.5 1,7) 
di Roma, la quale figura 7.44.53 nel Notiziario microsismico del 1930 in seguito ad equivoco 
di lettura (7.44.52,7). Per Rocca di Papa l’ora 7.44.48 del Notiziario ¢ ben diversa da quella 
(7.44.50) dell’O., la quale € quella stessa che, affrettatamente calcolata e comunicata, doyé 
subire una lieve correzione e ridursi a 7.44.48,5 arrotondata poi in 7.44.48. Dunque la pil 
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sia difficile garantire il secondo nell’analisi dei sismogrammi; e infatti lo stesso 
prof. B. Macelwane ha dimostrato recentemente doversi temere un consimile 
errore anche nei pil reputati sismografi fin qui costruiti “). 


5. Cid premesso, é naturale che io mi sia proposto di esaminare l’in- 
fluenza che l’incertezza anche di wn solo secondo, nella differenza T tra le due 
ore utilizzate, pud esercitare sul calcolo della profondita ipocentrale z relativa 
al sisma del r911. Differenziando la formola, adoperata dall’O., per rispetto 
alla variabile T, ho trovato nel nostro caso (cioé, per x = 4,65 km. e per 
la velocita di 5,5 km./sec.): 


dy =— 15,175 8T, 


cid che mostra che per 8T = + 1° s’incorre nientemeno che in un errore 
di ben oltre 15 km. in z, il cui valore (4,65 km.) risulterebbe cosi deter- 
minato a meno di +15 km., passando nel nostro caso da + 19,825 km. 
a — 10,525 km. e, cioé, a oltre 10 km. al di sopra della superficie terrestre. 

Quest’enorme incertezza potrebbe ancora aumentare per la posizione 
incerta dello stesso epicentro, che io determinai basandomi sulle differenze 
S-P e nell’ipotesi che cadesse tra Roma e Rocca di Papa, mentre se cio non 
fosse, anche un errore di pochi chilometri si ripercuoterebbe sul risultato 
in discussione, data la grande vicinanza delle due localita all’origine del 
sisma. Ne va dimenticata la nostra pid completa ignoranza sulla genesi dei 
nostri terremoti 1 quali, nella formola adoperata, sono supposti emanati da 
un punto, mentre é piuttosto da ritenere probabile che il focolare abbia avuto 
una forma lineare o una certa estensione di superficie o di volume; e po- 
trebbe anche darsi che le commozioni telluriche siano state provocate da 
bruschi cedimenti di una porzione del Vulcano Laziale, in strati abbastanza 
vicini al suolo, come ho accennato in altre mie pubblicazioni @). Infine, il 
risultato dei calcoli potra pure essere influenzato da qualche incertezza nel 
valore assunto per la velocita, avuto riguardo alla natura degli strati percorsi 
dalle onde nelle varie direzioni, e cosi pure dalla difficolta di stabilire se 
linizio dei sismogrammi nelle varie localita corrisponda al passaggio di una 
stessa onda sismica. 


probabile differenza tra le ore di Roma e Rocca di Papa é di 38,2 (7.44.51,7-7.44.48,5) e 
non di 25, animessa dall’O. 

Ma l’intervallo di 35,2 € incompatibile con la supposta velocita di Km. 5,5 e con 
ogni altra minore fino a Km. 3,75, perche l’ipocentro cessa di essere reale per velocita 
superiori a detto valore limite. Con velocita di 3,4-3,5-3,6-3,7-3,75 Km./sec. si avrebbero 
rispettivamente profondita ipocentrali di circa 5-4-3-2-o Km. 

(1) B. Macetwane, The Wood-Anderson Seismographe. (« Publ. Bureau Centr. Séism. 
Intern. », Sér. A, n. 7, pp. 80 e 86, Toulouse, 1932). 

(2) G. AGAMENNONE, Origine probabile dei fenomeni sismici, ecc. (« Boll. Soc. Sism. 
Ital.», XII, 1907, p. 129). 
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6. Deve dunque ritenersi tutt’altro che garantito lordine at grandezza, 
affermato dall’O., per la profondita da lui trovata per gli ipocentri laziali, 
€ non & privo di signiticato il fatto che altri siano giunti a risultati ben di- 
versi. Cosi, ad es., per lo stesso terremoto del 1911, il sismologo profes- 
sore E. Rosenthal © nel r914 con un procedimento pit: completo — per avere 
utilizzato anche le ore d’ Ischia e Agram - trovo, invece, una profondita di 
40-50 km.! Mi piace altresi ricordare il tentativo per la ricerca del focolare 
di altro terremoto laziale (Frascati, 1899), pel quale si ottennero 16 km. ©), ¢ 
cosi pure far presente la profonditi di ben 38 km. quale é risultata dal calcolo 
con Ja formola dell’ Inglada in un recentissimo studio () sopra un terremoto, é 
vero, in altro distretto sismico, ma d’intensit ed estensione paragonabili a 
quelle dei sismi laziali. 

Questi valori cosi contraddittori dimostrano all’evidenza quanto bisogna 
andar cauti in consimili difficilissime ricerche, per non correre il pericolo di 
dar corpo alle ombre accordando, cioé, fiducia a risultati di calcoli basati sul- 
Varena, come argutamente ebbe ad esprimersi il prof. Alessandri sopra ricor- 
dato. Peggio poi quando sulla base di risultati cos) incerti si vogliono anche 
fondare teorie sulla genesi stessa dei terremoti, come appunto ha fatto |’ O. alla 
fine della sua Nota. II difficilissimo quanto fondamentale problema della pro- 
fondita ipocentrale - gia tentato da molti anni con vari metodi e con risultati 
poco soddisfacenti — attende ancora una piu sicura soluzione per la quale si 
richiede, servendosi di dati orari e lievi distanze epicentrali, una precisione 
ben superiore a quella dei tempi, presi a base dei nostri 3 terremoti. 


Geofisica (Sismologia). — Periodicita diurno-notlurna dei terremoti. Nota 
di G. AGAMENNONE, presentata dal Socio F. MiLtosevicu. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


(1) E. Rosenruat, Ueber die Tiefenbestimmung von Erdbebenherde. (« Gerlands Bei- 
trage z. Geophysik», XIII, 1914, p. 135). | 

(2) C. Bassani, I] dinamismo del terremoto Laziale del 19 luglio 1899. (« Riv. Scient. 
Ind. di Firenze », diretta dal prof. G. Vimercati) (« Boll. mens. di Moncalieri », ser. 24, 
XIX, 1899, p. 41). 

G3) P. Cato, I terremoto Istriano del 29 agosto 1931. (Boll. Soc. Sism. Ital.», XXX, 
Pp. 239). 

Una profondita pure notevole (30-40 km.) é stata trovata dal Dr. W. Hiller — in base a 
precisi dati orari d’importanti Osservatori - per l’ipocentro di un sisma non superiore al 
grado V e di limitatissima estensione, avvento nel Wiirttemberg l’11 dicembre 1931 (« Seis- 
mische Berichte der Wiirttembergischen Erdbebenwarte fiir das Jahr 1931». Anhang). 
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Fisica. — Ricerche sperimentali su un generatore dt correntt 
continue e costanti ad alta tensione. Nota di N. Morrara, presen- 
tata“) dal Socio O. M. Corsino. 


Il generatore di correnti continue e costanti ad alta tensione, ideato dal 
prof. Corbino, ¢ cosi costituito (fig. 1). 

Tre trasformatori (T I, T II, T Ill), alimentati da una linea trifase, 
hanno i secondari collegati a stella; il centro della stella comunica con le 
armature esterne di due condensatori C, e C,. L’altro estremo di ciascun 
Ts Ts (As) 
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secondario fa capo alla placca di una valvola (V,, V,, Ve) e al filamento 
di un’altra (V;, V., V;). I filamenti delle valvole V,, Vs, Ve sono connessi 
all’armatura interna del condensatore C,, le placche delle valvole V,, V., Ae 
all’armatura interna del condensatore C,; le due armature interne sono col- 
legate allutilizzatore. 

Poiché, come. si é detto, i tre primari dei trasformatori sono alimentati 
da una rete trifase, la stella attraverso le valvole, che permettono erogazione 
solo in un senso determinato, alimenta l’utilizzatore, funzionando come un 
sistema esafase raddrizzato, perché la corrente nell’utilizzatore é sempre nel 


(1) Nella seduta del 7 maggio 1933. 
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medesimo verso, per la presenza delle valvole. Per ogni sesto di periodo, 
Putilizzatore € collegato da una parte con la valvola da cui proviene,la cor- 
rente, dall’altra parte con le due valvole attraverso le quali la corrente ri- 
torna al sistema trifase. 


Figen 2. 


Su questo schema € stato costruito per I’Istituto Fisico di Roma 
un apparecchio (fig. 2) costituito da tre trasformatori di tipo industriale, 
capaci di dare ciascuno una tensione di 100.000 volt. I tre trasformatori 
sono disposti a conveniente distanza ed orientati in modo che i tre morsetti 
destinati ad essere collegati fra loro si trovano tutti dal lato anteriore; la 
barra che li riunisce fa capo alle armature esterne dei due condensatori e 
costituisce il mewtro del sistema secondario. I condensatori hanno il valore 
di 0,5 millesimi di microfarad. Ciascuno degli altri tre morsetti sostiene un 
conduttore che porta una coppia di valvole; di queste, le tre che hanno il 
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catodo collegato al trasformatore comunicano dalla parte opposta con la barra 
negativa alla quale va connesso l’utilizzatore; le altre tre fanno capo alla 
barra positiva. Le due barre sono collegate alle armature interne dei due 
condensatori. Le lampade sono del tipo Miiller, per 200.000 volt; le prime 
tre hanno i filamenti alimentati da tre trasformatori indipendenti; le altre tre, 
ossia quelle che hanno il catodo collegato alla barra positiva, sono alimen- 
tate da un unico trasformatore. La barra negativa serve di sostegno ad una 
linea destinata alla alimentazione dei filamenti di ampolle elettroniche. II re- 
golaggio di tutti i filamenti e quello della tensione principale si effettuano 
per mezzo di un tavolo di manovra, situato in una stanza attigua a quella 
occupata dall’apparecchio e nella quale, attraverso appositi isolanti, penetrano 
dall’alto le barre dell’aita tensione. I] tavolo di manovra ¢ provvisto di re- 
sistenze ohmiche per la regolazione dei filamenti e di un autotrasformatore 
e di una resistenza ohmica per la regolazione della tensione principale. 

Per studiare le caratteristiche di questo apparecchio, si € esaminata la 
corrente da esso erogata, usando come utilizzatore una resistenza, costituita 
da una miscela di acqua ed alcool, contenuta in un grosso tubo di gomma 
e mantenuta in circolazione, per evitare un forte riscaldamento del liquido, 
mediante due serbatoi convenientemente isolati, che venivano spostati alter- 
nativamente. 

Per determinare |’ andamento dell’ intensita della corrente stessa, si é 
inserita nel circuito una grossa bobina, disposta in modo che il suo campo, 
agendo sul fascio di un oscillograro catodico, determinasse uno spostamento 
verticale del puntino sullo schermo. Una seconda bobina, percorsa da una 
corrente alternata, derivata da un apparecchio che permetteva di variarne la 
fase, agiva in modo da determinare spostamenti orizzontali del puntino stesso. 
L’oscillografo catodico impiegato € del tipo Von Ardenne, e il punto é cosi 
luminoso da permettere una rapida registrazione fotogratica. La fig. 3 rap- 
presenta nella parte inferiore il tracciato ottenuto con la sola azione della 
bobina sparpagliatrice orizzontale, nella parte superiore il tracciato ottenuto 
sovrapponendo all’azione della bobina orizzontale quella della bobina verti- 
cale, quando si privava l’apparecchio dei condensatori C, e C,; in questo 
modo, la lieve pulsazione che rimane permette di riconoscere i vari impulsi 
provenienti successivamente dalle sei valvole. 

Se si misura |’ampiezza dello spostamento rispetto all’ ampiezza della 
pulsazione, si trova che questa rappresenta circa il 15 °/, della intensita to- 
tale, il cui valore medio, letto su un milliamperometro, era di ma. 30. 

La fig. 4 da gli stessi tracciati per l’apparecchio munito dei suoi con- 
densatori; come si vede, la pulsazione  ridotta a un valore minimo, e pre- 
cisamente meno del 6°/>. 

Come controllo alle esperienze descritte si é fatta la seguente misura. 
A conveniente distanza dalla bobina percorsa dalla corrente di utilizzazione, 
si € disposta una seconda bobina, ai cui poli si é derivato un voltmetro di 


acta oes 
elevata resistenza. II dispositivo € stato tarato mediante una corrente alter- 
nata di frequenza e intensiti note, che si faceva passare nella bobina indut- 
trice; in tal modo si é determinato il valore di una corrente di frequenza 
270, quale era quella in studio, deducendola dalle indicazioni del voltmetro. 


I risultati ottenuti in questo modo concordano perfettamente con quelli ottenuti 


mediante I oscillografo. 
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Poiché una delle principali applicazioni di apparecchi di questo genere 
é Palimentazione di tubi per raggi X, si é connesso con l’apparecchio un 
tubo Coolidge standard e si & esaminata |’ emissione dei raggi X, radiogra- 
fando un disco di piombo munito di una fenditura radiale, rotante con ve- 
locita conosciuta (1 giro a sec.). Questa semplicissima disposizione permette 


assai facilmente di rendersi conto del funzionamento di un apparecchio per 
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taggi X. Si € riscontrato che, nel nostro caso, l’emissione di raggi X é 
meno regolare di quel che ci si potrebbe aspettare dai risultati precedenti. 
Infatti il diagramma fotometrico . che riproduce con buona approssimazione 
Popacita della immagine radiografica, presenta, nel caso che non vi siano 
i condensatori (fig. 5), sei impulsi per periodo, non tutti della stessa inten- 
sita; con l’aggiunta dei condensatori (fig. 6), tali differenze si attenuano, ma 
non scompaiono del tutto. 

Questo ¢ da attribuirsi anzitutto al fatto che il tubo é assai sensibile, 
per l’emissione di raggi X, alle variazioni di tensione; cosicché piccole dif- 
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ferenze nei successivi impulsi danno notevoli variazioni nella emissione. Inoltre, 
& sembrato di poter rilevare che le tre valvole aventi il loro anodo colle- 
gato al trasformatore funzionino meno regolarmente delle tre valvole aventi 
il catodo collegato al trasformatore, quando l’apparecchio alimenta un’ am- 
polla a raggi X o una scintilla; per il fatto che il loro catodo, finche la 
scarica non si innesca, ha un potenziale non nettamente definito. Per le altre 
tre valvole non pare che abbia grande importanza il valore non perfettamente 
definito del potenziale dell’ anodo. 

Questo fatto, non ancora del tutto chiarito, sara oggetto di successive 
ricerche. 


Fisica. — Sulla radioattivita del potassio. Nota di D. BocctaReLi, pre- 
sentata dal Corrisp. E. Ferm. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Chimica. — Ricerche sulla teoria delle soluzioni concentrate di elettroliti 
forti. - Ul. Possibilita di estensione al calcolo dei coefficienti osmotici. Nota di 
G. B. Bonino e G. Cenrota, presentata dal Socio M. Berti. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Chimica (Chimica fisica), — Nuove bande nello spettro del monossido 
di vanadio. Nota di G. Piccarpt, presentata dal Corrisp. L. Rota. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Chimica. — La struttura cristallina di LaSn, e LaPb;. Nota di A. Rossi 
presentata dal Corrisp. L. Rotta. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 
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Geologia. — Sull’esistenza dell’ Eocene superiore nel Gebel Ci- 


renaico. Nota di G. B. Fiorina, presentata “ dal Socio Grorro 
DatnELt. 


Lo studio di una parte dei materiali raccolti dal Prof. A. Desio in Ci- 
renaica durante le missioni compiute nel corso di questi ultimi anni ha por- 
tato alla scoperta dell’Eocene superiore nel Gebel Cirenaico. 

Fra i materiali studiati si trovano alcuni campioni di calcari che portano 
la seguente indicazione: « Ridotta Ciglione (Barce), Livello IV (27 otto- 
bre 1930)»; sono calcari bianchi o bianchi rosati, friabilissimi, molto porosi, 
talora pulverulenti, privi di fossili macroscopici, costituiti da un minuto 
impasto di foraminiferi, specialmente piccole nummuliti), 

Si tratta di individui abbastanza numerosi, in discreto stato di conser- 
vazione ed in parte isolabili: raggiungono le dimensioni massime di mm. 6. 

Ho potuto isolare oltre 45 esemplari, fra i quali ho trovato la Num- 
mulites Fabiani Prever, la Nummulites striata Brug. 

L’associazione delle due forme suddette era gia da tempo nota nell’Eocene 
superiore dell’Egitto. Il Prever (3) dice che la sua Nummulites Fabianii cor- 
risponde alla forma figurata da Ph. De La Harpe) sotto il nome di N: in- 
termedia D’Arch. e di N. Fichteli Mich. proveniente dai pressi dell’Oasi di 
Siua dove € associata con N. striata Brug. Questa identificazione é stata 
confermata recentemente da J. Cuvillier 6), 

Sul modo di presentarsi della N. Fabianii Prever e della N. striata Brug. 
nei calcari della Ridotta Ciglione (Barce) mi riprometto di dire altrove. 

Il livello caratterizzato dalla associazione di queste due forme é preci- 
‘samente il Priaboniano. 


(1) Nella seduta del 7 maggio 1933. 

(2) In una precedente Nota (G. B. Fiorina, Alcuni Numinuliti dell’ Isola di Caso. 
« Boll. Soc. Geol. Ital. », vol. II, fasc. 1, Roma, 1932), ho usato il. sostantivo Nummulite 
al maschile. Secondo il prof. A. Sitvesrri invece, dato che il Lamarx, fondatore del genere 
Nummulites, usd questo nome femminile e dato che tale uso divenne consuetudine non c’é 
ragione di modificare ora il genere del nome, potendo la consuetudine fare regola. 

(3) L. Prever, I terrent nummulitici di Gassino e di Biarritz. « Atti d. Reale Acc. 
d. Sc.. di Torino», vol. XLI, p. 185-189, Torino, 1906. 

(4) Pu. DE La Harpe, Monographie des Nummulites a’ Egypte. « Palaeontographica », 
Bd. XXX, p. 210-212, tav. XXXV, fig. 15-28, Cassel, 1883. 

(5) Cuvitumre, Revision du Nummulitique Egyptien. Mémoires présentées a 1’ Institut 
d’ Egypte, p. 237, le Caire, 1930. 


Lo Stefanini alla fine del suo lavoro sui fossili terziari della Cirenaica “ 
da un « quadro comparativo della serie geologica della Cirenaica con quelle 
delle altre parti dell’Africa settentrionale ». 

In tale quadro comparativo il Priaboniano é indicato da un punto in- 
terrogativo e dalla dicitura (« Livello non ancora identificato paleontologi- 
camente »). 

Il livello dal quale provengono la N. Fabianti e N. striata in Cire- 
naica, rappresenta il Bartoniano (Priaboniano inferiore) e corrisponde agli 
strati superiori di Biarritz, agli strati di Cassinella, Dego, Nagy Kovacsi, 
secondo |’ iterpretazione del De La Harpe ©). : 

Secondo il Cuvillier % l’associazione della N. Fabianii con la N. striata 
caratterizza in Egitto il Bartoniano, che egli intende come sinonimo di 
Eocene superiore e che divide in Bartoniano inferiore con N. contorta-striata 
e Bartoniano superiore con N. Fabianii e N. Chavannest. Il Bartoniano infe- 
riore del Cuvillier (loc. cit.) corrisponde pure al Mokattam superiore ed 
agli strati piu elevati del Mokattam inferiore. Il Boussac “), invece, sostiene 
che i calcari selciferi del Mokattam superiore equivalgono al Priaboniano 
dell’ Europa. 

Il Mokattam superiore del Boussac equivale dunque al Bartoniano od 
Eocene superiore del Cuvillier ed al Priaboniano della Cirenaica dello Ste- 
fanini. 

Comunque, il ritrovamento delle Nummuliti che formano loggetto della 
presente Nota, provando l’esistenza dell’Eocene superiore nel Gebel Cirenaico, 
viene a contribuire al completamento della serie stratigrafica della nostra Co- 
lonia e dimostra nello stesso tempo che |’Eocene superiore tanto in Cire- 
naica, dove non é possibile distinguere vari livelli, quanto in Egitto, é carat- 
terizzato dalla stessa associazione di specie, almeno per quanto riguarda i 


foraminiferi. 


Paleontologia. — Contributo allo studio del Paleogene dell’isola di Rodi. 
Nota di C. Retna, presentata dal Socio G. Datne.tt. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


(1) G. STEFANINI, Fossili lerziari della Cirenaica, « Palaeont. It.», vol. 28, p. 144-145, 
Pisa, 1921. 

(2) PH. DE LA Harpe, op. cit., p. 216 (62). 

G)ROpetcite paatsae 

(4) J. Boussac., Sur la présence du Priabonien en Egypte. « Bull. Soc. Géol. Fr.», 
ser. IV, vol. X, p. 485-486. Paris, 1910. 
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Zoologia. — Esperimenti di incrocio fra uova di “ Ciona inte- 
stinalis ,, e spermi di “ Phallusia mamillata ,,®. Nota di G. Rever- 
BERI, presentata®? dal Corrisp. F. RAFFAELE. 


Lo studio degli incroci eterogenei negli animali ha portato una note- 
vole quantita di risultati che spiegano, o almeno lumeggiano meglio, il signi- 
ficato biologico di alcuni processi fondamentali dello sviluppo animale: tra 
eli altri il meccanismo regolativo dello sviluppo per opera dei cromosomi 
paterni e materni, e il fenomeno della partenogenesi. La conclusione rag- 
giunta in questi ultimi tempi, che Ja diploidia € una condizione necessaria 
per la viabilita degli ibridi, espressamente affermata dalla scuola del Bataillon 
(Tchou - Su, 1931), € evidentemente una conclusione molto importante da 
diversi punti di vista: e non é l’unica. La seriazione intermedia di diversi 
tipi di processi che rilegano per gradi quasi insensibili la partenogenesi alla 
fecondazione @ anch’essa un risultato assai notevole che ravvicina ed esplica 
fatti che sembravano opposti tra loro. Negli echini specialmente, il Lillie e 
il Just hanno distinto questi diversi momenti appunto in base ai piu diversi 
studi sulle ibridazioni: dal caso pil semplice in cui Puovo non reagisce af- 
fatto allo spermio eterogeneo la cui azione e bloccata ancora prima della 
penetrazione, si passa al caso in cui lo spermio penetra ma non si unisce 
al pronucleo femminile, e da questo al caso ancora in cui la coniugazione 
dei pronuclei avviene ma il corredo cromosomico maschile € eliminato ; un 
altro caso, quasi una vera fecondazione, si ha quando i cromosoni paterni 
partecipano e regolano lo sviluppo, ma questo ¢ anomalo: negli anfibi vie 
ancora il caso con sviluppo normale (Montalenti 1932). 

Dalla incompatibilita assoluta si va quindi ad una compatibilita tra ele- 
menti piii o meno eterogenei. Da che cosa dipende questa incompatibilita 
o compatibilita € questione ancora assai discussa: dalla teoria di Pfliiger 
(1882-83) delle condizioni meccaniche che favoriscono la penetrazione dello 
spermio o la impediscono, alla teoria di Lillie e Just che ritiene come causa 
della mancata partecipazione dello spermio nello sviluppo l’asincronia evo- 
lutiva dei pronuclei maschili e femminili, si passa alla teoria dai pil soste- 
nuta di una incompatibilita originaria, non meglio definita, tra il citoplasma 
dell’uovo e il nucleo spermatico. 


(1) Lavoro eseguito nell’Istituto di Zoologia della R. Universita di Roma e nella 
Stazione Zoologica di Napoli. 
(2) Nella seduta del 7 maggio 1933. 


Questione questa riapparsa quando si ando ad analizzare il perché della 
impossibilita di fecondare le uova con gli spermi dello stesso individuo in 
animali ermafroditi. Un passo decisivo, nel caso delle Ascidie, per la riso- 
luzione del problema, fu fatto fare dalle ricerche di Morgan (1923) confer- 
mate successivamente dai miei lavori sulla fecondazione dei frammenti del- 
Puovo (1931). Il Morgan che aveva gia tentato di autofecondare uova con 
Ja capsula, ottenne successivamente, liberando le uova di Ciona intestinalis 
dalla capsula stessa e fecondandole con gli spermi dello stesso individuo, «1n 
normale sviluppo: ne scaturisce la conclusione che |’autofecondazione in 
questo caso particolare non é impedita per una incompatibilita tra gli ele- 
menti partecipanti, ma solo per la presenza di un « qualche cosa» che é 
prodotto o si trova negli inviluppi dell’uovo. Da questi concetti scaturirono 
le esperienze da me tentate: proponendomi di studiare la possibilita di in- 
croci eterogenei e le ragioni che eventualmente impediscono la fecondazione. 
Poiche togliendo la capsula dell’uovo si pud avere |’autofecondazione, poteva 
forse ottenersi anche la fecondazione o attivazione dell’uovo con spermi ete- 
rogenei. L’eterogeneita maggiore o minore degli spermi di diversi tipi o 
classi animali, poteva in tale maniera, essere saggiata, € Cosi si poteva met- 
tere in evidenza, accanto alla funzione meccanica e fisiologica della mem- 
brana dell’uovo, anche quella eventualmente esercitata dal citoplasma. Un 
altro problema mi proponevo di esaminare, quello degli incroci reciproci : 
poiche é noto che mentre ¢ talora possibile ottenere fecondazione di un uovo 
con spermi eterogenei di un altro animale non é invece possibile ottenere 
la fecondazione delle uova di quest’ultimo con gli spermi del primo. Le ra- 
gioni di questo fatto sono purtroppo ancora sconosciute. Solo una minima 
parte di tali problemi mi fu finora possibile di studiare: e precisamente quello 
riguardante Ja fecondazione delle uova di Ciona intestinalis con spermi di 
Phallusia mamillata, Tale fecondazione, nelle vova liberate dalla capsula, ¢ 
possibile. Riferiro a suo tempo i dettagli tecnici utilizzati per evitare qual- 
siasi contaminazione con spermi dello stesso animale e che garantiscono i 
risultati ottenuti. La prima reazione visibile agli spermi eterogenei ¢ l’espul- 
sione dei globuli polari; segue successivamente la segmentazione: questa 
talora avviene molto tardi, in alcuni casi anche tre ore dopo il contatto 
degli spermi con luovo, e non é né sincrona in tutti gli esemplari trattati 
nel medesimo tempo, né sempre regolare: talune uova anche non si divi- 
dono, In molti casi tuttavia la segmentazione fu del tutto normale, prima 
in due, poi in quattro, quindi in otto blastomeri, con i tre piani di segmenta- 
zione che caddero normali uno all’altro nelle tre direzioni dello spazio. Talora 
i blastomeri individualizzati perdono la loro individualita per la scompars. 
dei solchi di segmentazione pur essendo ravvisabili nell’interno, i fusi e Je 
sostanze citoplasmatiche ripartite secondo i fusi medesimi: si ha cioé divi- 
sione nucleare e non citoplasmatica. Lo sviluppo procede oltre la 3* segmen- 
tazione: si possono avere morule e in casi. meno frequenti anche gastrule: 
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i casi di gastrule da me osservati si presentano d’aspetto che mi sembro 
normale o quasi normale. 

Tutto cio dimostra intanto ’ufficio protettivo esercitato dalle membrane 
dell uovo e nel medesimo tempo come Ja condizione della incompatibilita 
citoplasmatica non sia tra l’uovo e lo spermio eterogeneo assoluta, poiche 
la presenza dello spermio ¢ capace almeno di strappare |’ uovo dallo stato 
di inerzia in cui si trova e di attivarne tutti i processi dello sviluppo. Quanto 
in questi processi vi é di partecipazione attiva dello spermio, se cioe questo 
interviene come elemento di una vera fecondazione, o solo di una feconda- 
zione parziale, o infine come semplice attivatore di fenomeni partenogenetici, 
é cosa che verra rivelata dallo studio citologico che & in corso. In altre pa- 
role resta sospesa la questione se |’ibridismo ottenuto in questo caso sia 
proprio un « vero ibridismo » (diploide quindi), o un falso ibridismo (aploide 
o diploide) nel senso comunemente inteso da questi termini. Abbastanza in- 
dicativo € pero fin d’ora il fatto di avere ottenuto uno sviluppo cosi avan- 
zato quale quello di gastrula. 


Fisiologia. — <Avitaminosi ed intossicazioni. MY. Sindrone spe- 
rimentale da avitaminosi A ed intossicazione chimica da metalh 
e metalloidi‘“ Nota di M. Miroto, presentata® dal Corrisp. 
S. BAGLIONI. 


In due Note precedenti%) ho riferito i risultati di ricerche sul compor- 
tamento della polineurite sperimentale (dei piccioni) e dello scorbuto speri- 
mentale (delle cavie) di fronte a piccole quantita di una miscela salina di 
vari metalli e metalloidi in soluzione acquosa. Proseguendo nello stesso 
ordine di indagini, ho voluto studiare in qual modo la sindrone sperimentaly 
da avitaminosi A, dei ratti, potesse essere influenzata dalla somministrazione 
orale di piccole dosi della stessa miscela metallo—metalloidica. 


E noto che una delle conseguenze principali dello stato di avitaminosi A ¢ la dimi- 
nuita resistenza alle infezioni da parte degli animali carenzati, per cui questi diventano 
sensibilissimi all’azione di microrganismi patogeni (Drummond (4), Stephenson e Clark (5)). 
Frequenti sono le infezioni intestinali dei soggetti in carenza di vitamina A (Hotta (©), . 
Verder (7), Lassen (8)); altrettanto frequenti sono le affezioni catarrali del naso, dei bronchi 


(1) Lavoro eseguito nell’ Istituto di Fisiologia umana della R. Universita di Roma. 
(2) Nella seduta del 7 maggio 1933. 

(3) M. Mirozo, questi « Rendiconti», XVI, 451 e 528, 1932. 

(4) J. C. Drummonp, « Biochem. Journ. », XIII, 95, 1919. 

(5) M. Srepuenson, a. A. B. Crark, « Biochem. Journ. », XIV, 502, 1920. 

(6) Y. Horra, «Zentralbl. Bakteriol. I, Origin. », CVIII, 413, 1928. 

(7) E. Verper, « Journ. Infect. Dis. », XLII, 589, 1928. 

(8) H. C. A. Lassen, « Journ. of Hyg.», XXX, 300, 1930. 
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e dei polmoni; pure i seni frontali e la base della lingua sono spesso sede di ascessi pu- 
rulenti (Sherman e Munsell (1), Sherman e Storms (2), Wolbach e Hove(3)). Turner, An- 
derson e Blodgett (1) nell’ 85 °/o dei ratti, tenuti a regime carenzato o povero di vitamina A, 
hanno osservato infezioni locali dell’orecchio medio, delle coane e delle cavita accessorie 
del naso; ed anche Dean (s) é venuto alle stesse conclusioni. Secondo Mellanby (6), la som- 
ministrazione di vitamina A fa aumentare i poteri di difesa dell’organismo contro le infe- 
zioni: in quelle da streptococco, stafilococco e colibacillo la mortalita nei ratti si abbassa 
dal 92 al 29 °/,. Mellanby e Green (7), per trattamento con preparati ricchi di vitamina A, 
hanno avuto guarigioni in molti casi di setticemia puerperale da streptococco emolitico; e 
Sherman consiglia la somministrazione di vitamina A anche a scopo profilattico, special- 
mente nelle donne e nei bambini, per accrescere i poteri di difesa contro le malattie infet- 
tive. Del resto, loftalmia, che in breve tempo segue alla xerosi congiuntivale ed alle lesioni 
corneali proprie dell’avitaminosi A, @dovuta al facile impiinto di germi patogeni sul bulbo 
oculare. Pare che, nel decorso della carenza, il potere battericida del sangue sia realmente 
diminuito; anche l’attivita fagocitaria, secondo Findlay e Mac Lean (8), e Smith e Wason (9), 
€ molto attenuata; alcuni AA. mettono in rapporto la diminuzione generale della resi- 
stenza alle infezioni con la trombopenia che costantemente si osserva durante l'avitaminosi 
(Cramer, Drew e Mottram (0). 

La resistenza verso le tossine € pure minorata (Schubert (11), Blackberg (12)); e la sen- 
sibilita alle intossicazioni chimiche sembra aumentata (Gallup (3)); secondo Smith, Mac 
Closky e Hendrick (t4) i soggetti in avitaminosi A sono pit sensibili agli avvelenamenti da 
istamina, uabaina, stricnina, morfina, atropina e cocaina. 


Le esperienze sono state condotte su 12 ratti albini in via di accresci- 
mento, di circa 30 giorni di etd, tutti di sesso maschile; gli animali sono 
stati divisi in 4 lotti, ciascuno di tre ratti. Il primo lotto era tenuto a re- 
gime artificiale incompleto (costituito da caseina purificata p. 16, destrina 
purificata p. 40, zucchero di canna p. 20, olio di oliva col 10 °/, di olio di 
cocco p. 15, lievito di birra secco p. 10, succo d’arancia p. 5, agar—agar p. 2, 


(1) H. C. SHerman a. H. E. Munsewu, « Journ. Amer. Chem. Soc. », XLVII, 1639, 
1925. 

(2) H. C. Surman a. L. B. Srorms, « Journ. Amer. Chem. Soc. », XLVII, 1653, 
1925. 

(3) S. B. Worzacu a. P. R. Howe, « Proc. Soc. exp. Biol. a. Med. », XXII, 402, 
1925. 

(4) R. G. Turner, D. E. AnpERson a. C. G. Biopcert, « Proc. Soc. exp. Biol. a. 
Med.», XXVI, 233, 1929. 

(5) L. W. Dean, « Ann. of Othol. », XXXVIII, 607, 7929. 

(6) E. Metransy, « Journ. Amer. Med. Assoc. », XCVI, 325, 1931. 

(7) E. MeLtansy a. H. N. Green, «Brit. Med. Journ. », n. 3569, 984, 1929. 

(8) G. M. Finpay a. J. Mac Lean, « Biochem. Journ. », XIX, 63, 1925. 

(9) G. Smirx a. J. Wason, «Journ. of Immunol. », VIII, 195, 1923. 

(10) W. Cramer, A. H. Drew a. J. C. Morrram, « Proc. Roy. Soc. », B, XCIII, 449, 
1922. 

(11) J. ScuuBert, « Deutsch. Med. Wochenschr. », LIV), 472,-1928: 

(12) S. N. BLackBerG, « Proc. Soc. exp. Biol. a. Med.», XXVI, 757, 1929. 

(13) W. D. Gatrup, « Journ. of Biol. Chem. », XCUI, 381, 1931. 

(14) M. I. Smira, Mac Crosxy a. E. G, Henprick, « U. S. Publ. Health Rep. », XLI, 
767, 1926. 
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miscela salina p. 4; quest’ ultima era formata di cloruro di sodio p. 2, fosfato 
di sodio p. 5, fosfato di potassio p. 9, fosfato monocalcico p. 10, lattato di 
calcio p. 6, solfato di magnesio p. 3, citrato di ferro p. 1), con Pageiunta 
di vitamina A (3 gr. di burro fresco, pro die). Il secondo lotto riceveva sol- 
tanto il vitto artificiale incompleto, senza Vaggiunta di burro; il terzo era 
sottoposto a questo stesso regime, ma, ai primi segni caratteristici dell’avi- 
taniinosi A, ricevette una piccola dose di miscela metallo-metalloidica (cc. 0.5 
pro die, mescolata al cibo); il quarto lotto, infine, era sottoposto alla dieta 
artificiale incompleta con laggiunta, sin dall’inizio dell’esperimento, di una 
piccola dose di miscela metallo—metalloidica (la cui somministrazione fu so- 
spesa solo tra il 24° e il 45° giorno di esperienza). 

Si sono impiegati ratti aventi press’a poco lo stesso peso iniziale, ed 
in buone condizioni di salute; essi sono stati tenuti nello stabulario sepa- 
ratamente, ciascuno cioé in un compartimento di grandi gabbie (a 8 com- 
partimenti), di quelle che generalmente si adoperano per studi sul ricambio 
materiale. Gli animali erano pesati ogni giorno alla stessa ora ed attenta- 
mente esaminati dal punto di vista del comportamento generale e della sin- 
tomatologia eventualmente offerta. Si conosceva sempre il peso dell’alimento 
somministrato (complessivamente, 20 gr. pro die, per ciascun ratto); il giorno 
dopo il cibo si ripesava e dalla differenza si ricavava l’alimento ingerito, te- 
nendo conto, per quanto é stato possibile, delle piccole quantita che lo stesso 
animale espelleva dalla gabbia. Per la composizione della miscela metallo— 
metalloidica rimando alla Nota I. Le esperienze sono durate tre mesi (dal 
I° agosto al 30 ottobre 1932). 

Per amore di brevita ho riassunto i risultati in grafiche che esprimono 
la curva ponderale di ciascun ratto. 


La grafica n. 1+ dimostra che il peso corporeo dei ratti del primo lotto, 
tenuti a regime artificiale reso completo dall’aggiunta di 3 gr. di burro pro 
die, aumenta sempre, dapprima lentamente, poi pil’ rapidamente; verso il 
60° giorno l’aumento si rende meno sensibile, ma € sempre costante fino 
all’ultimo giorno di esperienza (91°). Gli animali, durante la ricerca, hanno 
conservato buone condizioni generali di salute. 

Il comportamento dei tre ratti del secondo lotto € invece differente 
(grafica n. 2); negli animali sottoposti a dieta carenzata, il peso aumenta 
rapidamente nei primi 56-63 giorni; poi pi o meno bruscamante diminuisce, 
finche tra il 69° ed il 91° giorno si verifica l’obilus; questo ¢ sempre pre- 
ceduto da arresto di sviluppo, perdita dell’appetito, diarrea, difettosa nutrizione 
della pelle ed arruffamento dei peli. Solo nel ratto n. 3 si sono notati (al- 
P 80° giorno) i primi segni della xeroftalmia: una leggera secrezione del bordo 
libero delle palpebre dell’occhio s., che si sono gonfiate. Nei giorni succes- 
sivi sono comparse crosticine nerastre sul bordo palpebrale; l’animale aveva 
spiccata fotofobia, per cui stava rannicchiato, con gli occhi chiusi, nell’an- 
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golo pit buio del compartimento della gabbia. Alla tumefazione palpebrale 
si sono accompagnate secchezza ed ulcerazione della cornea, infezione della 
camera anteriore dell’occhio fino al quadro completo della panoftalmite. I 
processo si & verificato poi anche nell’occhio d. Nel ratto n. 2 all’ 82° giorno, 
insieme all’arruffamento del pelo, si sono resi manifesti i primi segni della 
lesione oculare, i quali perO non hanno potuto evolvere fino all’oftalmia 
perche all’87° giorno l’animale & deceduto. 

Anche per i ratti del terzo lotto si é notato rapido aumento ponderale 
fino alla 52*-70* giornata; poi, piii o meno bruscamente eli animali hanno 
perduto peso e sono morti tra il 76° e il 79° giorno (grafica n. 3). I sin- 
tomi premortali sono stati simili a quelli apparsi negli animali del secondo 
lotto; soltanto nel ratto n. 3 non wé stata xeroftalmia, la quale invece si 
© manifestata nel ratto mn. 2 verso il 70° giorno. Uno speciale comporta- 
mento si € avuto nel ratto n. 1: i primi segni della lesione oculare (a si- 
nistra) sono comparsi piuttosto precocemente, al 40° giorno di esperienza ; 
la xeroftalmia si ¢ aggravata fino alla panoftalmite del solo occhio s., mentre 
la curva ponderale ha continuato a salire; anzi in questo ratto il peso cor- 
poreo € aumentato fino al 70° giorno, per poi diminuire bruscamente prima 
della morte. In tutti gli altri animali in cui si € notata xeroftalmia, questa 
€ apparsa sempre nella fase discendente della curva ponderale. 

Nei ratti n. 2 en. 3 la miscela metallo—metalloidica (cc. 0.5 per ratto, 
pro die) & stata somministrata appena si ¢ accennata la caduta del peso; 
mentre al ratto n. I & stata data sin dal 43° giorno, subito dopo i primi 
segni della xeroftalmia. Comunque, la miscela non ha impedito la rapida 
perdita di peso degli animali e la comparsa dei vari sintomi che li hanno 
portati a morte. Che le piccole dosi delia miscela metallo—metalloidica non 
abbiano aggravato l’andamento dell’avitaminosi & dimostrato dal comporta- 
mento del ratto n. 1, il quale, pur avendo ingerito la miscela dal 43° giorno 
per un periodo di tempo di 36 giorni (in totale, ha ricevuto cc. 18 di mit 
scela), € aumentato ancora di peso per altri 27 giorni; lo stesso fatto si é 
notato per gli animali dell’ultimo lotto. 

I tre ratti del quarto lotto hanno ingerito, oltre al cibo artificiale in- 
completo, 2 cc. di miscela (pro die) per i primi 15 giorni di esperimento, 
poi 3 cc. (pro die) dal 16° al 23° giorno; la somministrazione della miscela 
metallo-metalloidica ¢ stata sospesa tra il 24° e il 45° giorno, e ripresa dalla 
46* giornata fino alla fine dell’esperienza (cc. 0.5, pro die). La grafica n. 4 
indica che negli animali cosi trattati il peso corporeo ¢ rapidamente aumen- 
tato fino al 59°-70° giorno; poi si é verificata una caduta pi o meno rapida, 
seguita dal corteo dei sintomi del periodo premortale (diarrea, arruffamento 
dei peli, ecc.), non eslusa la xeroftalmia mono-— o bioculare (iniziatasi nel 
Tattowm.. il 73°, nel ratto n. 2-il 165% e:nel- ratto: n.- 3.11) 77° piorno}. 

In conclusione, l’andamento delle curve ponderali e delle varie manife- 
stazioni dell’avitaminosi A sperimentale, per i ratti del secondo, terzo e quarto 
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lotto, é stato pressoché uniforme. Per tutti gli animali si sono verificati dap- 
prima aumento ponderale fino al 53°-70° giorno, poi perdita di peso, e 
morte tra il 69° e il 91° giorno. I sintomi a carico del globo oculare si sono 
avuti in 6 casi su 9 (uno per il 2° lotto, due per il 3° lotto, tre per il 
4° lotto); cid dimostra che la xeroftalmia non & un disturbo costante della 
sindrome carenziale, e che il termine di vitamina antixeroftalmica assegnato 
al fattore A non é in tutti i casi appropriato. 

Da questi esperimenti risulta anche che la somministrazione, per via 
orale, di una miscela di sali metallici e metalloidici, in dosi tali da non 
riuscire tossiche per i ratti normali, non provoca, nei ratti in avitaminosi A, 
modificazione nell’andamento della carenza alimentare, nel senso di accele- 
razione o inibizione; ne lo stato carenziale € capace di render tossiche le 
piccole dosi di miscela metallo-metalloidica somministrate agli animali. 

Queste conclusioni si discostano dai risultati riferiti nella I e nella 
II Nota, secondo cui le stesse piccole dosi della miscela di metalli e metal- 
loidi hanno favorito ed accelerato il decorso della polineurite sperimentale 
nei piccioni e dello scorbuto sperimentale nelle cavie; e si discostano anche 
da alcuni risultati comunicati nella I Nota, secondo i quali talvolta si pud 
osservare associazione della sindrome e del reperto polineuritico con quelli 
di intossicazione da metalli e metalloidi. 

Inoltre la mancata sensibilita degli animali in carenza di fattore A verso 
alcune sostanze chimiche é in contrasto con la forte recettivita per i micror- 
ganismi patogeni e le loro tossine; recettivita che, se in vario grado é co- 
mune a tutti gli stati di carenza alimentare, é certamente una spiccata carat- 
teristica della sindrome da avitaminosi A. 


Fisiologia. — Axione della tiroide e della tiroxina sul decorso del digiuno 
é della rialimentazione dei ratti albini normali e emitiroidestomizzati. Nota di 
A. GALAMINI, presentata dal Corrisp. S. BaGLiont. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Fisiologia. — Modificazioni del contenuto in lipoidi del sistema nervoso 
centrale nello stato convulsivo. Nota di V. SaNctRaRDI, presentata dal Corrisp. 
S. BaGLIONI. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Patologia. — Sut presunti attivatori della proteolisi nei tumori. Nota di 
L. Pozzi, presentata dal Socio P. Ronpont. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 
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Commemorazione del Socio Eugenio Bertini, 


letta dal Socio G. Casretnuovo, nella seduta del 7 maggio 1933 


Il giorno 24 dello scorso febbraio moriva a Pisa, carico di anni ma 
giovane ancora di spirito, il nostro Socio Eugenio Bertini. Insieme alla fa- 
miglia lo piansero gli antichi allievi che lo amavano come un padre; lo 
piansero 1 colleghi ed amici che ne conoscevano I’alto intelletto, il carattere 
integro, l’animo aperto ad ogni nobile sentimento, la profonda bonta. 

Era nato a Forli l’8 novembre 1846 da famiglia di modeste condi- 
zioni. Il padre, tipografo, non avrebbe potuto mantenerlo all’ Universita, se 
la Congregazione di Carita di Forli non avesse contribuito alle spese. Si 
iscrisse nel 1863 a Bologna con la intenzione di darsi all’ingegneria, ma 
le lezioni di Luigi Cremona che ivi ascolté lo trassero alla scienza pura. 

Anima ardente di romagnolo segui Garibaldi nel 1866. Terminata la 
breve campagna e ripresi gli studi, fu consigliato dal Cremona di frequen- 
tare a Pisa [ultimo anno di matematica. In quella Universita consegui la 
laurea nel 1867, e l’abilitazione all’insegnamento |’anno successivo presen- 
tando una monografia sui poliedri, che é il suo primo lavoro stampato. 

Il fascino del Cremona, che si era trasferito a Milano, lo richiamo in 
quest’ultinia ‘citta nell’anno scolastico 1868-69. Ivi ascoltd dal Cremona, 
dal Brioschi e dal Casorati quel corso tripartito sugli integrali abeliani che 
tanta influeiza doveva avere su di lui. Primo’ frutto del detto corso fu uno 
scritto di due pagine, pubblicato nel 1869, contenente una sémplicissima di- 
mostrazione’ del teorema di Riemann e Clebsch sull’invarianza del gencre 
nelle corrispondenze birazionali tra curve; la dimostrazione, ormai classica, 
& ‘Tiprodotta in tutti i trattati sull’argomento.’ ~~ pitts oneal 

L anno 1870 il Bertini inizia la carriera di insegnante nelle scuole secon- 
darie, “prima ‘a Milano, poi a Roma (1872). Qui ebbe, per volonta del Cre- 
mona, ormai. stabilitosi nella Capitale, anche l’incarico universitario di geo- 
metria descrittiva é ‘proiettiva. Nel 1875 gli fu offerta, su proposta del Betti, 
la cattedra di Géometria superiore a Pisa. Egli accetto con piacere il nuovo 
posto, sfidando i fulmini di Luigi Cremona che non voleva separarsi dal suo 
discepolo, e gli perdono Patto di ribellione solo due anni dopo, quarido il 
Bertini, sempre generoso, offri di cedere la cattedra di Geometria superiore 
al maestro che, turbato dalle difficolta pratiche incontrate a Roma nell’or- 
dinamento della Scuola degli ingegneri, parve desiderare per un momento di 
riprendere in ambiente pit tranquillo le ricerche predilette. In seguito (1880) 
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il Bertini, attratto dalla presenza a Pavia di due colleghi a lui carissimi, il 
Beltrami e il Casorati, passd in quella Universita, scambiandosi col De Paolis, 
che preferiva il soggiorno di Pisa. Ma nel 1892, morto il De Paolis, ritorno 
a Pisa, dove riprese |’antico insegnamento che conservo fino al collocamento 
a riposo per compiuti limiti di eta. 

Non-é questo il momento per fare un esame analitico della copiosa 
produzione del Bertini. Parlerd solo dei lavori pit significativi e della evo- 
luzione che ha subito il suo pensiero scientifico. 

Le prime ricerche, in ordine di data, risentono, nella scelta degli argo- 
menti e nello svolgimento, l’influenza di Luigi Cremona, del quale il Bertini 
possiede le stesse doti di chiarezza, la stessa abilita nell’adoperare secondo 
i casi i procedimenti sintetici o analitici e nel cogliere, tra le numerose pro- 
prieta rivelate dalla indagine, le piu interessanti ed eleganti. 

Va segnalato, in special modo, un lavoro del 1872, in cui lo studio 
delle quartiche schembe razionali lo condusse alla scoperta di tre corde no- | 
tevoli uscenti da uno stesso punto. 

Ben presto perd il suo interesse ¢ richiamato a problemi di carattere 
pit elevato, che oltrepassano il programma svolto sino allora dalla scuola 
cremoniana e segnano nuovi indirizzi alla geometria algebrica. Giova qui 
ricordare che il Cremona, dopo aver costruito la teoria di quelle trasforma- 
zioni del piano e dello spazio che portano il suo nome e costituiscono uno 
dei suoi maggiori titoli di gloria, ne approfitto per trasformare enti geome- 
trici elevati in enti pil semplici e trasportare a quelli le proprieta di questi. 
Non sembra pero che egli abbia visto, almeno nell’epoca di cui stiamo di- 
scorrendo, |’interesse di studiare le propriet’ geometriche che restano inal- 
terate di fronte alle dette trasformazioni. L’idea di esplorare questo nuovo 
campo sorse spontanea nella mente del Bertini verso il 1876, a proposito 
di una ricerca sulle involuzioni piane di coppie di punti. Di queste involu- 
zioni (0 sistemi doppiamente infiniti, dove ogni punto determina la coppia 
di cui fa parte) erano conosciuti vari esempi; e prima e dopo del Bertini 
furono tentati vari criteri di classificazione. Ma egli, primo fra tutti, si pro- 
pose di determinare i diversi tipi, irriducibili fra loro, ai quali le involuzioni 
piane possono ridursi mediante trasformazioni cremoniane. II risultato a cui 
egli arrivo € pil semplice di quel che poteva aspettarsi. Infatti, oltre le 
trasformazioni involutorie di de Jonquitres, prevedibili a priori, egli incontra 
solo altri due tipi di involuzioni, uno generato dalle cubiche piane passanti 
per sette punti, l’altro dalle sestiche che hanno otto punti doppi in comune. 
E bensi vero che le restrizioni introdotte nella ricerca e da lui apertamente 
dichiarate potevano lasciare il dubbio che qualche altro particolarissimo tipo 
gli fosse sfuggito, dubbio che fu poi eliminato. Ma il dubbio non giustificava 
la freddezza con cui, a quanto pare, una ricerca cosi difficile ed un risultato 
cosi importante furono accolti dal Cremona e dai suoi discepoli pit devoti. 
Il Cremona, a cui il Bertini espose verbalmente la sua scoperta, si limitd a 
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fargli sapere che il terzo tipo di involuzioni era a lui noto, del che il Ber- 
tini avverti lealmente il lettore con una. nota aggiunta nelle bozze di stampa. 
Ed uno dei discepoli prediletti dal Cremona, in un articolo del 1879, ove 
la classificazione delle involuzioni é ripresa da-un punto di vista molto meno 
interessante, solleva il dubbio che oltre ai tre tipi del Bertini ve ne possano 
essere infiniti altri. Tutto cid é qui detto al solo scopo di dimostrare quale 
originalita avesse quella ricerca del Bertini, e quanto sia‘ giusto attribuire a 
lui il primo passo essenziale compiuto dopo il Cremona per aprire nuovi 
orizzonti alla geometria algebrica. ' 

Va pure aggiunto che il lavoro di cui sto parlando contiene, come pre- 
messe, una serie di risultati sui sistemi lineati di curye-piane dei primi 
generi e sulla loro riduzione a tipi di ordine minimo, risultati che diedero 
Pimpulso per oltre un decennio aricerche di geometri italiani. Vi & inoltre 
enunciato e stabilito mediante considerazioni intuitive un teorema sui punti 
multipli di una curva variabile in un sistema lineare, teorema che egli poi 
dimostro (nel 1880) in forma pil generale ed in modo rigoroso, insieme 
ad un altro teorema sui sistemi lineari composti di curve o varieta riduci- 
bili; risultati questi che intervengono ad ogni passo in ‘tutti i lavori della 
nostra scuola. 

La difficile ricerca sulle involuzioni, condotta coi mezzi inadeguati di 
cui si disponeva in quell’epoca, ha costato al Bertini un grande sforzo di 
cui si risentono i lavori successivi. Per qualche anno infatti egli o ritorna 
al problema delle involuzioni senza aggiungere risultati essenziali, o riprende 
questioni di geometria proiettiva appartenenti in senso stretto alla scuola cre- 
moniana e riguardanti particolari configurazioni o particolari’curve piane e 
sghembe. 

Dopo il 1885 comincia nella sua operosita un nuovo periodo, ove sulla 
curiosita del ricercatore prevalgono le preoccupazioni critiche del’ insegnante 
o del trattatista. Egli si tiene al corrente di tutto cio’ ché, nel campo dei 
suoi Studi, si produce in Italia o all’estero. Ma non é un facile lettore, perche 
vuol rendersi ragione di ogni particolare e rivedere ogni punto con la sua 
mente chiarificatrice. Quando si € reso padrone dell’argomento, lo espone 
im una forma spesso nuova e perspicua agli allievi e ai lettori. 

Cosi nacquero. alcuni lavori sulla geometria proiettiva degli iperspazi, 
soggetto a cui la scuola italiana porto fra il 1880 e il 90 notevoli contri- 
buti, principalmente per iniziativa di Giuseppe Veronese e di Corrado Segre. 
Nel 1906 il Bertini raccolse le sue lezioni sull’argomento in un volume che 
ebbe meritata fortuna per i suoi pregi intrinseci, e perche e l’unica opera 
ove tanti bei risultati si trovino esposti con ordine e chiarezza, 

Un secondo gruppo di lavori di questo periodo é destinato a perfezio- 
nare e semplificare la dimostrazione di un classico risultato del Nother, che 
porta il nome di teorema fondamentale e si riattacca alla teoria algebrica dei 
moduli, alla quale pure il Bertini ha dedicato qualche scritto. In un’altra 
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Nota egli da una forma, che pud dirsi definitiva, ad un ingegnoso proce- 
dimento proposto dal Nother per analizzare le singolarita delle curve alge- 
briche piane. Va infine segnalata in special modo una monografia, pubblicata 
nel 1894, ove il Bertini espone, con mirabile chiarezza, la geometria sopra 
una curva, seguendo le linee di una classica Memoria di Brill e Néther, 
alla quale egli reca perd sémplificazione e complementi essenziali. Questa 
monografia ed un’altra contemporanea di Corrado Segre sullo stesso argo- 
mento trattato con metodo diverso, hanno divulgato tra noi una teoria che, 
sorta in Germania, prese poi in Italia nuovi ed ampi sviluppi. Quei due 
scritti hanno dato l’impulso alle successive ricerche della nostra scuola geo-. 
metrica. Te 
E giusto rilevare una particolarita dei lavori espositivi del Bertini, che 
dimostra la modestia e |’altruismo del suo animo. Egli -spesso sorvola sui 
perfezionamenti da lui recati per mettere in luce i risultati ottenuti da altri 
e specialmente da giovani che muovono i primi passi nella scienza. Qual 
valore abbia l’appoggio di un maestro autorevole nei difficili inizi di una 
carriera voi ben sapete; comprenderete dunque quanto sia ee a rico- 
noscenza che portiamo al Bertini. 

Egli fu il protettore di tutti i giovani promettenti, fossero o non fos- 
sero suoi discepoli. Ed anche per coloro che si smarrirono di fronte alle 
difficolta della scienza o della vita, egli trovava sempre una parola indulgente, 
una scusa. 

Questa dolcezza quasi femminea del suo animo contrastava con la te- 
nacia nel sostenere le'cause che credeva giuste. Nelle commissioni di con- 
corso fu giudice inflessibile; nessuna autorita, nemmeno quella del venerato 
maestro Cremona, aveva potere di farlo deviare dalla soluzione che egli 
riteneva migliore. E l’avvenire diede sempre ragione ai suoi giudizi. 

Appassionato dell’insegnamento, preparava con ogni cura’ le sue lezioni 
che svolgeva con mirabile chiarezza e précisione. Le pareti-domestiche, entro 
le quali fu marito e padre affettuosissimo, e l’aula universitaria furono'i luogbi 
ove si compiaceya di vivere. E quando, a 75 anni, fu collocato a riposo, 
volle per dieci-anni ancora svolgere, quale corso libero, uf insegnamento 
di complementi’ di ‘geometria, che egli aveva istituito a Pisa coie’ introdu- 
ziofie alla geometria superiore. A 81 anni raccolse le sue lezioni int un vo- 
lume che ogni studente di mateniatica Jeggera ‘con profitto. 

dl suo entusiasmo giovanile per la scienza durd find “alla vigilia della 
thorte. Si spense serenamente, consapevole di aver compiuto in ogni istante 
il-Suo bias e di aver dato alla scuola, alla ee alla Patria tutto cid 
che le forze gli consentirono. 

: A questa nobilissima figura, che onord la scienza € la vita, vada il nostro 
memore saluto. ‘ 


No 


Commemorazione del Socio Guido Tizzoni, 


letta dal Corrisp. Anronio Cesarts Demet nella seduta del 7 maggio 1933 


Guido Tizzoni, che tenne con grande onore per 48 anni la Cattedra di 
Patologia generale a Bologna, venne a morte a Pisa, dove era nato il 10 gen- 
naio 1853, il giorno 4 settembre 1932, all’eta dunque di 79 anni e quando 
da quattro anni, avendo raggiunti i limiti di eta, si era ritirato dall’insegna- 
mento. E fu giorno di lutto questo per la Patologia italiana che in Tizzoni 
perdette uno dei suoi cultori, se non pid fortunati, certamente pili appas- 
sionati. E una grande passione per lo studio e la ricerca Tizzoni ebbe vera- 
mente, e subito lo dimostrd quando, dopo aver iniziati i suoi studi a Pisa, 
e laureatosi a Napoli nel 1873, invece di seguire la via del pronto e facile 
guadagno, quale la pratica professionale avrebbe potuto dargli, senti prepo- 
tente il bisogno di studiare ancora, e tenacemente, per mettersi al corrente 
delle nuove conquiste che, nel campo della patologia, i perfezionamenti nei 
mezzi ottici di osservazione, e nello studio della eziologia delle malattie da 
infezione, i nuovi metodi tecnici, introdotti da Pasteur e da Koch, nella bac- 
teriologia, avevano permesso di conseguire. 

E scelse allora la via maestra. Si recd subito a Berlino dove per tee 
anni, e cio€ nel 1874 e 1875, frequento I’Istituto di Virchow, e noi dob- 
biamo a questo periodo della sua preparazione, gli interessanti lavori che 
Egli ci ha lasciati sui tumori e pit specialmente sulla particolare struttura 
di alcuni tumori (sarcoma, epitelioma, linfoma, leucemia) aventi sede nel 
testicolo, preparazione che gli apri Ja strada a conseguire per concorso, 
giovanissimo ancora, e cioe nel 1878, ]a nomina ad ordinario di Anatomia 
patologica alla Universita di Catania. 

Dall’ Istituto di Virchow, Tizzoni passO poi subito all’Istituto di un 
altro grande maestro il Bizzozero, a Torino. Egli vi entro quando nell’ Isti- 
tuto, maestro ed allievi erano intenti a studiare le leggi dell’accrescimento 
e dalla rigenerazione, nei vari organi ed in varie condizioni sperimentalmente 
provocate. Mirabile serie di lavori condotti ad un unico fine, che Bizzozero 
seppe poi bellamente riunire e coordinare in una lucida Relazione al Con- 
gresso Medico Internazionale di Roma del 1894 dal titolo « Accrescimento 
e rigenerazione dell’organismo ». 

Anche Tizzoni contribui a queste ricerche nei due anni (il 1876 ed 
il] 1877) di sua permanenza all’Istituto. La sua proficua attivita in questo 


tempo dimostrata, ebbe a degno coronamento la sua nomina ad assistente 
effettivo ed il conseguimento della libera docenza in Patologia generale a 
Torino. E l’influsso di questo indirizzo di ricerche ¢ chiaramente manifesto 
anche nell’opera scientifica successivamente svolta da Tizzoni negli anni che 
immediatamente seguirono la sua nomina ad ordinario di Patologia gene- 
rale a Bologna (1880) giacché in questa troviamo un notevole numero di 
lavori sulla rigenerazione dei tessuti e degli organi, lavori nei quali Egli 
non solo confermd e completo le conoscenze che allora si avevano sulla 
rigenerazione delle ossa, delle cartilagini, dei nervi periferici di origine spi- 
nale o di quelli del simpatico, e Ja rigenerazione parziale delle ghiandole 
linfatiche, ma riusci anche a fare osservazioni originali sia nel campo pura- 
mente ANATOMICO (ne sia esempio la scoperta del reticolo corneo della 
guaina midollare dei nervi) ANATOMO PATOLOGICO (ne sia esempio la dimo- 
strazione, fatto questo importante relativamente alla dottrina della infiam- 
mazione, che nella reazione della cartilagine articolare alle irritazioni mec- 
caniche si ha una molto attiva moltiplicazione delle cellule cartilaginee prima 
di qualsiasi modificazione della sostanza interstiziale, a tipo essudativo leu- 
cocitario) ed infine sPERIMENTALMENTE (quando affermo il principio, succes- 
sivamente confermato da Voronoff, che gli innesti attecchiscono solo in 
quelle parti dove trovano il pabulum necessario al loro sviluppo ed al loro 
accrescimento, e quindi per le cartilagini articolari, la sierosa articolare, 
mentre degenerano e muoiono dove queste condizioni naturali mancano (tes- 
suto cellulare sottocutaneo, peritoneo). 

Interessanti, se non risolutive in questo campo, le sue ricerche sulla 
rigenerazione del fegato e del rene, meno fortunate quelle sulla milza, forse 
per avere in gran parte di queste sue esperienze adoperato il cane, che per 
le sue peculiari condizioni anatomiche male vi si presta. 

Tizzoni in altre sue ricerche pud essere considerato come un precur- 
sore degli studi di endocrinologia ed in questo campo ebbe delle geniali 
intuizioni, ho detto precursore e basti il ricordare che il suo lavoro sulla 
«Splenectomia nel coniglio e la mancanza dei rapporti funzionali tra la 
milza e la tiroide » porta la data del 1884. L’altro « sulla fisiopatologia delle 
capsule surrenali» quella del 1886 (e in questo lavoro, a base istologica, si 
accenna agli intimi rapporti che devono intercorrere tra tiroide ed ipofisi) 
e l’altro infine sugli. « Effetti remotirdella plenectomia del cane » é del 1890. 

Ma il capitolo nel quale Tizzoni meglio affermd le sue spiccate qualita 
di ricercatore tenace e perspicace si & quello delle infezioni nel quale lascio 
durevole traccia, né certamente si potra mai parlare di tetano senza ricor- 
dare l’immane opera di lavoro che su questa infezione Egli ci lascid (opera 
che iniziata nel 1888 continuo ininterrottamente per 47 \anni) e nella quale 
non solo Egli trattd la parte morfologica e sperimentale, ma arrivd anche 
ad utili applicazioni pratiche per uomo e per gli animali. 

Infatti dopo che Carle e Rattone avevano, inoculando nel coniglio mate- 
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riale prelevato da un caso di tetano nell’uomo, riprodotti i fenomeni essenziali 
della malattia e dopo che Nicolaier ne aveva intravisto, ma non isolato il 
germe, Tizzoni ne tento al suo Istituto, aiutato in questo dalla Cattani, 
Pisolamento e questo isolamento riusci, da materiale ricavato da un caso di 
tetano dell’uomo, dopo innumerevoli passaggi negli animali, ed il risultato 
di questo felice esito fu reso noto poco prima che Behring e Kitasato rife- 
rissero sullo stesso argomento. Il possedere una coltura pura di tetano nel 
tempo nel quale riusci a Tizzoni di isolarla era somma fortuna per chi si 
accingeva a studiare questa tanto temibile e diffusa malattia, e Tizzoni col- 
aiuto dei suoi allievi, che egli volle successivamente associare in queste 
ricerche, ne fece invero uno studio completo. Egli infatti affind i metodi 
di isolamento e di coltura (e fu il primo a dimostrare che il b. del tetano 
ritenuto allora strettamente anerobico pud anche vivere aerobicamente quando 
agli ordinari mezzi nutritizi si aggiunga sangue o pezzetti di milza; osserva- 
zione questa che Egli non approfond: ma che fu  successivamente confer- 
mata ed estesa da Tarozzi e da Nogouki). Studiando poi le proprieta e la 
resistenza all’azione dei vari agenti fisici e chimici dei veleni elaborati dal 
bacillo (e lo stipite isolato dal Tizzoni possedeva invero una altissima 
tossicita e quale raramente in altri stipiti si riesce a ritrovare) riusci a mezzo 
della sierovaccinazione, alla immunizzazione dei grossi animali che gli forni- 
rono un siero antitetanico ad elevatissimo potere antitossico, siero che sotto 
la direzione del Tizzoni fu preparato durante l’ultima guerra dal Laboratorio 
Militare per la produzione del siero antitetanico, con grandissima utilita. per 
l’Esercito, che colla siero—vaccinazione dei soldati feriti vide abbassarsi la 
mortalit’ per tetano dal nove o dieci per mille, all’uno per quattromila, e 
la mortalita conseguentemente dal 90 al 5°/.. E cio si € ottenuto con un 
prodotto italiano, molto piu efficace di quelli che altre nazioni con fatica 
dovevano procurarsi dall’estero. 

Nel campo delle infezioni, Tizzoni studio anche th infezione colerica 
e dimostré Ia possibilita che il bacillo del colera dall’intestino, dove allora 
seguendo le idee Koch si riteneva avesse |’ unica localizzazione, potesse anche 
migrare in determinate condizioni nel sangue: la infezione da diplococco 
capsulato pneumonico, del quale credette di dimostrare una varieta neurotos- 
sica, e nello studio di un caso di porpora pote dimostrare la presenza di 
un microrganismo dalle cui culture riesci, per filtrazione, ad ottenere dei 
tossici ad elevato potere emolitico. 

Esegui egli anche lunghe e difficili ricerche, parte in Italia parte in 
Russia, intese a dimostrare che tanto dai pellagrosi quanto dal grano turco 
avariato si pud ricavare un germe che si dovrebbe ritenere specifico della 
infezione, ma queste ricerche, che trovarono subito una viva opposizione in 
altri osservatori, non ressero e non reggono alle critiche che con facilita si 
possono formulare alla loro concezione oggi, che indiscutibilmente la pellagra 
& compresa nel gruppo delle malattie da carenza di vitamine. 


Né minor fortuna ebbero le ricerche sue che in duplice campo egli 
fece studiando l’azione terapeutica del Radium tanto sul cancro quanto sul 
virus rabico, in quanto che i suoi primi risultati sperimentali, apparente- 
mente favorevoli, non ebbero poi conferma in successive prove sperimentali 
e nella pratica clinica. ats 

Questa l’opera scientifica di Guido Tizzoni, rapidamente riassunta in 
quanto di pil essenziale ed organico essa presenta; opera svolta in lunghi 
anni con instancabile lena, con perfetta dedizione. Se in quest’opera noi 
troviamo che talora il risultato che egli ha ottenuto non fu pari allo sforzo 
ed alla gran mole di lavoro compiuto, née sempre le buone promesse dei 
primi risultati poterono poi realizzarsi in una sicura conferma, cid io credo, 
sia dovuto in parte alla estrema difficolta degli argomenti trattati (es.: la 
terapia del cancro e della rabbia) contro la quale quoditianamente si infran- 
gono tuttora gli sforzi di tanti ricercatori, ed in parte forse anche al modo 
col quale soleva svolgere le sue ricerche, nelle quali l’entusiasmo con cui 
egli accoglieva i primi favorevoli risultati, che il piano di lavoro da Lui 
precedentemente preparato gli venivano fornendo, facevano velo a quella 
fredda critica svalutatrice che pur tante volte é necessario di coraggiosa- 
mente applicare, per arrivare a conclusioni sicure che reggano incrollabili 
dinanzi ad un severo successivo controllo ed alla prova clinica. 

Opera Sua, ad ogni modo ammirevole, perché conducente talora ad 
ottimi risultati e perche fortemente animatrice e lo prova il gran numero 
di allievi che affluirono a Bologna chiamati dalla grande rinomanza del 
Maestro alla cui scuola si educarono, e ne fa prova il grande numero di 
pubblicazioni che essi ci lasciarono, alcune delle quali veramente notevoli 
e che servirono a portare alla Cattedra i loro Autori. 

Raggiunsero quella di Patologia generale Ughetti (a Catania), Pisenti 
(a Perugia), Vernoni (a Roma) e Centanni (a Bologna). Altre cattedre 
invece raggiunsero De Luca, Gaglio, Fasoli, Puntoni, Poggi, Giovannini. 

Tizzoni in vita ebbe la meritata soddisfazione di vedere riconosciuta 
e premiata la sua opera di ricercatore e di studioso e lo vedemmo infatti 
giovanissimo salire sulla Cattedra di Anatomia patologica a Catania e poco 
dopo su quella di Patologia generale di Bologna. Nel 1891 partecipd al 
Concorso del Premio Reale per la « Fisiologia normale e Patologica » (ban- 
dito da questa Accademia) con parecchie memorie di Istologia patologica, di 
Patologia sperimentale e di Bacteriologia ed ebbe l’onore di dividerne il 
premio con Luciani, premiato questi per il suo classico lavoro sul cervelletto. 

Appartenne a molte Accademie e tra le pit importanti ricorderemo che 
Egli fu socio della Societa Medico Chirurgica e della R. Accademia per le 
Scienze di Bologna (della quale fu anche Presidente) fu Socio Nazionale di 
questa R. Accademia dei Lincei fino dal 1895 e dal r9tr della Societa 
Italiana delle Scienze detta dei XL. Fu insignito delle pid alte onorificenze 
civili, Grande Ufficiale della Corona d’Italia, Cavaliere di S. Maurizio e Lazzaro 
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e dell’Ordine Civile di Savoia e della Legion d’Onore, e di altre onorifi- 
cenze militari e di un Encomio solenne della Intendenza generale dell’ E- 
sercito per l’ opera Sua prestata come volontario nell’ ultima guerra quando 
Egli seppe organizzare a Bologna il Laboratorio militare per Ja preparazione 
del siero antitetanico. 

Fu anche Tizzoni cittadino esemplare e cedendo alle insistenze degli 
amici fu per quattro legislature rappresentante in Parlamento di Vico Pisano, 
ma disgustato dalla politica di allora se ne ritrasse per dedicarsi esclusiva- 
mente ai suoi diletti studi, dai quali pur vestendo l’onorata divisa di volon- 
tario di guerra non se_ ne distrasse, perché, come abbiamo veduto, egli seppe 
con grande vantaggio dell’Esercito italiano rendere fruttiferi e largamente 
benefici, nelle utili applicazioni che ne fece, i suoi brillanti risultati otte- 
nuti nello studio del tetano. 

Ritirato dall’insegnamento e nominato Professore emerito in quell’ Ate- 
neo che lo aveva avuto per tanti anni Maestro, accolto con affetto filiale 
da Centanni, continud a lavorare nel suo Istituto finche un insidioso male, 
da Lui con spartana virti sofferto, dapprima lo distolse definitivamente dal 
lavoro, poi vinta la mirabile resistenza della sua robustissima costituzione, 
lo spense nella sua Pisa dove si era ricoverato e dove Ja fedele compagna 
della sua vita, Ja Signora Ofelia Corridi, ne raccolse Pultimo respiro. 

L’Accademia dei Lincei che ha voluto oggi con questa commemora- 
zione rendergli onore, rivolge certamente ora con me alla memoria del 
Socio perduto un reverente saluto. 
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PERSONALE ACCADEMICO 


I Soci CasTELNUOVO, STELLA, Cesaris DEMEL commemorano rispetti- 
vamente i Soci Bertini, Francut, T1zzont. 

Il Presidente MaRcHIAFAVA ringrazia i singoli oratori. 

Il Socio Pucctant1, come discepolo e amico del Socio BERTINI, si associa 
in particolar modo alle parole pronunciate dal Socio CasTeLNuovo. 


PRESENTAZIONE DI LIBRI 


Il Socio MILLosevicn presenta ed illustra il volume « Le scienze fisiche 
e biologiche in Roma e nel Lazio » pubblicato dall’ Istituto di studi romani. 

Il Socio PaLazzo presenta in omaggio il vol. XXX del « Bollettino 
della Societa sismologica italiana ». 

Il Socio MarTFLL presenta una copia dell’« Illustrazione Toscana », 
nella quale egli ha commemorato il defunto presidente A. Garsasso. 

L’Accademico Segretario ParravaNno presenta i libri giunti in dono 
segnalando le relazioni dei « Viaggi di studio ed esplorazioni» promosse 
dalla R. Accademia d’Italia; il volume in onore di H. Moissan; gli « Exer- 
cices d’Analyse» di G. Julia; « On the Mechanism of Oxidation» di 
H. Wieland. 


PRESENTAZIONE DI NOTE E MEMORIE 


Presentano Note per l’inserzione nei Rendiconti i Soci BacLtion1, Cor- 
BINO, Levi-Crvira, Mittosevicu, Ro.ta. 
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OPERE PERVENUTE IN DONO ALL’ACCADEMIA 


presentate nella seduta del 7 maggio 1933 


Reale Accademia d’Italia. — Viaggi 
di studio ed esplorazioni. Vol. I. (Fon- 
dazione Alessandro Volta). Roma, 1933. 
8°, pp. I-75. 

BatraGcLia Mario. — Cura della tuberco- 
losi muscolare ematogena col vaccino 
selezionato e stabilizzato. (Estr. dagli 
« Atti della Societa Italiana di Chirur- 
gia», XX XIX Congresso, Roma ottobre 
1932). Roma, 1933. 8°, pp. 1-5. 

BatraGiia Mario. — La degenerazione ca- 
seosa. Ricerche e rilievi sperimentali ed 
anatomopatologici. (Estr. dal « Morga- 
gnin. N. 3. 1933). Milano, 1933. 8°, 
PPS I=9- 

BELLIO G. — La fumigazione cianidrica ne- 
gli agrumeti fitti. (Estr. dagli « Annali 
del R. Istituto Superiore Agrario di Por- 
tici». Serie III, vol. VI). Spoleto, 1933. 
8°, pp. 1-23. 

Beretta ARTURO. — Elementi di odontoia- 
tria e protesi dentaria. (Clinica odon- 
toiatrica della R. Universita di Bologna). 
Bologna, Editore Licinio Cappelli, 1929. 
8°, pp. 1-153. 

BoitzANo BERNARD — Schriften: Von dem 
besten Staate (Kénigl. Bohmischen Ge- 
sellschaft d. Wissenschaften). Band 3. 
Prag, 1932. 8°, pp. I-XXVIII, I-130. 

CisoTt1 Umberto. — Le prime lezioni di 
introduzione del calcolo vettoriale in 
‘geometria. Milano, 1933. 8°, pp. 1-52. 

De Biasio A. — Appunti di autropologia. 
Edit. V. Napoli, 1920. 8°, pp. 1-262. 

DeGANT Frank D. — Five new species of 
North American Jchneumon-flies. (From 

_the «Proceedings of the United States 
National Museum». Vol. 82). Washin- 


gton, 1933. 8°, pp. 1-6. 


DIspENSA ILLUMINATO. — La quadratura del 
cerchio risolta ed esposta in maniera ac- 
cessibile. Roma, 1933. 8°, pp. I-15. 

Duarte F. J. — Sur les solutions irration- 
nelles et complexes de l’équation x# + 
+ yr = 7. Avec une table de solu- 
tions de l’équation x3 + 43+ 73 =0 
dans des corps quadratiques. Généve, 
1932. 8°, pp. I-22. 

FISHER WILLARD J. — The Newton Denn- 
ing method for computing meteor paths 
with a celestial globe. (Reprinted from 
the «Proceedings of the National Aca- 
demy of Sciences». Vol. 19, pp. 209- 
212). Cambridge. 1933. 8°. 

Forti ACHILLE. — Il «Lago di sangue» a 
Pergusa in Sicilia e la prima piaga d’ E- 
gitto. (Estr. da «Il Naturalista Sici- 
liano». Nuova serie. Vol. VIII, 1932. 
pp. 63-86). Palermo, 1933. 8°. 

Harwoop Paur D. — The Helminths para- 
sitic in the amphibia and reptilia of 
Houston, Texas and vicinity. (From the 
«Proceedings of the United States Natio- 
nal Museum». Vol. 81). Washington, 
1932. 8°, pp. I-71. 

Horrteir Dorrit. — A study of meteor 
light curves. (Reprinted from the « Pro- 
ceedings of the National Academy of 
Sciences». Vol. 19. pp. 212-221), Cam- 
bridge. 1933. 8°. 

Jura Gasron. — Essai sur le développe- 
ment de la théorie des fonctions de va- 
riables complexes. Paris, Editeur Gau- 
thier- Villars, 1933. 12°, pp. I-VIII, I-53. 

Jura Gastron. — Exercices d’analyse, to. IIL. 
Equations differentielles. Paris, Editeur 
Gauthier-Villars, 1933. 8, pp. I-IV, I- 
287. 
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MarTELLI ALESSANDRO. — Necrologia di An- 
tonio Garbasso (« Illustrazione Toscana 
e dell’ Etruria »), Firenze, 1933. 4°, pa- 
gine 4-8. 

MenzeL Donatp H. — A simple derivation 
of the dissociation formula. (Reprinted 
from the’ ‘« Proceedings of the National 
Academy of Sciences ». Vol. 19, PR. 40- 
44). Cambridge, 1933. Ses 

Mour JENKA, — Billiggraphies of Edward 
Charles Pickering 1846-1919 and Solon 
Irving Bailey 1854-1931. (National Aca- 
demy of Sciences). Washington, » 1932. 
8°, pp. 1-18.. 

eae Henri. — Hommage a Henri Mois- 

4 octobre 1931. Paris, pie 4%, 
I-91. 

nea BENEDETTO LvuicI. — Espeiients 
per la determinazione della costante del 
tubo di Pisot. (Estr. della Rivista « L’ In- 
dustria». Vol. XXXIX). Milano, 1925. 
8°, pp. 1-8. 

MonreL BeneDerro Luici1. — Esperienze 
relative ad apparecchi misuratori per via 
manometrica della velocita dei fluidi gas- 
sosi. (Estr. da « I] Monitore Tecnico ». 
N. 18. 1920). Milano, 1920. 8°. pp. 1-11. 

Monret BenepDerro Luici. — Esperienze 
relative al movimento di aria in tubi me- 
tallici. (Estr. dal « Patitecnico ». N. 10). 
Milano, 1918. 8°, pp. pp. I-17. 

MonTeL B. L. & FoA E. — Misura della por- 
tata di una vena fluida gassosa (Estr. 
dagli « Atti della Reale Accademia delle 
Scienze di Torino ». Vol. LVII, pp. 525- 
540). Torino, 1922. 8°. 

MonTeL BeneDerro Luicr. — Sul calcolo 
delle condutture dei termosifoni (Estr. 
dalla « Rivista tecnica ». Anno VI, fasci- 
colo 1V). Torino, 1906. 8°, pp. 1-20. 

Monte BenepetTro Luicr. — Sul collaudo 
degli impianti di riscaldamento a acqua 
calda (Estr. da «Il Monitore Tecnico ». 
N. 13, 1920). Milano, 1920. 8°, pp. 1-14. 

MonTeL BeneDetro Luici. — Sul funziona- 
mento dei ventilatori centrifughi. (Estr. 
dal «Il Monitore Tecnico». N. 4). Mi- 
lano, 1914. 8°, pp. 1-19. 

Monet BenebDerro Luici. — Sulla misura 
della portata di una vena fluida gas- 
sosa. (Estr. dat Giornale « L’Elettri- 


cista», Anno XXXXI). Roma, 1932. 8°, 
pp. 1-8 

Montet BENEDETTO Luicr. — Sulla misura _ 
della pressione statica nelle vene fluide 
gassose (Estr. dal « Politecnico». N. 8°). 
Milano, 1914. 8°, pp. 1-24. 

Monret Benebetro Luicr. — Sulla teoria di 
un. termosifone a rapida circolazione. 
(Estr. dal periodico «II Politecnico». 
1908). Milano, 1908. 8°, pp. 1-11. 

MonTEL BENEDETTO LuiciI. — Sulla trasmis- 
sione del calore nei radiatori per auto- 
mobili. (Estr. dal « Politecnico». N. 7: 
1920). Milano, 1920. 8°, pp. I-11. 

MonTsEL Benepetro Luici. — Sulla trasmis- 
sione di calore fra aria.a bassa tempera- 
tura e soluzione incongelabile attraverso 
la superficie di un tubo. (Estr. dalla Ri- 
vista « L’ Industria». Vol. XLIII). Mi- 
lano, 1929. 8°, pp. I-11. 

MonrTeEL Beneberro Luici. — Sulla trasmis- 
sione di calore fra aria e soluzione in- 
congelabile attraverso la superficie di 
un tubo (Estr del « Poletecnico». N. 7. 
1927). Milano, 1927. 8°, pp. 1-18, 

Monre BenepDetro Luici. — Sulla trasmis- 
sione di calore fra aria tenuta artificial- 
mente in movimento e soluzione incon- 
gelabile attraverso la superficie di un 
tubo (Estr. dal «Politecnico». N. 9, 
1928). Milano, 1928. 4°, pp. I-10. 

Monte. BENEDETTO LuicI. — Sulle misure 
di velocita dei fluidi gassosi collo pneu- 
mometro € su qualche esperienza rela- 
tiva. (Estr. dal periodico « I] Politec- 
nico», N. 10, 1909). Milano, 1909. 8°, 
pp. 1-24. 

MontTeL Benepetro Luic1. — Sul trasporto 
del calore a distanza per scopo di riscal- 
damento. (Estr. da «Il Monitore tec- 


nico». N. 6, a0) Milano, 1920. 8°, 
I-14. 
NESE GERHARD. — Der Bau des Univer- 
sums. Stockolm, 1933. 12°, pp. I-16. 
Nitsson GrBHarD. — Die Temperaturen 
im Weltraume. Stockolm. 1932. 12°, 
pp. 1-8. 


Opik E. — Meteorites and the Age of the 
Universe. (Reprinted from « Popular 
Astronomy» ». Vol: XLI, n. 2). Cam- 


bridge, 1933. 8°; pp. 1-9. 
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PratroLconco U. — Manuale di chimica vege- 
tale e agraria. Vol. II. Chimica agraria. 
Il Terreno e i fertilizzanti. Milano, Ediz. 
Ulrico Hoepli, 1933. 16°, pp. I-xv, I- 
483. 

ScaEtra H. — Les précipitations dans le 
Bassin du Kivu et dans les zones limi- 
trophes du Fossé tectonique: Afrique 
centrale Equatoriale. (Extrait des « Me- 
moires publiés par l'Institut Colonial 
Belge». Tome IJ), Bruxelles, 1933. 4°, 
pp- 1-106. 

SHAPLEy Hartow. — A contribution to the 
study of galactic dimensions. (Reprinted 
from the «Proceedings National Aca- 
demy of Sciences». Vol. XIX, pp. 29- 
34). Cambridge, 1933. 8°. 

Sitvestr! F. — Descrizione di una nuova 
specie cavernicola di Campodeidae ( Thy- 
sanura Entothropha) del Trentino. (Estr. 
dal «Bollettino del Laboratorio di En- 
tomologia del R. Istituto Superiore Agra- 
rio di Bologna». Vol. V1). Bologna, 
1933- 8°, pp. 1-4. 

Sitvestri F. — Primo contributo alla cono- 
scenza dei Campodeidae dell’ Africa Oc- 
cidentale. (Estr dal « Bollettino del La- 


boratorio di Zoologia generale ed agra- 
tia del R. Istituto superiore agrario di 
Portici ». Vol. XXVI, pp. 205-218 Spo- 
IetOMsIO33eoos 


- Sitvestri F. — Quarto contributo alla cono- 


scenza dei Camp odeidae (Thysanura) 
del Nord America. (Estr. dal « Bol- 
lettino del Laborotorio di Zoologia ge- 
nerale ed agraria del R. Istituto supe- 
riore agrario di Portici». Vol. XXVII, 
pp. 156-204). Spoleto, 1933. 8°. 
Sotvay Ernest. — Hommage national a 
Ernest Solvay. Inauguration du monu- 
ment 16 octobre, 1932. Bruxelles, 1933. 
8°, pp. 1-45. 
Turkowsky P. A. — Simposium edited as 
a Memorial to the late academician 
P. A. T. - Vol. I. (Ukrainian Academy 
of Sciences). Kyiw, 1932. 4°, pp. 1-431. 
Vocca P. £ Zacar F. — Differenza di lon- 
gitudine Milano—Zurigo determinata nel- 
anno 1929. (R. Commissione Geode- 
tica Italiana pubblicazioni; Nuova serie: 
N. 6). Milano, 1932. 4°, pp. 1-65. 
WieLAND HeinricH. — On the Mechanism 
of Oxidation. New Haven, 1932. 8°, 
pp. I-x, 1-120 
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EIN SMMC TUN Iai 


DELLE SEDUTE 


DELLA REALE ACCADEMIA NAZIONALE 
DEPLEN CEI 


Classe di Scienze fisiche, matematiche e naturali 


Fascicolo del 21 maggio 1933 (anno XI) 


MEMORIE E NOTE DI SOCI 


Matematica. — La teoria delle corrispondenze a valenza sopra 
und superficie algebrica: le corrispondenze a valenza in senso inva- 
riantivo. Nota II del Socio F. SEvert. 


17. La definizione invariantiva di corrispondenxe a valenza si appogegia 
naturalmente sulle serie di equivalenza. 

Una corrispondenza T fra i punti di F si dice a valenza Y (intera po- 
Sitiva 0 negativa o nulla) quando il gruppo Y + yP, ove P é un punto 
variabile su F ed Y il gruppo dei B punti P’ ad esso omologhi in P, si 
muove in una serie di equivalenza (effettiva-o virtuale). Si pud anche dire 
che T é a valenzga y quando T+yQéa valenza zero. 

Il senso della definizione é chiaro, se y= 0. Quando y = — y’ (y¥' >0) 
essa significa che, assunte comunque due posizioni P,, P, di P e designate 
con Y,,Y, le corrispondenti posizioni di Y, se p. es. si tien fisso P, e si 
fa variare P,, i gruppi Y. + 7’ P, ed Y, + y'P. descrivono una medesima 
serie di equivalenza. 


18. Corrispondenze a yalenza zero si possono manifestamente consi- 
derare anche fra due superficie distinte F, F’. Dimostriamo che: 

Se fra due superficie distinte F,F’ si ha una corrispondenza a valenza 
xero in un senso, essa lo é anche nel senso opposto. 


(1) Presentata nella seduta del 5 marzo 1933. 
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Cominciamo dal caso in cui Y, aumentato di un gruppo G semifisso 
sopra una curva Pdi F’, varia su F’ in uma serie intersezione completa. 
Fsisteranno allora su F’ due sistemi lineari | C, | , | C. | tali che ogni Y 
individua una C, ed una C,, le quali si segano in Y e ulteriormente (fuori 
di punti fissi) in G. I sistemi | Cy, | C,| potranno pensarsi staccati su jaa 
che sia nello Su (y:,--, Ja), da due sistemi lineari di ipersuperficie di di- 
mensioni rispettivamente uguali a quelle di | C, |, | C,|. Si avranno pertanto 
due equazioni algebriche nelle x, y: 


E; (41 50095 X75 Nr5°°' > Ye) = 0 J EB, (%1,0°% Xr 5 ¥19°%% > Ja) =O, 


le quali per P(x,,+++, xr) dato su F [che supponiamo nello S;(x1,+++,%r)] 
rappresentano una M’;_, di Sz, che stacca su F’ (fuori di punti fissi) il 
gruppo Y + G+H, ove H varia in una serie di equivalenza sopra una 
eventuale linea base L, comune alle E, = 0, E, =0 dello Sa (cfr. col n. 3). 

Ragionando allora come nel n. 12, Si conclude che le E,- = 0, E, = 0, 
per P’ (y,5++*, ya) generico su F’, rappresentano una M,.,. “di S;, chic 
stacca su F il gruppo X degli omologhi di P’ in T~* e ulteriormente 
(fuori di punti fissi) il gruppo K, variabile sopra una curva At dish 2S in= 
duce cosi una corrispondenza algebrica fra A e I’. Invero, se un punto P 
di F si avvicina ad un punto P, di A sopra un ramo A di curva, le Ca eee 
associate a P si segano su I’ in un gruppo G, che tende ad una determi- 
nata posizione limite, la quale resta associata a Po. Se tale posizione limite 
dipende da 4, a Po restano associati infiniti gruppi G. Comunque, la cor— 
rispondenza fra A e Téa valenza zero da Aa Te quindi anche nel senso 
inverso), Pertanto il gruppo K varia in una serie di equivalenza su A e 
quindi T—* é a valenza zero (ed @ anzi della stessa natura di T, perche il 
gruppo X + K varia in una serie intersezione completa). 

Suppongasi che Y varii su’F’ in una serie o di stretta equivalenza;. 
cioe Y aumentato di un gruppo G semifisso su I’, sia intersezione di F’ 
(fuori di punti fissi) con una M’;—. dell’ambiente. Questa M7. 2 Tonge: 
necessariamente intersezione completa, come nel caso precedente; pero la 
serie 6, degli Y + G pud sempre considerarsi come differenza di due serie 
G,,6, intersezioni complete. Esiste cioé per ogni Y un gruppo Z,, va- 
riabile in o,, tale che Y + G+ Z, ¢ un gruppo Z, di o.. Associando a 
P il gruppo Y + Z, ed il gruppo Z, si ottengono altre due corrispondenze 
S,,S. fra F,F’, ciascuna delle quali ¢ a valenza zero e del tipo prima 


considerato. Inoltre T = S, —S,, eppero T~* = Sy * — SrcimiMa laGe ss 


S;* sono a valenza zero per quanto precede: dunque anche T’- ' € a va- 
lenza zero. 


(1) La estensione del teorema che qui si applica dalle curve irriducibili alle riducibili, 


come possono essere le A,T’, é conseguenza ovvia del teorema fondamentale del n. 11 
della Memoria B. 
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Se infine Y varia su F’ in una serie o di lata equivalenza, tenuto conto 
che una tal 6 é sempre differenza, a prescinder da punti fissie da un gruppo 
semifisso, di due serie di stretta equivalenza, applicando a queste due serie 
il procedimento analogo a quello sopra seguito, si perviene al teorema enun- 
ciato, merce la conclusione ultimamente acquisita. 

Corollario immediato é il teorema: 

Se T é una corrispondenza a valenza Y sopra una superficie F, la inversa 
T—* ha la stessa valenza Y. 

Invero, T + yQ é a valenza zero e siccome (n. 16): 


(T + yQ)-* = T-* 4+ yO, 


e-lasinversa di>T’ +-yQ', che 2 valenia zero, € pure a valenza zero, ne 
segue che T—* ha la valenza y. 


19. La somma di due corrispondenze T,,T. a valenze rispettive 1, Yo 
ha la valenza y, + y,; il prodotto ha la valenza —y,¥,. 

Infatti la somma di due corrispondenze a valenza zero, come le T, + ¥, OF 
T, + y2.Q, ha la valenza zero (n. 7); eppero: (Tee Ts) & (y¥: + y2)Q 
ha la valenza zero, cioe T, + T, ha la valenza A Gite ieee Dae 

Se ora la T,; fa corrispondere a P di F j punti P,,. =, Ps @ la Tp 


fa corrispondere a P,, il gruppo Z,, la T, T, fara corrispondere a P il 
gruppo &Z,. Ora i gruppi: 


NP eye 7, seep, 
variano in due serie di equivalenza (effettive o virtuali), epperd il gruppo: 
(2Z, + y,UP,)—(y. EP, + Ys ¥2 P) = EZ — yy, 7, P 


varia anch’esso in una serie di equivalenza. Dunque T, T, ha la valenza 
—yY: 72. Ne deriva che: 

Sopra una superficie F esistono corrispondenze a valenza ¥ arbitraria, po- 
sitiva, negativa o nulla. 

_ Invero, un’involuzione superficiale razionale o@,0co?, da luogo su F ad 
una corrispondenza a valenza 1, ove si prendan come omologhi del generico P 
1 punti ulteriori del gruppo di o passante per P. Il prodotto di due corri- 
spondenze a valenza 1 ¢ a valenza —1; la somma di (> 0) corrispon- 
denze a valenza 1 0 a valenza —1 fornisce una corrispondenza a valenza 
y 0 —y. La somma di due corrispondenze a valenza opposta fornisce una 
corrispondenza a valenza zero. 

Se una corrispondenza ha su F due diverse valenze, i multipli secondo 
un conveniente intero k (>> 1) dei singoli punti di F devono appartenere ad 
una medesima serie di equivalenza d’ordine k; dal che consegue che ogni 
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forma differenziale lineare o quadratica di 1* serie, appartenente ad Fy sva= 
nisce identicamente. Non si pud perd affermare che F sia a torsione nulla, 
ma soltanto che il k-plo di ogni suo divisore dello zero & un ciclo nullo. 
Dunque perche sopra una superficie F una corrispondenza possa avere due di- 
verse valenze occorre che F sia regolare, di genere zero. Sopra una superficie 
razionale ogni corrispondenza ha per valenza un intero arbitrario. 


20. Ritorniamo ora al principio di corrispondenza; e prendiamo in 
esame il caso lasciato in disparte nel n. 15, in cui fra le M(P) Ia conside- 
rate ve ne sono di quelle che segano F in infiniti punti. Queste M (P) posson 
essere in numero finito, oppure cot. Se son in numero finito, non pregiu- 
dican le deduzioni del n. 15, perché sopra una generica sezione iperpiana 
E di F non c’é alcun punto P eccezionale. Se le M (P) eccezionali, cioe i 
P eccezionali, sono co’, questi si distribuiscono (all’infuori dei P eccezio- 
nali isolati, che non danno noja) in una curva A, irriducibile o riducibile, 
di F. Quando P varia in una componente di A, la curva (F , M) non puo 
variare, se no ogni P’ di F apparterrebbe a qualche M (P) eccezionale, e, 
siccome ogni tale M(P) contiene co’ gruppi Y (determinati su F dalle 
M (P) ad essa infinitamente vicine; cfr. col n. 2), si avrebbero co? gruppi 
Y eccezionali: il che non é possibile se T, come supponiamo, @ irriduci- 
bile (astrazione fatta dalle eventuali componenti degeneri, provenienti dai 
punti isolati fissi per le M(P)). Ad ogni componente di A é associata 
dunque una curva (irriducibile o riducibile), comune alle M (P) relative ai 
punti P di quella componente. L’insieme delle curve associate alle compo- 
nenti di A forma una curva A’, che sega una generica sezione iperpiana 
E’ in tanti punti P’, quanti sono i P eccezionali giacenti su di una E; cioe 
A, A’ hanno complessivamente lo stesso ordine. 


21. Si trasformi ora il sistema delle M(P) mediante Je omografie di 
S,. Contemporaneamente vengon trasformate le ipersuperficie ®, ognuna 
delle quali é riempita dalle M(P) relative ai P di uma sezione iperpiana di 
F. Si chiameranno ¥ le ipersuperficie trasformate delle ®. 

Orbene, un’omografia generica x muta il sistema delle M(P) in un 
sistema di varieta N(P), nessuna delle quali incontra F in infiniti punti. 
Cid si dimostra con un ragionamento analogo a quello sviluppato nel n. 4 
della mia citata Memoria sui fondamenti della geometria algebrica. Non lo 
ripetiamo qui. 

Associando al generico P di F il gruppo Z dei ® punti (tutti variabilt) 
P’, ove F & segata da N(P), si ha su F una corrispondenza S degli stessi 
indici «8 di T. Al variare di x nel gruppo continuo delle omografie, S 
descrive un sistema continuo di corrispondenze, a cui appartiene totalmente T. 
La generica S fa corrispondere ad una sezione iperpiana E di F l’intera 


curva (¥,F), che é di ordine 8m,8 essendo lordine di ®, cioe di ¥. 


La corrispondenza S soddisfa dunque all’ipotesi del n. rs; ed é: 
[S,Q])=[T,QO) =«4+B8+8. 


Chiameremo 8 rango della corrispondenza S o della T 0 di ogni altra 
corrispondenza dello stesso sistema continuo. Potremo dire allora che: 

Ogni corrispondenza di Zeuthen generalixzata, T, d’indici «,B, a va- 
lenxa xero, sopra una superficie F , appartiene totalmente ad un sistema conti- 
nuo & di corrispondenze, tali che la generica muta ogni sexione iperpiana di F, 
in un multiplo secondo un certo intero 8 di una sexione iperpiana: 8 é allora il 
rango dt Te di ogni corrispondenza di &. Il numero virtuale delle coincidenze 


di Téa+tBp+ts. 


22. Un esempio giovera a chiarire le precedenti circostanze, che sono 
particolarmente delicate. Fissata in S, una quadrica F , consideriamo una 
delle omogratie del gruppo continuo co’, che muta in sé F (e ciascuna delle 
due schiere rigate di F in sé). La corrispondenza biunivoca T, (« = B = 1) 
subordinata su F, ha ivi 4 punti uniti, intersezioni delle due generatrici 
unite di una schiera colle due generatrici unite dell’altra, La Dg, essendo 
sopra una superficie razionale, ¢ a valenza zero. Essa puo considerarsi come 
una corrispondenza di Zeuthen. Basta fissare un generico punto O di F ed 
associare ad un generico punto P di F la retta M(P), che da O proietta 
Pomologo P’ di P in T,. Potremo anzi, per metterci nelle stesse condij- 
zioni dell’esame fatto in generale, sostituire a T, la corrispondenza T , che 
associa a P il punto fisso O ed il punto P’; cosi che gli omologhi di P 
saranno tutte le intersezioni di F con M(P). Per Téa = 1,8 = 2 ese 

Ebbene, ecco gia un caso in cui il ragionamento di Zeuthen fallisce. 
Invero, secondo lo Zeuthen, poiché ad una sezione plana di F la 1 fa core 
rispondere una sezione piana, sarebbe 28 = 2, cioe 8=1, e quindi T 
dovrebbe averea +8 +8=4 punti uniti. Non é cosi, perché la super- 
ficie ® luogo delle M (P) relative ai P di una sezione piana E, é il cono 
che da O proietta la conica corrispondente ad E in T; ed esso sega F 
lungo tale conica e lungo le due generatrici di F per O. Vi son cioé su E 
due punti P eccezionali, le cui M(P) giacciono su F. Le due generatrici 
suddette forman la curva A’: la A é formata dalle due generatrici omologhe 
ad esse in T~*. La formula del Pieri da giustamente per 3 l’ordine 2 del 
cono @, e si trova cosi,-come deve risultare, «+8 +8=5. 

La corrispondenza S, d’indici « = 1,8 = 2, del sistema continuo cui 
appartiene TI’, si ottiene facendo il prodotto x dell’omografia che subordina 
T., per un’omografia generica xy. Le N(P) son ora le rette di una stella 
avente il centro in un punto Q esterno ad F. La S soddisfa all’ ipotesi di 
Zeuthen, perché ad una sezione piana E di F fa corrispondere tutta la quar- 


tica comune ad F e al cono quadrico proiettante da Q la conica omologa 
di E in x. Sicché_in tal caso Sm = 4,8—= 2. Si hanfio cosi giustamente, 
per S, a +68+8= 5 coincidenze. Osservero infine che la IT, pud esser 
anche concepita (m. 19) p. es. come una corrispondenza a valenza I, in 
quanto essa & sopra una superficie razionale. Basta all’ uopo considerare per 
ogni P la retta M(P) che lo congiunge a P’; la coppia P, P’ varia allora 
nella serie di (stretta) equivalenza segata su F dalle rette. Vedremo nel n. 30 
come si applichi in tal caso il principio di corrispondenza per le corrispon- 
denze a valenza 1. 


Matematica. — Quoziente di vettori e vettori monogeni. Nota? 
del Corrisp. U. CisoTti. 


1. Reciproco DI UN VETTORE. — Sia @ un vettore non nullo; defi- 
nisco ®) reciproco di a, e indico con una delle notazioni usuali 1/@,1:a, 
il vettore @/a?: 


(1) Presentata nella seduta del 7 maggio 1933. 

(2) Ecco brevemente il criterio a cui é ispirata la scelta della definizione. Un vet- 
tore x che definisca completamente, cioé scalarmente e vettorialmente, la condizione di 
essere reciproco di un qualunque vettore assegnato, non nullo, @, deve soddisfare contem- 
poraneamente alle due relazioni: 


Ke) aXe=1 , a24N\U=4, 


dovendo essere il vettore vw indipendente da @, cioé w dev’essere lo stesso per tutti i vettori 
dello spazio. Ora l’ultima delle relazioni precedenti dice che w dovrebbe essere perpendi- 
colare a tutti i vettori dello spazio: questo implica necessariamente w = 0; con cid lul- 
tima delle (*) diviene: 


Fo) a\v=o. 


Ma il modo pitt generale di soddisfare alla prima delle (“) € di assumere: 


a 
c= ae a nN, 
essendo m un vettore arbitrario normale ad @; sostituendo nella (**), risulta a \ m= 0 


la quale dice che m dev’essere anche parallelo ad @: dunque m= 0, con che si ha ap- 
punto 


Solamente per vettori ¢utti complanari esiste un vettore unitario w normale a tutti 
i vettori del piano; ma in tal caso la nozione di vettori reciproci pud ridursi a quella di 
reciproci di scalari complessi nel piano, 


y 


u Bs mm, rae 


a 
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Da questa definizione scende, in particolare, che se a=1, risulta 


1/@ = @, cioé un vettore umtario, € solamente un vettore unitario, coincide 
col suo reciproco. 


2. QUOZIENTE DI DUE VETTORI. - Se Bb € @ sono due vettori qualunque, 
purche il secondo non nullo, definisco rapporto tra i due vettori, e indico 
6/a@ oppure b:a@, il prodotto scalare di B per t/a: 


Da questa definizione e dalla precedente scende “): 


a 


a Oe 


3. APPLICAZIONE: VETTORI MONOGENI. — Sia 
VO =Vst + VyJ tk 
un vettore funzione dei punti 
P=O+ xi+ yf +czk. 


Quest’ultima relazione esprime che x, Y,% sono le coordinate carte- 
siane di P rispetto a una terna ortogonale di riferimento avente Vorigine 
in O e gli assi di versori 2,7, ke; la prima mette in rilievo le componenti 
cartesiane Ux ,Vy,vz di w. Attribuendo a x,Y,%, tre arbitrari incrementi 
infinitesimi dx , dy, dz si ha lo spostamento 


dP =dxi+dyj+dkkh, 


€ corrispondentemente si ottiene la variazione dv di v nel passaggio da P 
a P + dP, che risulta essere: 


dv = duxt + dvyj + du, k, 


dove 
OUx Ux OUx 
Ux = 4x dy + dz 
dus ox ie oy ee Cra as 
OU y OU y OU y 
dvy = dx +—" dy + <x, 
Ox ay” ax 
ove OUz OV: 
av; = alge = (0K —— dz. 
FET a aa rer rid ler aS 


(1) Questa definizione coincide colla parte scalare del quoziente di due vettori definito 
da Hamilton mediante i quaternioni. 


Chiamerd derivata del vettore v rispetto al punto P il rapporto™ 


ae. uv Xar 
uP- -oee oe : 


ossia, per le precedenti, il rapporto tra: 


OVx Vy 2 ovr 
2 \ dz2 
gett klg 5008 8 meee oe 
ouz ovy OVx Ovz OU y OVx 
— ~~) dzd — dxd 
+($ st) aya + (Se 4+ Bde + (S244 22 
e 
dx? + dy? + dz?. 
Affinché tale rapporto sia indipendente da vers dP, cioe dai rapporti 
fe 3 se & manifestamente necessario e sufficiente che sieno verificate 
x x 
le seguenti condizioni : 
OUx ov ov ov ou ov Ovz ov ov 
(1) eS SE Se ta 5 ta St 0 
ox oy ox oy ox ox ox ox oy 


Si rilevi che, se v @ un vettore del piano y=0 & v 
v= Ux ac + VyJ> 
e se esso si considera funzione dei punti 


P=O-+4x¢+ yj 


7 


del piano stesso, le predette condizioni (I) diventano: 


ov OVy ov ou 
(II) ra ae ; ae ogale z 


== (0) 
OX oy 


> 


che sono le ben note condizioni affnché w= vz + ivy, con i= /—1, sia 


funzione analitica di x + iy, cioe affinché la sia unica, ovve- 


dw 
d(x + iy) 
Pecee dy oh me 
rosia indipendente dal rapporto SEs Com’e noto, le (ID) si chiamano con- 
dizioni di monogeneitd e monogena é detta la funzione w. E percio naturale 
di estendere tali denominazioni ai vettori spaziali, dei punti dello spazio, 
che soddisfano alle condizioni (1) e che si puo ritenere costituiscano, fra i 
vettori, la pil: naturale estensione spaziale di analiticita nel senso di Cauchy. 


(1) Con questa definizione, non vi € alcun equivoco col noto operatore omografico 
che viene rappresentato collo stesso simbolo. 


Mey 


Un esempio assai semplice di vettori monogeni ci é offerto da 


v=P—O, 
la cui derivata rispetto al punto Pe: 
du ; 
ee 


Un altro esempio notevole é i] seguente: 
¥©=t+o /\ p— O, 


con t € @ vettori indipendenti da P: il vettore w funzione di P, definito 
da questa relazione, Tappresenta l’atto di moto rigido. Per la derivata si ha 


Joe 
Sapien: 
Ed ¢ TPunico vettore, funzione di P, la cui derivata rispetto a P’é nulla. 
Delle relazioni (I) si pud dare una interessante interpretazione tenso- 
tiale. Chiamiamo ora y,,y,,y;, le coordinate di un punto generico e 
UV; ,V2,V3, le componenti di vw e introduciamo il tensore derivato di w(, 
cioé quel tensore doppio T le cui componenti cartesiane sono le derivate 
di quelle di w: 


OU; 
Ti. = — 
ov, 
Ponendo: 
I /[ ov; OU; 1h Oy OU, 
ba = ie ) ULE e eg aaa esr wa te A em 
2 \ Oye Oy; 2 \ ye Oy; 
si ha 
eae ee Nik. 


Il tensore & di componenti & ¢ simmetrico, e il tensore H di com- 
ponenti jx € emisimmetrico. Orbene le (I) stanno ad esprimere che il ten- 
sore 2%, parte simmetrica di T, ¢ isotropo ©), 


Astronomia. — Correnti stellari attorno a 16" A. R. + 54 decl. Nota 
del Corrisp. A Bemporap. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


(1) Cfr. Cisorri, Cenni sui fondamenti del Calcolo Tensoriale con applicaziont alla teoria 
dell elasticita. Milano, Hoepli, 1932; in « Atti, Ricerche, studi della Scuola di Specializza- 
zione per le costruzioni in cemento armato», R. Politecnico di Milano, § 9. 

(C)BLOCMcitea WSs 


Matematica. — Considerazioni e notizie intorno alla storia 
delle matematiche. Nota“ del Corrisp. G. Loria. 


Mentre mi onoro di offrire in omaggio a questa illustre Accademia il 
volume conclusivo di un lavoro@) che mi ha Jungamente occupato, mi si 
consenta che io lo accompagni con qualche osservazione che per avventura 
potra riuscire di qualche giovamento a chi in avvenire vorra battere la stessa 
via da me percorsa; si tratta di osservazioni in parte suggerite da scritti_ pub- 
blicati dopo che io avevo gi’ licenziate quelle sezioni del mio lavoro che 
avrebbero potuto venirne felicemente influenzate, in parte dall’assenza di pub- 
blicazioni che mi avrebbero permesso di colmare lacune che mi m forza 
lasciare in altre sezioni. 


(1) Presentata nella seduta del 7 maggio 1933. 

(2) Storia delle matemaliche, vol. 1, Antichita - Medio Evo- Rinascimento. Cap. I. Le an- 
tiche civilta mediterranee. Cap. I]. La matematica greca in simbiosi con la filosofia. 
Cap. III. I legislatori della geometria. Cap. IV. L’autunno della geometria greca. Cap. V. 
L’opera matematica degli astronomi e dei geodeti greci. Cap. VI. L’arte del calcolo e la 
scienza del numero presso i Greci. Cap. VII. S. P. Q. R. Cap. VII. Le matematiche in 
Europa durante i secoli tenebrosi. Cap. IX. L’enigma cinese. Cap. X. Ai piedi dell’ Hima- 
laya. Cap. XI. Il miracolo arabo. Cap. XII. La rinascita in Italia: Leonardo Fibonacci. 
Cap. XII. La rinascita al di la delle Alpi. Cap. XIV. La geometria in aiuto della pittura. 
Cap. XV. Prime manifestazioni dell’algebra sincopata. Vol. II, J secoli XVI e XVII. 
Cap. XVI. L’algebra sincopata nel suo apogeo: In Italia. Cap. XVII. L’algebra sincopata 
nel suo apogeo: Al di 1a delle Alpi. Cap. XVIII. L’umanesimo nella sua influenza sugli 
studi matematici. Cap. XIX. Trigonometria e ciclometria durante il secolo xvi. Cap. XX. 
Ausiliari per la ricerca scientifica creati durante il Secolo xvi. Cap. XXI. Primi anni di 
un secolo glorioso. Cap. XXII. Discepoli di Galileo. Cap. XXIII. Gli algebristi della vigilia. 
Cap. XXIV. I primordi della matematica moderna: Descartes e Fermat. Cap. XXV. Ri- 
sveglio della geometria pura: Desargues e Pascal. Cap. XXVI. Prodromi del calcolo infi- 
nitesimale. Cap. XXVII. Intermezzo. Cap. XXVIII. Le origini dell’ analisi infinitesimale: 
Newton e Leibniz. Cap. XXIX. I fiancheggiatori. Cap. XXX. La grande contesa. Vol. HI. 
Dall’alba del Secolo xvi al tramonto del Secolo XIX. Cap. XXXI. Durante la grande con- 
tesa. Cap. XXXII. I nuovi calcoli in Italia e in Francia. Cap. XXXIII. La teoria delle 
probabilita nella sua prima fase di sviluppo. Cap. XXXIV. L, Euler. Cap. XXXV. Con- 
temporanei di Euler. Cap. XXXVI. G. L. Lagrange. Cap. XXXVI. Le matematiche du- 
rante la Rivoluzione francese, il Consolato e PImpero. Cap. XXXVIII. La geometria verso 
una nuova rinascita. Cap. XXXIX. La Germania alla riscossa. Cap. XL. Orientamento 
dell analisi verso procedimenti rigorosi. Cap. XLI. Costituzione della fisica matematica. 
Cap. XLII. 11 periodo aureo della geometria projettiva. Cap. XLIII. Nuovi rami sul vetusto 
tronco. Cap. XLIV. L’analisi matematica da Cauchy e Jacobi a Poincaré e G. Cantor. 
Cap. XLV. Gli storici. — Appendice. Le matematiche nell’Estremo Oriente. 


vas 


1. Debbo anzitutto far menzione di investigazioni recenti di cui furono 
Oggetto popoli extra—europei: Babilonesi, Egiziani, Indiani, Arabi e Cinesi. 
Riguardo al popolo che abitd la vasta pianura bagnata dal Tigri e dall’Eu- 
frate, le ricerche che va compiendo O. Neugebauer, col concorso di altri 
studiosi(), quantunque si trovino tuttora nel loro primo stadio di sviluppo, 
permettono gia di riconoscere che quel popolo, il quale d’ ordinario viene 
rathgurato intento in osservazioni celesti, ispirate dall’ansiosa aspirazione di 
Scoprire segni premonitori di avvenimenti futuri, il quale sinora si riteneva 
non avere lasciato traccia del proprio sapere. matematico che in alcuni sem- 
plici elenchi di quadrati e di cubi dei numeri della serie naturale, era invece 
giunto a risolvere problemi riguardati oggi come di pertinenza della teoria 
delle equazioni, cosicché sorge spontaneo il ragionevole sospetto che in tale 
campo essi siano stati maestri dei Greci, epperO anche nostri: dirt Payve- 
nire se ed in quale misura esso sia giustificato. Comunque, sino da oggi 
Si puo asserire che il futuro storico delle matematiche dovra dare al capi- 
tolo dedicato agli Assiro—Babilonesi un’intonazione ben diversa da quella 
adottata sino ad oggi. 


2. Non meno importante é@ il progresso compiuto dalle nostre cogni- 
zioni intorno alla matematica degli Egiziani in conseguenza della pubblicazione 
del cosidetto « papiro di Mosca » © e di varie memorie di commento di esso (3), 
quantunque intorno all’interpretazione di parecchi passi, fra i competenti in 
materia non siasi peranco raggiunto un accordo completo. Piena luce pero 
non venne sinora projettata sopra la tecnica aritmetica usata da coloro che 
abitavano sulle rive del Nilo. La lamentata oscuriti proviene dall’assenza di 
documenti anteriori o immediatamente posteriori ai papiri Rhind e di Mosca; 


(1) O. NEuGEBAUER, Sexagesimalsysteme und Bruchrechniig, I (« Quellen und Studien >, 
t. I, 1931, pp. 183-93), II (id., pp. 452-7), II (id, pp. 458-63), IV (id., t. IL, 1932, pp. 199- 
210); Zur Geschichte der babylonischen Mathematik (id., t. Il, 1932, pp. 67-80); Beitrige zur 
Geschichte der babylonischen Mathematik (id., t. I, pp. 120-30); Studien zur Geschichte der antiken 
Algebra, I (id., t. Il, pp. 1-27); H. Wascuow, Verbesserung xu den babylonischen Dreiecks- 
aufgaben S. K. & (id., t. Il, pp. 211-14); O. NeuGEBaver und H. Wascuow, Bemerkungen 
itber Quadratwurzel-Approximationen in der babylonischen Mathematik (id., t. I, Pp. 291-97); 
H. Wascuow und O. Neucepauer, Babylonischen Belagerungsrechnung (id., pp. 291-97); 
H. S. Scuuster, Quadratische Geichungen der Seleukidenzeit (id., t. I, pp. 194-200); I. K. Fo- 
THERINGHAM, The indebtedness of Greck to Chaldean Astronomy (id., t. Il, pp. 28-44); K. Voce, 
Zur Berechnung der quadratischen Gleichungen bei den Babyloniern (« Unterrischtsblatter f. 
Math. und Naturw.», t. XXXIX, 1933, pp. 76-81). 

(2) W. W. Srruve, Mathematischer Papyrus des staatlichen Museums der Schénen Kiinste 
in Moskau (Berlin, 1930). 

(3) O. Neuczsauer, Arithmetik und Rechentechnik der Aegypter (« Quellen und Stu- 
dien», t. I, 1931, pp. 301-380); Die Geometrie der aegyptischen mathematischen Texte (id., 
pp. 413-52); J. J. PeRepeckin, Die Aufgabe n. 62 des mathematischen Papyrus Rhind (ids; 
t. I, pp. 108-112); S. Ganpz, Die Harpedonapten oder Seilspanner und Seilknitpfer (id., 


Pp. 255-77)- 


OT 


di documenti di carattere meno umile di quanto essi siano (giacche noto- 
riamente sono semplici raccolte di problemi pratici risoluti in base a regole 
nemmeno enunciate e tanto meno dimostrate); di documenti che non siano, 
come i papiri di Akhmim e di Michigan™, relativi ad epoche in cui l’irre- 
sistibile influenza greca aveva finito per soverchiare il pensiero indigeno. In 
particolare la celebre Tabella del Papiro Rhind che insegna la decomposi- 
zione in frazioni fondamentali dei numeri 2/ (2 + 1), per m7 = 1, 2,.-., 50, 
appare sempre di genesi misteriosa, ad onta dei profondi e svariati studi dei 
quali fu oggetto @). 


3. Le prime attendibili informazioni intorno alla matematica degli 
Indiani ci pervennero per opera di funzionari inglesi vissuti lungamente sulle 
rive del Gange, e questo stato di cose si protrasse sino ai nostri giorni, 
poiché il pi recente documento del genere si legge in una pubblicazione 
d’un illustre sanscritista britanno che doveri d’ ufficio trattennero per molti 
anni in India), Ma in questi ultimi anni alcuni eruditi indiani studiarono 
con ammirevole impegno la scienza avita, occupandosi con amore della fon- 
damentale questione relativa alla sua dipendenza o meno dalla scienza greca; 
si tratta di studi di dettaglio“, ma che certamente preludono od almeno 


(1) J. Battier, Le papyrus matirématique d’Akhmim (Mém. publiés par les membres 
de la Mission archéologique francaise au Cairo, t. XXVII, 1894); L. C. Karpinsxi, Mi- 
chigan mathematical Papyrus, n. 621 (« Isis», vol. V, 1923, pp. 20-25); L. C. KarpInskI 
and F. E. Rosins, Michigan Papyrus n. 621; the introduction of algebraic equations in Grece 
(«Science », september 1929). 

(2) Si vegga la diligente e dotta dissertazione di K. VocrL, Die Grundlagen der 
dgyptischen Arithmetik in ihrem Zusammenhang mit der 2: n—Tabelle des Papyrus Rhind 
(Munchen, 1929). 

(3) G. R. Kaye, The Bakhshali Manuscript (Calcutta, 1927). 

(4) B. Darra, Early evidence of the use of the zero in India (American mathem. 
Monthly, t. XXXII, 1926, pp. 449-455, e t. XXXVIIIJ, 1931, pp. 566-572); The Jaima 
School of Mathematics (« Bull. of the Calcutta mathem, Society », t. XXT, 1929); The Hindu 
contributions to mathematics (Bull. of the mathem. Association », Univ. of Allahabad, vol. I 
e Il, 1927-29); The science of calculation by the board (« American mathem. Monthly », 
t. XXXV, 1928, pp. 521-9); The origin of the Hindu term for “root” (id. t. XXXVIII, 
1931, pp. 371-6); On the origin of the Hindu indeterminate analysis (« Archeion », t. XI, 
1931, pp. 401-7); Origin and History of the Hindu names for geometry « Quellen und Stu- 
dien, t. I, 1931, pp. 111-9; Geometry in the Jaima cosmography (id. pp. 245-54); On the 
relation of Mahavira to Sridhara («Isis», vol. XVII, 1932, pp. 25-33);S. GANGuLI, The 
elder Aryabhata and the modern arithmetical notation (« Amer. mathem. Monthly », t. XXXIV, 
1927, pp. 409-15); Notes on Indian mathematics. A criticism of G. R. Kaye’s interpretation 
(«lIsis», t, XII, 1929, pp. 132-45); The elder Aryabhata value of m(« Amer. mathem. Montly », 
t. XXXVII, 1930, pp. 16-22); India’s contributions to mathematics: the theory of indelermi- 
nate equations of the first degrec (« The Journal of the Indian mathem. Society », vol. XIX, 
1631-2); The Indian origin of the modern placevalue arithmetical notation (« Amer. matem. 
Monthly », t. XXXIX, 1932, pp. 251-6, e t. XL, 1933, pp. 25-31 € 154-157). Si vegga 
inoltre: S. RANJAN DAs, Some noles on Indian astronomy («Isis», t. XIV, 1931, pp. 388- 


preparano un’indagine completa donde emerga definitivamente se il pensiero 
matematico si propagd da occidente verso oriente, oppure nel senso opposto. 


4. Grazie ad alcune importanti pubblicazioni di un dotto sinologo 
belga - il P. van Hée@) ~ si é giunti in possesso di preziose informazioni, 
Je quali permettono di controllare quanto attendibili siano le pretese dei Ci- 
nesi di essere stati sino dalla pil remota antichita matematici pari ai gran- 
dissimi. Anche intorno alla matematica araba non mancarono studi impor- 
tanti) che valsero a rendere piu sicura la nostra conoscenza della scienza 
greca; tuttavia non sono tanto numerosi quanto potevasi ragionevolmente 
sperare, considerando l’ingente numero di manoscritti inesplorati conservati 
in molte cospicue biblioteche; ond’& da augurare che gli Arabisti, i quali 
in questi ultimi tempi si dedicarono con tanto fervore allo studio degli al- 
chimisti, volgano le loro cure ad Opere capaci di gettare nuova luce sulla 
Matematica greca e cosi dissipare le tenebre che avvolgono i primordi del- 
algebra europea. 


5. Per converso va qui rilevato un risveglio negli studi intorno all’antica 
scienza degli Ebrei); in conseguenza venne posto in chiaro il merito di 


402); The Jaima calendar id., t. XVI, 1932, PP- 432-37); G. V. KrrsHnawaml, Reform 
of the Indian Calendar (id., t. XIV, 1931, pp. 403-10). 

Diametralmente opposta alla tesi indiana é Popinione, che da tempo sostiene N. Bus- 
NOV, secondo cui il nostro sistema numerale sarebbe di Origine europea; un riassunto degli 
argomenti in sostegno di tale tesi leggesi nell’articolo di Harrier PRATT Lattin, The origin 
of our present system of notation according to the theories of Nicholas Bubnoy (« Isis », vol. XIX, 
1933, pp. 181-94). 

(1) The ch’ ou Jen Chuan of Yiian Yitian («Isis», t. VII, 1925, pp. 103-18); The 
graat treasure house of Chinese and European mathematics (« Amer. mathem. Monthly », 
t. XXXII, 1926, pp. 503-6); Le grand trésor des mathématiques chinoises et européennes 
(« Archeion », t. VII,. 1926, pp. 18-24); Les séries en Extréme-Orient (id., t. XII, 1930, 
pp. 117-25); Le classique de T Ile maritime, ouvrage chinois du III Siécle (« Quellen und 
Studien », t. II, 1932, pp. 255-80). Si vegga inoltre: Davin Cuin-TE Cuenc, The use of 
computing rods in China (« Amer. mathem. Monthly », t. XXXII, 1925, p- 492-9) e On 
the mathematical significance of the chinese Ho t'u and Lo shu (ivi pp. 499-504); Y. Mrkamt, 
The Chou Jen of Ytian Yiian («Isis », t. XI, 1928, pp. 123-6); I. M. Barsour, A sixleenth 
Century Chinese approximation for ™ (« Amer. mathem. Monthly », t. XL, 1933, pp. 69-73). 

(2) S. Ganpz, On the origin of the term “root” (« Amer. mathem. Monthly », 
t. XXXII, 1926, pp. 261-5 e t. XXXIV, 1927, pp. 67-75); The origin of the term “al- 
gebra” (id. pp. 437-40); Did the Arabs know the abacus? (id., t. XXXIV, 1927, pp. 308- 
316); The origin of Ghubar numerals or the arabian abacus and the articult (« Isis », t. XVI, 
1931, pp. 393-424); Der Hultsch-Cantor Beweis von den Reihenfolge der Buchstaben in den 
mathematischen Figuren der Griechen und der Araber (« Quellen und Studien », t. 1], 1932, 
pp: 81-97); E. Besset-Hacen und O. Spies, Das Buch iiber die Ausmessung der Kreisringe 
des Ahmad ibn Omar al-Karabisi (id., t. I, 1931, pp. 502-40); S. Gannz, Bemerkungen zum 
“ Buch iiber die Ausmessung der Ringe” des Ahmad ibn Omar al-Karabisi (id., pp. 98-105); 
Daonp S. Kasir, The Algebra of Omar Khayyam (New York, 1931). 

(3) S. Gannz, The knot in Hebrew literature, or from the knot to the alphabet (« Isis», 


Clie 


alcuni mal noti o ignoti investigatori, fu meglio delineata la figura di uno 
dei pi celebri matematici arabi®) e venne posta a disposizione di tutti la 
versione ebraica di un’opera greca, di cui l’originale non fu ancora scoperto G), 


6. La matematica greca pud dirsi nota, nel suo insieme, in prima appros- 
simazione; ma si affaccia oggi il problema che un illustre ellenista — J. L. Hei- 
berg - affrontd nella memoria Mathematic: graect minores (Danske Videnska- 
bernes Selskab., t. XIII, 1927), con cui chiuse degnamente la sua grande 
opera di erudito. 


7. Un capitolo del tutto nuovo ed indubbiamente molto interessante, del 
quale oggi non pud scriversi che il titolo, dovranno un giorno contenere 
le storie della nostra scienza, quello, cioe, riguardante i metodi di calcolo in 
uso nell’America pre-colombiana“+); i materiali ne saranno forniti dagli scavi 
che si stanno attualmente compiendo al di la dell’ Atlantico. 


8. Passando al Medio—Evo latino, il periodo per il quale sono viva- 
mente desiderate accurate ricerche é quello che corre da Leonardo Pisano 
a Luca Pacioli; era l’epoca in cui il sistema aritmetico a base 10 lottava 
per venire adottato in tutta la Cristianita, malgrado lopposizione che esso 
incontrava da parte delle autorita ecclesiastiche, naturalmente mal disposte 
verso un’invenzione dovuta, a quanto pare ad un popolo d’infedeli e trasmesso 
da un’altro. Gli scritti che contribuirono alla vittoria dell’aritmetica di posizione 
sono generalmente dovuti, non a matematici di professione (e tale non era 
nemmeno il Fibonacci), ma a ragionieri (se ci sia lecito usare questo voca- 
bolo moderno per designare una professione di antica data) o modesti maestri 


t. XIV, 1930, pp. 189-214); D. I. GoLtovensky, Maxima and Minima in Rabbinical lite- 
rature (« Scripta mathematica», t. I, 1932, pp. 53-55): . E 

(1) D. E. Smrru and J. GinspurG, Rabbi ben Ezra and the Hindu—Arabic Problem 
(« Amer. mathem. Monthly», t. XXV, 1918, pp. 99-108); F. Canrera Burcos, El Judio 
Salmantino Abraham Zacut (« Revista de la Academia de.Ciencias de Madrid », t. XXXVIII, 
1931); R. Levy, A’ propos de la “ Magna Compositio” de Zacuto («Revue des études 
Juives », t. XCII, 1932; J. Gryspurc, An unknown Mathematician of the fourteenth Cen- 
tury («Scripta mathematica», t. I, 1932, pp. 60-2); M. H. Lewrrres, Joseph del Medigo 
on Prosthaphaeresis (id., pp. 56-9). 

(2) S. Gaxpz, The “ Misnath Middot” and the Geometry of Muhammed ibn Musa al- 
Khowarizmi (Berlin, 1932). 

(3) Jacob ben Machirs Version of Menelaus’s Work on spherical trigonometry. Translated 
into English and edited by J. GinsBuRG («Scripta mathematica», t. I, pp. 72-8, 153-6). 

(4) Riguardo ai “ Maya”, popolazione dell’America centrale, si vedano le pp. 69-70 
della II ed. dell’ History of Mathematics di F. Cayort (New York, 1919), basate sullopera 
di S. G. Mortey, An Introduction to the Study of the Maya Hierogliphs (Washington, 1915). 
Per altre popolazioni veggansi gli articoli: W. C. Extis, Number Systems of the North Ame- 
rican Indians (« Amer. mathem. Monthly», vol. XX, 1913, pp. 263-72 e 293-99); L. LE- 
LAND Locke, The ancient Peruvian Abacus (« Scripta mathematica », t. I, 1932, pp. 37-43). 
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> . . . . 

d’abaco, Alcuni sono noti da tempo; altri vennero segnalati recentemente 
da egregi medioevalisti; cid che contribuirebbe nel modo pit efficace alla 
conoscenza di quell’epoca sarebbe una metodica esplorazione di tutto |’in- 


gente materiale esistente in antiche biblioteche, specialmente italiane e spa- 
gnuole @), 


9. Volgendoci all’epoca moderna osserviamo che, mentre |’ opera di 
Galileo pud riguardarsi conosciuta nella sua interezza, mentre sono ormai 
noti tutti i lavori geometrici di Evangelista Torricelli, altrettanto non puo 
ripetersi riguardo agli altri membri della scuola del sommo scienziato fio- 
rentino. Ora, se si riflette che girano per il mondo a gloria dei loro autori 
le Opere complete dei loro pit illustri contemporanei (Descartes, Fermat, 
Roberval, Pascal, Huygens) e fu iniziata la pubblicazione integrale del car- 
teggio del P. Mersenne %), sembra imprescindibile dovere dell’Italia il dare 
completa diffusione al contenuto della celebre collezione fiorentina intitolata 
Discepoli di Galileo, pubblicandone le pagine d’indiscutibile importanza e 
dando almeno sommaria notizia delle altre. 


10. Altro punto che necessita ulteriori studi é quello che s’ intitola 
da Leibniz e Newton, affinché si possa finalmente pronunciare un giudizio 
in ultima istanza sopra il pit lungo e ostinato dibattito che s’incontri nella 
storia delle matematiche. Per quanto concerne Leibniz, tutti i documenti 
stanno per essere dati alle stampe, grazie alla edizione definitiva e completa 
di quanto scrisse il filosofo dell’ottimismo, alla quale, malgrado le difficolta 
del momento, si é accinta la Germania. Si attende invece con intenso desi- 
derio che ad una consimile impresa si dedichi VInghilterra, dando in luce i 
numerosi manoscritti relitti da Newton e che sono religiosamente conservati 
a Cambridge, tanto pit che cosi si verrd in possesso di nuovi elementi 
per rendere veramente completo il quadro dei contributi dati alla scienza 
dell’autore dei Principia. 


(1) L. Karprnsxi, Two twelfth Century Algorisms («Isis », t. III, 1921, pp. 396-413); 
A fifteenth Century french Algorism from Liége (id., t. XII, 1929, pp. 194-236); The ilahan 
Arithmetic and Algebra of Master Jacob of Florence (« Archeion », t. XI, 1929, pp. 170-77); 
An early printed Italian arithmetical treatise (id., pp. 332-5); J. D. Bonp, Richard Wa- 
lingsford (1292?-1335) («Isis», vol. 1V, 1922, pp. 459-65) e Quadripartius Richardi Wa- 
lynfords de sinibus demonstatis (id., vol. V, 1923, pp. 99-115 € 339-63); E. G. R. Waters, 
A thirteenth century algorism in French verses. With Introduction by, C. L. Karprnsky (id., 
vol, XI, 1928, pp. 45-84); Forence A. Yetpam, Notation of fractions in the earlier Middle 
Ages («Archeion», t. VIII, 1927, pp. 313-7); Extracts from St. Johan College, Oxford 
MS. XVII, Ratio regularum abaci (id., pp. 318-29); L. Tuornpike, Blusius of Parma 
(Biagio Pelacani) (« Archeion », t. IX, 1928, pp. 177-90); Calculator (« Speculum, a Journal 
of Medioeval Studies », april 1932). 

(2) Cfr. A. Sancaez Perez, Las matematicas en la Biblioteca del Escorial (Madrid, 1929). 

(3) Correspondance du P. Marin Mersenne religieux minime, publiée par M.me Paur 
Tannery, T. I, 1617-1627 (Paris, 1932). 
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Inoltre & urgente addivenire alla delineazione di un quadro fedele e com- 
pleto di quanto fecero i matematici inglesi del Secolo xvi seguendo le 
orme di Newton, prima che la creazione di una ben nota Scuola analitica 
li trasformasse in seguaci di Leibniz. La tela ed i colori per tale pittura 
saranno in buona parte somministrati dai periodici che venivano allora pub- 
blicati nel Regno Unito, periodici non specializzati e recanti titoli di un tra- 
ditore sapore letterario; siccome non oltrepassarono la Manica, possono ben 
difficilmente venire consultati da chi non puo utilizzare i tesori del « British 
Museum », onde il loro studio spetta ai compatriotti di Newton. Possa 
questa esortazione, per quanto flebile sia la voce di chi si azzarda a farla, 
venire ascoltata da chi é in grado di uniformarvisi. 


11. Avvicinandoci all’epoca contemporanea le fonti d’informazione a 
cui si pud ricorrere sono sempre pili abbondanti e degne di fede. Tacendo del 
fatto che la stampa sempre pil: largamente applicata, rende agevole il consul- 
tare le opere originali, richiamiamo I’attenzione degli storici futuri sopra la 
ricchissima letteratura biografica, la quale offre preziose informazioni, tanto 
sopra la vita degli scienziati, quanto sopra le lore opere. Se non che i re- 
lativi scritti sono dispersi in Atti di Accademie, grandi e piccole, famose e 
clandestine, in Programmi e Annuari di scuole di ogni grado, in Riviste 
generali e specializzate, ecc., il che rende estremamente difficile il prenderne 
conoscenza; cid prova che una Bibliografia delle biografie riuscirebbe di inap- 
prezzabile soccorso a colui che vorra nuovamente scrivere la storia delle 
matematiche a partire dal Secolo xvm), 


12. Chiuderd questa esposizione di alcuni fra i pensieri ed i desideri 
germogliati durante la preparazione della mia Storia con una osservazione 
concernente alcune nazioni che, usando idiomi generalmente ignoti, non riu- 
scirono a diffondere la conoscenza di quanto scrissero coloro che vi apparten- 
nero; percid sarebbe opera altamente commendevole da parte di scienziati 
che oggi ne fanno parte, inspirandosi all’ esempio dato da Libri, Quetelet 
e Gerhardt, l’esporre metodicamente e completamente, in qualche lingua lar- . 
gamente diffusa, l?opera matematica dei loro compatriotti. A dimostrare 
quanto tal voto sia giustificato servono alcuni fatti che mi sia lecito indi- 
care brevemente finendo. 

a) Nelle storie delle matematiche la Russia si presenta per la prima 
volta nel periodo euleriano; poco dopo ricompare grazie a Lobacevskij e 
Cébyceff (per non citare altri matematici dei nostri giorni); sono questi gli 


(1) Saggi del?opera desiderata sono i due articoli: F. E. Brascu, Materials for the 
biography of contemporary scientists (chiefly obituary) («Isis», t. V, 1923, pp. 244-62); 
R. C. Arcutpap, Bibliographia de mathematicis (« Scripta mathematica », t. 1, 1933, pp. 173- 
81 e 265-74). 


a 


unici matematici russi che abbiano lasciato traccia del loro Passaggio su 
questa terra? 

b) Per la Danimarca possediamo, se non una storia, almeno una 
diligente bibliografia®); ma evidentemente questa non & sufficiente a porre 
in completa luce il contributo dato alle matematiche dalla terra di Amleto 
se venne salutata come una vera rivelazione la notizia che Lorenzo Masche- 
roni ebbe cola un antico precursore (il Mohrendal) e che ivi fu per la prima 
volta concepita (dal Wessel) la rappresentazione geometrica dei numeri 
complessi. 

c) Rimanendo nella Scandinavia, in Isvezia ebbe fama di valente ma- 
tematico S. Klingenstjerna e vi ebbero sede attive Accademie e Societa scien- 
tifiche; dal canto suo la Norvegia va giustamente superba per avere dati 
i natali ad Abel; come ammettere che altri scienziati non li abbiano prima 
preparati e dopo emulati? 

d) Finalmente |’Ungheria figurava sinora nelle storie delle matema- 
tiche esclusivamente grazie ai due Bolyai; ma che essa abbia prodotti altri 
investigatori originali risulta da una pubblicazione di cui ebbi notizia nel 
momento in cui licenziavo le ultime pagine del mio Volume ®); egregi ma- 
tematici che vivono oggi coli inducono a ritenere gli Ungheresi dotati di 
una spiccata attitudine per le scienze esatte; é possibile che essa siasi ma- 
nifestata sporadicamente e soltanto in tempi a noi vicini? Altri meglio in- 
formato di me risponda. 


(1) N. Nrgtsen, Matematiken i Danmark, 1528-1800 (Kobenhavn, 1910) e Matema- 
liken i Danmark, 1801-1908 (id., 1912). 

(2) J. v. Woyctecuowsky, Paul Sipos ein ungarischer Mathematiker des ausgehenden 
18. Jahrhunderts (Mitth. des mathem. Seminars der Universitat Debrecen, 1932). 
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Fisica (Fisica matematica). — Sulle deformazioni delle piastre 
elastiche. Nota VI del Socio E.. ALmanst “”. 


1. Sark oggetto di questa Nota il teorema enunciato nel § 4 della 
Nota III, relativo all’esistenza d’infinite deformazioni (C) risultanti di tre 
deformazioni evanescenti, a cui corrispondono date sollecitazioni fay Nx 5 
my (fx = fy = 0) che annullano l’ integrale 


(pe 
j= I» mx + My —+ 4 ds. 


Ss 


Come si & veduto nella Nota III, § 5, l’integrale J, per una defor- 
mazione (C), é sempre nullo. 

Sia U una funzione regolare delle variabili x,y, nell’area o limitata 
dal contorno s, che verifichi l’equazione differenziale 


(1) ky As U —k, A? U +k, AU —k, U =0, 
ove 
o2U o2 
A Rao MRES ANT OM Ut RNR ce ahs tae ee 


ox? oy? 


denotano delle costanti positive. 
eU 


? On 


, AU, la funzione U, nel- 


Assegnati sul contorno i valori di U 


area o, & pienamente determinata. 
Cid si riconosce considerando I integrale 


_ fy [(2Auy, (2Au\ 
© Hn tae) le 


3U\2 /eU\? ) 
+h, (AU) + hl =) + =] | Bea 


ox oy \ 


Infatti ad H possiamo anche dare l’espressione 


(3) H=—/@AU-KwU {AU Fees 


(1) Presentata nella seduta del 7 maggio 1933. 


se hh aes 


ove : 
ee dAU oU 
Nf =H (28 —hk, = a k, aly — 
‘ aU oAU 
— (ho A? Uh AU) = + ke =F AU fas, 
came puo significarsi sostituendo in L, a S : = a + oe 8, espressioni 
n 
oA oA? 
analoghe a a e ae , € applicando le note formule 
eel ere ela 
Soddisfacendo la funzione U all’equazione (1), per la formula (3) 
sart H = L. Supponiamo che sul contorno si abbia U = = = AU 270; 


on 
e sia percio L =o. Sara H = 0. Onde, per la formula (2), dovranno esser 
nulli tutti i termini sotto il segno d’integrazione. In particolare dovra es- 
sere k, U2 = 0, quindi U =o, in tutta larea o. 


aU 


Ne viene di conseguenza che, assegnati i valori di U, eee AU sul 
n 


contorno, se esiste una funzione U, regolare in o, che verifichi l’equa- 


aU 


zione (1), ¢ tale che U, See AU assumano sul contorno i valori asse- 
n 


gnati, essa & unica. 


2. Per dimostrare l’esistenza di una funzione U che verifica le condizioni 
richieste, si ammettera che fra le infinite funzioni U soggette alle sole con- 
Sed he aU 
dizioni di essere regolari in o e tali che U, 3,7 AU assumano sul con- 

n 

torno valori assegnati, ve ne sia almeno una che rende minimo V’integrale H. 

Diamo ad U, nella espressione (2) di H, un incremento infinitesimo 
5U =«- V, essendo ¢« una costante infinitesima, e V una funzione regolare 
in o; e calcoliamo Vincremento 8H di H. Dovremo differenziare col sim- 


bolo 8 lespressione sotto il segno d’integrazione. Ora 


Sato) aes ; 


Ox ox Ox Ox 


5 ( oAU \- : oAU oAU poa.. dA 5U 


ox 


e ponendo SU =e. V: 


In modo analogo potremo operare sugli altri termini. Onde avremo: 


SH = 26H’, 
oye 
, fh, (AU aav 2AU =a) ita 
(4) HW = | {i Sy Gexn On ay Bee A 
sU av. aU a 
+4 (2S Ps > ay) th UV {do 


Come dalla formula (2) siamo passati alla (3), cosi dalla (4) si passa 
alla seguente : 


Ge =—| a U—2 A: U +k, AU —k, U) Vdo + L’, 


ove 


(6) te = | |(k SOU hy SH 5 \v- 


on on 2 On 


oAU 
on 


ALOE h AU) = + ke AV | ds. 


Cid si pud verificare trasformando, col procedimento accennato per L, 
integrale L’ esteso ad s in un integrale esteso a o. 

Affinché Pintegrale H_ risulti minimo, dovra essere SH = 0, quindi, 
essendo 5H = 2e€H’, H’ =o per ogni incremento infinitesimo 8U =e-V 


esU 


di U pel quale si abbia sul contorno 8U=0 , ait, ASUs= 0, 
. OV \ 
ossia V=0O , Sa Te AV =o. Sara allora, per la formula (6), L’= 0; 


onde per la (5) dovra essere 


[G@oou—2, A? U + k, AU —k, U) Vdo = 0, 
per qualunque funzione V regolare in o. Cid richiede che la funzione U 
verifichi l’equazione (1). 
Esiste dunque una funzione regolare U che soddisfa le condizioni 
richieste. E 


3. Siano “,,4,,%3; funzioni di x ed y che verificano le equazioni 


(7) Au, =¢: 0; 27, Ady= 0,0, 4 Ad, = cpu, 


Bao: 


Ove ¢, ,C,,¢; denotano costanti che soddisfano le condizioni 


(8) (ty > CeO 
Poniamo 7 
(9) Uae Sea aes Tae 


Vogliamo dimostrare che la funzione U_ verifica Pequazione (1) con 
ko , kx, k2,k; costanti positive. Gi 
Si ha dalla (9), tenendo conto delle (7). 
| ANOS (ie Sa ero Gras 
(10) (Os USS Pe Cu; + Cts 


EAMUSCu.+eu, + C3 tb. 
Per la coesistenza della (9) e delle (10) dovra essere : 


iui I I I 


AU bs oH 
(11) : = 0; 


an 
w 


2 > 
A? U c C. C; 
A’U e C3 63 
ossia 
(12) ko A? U —k, A? U +k, AU— k, U =0, 
dove: 
I I I I I I 
pera aor ae OR hore Walp Pf e 8 s 
es Ve C e Ce c 
fi 2 3 2 
I I I |. Gy Co Cs 
2 2 2 — 2 2 
k= | 6 6. k,; =| c c 
3 3 3 3 3 3 
C Ge c. C o, o; 
Poniamo 


Q = (€, — 6.) (¢2 —¢;) (63 — 6s). 
Troveremo, sviluppando gli ultimi quattro determinanti: 


(13) k, =Q, emer ts + ¢, +¢;)Q, 
GG 6, FOr 6; 6) OQ ,- hy = 6p cy-Q: 
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La costante Q, per le condizioni (8), ¢ positiva. Tali essendo pure le co- 
stanti ¢;,¢2,¢;, anche le costanti kp jk: ,k. k, risulteranno positive. 
E cosi dimostrato l’asserto. 


4. Dimostreremo ora un teorema inverso; vale a dire: se U e€ una 
funzione che verifica l’equazione (1), e i coefficienti kok: kek; sono espressi, 
mediante tre costanti c, , C2 ,¢, che soddisfano le condizioni ¢; > C2 >: >0, 
dalle formule (13), si puO sempre porre 


U =u, +4, 4+ 43, 


ove UW, , lz, u; sono funzioni che verificano le equazioni (7). 
A tal fine, data la U, determiniamo le tre funzioni wy , 2, 5 mediante 
le tre equazioni 


| ty + u, + uv, =U, 
(14) Cyittiorbite te rh 6j'uy = AU, 
| Cy + 6) + (Hew OU 


cid che &€ sempre possibile, il determinante dei coefficienti di us, U2, Us 
essendo la costante positiva k,. Indi poniamo: 


(15) Oly + Ot, + hu, = X. 


Per la coesistenza di queste quattro equazioni dovra essere 


(16 AU G Cs G 
I = 0. 
) A2U C C 


3 3 3 
Xx c bs C3 


4 
wow 


D’altra parte & verificata, per ipotesi, l’equazione (1), ossia la (11). Dal 
confronto della (11) colla (16) vediamo che X = As U. Onde la (15) diverra: 


(07) Cu, +t, + ou; = AU. 
Dopo cid, dalla prima e dalla seconda delle (14) si deduce: 
A (uy + uw, + U3) = AU = cy Wy + Ca ta + 6; U;; 


e analogamente, dalla seconda e dalla terza delle (14), dalla terza delle (14) 


e dalla (17): 


A (ex ty Cs od cp as) = APU ec cu, + Cr Us , 
2, 2 2 in Yay vies 3 3 3 
A (Co tty + 6, Ug + Cus) HA U = chy +. U2 + C3 U3. 


ech 2 781 = 
Queste tre equazioni possiamo anche scriverle: 
BU eet, Nia 6, Ua Au, —¢;n; =o, 
Oe Avi A Patsdit ch Atnsads tach ¢; (Au; —.¢,u;) = 0, 
€ (Au; = 6, ,) (An, 6, Ur) + C, (Au; —c,u,;) = 0. 
Da esse si Rid 
Au, —é,t,=0 , Au;—,u,=0 , Au,—tl iu, o. 


Dunqgue le tre funzioni 1; ,u,,u, ottenute nel modo indicato, funzioni 
la cui somma, per la prima delle formule (14), ¢ uguale ad U, verificano 
le equazioni (7). 

Il teorema pertanto ¢ dimostrato. 


jy. Siano assegnate le sollecitazioni f,, mx, my, tali che V’integrale J 
abbia il valore zero. La fx e la fy si suppongono nulle. Valendoci dei risul- 
tati_ottenuti, vogliamo dimostrare che esistono infinite deformazioni (C), 
formate di tre deformazioni evanescenti, a cui corrispondono le sollecita- 


zioni date, 
Ricordiamo percio che in una deformazione (C) le sollecitazioni sono 


espresse dalle formule (Nota II, § 1): 


oAW o OW 00W 
(18) = > My = 2-5 + AWB 5 Uahele ign ce 


+a 
Ove W = [x dx, e g & una funzione armonica delle variabili x,y,z, le 


cui derivate normali sulle basi della piastra sono nulle. 
Dalla prima delle formule (18) si deduce 


Os) oe 


ove go & una costante arbitraria. Le altre due formule (18) potremo allora 
scriverle 


2 oW 
ae Ox 


do oW 
=i — 0 | fod — Be F oe om te ae 


Da queste formule otterremo, a meno di due nuove costanti arbitrarie 


ey 
G1 59251 valori di Tas € corn - Sara pol: 
aw aW aw i ow, | aW 


Game aye ton Ty ae 
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La seconda di queste formule ci dara, coll’ intervento di una quarta co- 
stante arbitraria q,, i valori di W sul contorno. 

Osserviamo che, dovendo esser nullo, per Vequilibrio della piastra, 
lintegrale di f, ds esteso a tutto il contorno, la quantita AW, per la for- 
mula (19), sara continua anche per s = 0. Si puo dimostrare (tenendo conto 


e W 


delle condizioni di equilibrio, e dell’annullarsi di J) che anche = 


risultano continue. 


6. Fissiamo ora ad arbitrio i valori delle quattro costanti qo, 41 »42543- 


; Eee oW 
Saranno allora determinati sul contorno di o i valori di W, pee UN 
le equazioni (18) risulteranno verificate. 

Fissiamo ancora tre numeri dispari (positivi) m,,m2,1;3 © sia 


1; >>, >>: > 0. Indi poniamo 


Sala 4 ok 0 Oe 

Determiniamo le quattro costanti positive ko yk: > &2 ,; mediante le 
formule (13); e poniamo la condizione che la funzione W (x, y) verifichi 
in o lequazione 


k, As W — k, A2 W + k, AW —k, W =o. 


mh es iat oW : 
Essendo determinati i valori di W , ee AW sul contorno s dio, la fun- 
n 


zione W sara determinata in tutta l’area o, quindi in tutta la piastra. 
Per il teorema dimostrato nel § 4, la funzione W cosi ottenuta po- 
tremo rappresentarla mediante la formula 


(20) W =u, 4+ U.+ U;, 
OVe t;,U%,,t%; sono funzioni di x ed y che verificano le equazioni 
Au; = ¢; uy, Aus = C,, 5 AU, = 6, u;- 
Introduciamo ora la funzione 


nN, TX 


Ny THX N, T 
(21) So tAy sen merck tty + Ay sen 2%. uy + Ay sen a thee 


ove A,,A,,A,; denotano delle costanti da determinarsi. La g € una fun- 
. PY 


zione armonica di x,y,z; Sulle basi (g = + a) si ha = o. Potremo 
x 


quindi, mediante la ~, costruire una deformazione (C), che risultera di tre 
deformazioni evanescenti (Nota HI). A questa deformazione, posto 


ata 
(22) he | ody, 


— fl 


corrisponderanno sollecitazioni, espresse da formule analoghe alle (18), ove 
al posto di W si ponga W’. Sostituendo a @ la sua espressione (21) 
avremo dalla (22 
/ 
AM SOB i Boal tia 


dove 


at a 
n, 7 
Bi As | sen a8 » 2d , CC 


—at 


Determiniamo le costanti A, , A., A; in maniera che risulti B, = B, = 


= B, = 1: cid che € sempre possibile, avendosi, per qualunque numero 
+a 


: : NT 2a \? : ; ; 
dispari 2, | sen——~- ydy = + 2|——|- La funzione W’ sara allora 
a nt 


“ 


—wuw 


uguale alla W, data dalla formula (20); e le sollecitazioni relative alla 
deformazione (C) saranno le fz , 1x, my espresse dalle formule (18), ossia 
le deformazioni assegnate. La fx e la fy, come per qualunque deforma- 
zione (C), saranno nulle. 

Esistono dunque infinite deformazioni (C), risultanti di tre deformazioni 
evanescenti, a cui corrispondono le sollecitazioni date: infinite per Varbi- 
trarieta dei tre numeri dispari m,,.,”;, e delle quattro costanti d’ inte- 
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Patologia. — Influenza della dieta timica sulla crescita neoplastica. Nota 
del Corrisp. P. Ronpbont. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 
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Matematica. — Sule linee di massima pendenza della funzione 
di Green. Nota di Maria CaretTI, presentata? dal Socio T. Levi- 
Civiva. 


1. Consideriamo uno spazio euclideo con 1 >>2 dimensioni, e sia S 
una delle parti indefinite (semispazi) in cui esso viene diviso da un iperpiano 
qualsiasi o. 

Se A e P sono punti arbitrari di S é noto® che il valore nel punto 
P della funzione di Green G,, avente per polo il punto A eé: 


Ot arate 


pron yan, 
ove r & la distanza dei punti P ed A,-ed r, € la distanza di P dal simme- 
trico (immagine) A, del punto A rispetto all’iperpiano o. 

Consideriamo ora il piano passante per i punti A, A,, P, e in questo 
piano cerchiamo le traiettorie ortogonali delle curve descritte dal punto P, 
quando Gn = cost, cioe: 


(1) Toixtheihis” s= cost, 


Queste traiettorie ortogonali sono le curve che il sig. P. Rocher %) chiama 
linee di massima pendenza della funzione di Green G,. Egli determina queste 
curve per m= 3 ed m = 4, ma il procedimento che adopera ¢ assai com- 
plicato e porta a formule pure molto complesse. Inoltre tale procedimento 
non sembra facilmente applicabile per n> 4. 

In questa Nota faccio vedere, ricorrendo a formule assai semplici e note 
di calcolo vettoriale, come si possano ottenere in forma finita semplicissima 
le equazioni delle linee di massima pendenza della G,, per n qualunque. Anzi 
considero un tipo di equazioni assai pil generale del tipo (1) 


2. Siano A,,A,,+++,Am dei punti fissi, situati su una rettal, e di- 
ciamo r;,/2,°-+,1m le loro distanze da un punto variabile P, poi consi- 


(1) Nella seduta del 7 maggio 1933. 

(2) Cfr. Boceio, Sulle funzioni di Green d’ordine m; form. (48), « Rendiconti Circolo 
Matematico di Palermo», XX, 1905. 

(3) P. Rocurr, Sur les lignes de plus grande pente de la fonction de Green, questi «Rendi- 
conti», 3 aprile 1932. 


deriamo in un piano qualunque passante per I, il luogo dei punti P che sod- 
disfano all’equazione 


mm 


(2) Dd: ark = cost., 


rt 


ove le a € p sono costanti qualunque. 


Determiniamo le traiettorie ortogonali delle curve (2); l’equazione dif- 
ferenziale delle (2) é: 


236 ayn, ‘ary = O, 

od anche, per la definizione di gradiente: 

(se axr, ‘ grad rr) xX dP =, 
la quale notoriamente esprime che il vettore entro parentesi ¢ normale alle 
curve (2). 

Ne segue che sei il rotore di un angolo retto nel piano, l’equazione 

differenziale delle traiettorie ortogonali é: 

Di airf—' grad mn & idP = 0; 

ote l A A 
ma se g € Vangolo che il vettore P — A; forma col vettore Am — A,, 
si ha ©), 
grad r, = — rei grad g, 
sostituendo e osservando che 
+ grad o K idP = grad o, X dP = do, 

risulta, come equazione differenziale delle traiettorie ortogonali: 


(3) Dd: aerh do, = 0. 


Se ora diciamo / la distanza del punto P dalla retta. A, Am, si ha hb = 
r. sen, percio Ja (3) puo scriversi: 


Ih a, sen—? ord, = 0; 
ne segue, come equazione in termini finiti delle traiettorie ortogonali: 
dia | sen—/ p. dg, = cost. 


(1) Burau, Forti e MarcoLonco, Elementi di Cualcolo vetloriale, 2% ediz., p. 84, Za- 
nichelli, Bologna, 1920. 
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In particolare, per le curve (1) si ha: 


(4) [ sen" dg — [sen"-*¢, dp, = cost., 


e poiché n é intero, questi integrali si calcolano facilmente sotto forma finita. 
Se 1 & dispari si vede subito che il primo membro. della (4) risulta 
funzione intera di grado n—2 di cos@ e cos@,, contenente solo potenze 
dispari di queste quantita, | 
Invece, se m & pari, il primo membro della (4) (a meno di un fattore 
costante) risulta la somma di  — ¢, con una funzione intera di grado n — 2 
di sen@, cos@, sen g;, COS g,. 


3. Esaminiamo i casi particolari di n = 3 ed m = 4, per ritrovare in 
modo assai rapido le formule date dal Rocher. 
Se m =3 si_ha senz’altro dalla (4): 


(5) COS @ — COS Q; = COSt., 
che ¢ V’equazione semplicissima delle traiettorie ortogonali per il caso dello 


spazio ordinario. 
Dal triangolo AA,P si ha, posto AA, =a: 
2 — fm? r?—- 7, — a? 


6 COs CS On == z 
(6) ? 2ar : es ate 


e sostituendo nella (5) si puo scrivere: ~ 


(7) (+ + =) le (r —r,)?] = cost., 


formula identica a quella ottenuta dal Rocher. 
Pero, come ben si vede, la costruzione grafica della curva mediante la 
(7) risulta, praticamente, complicatissima, perché in corrispondenza ad ogni 
valore dato ad. es. ad r;, per ottenere r bisogna risolvere una complessa 
equazione di 3° grado; invece colla (5) la costruzione ¢ quanto mai rapida. 
Per n = 4, si ha tosto dalla (4): 


(8) — — 9: — Sen PCOS M + sen —; COS Y, = Cost., 
od anche 
(8’) 29 — 29, — sen 29 + sen 29, = cost. 


che da le traiettorie ortogonali richieste. 
Tenendo poi conto delle (6) e di queste altre: 
2A 2A 


Se aoe ee ee 
I 


ove A indica V’area del triangolo AA,P, la (8) puo scriversi: 


I IT 


(9) “@—e)—A} e(2 +75)+ 2 — a — Th | = cost. 


applicando poi la formula che da la tangente della meta di un angolo in fun- 
zione dei lati del triangolo, si ha: 


% —9 Ve i ) 
foe ; 
Sr. (r + 7:)? —a@? 


€ ponendo col Rocher: 


i V(r + 7,)? — a? > sae V(r —1:)? — a? 
é chiaro che w é un numero immaginario puro, e la precedente diventa: 


pl 
r a 


a ae da cui 9, —@ = 2tg! 


€, per una nota formula: 
A eer? U 


9— 4%, = AIDE sca 


daltra parte l’area A pud esprimersi cosi: A = Api/4, percio la (9) pud scriversi: 


A—p ( I I ee coal 
10 Nog Sh a + 2——=— +) = 
( ) 4a ee v. es (4 *] F 2 , r COst., 


che coincide con quella stabilita dal Rocher. 
E evidente la grande semplicita della (8), od (8’) in confronto della (10), 
Ja quale & anche complicata per la presenza degli immaginari. 


Sem, =="5 si ha dallax(a); 
3 (cos @ — cos 1) — (cos’ @ — cos} 9,) = cost., 


che, a mezzo delle (6) potrebbe essere trasformata in una equazione fra i 
fagel vettori.7 ed 7,. Ecc. 

Risulta, da quanto si disse in fine del n. 2, che sené disparit Pequa- 
zione delle traiettorie ortogonali cercate si pud esprimere con sole funzioni 
razionali delle distanze r ed r,. Invece se m & pari intervengono anche fun- 
zioni circolari inverse di tali distanze. 


2 


12 te 


(1) Nella formula del Rocher, invece di 2 —— a € scritto, forse per errore di 
(Az Uf 
I 
2 42 
stampa, 2 ——, + Fee 
I 


Matematica. — Osservazioni sul procedimento di arrotonda- 
mento di Schwarz. Nota di A. Det Curaro presentata © dal 
Corrisp. L. TONELLI. 


In una mia recente Memoria G), considerando il procedimento di arro- 
tondamento di Schwarz“, ho dimostrato il seguente teorema: 
Sia (x) una funzione di x soddisfacente alle seguenti condixiont « 
1) la Y (x) ¢, per x =0, non negaliva; 
2) ¢ continua e non decrescente insieme con la sua derivata prima. 
Sia poi f(x,y) una funxione continua nel dominio chiuso D, corrispon- 
dente al dominio aperto e limitato D, assolutamente continua in D, tale che sia 


f(x,y)=o0 im D 
f(x,y) =0 sulla frontiera di D, 


e tale inoltre che risulti finito T integrale 


i i=[[ VOR FF) ae dye. 
Allora é ¢ 
(x) telol = [[¥ (UP +P) dx dy = to ffl, 


essendo @ (x? + 92) la funzione corrispondente per arrotondamento alla f(x,y), 
C il cerchio su cui viene definita la @ e p,q le derivate parziali della @ ri- 
spetto ad x e y. 

Poi, supponendo (oltre alle condizioni gid poste nel teorema precedente) 
che la W sia sempre crescente, e prescindendo dal caso f(x,y) =0 e da 
quello che il campo D e tutte le sezioni della superficie x = f(x,y) paral- 
lele al piano (x,y) si possano ottenere per semplice traslazione dalle cor- 


(1) Lavoro eseguito nel Seminario Matematico della R. Scuola Normale Superiore 
di Pisa. 

(2) Nella seduta del 7 maggio 1933. 

(3) Cfr. A. Det Cutaro, Sul procedimento di arrotondamento di Schwarz (« Annali 
della R. Scuola Normale Superiore di Pisa», ser. II, vol. II, 1933, pp. 211-226). 

G).Gira locy cit). teats 203% 

of of 
: Ua? By 


tispondenti sezioni della superficie arrotondata, ho mostrato che il caso di 
uguaglianza nella (1) non pud mai sussistere. Mi voglio ora occupare delle 
superhci z= f(x,z) or ora escluse, tralasciando’ naturalmente il caso 
f(x,y) =o, nel quale é evidente che nella (1) vale il segno di uguaglianza. 


I. Supponiamo, oltre alle condizioni poste nel teorema sopra ricor- 
dato, che la ‘Y” (z) sia sempre crescente per x==0, che il campo D sia cir- 
colare e che la superficie x = f(x,y), senza essere di rotaxione, abbia tutte 
le sezioni parallele al piano (x,y) di forma circolare. Supporremo di pil 
che la funzione ¢9(¢) relativa alla superficie arrotondata (la quale funzione 
risulta sempre assolutamente continua e non crescente al crescere di e) sia 
effettivamente decrescente. Inoltre, per poter esporre rapidamente il proce- 
dimento che vogliamo seguire, senza ricorrere a considerazioni di natura 
delicata, ammetteremo che la f(x,y) soddisfi (relativamente alle p e q) a 
condizioni “) tali da assicurare la validit’ dei nostri ragionamenti ©), 

Detto M il massimo valore assunto dalla x =f(,y) in D, siano 


= Xe(X) 
Y = yo (x), 


per 0=%=M, le equazioni della linea L costituita dai centri di tutte le 
sezioni della superficie x = f(x,y), parallele al piano (x, y), e indichiamo 
con s il valore della lunghezza dell’arco variabile sulla circonferenza sezione 
della superficie x = f(x,y) con un generico piano parallelo al piano (x,y), 
intendendo che lorigine degli archi sia, su ciascuna di tali circonferenze, 
nel punto in cui la x & massima e intendendo anche che il verso sia sempre 
lo stesso. 

Posto 


S 
“= —~, 
e (x) 


dove p(x) é il raggio della circonferenza sezione e che é@ la funzione in- 
versa della x = p(e), la nostra superficie zy = f(x,y) pud essere rappre- 
sentata mediante le equazioni ©) 

% = Xo (x) + ep (K) cos a 

¥ = Yo(x) + eX) sen. 


I 


(1) Per esempio, per fare un caso semplice, che le p e g siano continue e non 
nulle insieme, ad eccezione del punto di-massimo della f(x, 7). 

(2) Queste condizioni si trovano sicuramente soddisfatte nelle applicazioni dei nostri 
risultati ai problemi di Calcolo delle Variazioni, a cui abbiamo accennato nell’ introduzione 
della Memoria citata in (3). 

(3) Questa rappresentazione mi viene suggerita dalla Nota di G. Kraun, Ueber eine 
von Rayleigh formulierte Minimaleigenschaft des Kreises («Math. Ann.», Bd. 94, 1925, 


Pp» 97-100). 
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Si ha allora 


Ch 


$s sen % ox 
=x’ (zy + (x) cose + =p Kx — = —senae 
Pag ace eatal (x) cali yas eee ka 
3 SCOs Cue oy 
—=)y,K i — —— 9° & = COS &, 
ae G) +e @) sn oe (2) esate 
e posto 
ees ox oy ax oy 
@z 0s)” Os 1 8x" 
si ottiene 


§ sen “@COS& 


e (x) 


= x'(z) cos % + yi (x) sen a + e’ (x). 


A = x (z) cosa + Y, (z) sen & + e (%) 


cos? a + 


5 sen @ COS a 
e (x) 


Derivando la z= f(x,y), otteniamo 


-+- sen? « — 


of ox of dy of ax if oy 
ae rg ee =='0 
ON. OF oy OX ox os oy as 


da cui, essendo 


Ox eV Nes ; 
Qs als Os : 
si ha 
Sr oo . aga Mien fo 
Che os oy Os 


ed anche, risultando allora A == 0, 


(3) *()- a 
=IP ee 


cioe 


Ne segue, ponendo /(z) = 279(z), 


wi=[[¥ WP Fe) aa = [af iasie(@)ae 


Posto inoltre Q(z) = mp? (x) e chiamando C;, il cerchio del piano (x,y) 
proiezione del cerchio sezione della superficie x = f(x, y) col piano paral- 
lelo al piano (x,y) e di quota z, si ha 


Q &) = {[as dy = [a TAI ds, 


> 
vu 


abil Se te a 
donde 
7Q) 


Va) =—] |Alds. 


ie) 


Si ha quindi, posto ¥(— 1) = W (uw), 


I (x) 1(z) yer ea 
—¥ (ag) 2 @ =" (8) iain 


I(x) I 
e [Alegre 
1 (z) x F 1(z) 
— ¥ iG: 0 jf iAla=¥ i@® [iaia 
|Alds Je fiata 


Ma, per la disuguaglianza di Jensen ®, 


il segno di uguaglianza, per un dato z, potendosi avere solo se la fun- 


zione cioé A &, per quello z, costante rispetto ad s. Vediamo quando 


I 
TAL? 
cio avviene. 
Come abbiamo visto, ¢ 


A = x) (x) cosa + y! (x) sen a + 9° (z) 


(1) Cfr. I. L. W. V. Jensen, Sur les fonctions convexes (« Acta Math. », T. 30, 1906, 
pp. 175-193); G. Potya (« Aufgabe, Archiv der Mathematik und Physik », 3 Reihe, Bd. 21, 
1913, pp. 370-371). Nella dimostrazione del Pélya si ammette l’esistenza della derivata 
seconda della f(z) e la disuguaglianza Y” (x) > 0; ma si pud dimostrare che la propo- 
sizione € vera anche ammettendo solamente che esista la derivata prima W” (z) e che essa 
sia sempre crescente. 


RENDICONTI. 1933, Vol. XVII. 53 


e quindi, affinché nella (2) si abbia il segno di uguaglianza, |’espressione 
x’ (x) cosa + yi (x) sen a deve essere indipendente da a. La sua derivata 
rispetto ad a deve allora essere nulla: 


G3) — xi(z) sen a + ¥, (2) cos a = 0. 


Dalla (3) si deduce che, se uno dei coefficienti di sena e cosa é 
diverso da zero, lo é anche l’altro e si ha 


sen a COS & I 


WO. wee dors, 


per cui sen e cose risultano delle costanti, il che non puo essere. Si ha 
quindi che, se per il valore x in (2) vale il segno =, deve essere 


X. (x) dO yee PAU) =O? 


E se in (2), vale il segno = per tutti gli x di (0, M), deve risultare 
Xo (x) = cost , yo(x) = cost. La linea L dei centri € allora una retta per- 
pendicolare al piano (x,y) e la nostra superficie z= f(x,y) & uma super- 
ficie di rotazione. Pertanto, siccome abbiamo supposto che la nostra 
superficie non sia di rotazione, nella (2) non varra sempre il segno di = 
e si avra quindi 


ps 


bi=fafiaie(ay)a>—[¥(g2)o@a = 


\ 


=— anf ¥(y)p@P Ou 


Ma, indicando con A il valore di A relativo alla superficie di rota- 
Zone. — @ (|x? + y?) ed osservando che ¢ A = 9’ (2), si ha 


tole) = f ac | AY) as=— 22 [¥(sta)e@r ae 


Ne segue 


In[f] > Ic{g]. 


Concludiamo, dunque, che, elle condizioni in cui ct siamo posti nel 
presente numero, nella (1) vale il segno di <. 


ee eed 


cS Saxe 


2. Se abbandoniamo l’ipotesi fatta nel numero precedente, che la Y” 
Sia sempre crescente, il risultato ottenuto non é piu. valido. Ed infatti, se é 


tO ee 


€ ragionando come nel numero precedente, troviamo che la (1) diventa ora 
M 1(x) M 
IoLl=af ac | ds + bD =a 1@) a + 6D = Ic[o]. 


3- Consideriamo ora il caso in cui la funzione (pe) non sia sempre 
decrescente e supponiamo precisamente che la funzione % = 9(e) sia costante 
su un tratto dell’'intervallo su cui ¢ definita. Sia Z la quota di tale segmento. 


La sezione della superficie x = © (x + y?) col piano x =% é una corona 
circolare. Spostando allora comunque sul cerchio esterno di questa corona, 
il pezzo di superficie che trovasi al di sopra di essa, la nuova superficie che 
veniamo ad ottenere non é pit di rotazione. E evidente, pero, che, detta 
< =f (x,y) Pequazione di essa, si ha 


In[f] = Ic[9]. 
Anche in questo caso, vale dunque, nella (1), il segno di uguaglianza. 


4. La condizione posta nel teorema ricordato nell’introduzione che la 
Y (x) sia non negativa non & essénziale, ed il teorema vale anche se essa 


viene soppressa. Ed infattti, posto W (7) = V (x) — ¥ (0), la ¥(z) soddisfa 
a tutte le condizioni del teorema in questione e per essa vale la (1) e cioe 


[POF FP xay=| [POP FP) ary—¥OyC=[ [EOF FR) dxady= 
= hee (Vp? + @) dx dy — ¥ (0) D 


€ percio la (1) vale anche per la ¥ (z). 


(1) Se la ‘¥(z) é analitica, questo é il solo caso in cui la Y’ non é sempre crescente, 


Savill pe 


Matematica. — Sur les racines des équations algébriques. Nota 
di C. Fousianis, presentata “? dal Socio T. Levi-Crvita. 
1. THtorime. [tant donné une équation algébrique 
f(x) = XK + ar Xx + ee6 + Op XP + On, X"2 =e Qa 1 On, Xk — O, 
(ap $20, Pte ++ <u) 
nous pouvons toujours assigner p nombres positifs 
Gos G15*** 5 Fp—1 avec OE ERED A Gp—1 


indépendant des coefficients de l’équation, tels que si nous représentons par r le 
plus petit des modules des racines de l’équation 


Go% + Yrhr x Sie NP Qype Opa h + px? = 0, 


le nombre 


soit une limite superieure du module d’une racine au moins de I’équation donnée. 
Nous considérons |’equation, 


T 


n ne ny, — ny,—n 
OAM) AO g Xe al ae eens Op x ies eX st 


n 


1 —h 
a 2D Ss Can ec Sich Kn, = O 


qui admet pour racines les inverses des racines de "equation f(x) = 0. Nous 
aurons 


OD pat a ae —i17—t Q; (x1) 


‘ 


ou 


Pr (Xi) = Me ho KE? + (Me — 1) rH es + (me — pp) op xe FP 


“ cee tb (m: — m —1) An, . 
é€t 


avec 9, (41) = a Si aes Osta) 


P2(X1) = M1 Neko Xt? + 0+ + (Mm—1r— p) (Me — p) ap xe—2F + 


ft see Hb (m —: — % —2) (mz — nm —2) Ona, 


(1) Nella seduta del 7 maggio 1933. 


SEES Sleee 


Pa 


a ea 
et ainsi de suite 


, 
Pee (ese 2 Se (as | 
avec 


9% (x) =n, cee Ni Wo XP -b (ny — 1) 5 au (nm, — Tey ee foeee H 
+ (1 — p) +++ (me — p) a. 


Nous transformons |’équation @:(x;) = 0, en posant 


Ast OC. avec Niece ove Secgeael eee RR eg 
fiz— Pp I %,— pi US ree iy =O 


nous obtenons ainsi 
Q(Ay) = tr + ++ Mato AP XE A (mr — 1) +++ (me — Tov Age Xie ae 
+ (1 —p) +++ (mn — play = 0. 


Nous supposons que est la plus grande racine, quant au module, du poly- 


nome Q(X;), alors la racine correspondante du polynédme o:(x;) vérifiera 
la relation 


et d’aprés le theoréme de Lucas, une racine x, du polynéme @(x;) sera 
telle que 


I 
|x;|2=>—-A. 
r 
Par consequent il existera une racine au moins, du polynéme f(x), telle que 


X|<lr-—-> 
Ixjares 


r désignant la plus petite racine, quant au module, de |’équation 
P(X) = my +++ met A? + (1, — 1) +++ (me— 1) a AP OSX 4 -ee Hh 
peg a Pe (mp) op BE 0, 


I 
GUinres tende lequation=O(X,) = "0, si on pose X; = se 
Nous remarquons encore que 
(4) (m: — m)+++ (nm — m) AP—” <= (n, —m —1)+++(me— m—I)AP—”—* 


avec 
fia O75 158 +25) —— 1 


es 


ou 
) n;—m Nk — m I 
(5 ny —m—I je re 


Et évidemment pour m= p—1r on a une égalité, mais quand m = 
=p— q,q>>1, on aura linégalite 


ni; —m ni—p +t (== 1, 25 ne 


he = Th a) 


qui donne l’inégalite (5). 
De la relation (4) pour m=0,1,+++,p—JTI nous avons 


my, -++ mAPK (Mm, —1) (me — 1) API eee Cr — Pp +1) 
++ (me —p + 1) A = (1m — p) +++ (tm —P) 


c’est—a—dire 
Ge Gi "Gi 

avec 
_%—n m—n n—n 
em eas et 


Al—* 6 (Wo pig so. 


Les quantités g;, (§ =0,1,+++,p—1) jouissent bien des proprietés 
signalées dans l’énoncé de notre théoréme, puisque il a été suppose, que r 
est le plus petit des modules des racines de l’equation 


Got + Grr & + 29+ + Gp—1hp_1 XP —* + oy XP =O. 
Notre théoréme est donc démontre. 


Dans l’équation g:(x;) = 0 du théoréme précédent, si nous faisons la 
transformation 


> 


x 
i Nk— po F 
n= | Pe aD Oe ae 


Ny Nk Ko 


nous aurons |’équation 
(1: —p) +++ Gm —p) aw (KP +1) = 0, 


qui a une racine egale ou plus grande, quant au module, de 1. 
Par conséquent une racine du polynéme 9;(x;) vérifiera la relation 


ap ee ees 
eas a 


Nk Oo | 


So 


et en vertu du theoreme de Lucas, la relation precedente sera aussi satis- 
faite pour une racine du polynéme (x1). Done Péquation f(x) =o s’an- 
nulera pour une valeur au moins, dont le module ne dépasse pas le nombre 


1/ n ; Loony ee 

I k p (o4 

| vc =) on SSD, 
Op 


i, p pm p 
L’égalité est possible seulement dans les cas ott m =pt+k. 
Ce résultat compléte un théoréme de M. Montel (), daprés le quel le 
nombre 


Xo 
P 


oe 
|e] 


Xp | 


est une limite supérieure du module d’une racine au moins du polynome f(x). 


Matematica. — Encore sur les opérateurs lineaires — Remarques 
complémentaires. Nota di R. Luis Gomes, presentata ® dal Socio 
T. Levi-Crvita. 


Dans une note précédente G) nous nous sommes occupé de la condition 
necessaire et sufhsante pour qu’il soit permis d’ écrire 


n n 
af=lim > c:e@ pour f=iim >-co; 
n=0O i=1I n=O0O i=I 
a etant un operateur défini partout (toutes les fonctions de module carré 
sommable = l’espace de Hilbert tout entier) et c; les composantes de f par 
fapport au systeme orthonormal complet des 9;. 
Condition de linéarit¢ avons nous appelée, dans un sens (infini) tout 
different de l’ordinaire 
n n 
‘~~! . 
af= Daaf: pour f= dai f, 
i= i=1 
les f; étant en nombre fini. 
En rigueur portant c’est la condition pour que les deux simboles — 


lee) 
opérateur «% et somme > soient permutables et ce fut méme ainsi que nous 


tI 


avions posé le probleme. 


(1) «Annales de l'Ecole Normale Superieure » (1923). 
(2) Nella seduta del 7 maggio 1933. 
(3) Questi « Rendiconti», ser. VI, p. 41, 1933. 


A present nous désirons seulement ajouter qu’ il n’ est point nécessaire 
de faire la déduction de pag. 42 (note citée), la formule (3) ¢tant tout 
simplement I’ égalité de Bessel pour la fonction 


oO 
xf (u) — ¥ cae: (u) 
dont les composantes 


bb 


) 


se rapportent au systeme complet :. 

On écrira donc immédiatement l’égalité (3) et tout le reste sera bien 
a sa place. 

Dans une ouvrage recemment paru - Linear Transformations in Hilbert 
Space de Harvey Stone — on trouve — théoréme 3.5 pag. 93 - lénonce 
d'une correspondance parfaite entre les opérateurs bornés (au sens de Hilbert), 
définis partout, et les matrices bornees. 

C’est un résultat qu’on peut déduire de notre condition de linéarité, sans 
avoir recours a la notion de adjoint — fondamentale dans la demonstration 
de Stone — atravers les théorémes 2.26 et 3.1 (pag. 61 et 88). En éffet, 
Popérateur étant borné, nous avons: 


2 
—<—s 
\2 


=c/|fw— ae 


~=T1 


2 


af(u)— Daag, 


1=1 


b; — b 


=3;n =n, (8) 


et de ce point en avant on peut répéter la démonstration de notre note 
déja citée. 

C’est a dire, les opérateurs bornés ¢tant aussi linéaires (dans le sens 
déja défini) leurs matrices sont bornées. 

Le réciproque est aussi immédiate vu le theoréme de Hellinger — Toeplitz 


(ee) 
sur la série H ©) - (éxistance d’une limite supérieure de H pour | u:|?= 1). 
i=1 
Les opérateurs étant définis partout on peut donc conclure que les trois 
hypotheses : 
1) Linéarité (dans le sens deja defini). 
2) Continuité (opeérateur borné au sens de Hilbert). 


3) Existence @un adjoint défini partout (ou seulement dense partout)©), 
sont équivalentes. 


(1) Note déja citée. 
(2) Enoncé de V. NeuMann, « Annals of mathematics » (2), 33, 1932 (cité par STONE, 
préface, p. Iv). Il faut aussi citer les travaux de v. NEUMANN, aux « Math. Annalen », 


161, 1929 (qu’il ne me fut pas possible de trouver ici; a Porto), et au « Journal fur die 
Reine und Angewand Mathematik», Bd. 161, 1929, pp. 208-236. 


~~ 
Yi Pe ee 
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Matematica. — Sulla divergenza dei plurivettori negli spazi S,. 
Nota di M. Manarini, presentata“ dal Corrisp. P. BurcaTti. 


In questa Nota continuo l’estensione nell’Analisi Vettoriale iniziata in 
una mia Memoria pubblicata negli « Annali di Matematica » e continuata 
in una Nota del precedente fascicolo di questi Rendiconti ©), 

Per non ripetermi rimando il lettore all’introduzione di quest’ ultima 
Nota per la comprensibilita dell’estensione accennata e per quanto riguarda 
i richiami che mi saranno utili in questo lavoro. 

Vengo senz’altro ad estendere ai plurivettori il ben noto concetto di 
divergenxa per i vettori, estensione che si presenta opportuna per valutare, 
ad esempio, la curvatura media delle varietd. 


1. — Divergenza dei plurivettori. 
Per definire, in generale, la divergenza di un plurivettore a di S, (p=n), 
p 


nella quale rientra il concetto ordinario di divergenza di un vettore, con- 
viene ricorrere alle definizioni che fanno uso di formazioni integrali usate 
per i vettori da alcuni autori nello spazio ordinario S, ©), 
Dato il plurivettore @, semplice o multiplo, funzione regolare di P in 
p 


un campo Cy, dato in S,, chiameremo flusso attraverso ad una varietd o,—>, 
ad (n —p) dimensioni e contenuta in C,,, la quantita scalare 


(1) d= fuxnds, 
oe 


n—p 


ove m & il p—versore normale a o,_, nel punto generico avente senso con- 
P 
forme in tutti i punti. A seconda del senso che si prende per m™ si avra 
p 


un senso per il flusso; se o,_» & chiusa si puo considerare il flusso entrante 
se  & rivolto verso l’interno, oppure il flusso uscente se € rivolto verso 
p 
Pesterno. 
Trattandosi di un (m — 2)-vettore @ , si parlera di flusso attraverso 


i—'2 


(1) Nella seduta del 23 aprile 1933. 
(2) M. Manarint, Rotazionale dun vettore negli spazi Sx. 
(3) Cfr. ad. es. G. A. Mace1, Teoria fenomenologica del campo elettromagnetico, Hoepli, 


Milano, 1931, p. II e seg. 


1 8008== 


ad una superficie 6, e per un vettore @ si parlera di flusso attraverso ad 
una ipersuperficie o,_,. 
Il prodotto scalare sotto il segno d’integrale di (1), come gia abbiamo 
detto nella Nota precedente, ha significato ben determinato. 
Chiameremo divergenza di un plurivettore a, in un punto P del campo, 
p 


nell’intorno del quale @ & regolare, la quantita scalare definita da 
p 


—| ax nde 
ives p 


¢ oOn—p 
ive 
’ At 


(2) 


ove 6, _» rappresenta una varieta chiusa “) (m — p) dimensionale, circondante il 


punto P, Ar i] volume da essa compreso, 7, rivolto verso l’interno, il p—ver- 
p 
sore normale a o,_,; il limite s’intende con il tzndere allo zero del raggio 


di una « sfera» di centro P capace di contenere o,_». 
Il numeratore é, come si vede, un flusso; la formula diviene la diver- 


genza ordinaria allorche @ si riduce ad un vettore a. Invero si dimostra®) 
p 
che la sua espressione cartesiana ¢€ 


(3) diva= >» —> 


n 
essendo a= > a, é, Vespressione cartesiana di w, ed x, (r=1-++-7) le 


fon 


coordinate cartesiane del punto P; cosi si vede che coincide con diva = 


eae da 
* dP 
Se @ @ regolare in Cy eo,» © una qualunque varieta chiusa ad 

p 
(n — p) dimensioni contenuta in esso ed avente il p—versore normale 
b 
determinato in ogni punto e diretto verso l’esterno del campo t, —» +41 rac- 


chiuso da o,—,, si ha 


che ha la medesima espressione cartesiana. 


G3) fax ndo=— | dived, 
vier. p P 
Cn—p Tr—p+t 


Immaginiamo diviso il campo t, mediante varieta ad (n — p) dimen- 


(1) Per questi concetti di varieta chiuse frontiere cfr. ad es. TH. DE Donner, Les 
invariants Integraux, Gauthier—Villars, Paris, 1927, pp. 7 e 47.- 
(2) Cfr. G. A. Maca, loc. cit., p. 14, dimostrazione che si pud estendere al caso Sn. 


— 801 — 


Soni in tante cellule At,_,,, racchiuse da G,—». Se P é interno alla cellula 
generica si ha 


-- Ja xX ndo 
2 p P 
diva = lim —*72— 
p At 


Fuori del limite si ha 


At -diva=—[aXnds te. At 
p J pf 


On —p 


ove € € infinitesimo con Art. 

Scrivendo una relazione analoga ae tutte le cellule, eseguendo la som- 
matoria membro a membro e Seed al limite si raggiunge manifestamente 
la formola (3). 


2. — Conseguenza del teorema di Stockes. 
Come conseguenza del teorema di Stockes stabilito al n. 4, della nota 
precedente, in tutto C,, considerato in precedenza si ha: 


(4) div rot = 0; 


ossia rot w € un (7 — 2)—vettore la cui divergenza é nulla e percid: il rota- 
xionale di un vettore wu(P) @ un (n — 2)-veltore solenoidale, cioe tale che la 
sua divergenza é nulla in ogni Gage ed il suo flusso attraverso ad una super- 
ficie o, chiusa, contenuta in Cy, é sempre nullo. 

Invero, sia P un punto di regolarita per a(P) e sia o, una superficie 
regolare chiusa che circonda il punto P; sia At il volume in essa contenuto. 

Si immagini su o, tracciata una linea / chiusa che la dividerd in due 
calotte o, e o{. Applicando la definizione di divergenza di un (n — 2)-vet- 
tore in P, si dovra appunto far uso di superficie a due dimensioni circon- 
dante P e prendendo la o, considerata, si ha per il rot e: 


ae n do 


1 nD 


div rote = —lim = 


oe uw xX nN, do’ + + tim | rotu xX mn, do’ 


n—2 nt —2 


O55 


= At 


(1) Per altri procedimenti per la estensione dei teoremi di Stockes e della divergenza 
cfr.: P. Burcatri, A proposito della Nota del dott. Manarini; « Sulla curvatura medaa, ecc.», 
loc. cit.; Th. DE Donper, loc. cit., p. 47. 
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In virth del teorema di Stockes (Nota precedente, formula (18)), i due 
termini del numeratore rappresentano le circolazioni di w (P) lungo (2) prese 
in senso contrario. 


Ne consegue 
div rot #@=0 ray er 


Viceversa, ragionando in modo analogo a quanto si fa in S,“ si puo 
dimostrare, ricorrendo al teorema inverso di Stockes, accennato al n. 4 della 
Nota precedente, per un (— 2)-vettore v che 


n—2 


se é div v O 


u—2 


(5) e = COUW, 


n—2 


ossia se un campo v (n — 2)-vettoriale é solenoidale esso ¢ un campo rotazionale. 


nm—2 


3. - Quando si pensa che in un S,, per una superficie, nei punti rego- 
lari si valuta) la cwrvatura media calcolando Vinvariante primo dell’omo- 
dn 
dP 
in senso opportuno, viene spontaneo, per analogia, di valutare la curvatura 
media delle varietad mediante la divergenza del pluriversore ad essa normale 
e teste definita. 

Su questo argomento spero di ritornare nel seguito cercando di mettere 
le mie ricerche in relazione con i risultati ottenuti con metodo diverso da 
altri Autori %). 

Terminerd invece stabilendo un significato meccanico per il rotazionale 
di un vettore in S,, che per ragioni di spazio non ho potuto far figurare 
nella Nota precedente. 

Ricordiamo all’uopo la formula che da la velocita di trascinamento di 
un corpo rigido in Sy: 


grafia +, ossia la div. m, essendo m il versore normale alla superficie, diretto 


Pp 1 
v(P) == ae Boks \\ (P —O,) (4), 


(1) Cfr. ad. es. P. Burcatri, Complementi, ecc., loc. cit. nella Nota precedente, p. 64. 

(2) Cfr. ad es. Analisi Vettoriale generale, vol. Il, P. Burcarri, Geometria differen- 
ziale, p. 34, Zanichelli, Bologna, 1930. 

(3) Cfr. ad es. E. Bompiani, Studi sugli spazi curvi, « Atti del R. Ist. Veneto», tg21, 
T. LXXX, parte 2%, p. 1131, ove si mettono in confronto studi sulla curvatura media con 
lavori di A. Patatini. Una questione affine, in un caso particolare, trovasi trattata, con me- 
todo vettoriale in P. Burcarti, Studio sulle varieta a due dimensioni appartenenti ad un S4 
euclideo, « Annali di Matem.», 1931, T. IX, p. 121. 

(4) Cfr. M. Manarini: C. P., n. 25, formula (9). 
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alcolando il rotazionale, in virth della (2) della Nota precedente, abbiamo: 


aw 
TOUR —— 2 V dP => oe 5) 
essendo 
a fe: d dv 
ma) °> Foes ams eisai 


I ; 3 
Dunque: “> TOFU rappresenta, come in S, I’(n—2)-veitore che definisce lo stato 


cinetico di rotazione del corpo in un dato istante. Cosi anche in Sn rimane giu- 
stificata la denominazione di rotazionale adottata per lente considerato nella 
Nota precedente. 


Matematica (Analisi). — Sommazione per diagonali delle serie 
doppie di Fourier. Nota di C. Miranpa, presentata“ dal Socio 
G. CasTELNUOVO. 


In una breve comunicazione @) al recente Congresso internazionale di 
Matematica di Zurigo e nei suoi Appunti di Analisi superiore G), tuttora in 
corso di stampa, il prof. Picone da una nuova trattazione del procedimento 
di Poisson per le serie doppie di Fourier, conseguendo risultati ipteressan 
sulla sommazione per diagonali delle serie stesse. Tale sommazione é ricon- 
dotta, nei citati Appunti, allo studio del limite 


14 


po [aa [ ¥G.y, ven sen na sen mB + sen(m-+1) a sen (n-41)8 dB, 
eee 2a sen « sen B 
ove 


Yox,y,%,B)=f@tPte,y+B—a«)+fo4 te el tae) or 
+f$@—6—a,y+B—a)+f(x—8—a,y—B-+a)+f(x+B—a«,y+6+e)4 
+f(x+B—a,y—B—a)+f(*—B+oa,y+6+a)+f(*—6B+a,y—B6—2), 


designando f(x,y) la funzione che si vuol sviluppare in serie. 


(1) Nella seduta del 7 maggio 1933. 

(2) M. Picone, Sommazione col procedimento di Poisson delle serie doppie di Fourier, 
« Verhandlungen des Internazionalen Mathematiker—-Kongresses » Ziirich, 1932, II Bd., Pp. 92. 

(3) M. Picons, Appunti di analisi superiore. Cap. VI, Rondinella, Napoli. 


— 804 — 


I detti risultati mi hanno incitato ad approfondire la sommazione per 
diagonali delle serie doppie di Fourier, cio che mi ha portato a stabilire 
alcuni teoremi, i quali mostrano, com’era presumibile, che tale metodo di 
sommazione possiede una maggiore potenza di quello, ordinariamente stu- 
diato, per rettangoli (di Stolz-Pringsheim). 

Ed invero, mentre che in quest’ultimo metodo si € forzatamente con- 
dotti a considerare funzioni f(x,y), che siano convergenti quando il punto 
(x,y) tende al punto (x,yo), in cui si vuol sommare la serie, mantenen- 
dosi interno a-ciascuno dei quattro quadranti con origine in (Xo, Yo), col 
metodo si sommazione per diagonali basta ammettere, che Vindicata con- 
vergenza si verifichi, quando (x, y) tende a (x,y) mantenendosi interno 
a ciascuno degli ottanti di origine in (x0, yo). In seguito i detti ottanti sa- 
tanno indicati con [;@ = I ,2.---,8). 

Occorre pero dire, che, nella sommazione per diagonali, si é portati 
a considerare-un tipo di variazione delle funzioni, che io chiamo variazione 
diagonale. Una funzione periodica f(x,y) & a variazione diagonale limitata, 
e la funzione f(& + ,7— &), che e€ anch’essa periodica, € a variazione 
limitata nel senso di Tonelli. 

Ecco gli enunciati dei teoremi fondamentali a cui sono pervenuto 


I .- Sia ¥ (x0, ¥o,%,8) funzione di a ¢ B sommabile nel triangolo del 


piano af di vertici (0,0), bee 0) « (0. %) (bi | dg ‘PF (xo, Yo, %, B) | 


funzione di « sommabile in (0 a) Se esiste i 
2 


ol (ace voy es Pls ct eo Ore 
aot 
Bot 


€ se, essendo 0O=a=—s, risulta 


lim 
80 


trai 
ir dp ¥ (os Yost p)|— | dp ¥ (Xo 5 Yo B)| 


a a 


si ha 


lim 1 [af W (sj yer, 8) ee sen nb tsen (n-+1)asen (n+1)8 gp 


n—>00 27? sen a sen 8 


SE oon ta Oe) 
Se eres 


(1) L. TONELLI, Serie trigonometriche, p. 443. Zanichelli, Bologna, 1928. 


b 
(2) Col simbolo | dx; f (1 X2+++Xn)| io designo la variazione totale dell’intervallo 


a 
(a,b) della funzione f (x;-++ xn) considerata come funzione della sola x. 


OO yn 


Il. - Sia f(x,y) una funzione periodica, di periodo 27%, sommabile in 
ognt insieme limitato, e a variazione diagonale limitata. Se esistono i limiti 


lim f(x,y) [su Ar; | (Ce ae ec: 
X—>Xo 
I> Jo 
Xo— y Xo + : 
€ se, essendo — = — Yep tak ee » |al=, risulta 


mo +8 (mo + |u| )* 

bin | [| anfGetetn,2—t—e)—f hf Gotet+nn—%—2))] =o, 
No + |e| No + |a] 
eNo— | a | -No— | a | 

lim | [df Gotetnntte—a)|—| inf Gtabnn—f-2)\] =o, 
No—d (mo — | a |) 
“Eo +8 n (Eo + |a|)t 

lim | | i Etna, mte~B)|— | df Etna, n+aB) 
Eo t|a| Eo + Jo| 
Fo—|a] E—|a| 

fim| [| &/G-+nta.mte-9)—| 4s /E-+n+a,2+2—8|]=0, 
Eo—3 (G—|a|)— 


la serie doppia di Fourier di F(x, 9), sommata per diagonali, converge nel 
punto (Xo, Yo) ed ha ivi per somma la quantita 


8 
- > lim Sia54) {suet ,]. 
i= 1 x—>Xxp 


Vp 


Ill. ~ Se f(x,y) é una funzione uniformemente lipochitziana nel dominio 
quadrato Q, di punti estremi (0,0) e (2,27), la serie doppia di Fourier 
di f(x,y), sommata per diagonali, converge verso f(x,y), in ogni punto in- 
terno di Q, e verso 


JOTI yi Le, >) 
4 


5) 


im ognt punto del contorno di Q. 

Una conseguenza notevole della mia trattazione consiste in un nuovo 
teorema, che assicura la possibilita di moltiplicare al modo di Cauchy due 
serie di Fourier, nessuna delle quali sia assolutamente convergente. Si ha cioé 


IV La serie che si ottiene facendo il prodotto al modo di Cauchy delle 
serie di Fourier di due funzioni g(x) é b (y), pertodiche, di periodo 27, ¢ a 


= 0), 


== 800 = 


variazione limitata, converge per ognt valore di x e y ed ha per somma la 
quantita 


gt ee) PO 
2 2 


Cosi ad esempio le due serie 
oO 


~— sen hx sen ky 
a ee 


k=I 


possono sempre essere moltiplicate al modo di Cauchy, dando luogo ad 
I 
una serie, che ha per somma cr ( — x)-(%—y) in ogni punto («,y) in- 


terno al dominio quadrato di punti estremi (0,0) e (27,27). 

Tale circostanza non rientra, parmi, nelle regole sulla moltiplicazione 
al modo di Cauchy, che si conoscono, salvo che per particolari valori di 
x e y, ad esempio per 


Matematica. — Integrazione delle equazioni di Maxwell- Hertz 
nei mezzi cristallini uniassici, Nota di A. Tonoto, presentata “? 
dal Socio T. Levi-CrviTa. 4 


Nella Nota precedente) ho ricavato la formula (9) senza fare nes- 
suna ipotesi sulle funzioni @ e Y. Scegliamo ora in modo opportuno queste 
funzioni. 

Sia 6) (t,, 72) un intervallo di tempo che include l’istante ft, e talmente 
esteso, che indicando con R la massima distanza del punto P, dai punti 
di o, sia 


2 


eae ge eres 


Denotiamo con F(t) una funzione regolare del tempo e di un para- 
metro ¢, tale che per ogni ¢ > 0 risulti 


+e 
| F (7) de. 1, 


ie 

(1) Nella seduta del 23 aprile 1933. 

(2) Cfr. questi «Rendiconti», serie 6°, vol. XVII, fasc. 7 (1933). 
(3) Cfr. A. StGNorinI, loc. cit. (1) a p. 533 della Nota precedente. 


+47) 
a 
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e inoltre, quando ¢ € compreso nell’ intervallo (@;—€,t, + e) sia F() 0, 
mentre per? fuori di questo intervallo sia F (1) = 0. Scelto allora un qual- 
slas1 € >>0, purché si abbia 


\ Se te 
R q/a? 
| —e>a—4+— eg eae 
sara 
( r 
Bx SE 
a 2 
fo eee oe ee 
TT + — 
\ a 
r. 
| n= 
a 
( 2 <a t, ere 
Tees 
a 


Prendiamo ora: 
= 9(—) =f, [F(—),0] 
¢=¢(—4) =f,[F(—)), o], 


cioe: 
I CES hy ( 7 
)\) SS Se eS t —— 
BT Ge EG EN OE 
ee tk Pees een od, ee d 
qanar — x, +(y—y 7 a) * a Ox Ok 
t+ — 
I (« — x1) (y —y) ( “| 
EO) Ne fo ee 
7) 4mC?7 (x — x,)? + (y — 4,)? a a z° 


ete 
I (=e) (Y= 4s) r I oy j 
Ge eras eae ~|+ | el Go i eae 


Le funzioni g e ora costruite dipenderanno anche dal parametro ¢ 
e si annulleranno negli istanti t; e t, in ogni punto di S,, assieme alle loro 
prime derivate. Dalla formula finale (9) della Nota precedente avremo 
pertanto : 


RENDICONTI. 1933, Vol. XVII. 54 
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(1) [ao eu; 28 te +(e — 2) [USE — 31) cos yn do — 


ty 6+ Pe 
Ge oo 
—= 72 TN =f cos xn — 5% cos yn) do — 
oy ox 
6+@ 
} eC) 
—«* [Ww (B cosan — 3 cos zn) do + 
o+o : 
ae ¢2 cosen Wo + 
+ |9 kOe Ney Oe ey 
o+@ 
+ @ Hie eee @—e) |v (2 —_— 2) cos. xnao — 
o+@ sto 
} By 
Oe U (St cos yn cos xn) do — 
Ox oy 
o+o 


op oy 
W (= cos yn — ~ COs xn) do — 


4! 


‘ 
o+o@ 
OZ 
+] 9 (Fecosan— cos xn) de) = =2405 
oto 


Giunti a questo punto, non seguiremo la sottile analisi del SIGNORINI, 
ma ci limitiamo ad asserire che, posto per brevita, 


ee 5 Kei ey X; =X 
Ue = UP Swe us Wy 


si hanno le formule seguenti: 


lim ae a [U0] eae nee 


afrieece 
o+@ 


lim r ae a 
5 eo 
6+@ 
oe 
lim i @ — cosxindo = fh a ; 0 cos x1 n do 
e—>0 ot 
2 ae 


Ty 


lim fe dt he cos ain do = [fi ; 0] cos xin da, 
zE—>>0J 


Ty 6+o o+@ 


;, 0] cos x1 n do 
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: d 
dove le derivate a devono essere eseguite senza tener conto della dipen- 


denza delle funzioni U; dalle variabili ee 
Se poi osserviamo che per qualsiasi funzione a(/) vale la relazione 


f:[0,0()] =f.[e(@), 0], 


si ricava dalla precedente (1) passando al limite per e>0, 


@) vfs ALU, ode +(e) [}EF, [o, U]J— Ff [U 50) cos yn do — 
c+ @ o+o@ 
ae eet i ee one 
al » 0] cos xn ——- f, [ , 0] cos yn do — 
o+@ 
s 
—a? } gl: o]cosxn— Ff, [W, 0] cos xn | do + 
ole 
+ fin[% 0] cos yn — |, 0 cos xn }do + 
+a yes koe V]do— (ee) || of, oe VIF [WoO] "cos dares 
o+@® o+@ 
— a? ae a Gis [o U] cos xn | do — 
kas Canoe, dy melBe ee, | 
o+@ 
ay Mae (me Wy ) d W z d 
ae elses SEG rena Loe ] cos 72} do + 
o+@ 
+ fire. cos xn —f. 0 | cos | do o=0- 


o+@ 


In una prossima Nota mostreremo come facendo rinserrare la sfe- 
retta @ attorno al punto P,; si possa ottenere da questa formula il valore 
della componente U nel punto P, e nell’istante /, in funzione dei valori 
che le componenti X,Y ,Z,U,V,W assumono sulla superficie o per 
ogni valore del tempo. 
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Matematica. — Alcune osservazioni sui nuclei di Andreoh e 
di Evans. Nota di G. Barpa, presentata‘) dal Socio T. Levi- 
CIVITA. 


1. Il prof. Andreoli in un gruppo di Note lincee ®, riprendendo i ri- 
sultati di Evans, sulla composizione di seconda specie, dei nuclei periodici, 
aventi periodo eguale a lintervallo d’integrazione, della forma n(x —y), 
ha ampliato, notevolmente, tale classe di nuclei (che ha chiamato di Evans), 
estendendo, anche, le sue considerazioni al caso di intervallo infinito. 

In sostanza, nel caso di intervallo finito il prof. Andreoli ha studiato 1 
nuclei della forma n (ax — by) con a eb interi ed n periodica, sostituendo, 
cioé, al binomio x — y de l’Evans, il binomio ax — by; ovviamente lascia 
cadere, nel caso di intervallo infinito, sia la condizione di periodicita, sia 
quella che a e Db devono essere interi. 

Una immediata estensione dei nuclei in questione, godente tutte le pro- 
prieta dei nuclei di Andreoli, si puo ottenere aggregando al termine perio- 
dico, un ordinario fattore di smorzamento, esponenziale, ovvero ancora di 
altra forma. 

In questa breve Nota, diamo appunto le prime linee della analogia di 
proprieta esistenti fra questi nuclei e quelli di Andreoli ed Evans: le ulte- 
riori proprieta seguono immediatamente. 

E bene osservare, perd, che, per un certo tipo di fattore, pil generale 
di quello considerato nei primi sviluppi, le cose diventano notevolmente pit 
complicate, ma per esso si hanno i risultati pil interessanti. 


2. Prendiamo dapprima in esame i nuclei della forma: 
ee*—)) n (ax — by) 
dove n & funzione periodica, a periodo uno ed ae b interi; p qualunque: 
tali nuclei diremo periodici smorzati, della classe p e di indici (a,b) e ne se- 


gneremo il tipo con il simbolo: [9 ; (a, 6)]. 
Vale il: 


TTEOREMA FONDAMENTALE. — La composizione di II specie, rispetto 2 
Vintervallo (0,1), di due nuclei del tipo: 


[e;(@,>)} s [93@,%)] 
in tale ordine, da un nucleo del tipo [p; (aa’ , bb)’ }. 


(1) Nella seduta del 21 maggio 1933. 


(2) Sui nuclei periodici di Evans... «Rend. Acc. Lincei», serie 5°, 2° sem., fasc. 8°; 
Equazioni integrali singolari... serie 5°, 1° sem., fasc. 5°. 


bs ei 


—— Yio 


Componiamo, infatti, i due nuclei, nellordine segnato. 
er 
CRS) =| ee —9 m (ax — bs) ey) y (a’s—t' y)ds 
ie) 


dalla quale segue: 


F(@,¥) =e eo f m (ax — bs) n (a’ s—D’ y) ds. 


Oo 


Ma m ed 1 sono nuclei di Andreoli, quindi, com’é noto, composti danno 


nuclei periodici d’indici (= 3 7 6 ee eict ieee (s =), 


con d, e d,M-C-D, rispettivamente delle OPMe as ba a U 

D’altra parte, i nuclei del tipo [e; (a, )] appartengono anche al tipo 
[es (a/h , b/h)], purché h divisore di ae b, dunque, segue il teorema enunciato, 

Tale osservazione ci abilita ad asserire che, i nuclei periodici smorzati, 
godono le proprieta di quelli di Andreoli+Evans. 

Cosi, l’equazione: 


(1) os) taf “WO n (ax — by) 9()) dy = fH) 
posto: 

(2) Y@)=e@eer , FR) Af (xece 

diviene: *° 

G) $O) +A n(@x—b) dO) dy = FO) 


ch’é a nucleo di Andreoli, dunque la soluzione della (1) risulta da quella 
della (3), attraverso la (2). 


3. A risultati analoghi si perviene considerando nuclei della forma: 


(a) Sey (ax —by) 


sotto le ipotesi fissate in precedenza ed w (per evitare singolarita) limitata 
insieme con la sua reciproca sicche w(x)/w(y) resti sempre, in modulo, 
superiore ad una e minore ad altra quantita fissa. 

Anche qui, l’equazione integrale di Fredholm, di seconda specie, a nu- 
cleo (4), si trasforma ne l’equazione (3), a nucleo di Andreoli, 


4. Consideriamo, ora, nuclei della forma: 


(5) e*—™ n (ax — by) 
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con 1,m,a,b, qualunque ed m soggetta a condizioni esplicitate in seguito. 
Diremo tale nucleo di classe (1, m) ed indici (a,b) e scriveremo del tipo 


[C,m) 5 @,2)]. 


Vale per tali nuclei il seguente : 


Trorema. — Se esiste, per qualunque x 


Ae | e—y «0 (ax — by) dy 


(0) 


allora o(x), salvo wna costante moltiplicativa, st riduce ad un esponenziale. 
Infatti, si ha: 


o6(x+h)= ae | e-" n (ax — by + ah) dy 


€ posto: 
i rd iro 

risulta: 

(: + + m) h 

o(xth)=c(x)e 


da la quale segue il teorema. 


5. In merito alla composizione, che diremo « singolare », di nuclei della 
forma (5), vale il: 


Trorema. — La composizione singolare di due nuclei dei tipi: (1, m);(a,)], 
[(A, 2)3(%,8)], im tal ordine, dd un nucleo del tipo: 


( + (m—) < 1) (ax) 


St ha, infattis 


e(s= fem m@x— bm p (as, By) A 


10) 


od anche, posto: 
(6) 0 (x,y) =| n (ax — bs) p (as — By) es (A—m) ds 


risulta 


9(x,y) =O, y)er—™. 


— 813 — 


Mutiamo, ora, in (6), x in x +4, y in y aes ~he poniamo : 


b6 
s=o+—b. 


Si avra, tenendo conto della (6): 


i m= h 


®(x+0, y+ Fg b=, )é 


dalla quale, segue: 


(nm — 
® (x,y) = ¥ (aax — bpy)e 
Il teorema é, cosi, dimostrato. 
Si deduce da tale teorema che la condizione affinché il nucleo risultante 
appartenga, ancora, alla stessa classe dei due nuclei componenti, di classe 
(l,m), si é che sia l= m. 


6. Lo sviluppo ulteriore delle analogie di questi nuclei sinora consi- 
derati con quelli originariamente considerati dal prof. Andreoli, diventa, cosi, 
immediato e quindi ci basta aver segnato le linee fondamentali dell’analogia 
in parola. 


7. Ci sembra non privo d’interesse far notare, invece, come si com- 
ortino i nuclei considerati al n. 4 di fronte alla composizione di 2* specie 
Pp > 
urché a, b, « interi, ed m periodica. 
> x} > 3 
Dimostreremo il 


TrEorEMA. — La composizione di 2% specie, in un intervallo (0 , 1) dei nuclei: 
N(x, 9) =e nm (ax—by) 5 V (xy) = Hv (ex — By) 


con l,m,A,u qualunque, a,b,«,B intert, n e v periodiche a periodo uno, 
da luogo ad un nucleo: 


ew Tro, (ars x — Bor ¥) 


con I ancora periodiche, a periodo uno, ed r;, 9: primi fra loro. 
Infatti: per le ipotesi fatte, 1 e v si possono sviluppare in serie di Fourier. 
Consideriamo, allora, piu generalmente, le funzioni: 


(oe) 
NC (x »V) —- gz—my pe: e2 wri (ax — by) 
fe} 


foo) 
6)) (x > y) = eAx — py > Vo e271 (ax — By) 
O 


ea 
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e componiamole ne l’ordine scritto. Risultera: 
I 
|: de ta aces 


ee) 
* * 
(7) NT OY) = elx— By ae ee vo e2 mi (rax — eBy) 
0 
a) Vintegrale, che indicheremo brevemente con jr,p}, se r=E m, 


nom € mai zero. 
Ossociamo, ora, nello sviluppo, ad ogni r un g primo con 1; sia (r:,r) 
una tal coppia. Ageruppiamo, allora, i termini, in corrispondenza alle coppie 


(1: ’ Q:), pees (rs k > Pr k) OO Otterremo: 
2 Cory > Yio, {OT 5 PQs} e2 Whi (ary x — BQxy) 


| 


h 


SY — ele—w) > 


(rx @r) 
dove la prima sommatoria é estesa a tutte le possibili coppie di numeri 7, p, 
primi fra loro, E poiché l’espressione in parentesi quadre rappresenta una 
funzione periodica complessa ,, 9, (r: ax — : By) risulta: 


SEY = e—w DY O,, 0, (Orr — Pex ))- 


(rz Qx) 


Si puod concludere, percio: 


* -> LU (ar, x — Bp: y) 


WV 


b) se A=™m, Vintegrale, nella (7), diviene, semplicemente: 


ot 
| 2 wi (aQ — br) s ase 


ie) 


Se r e p sono tali che dp — br == 0, il valore di tale integrale é zero, 
mentre, invece, se ap — br == 0, lintegrale vale 1; valore ottenuto per 


t; dove d & il M-C-D tra a e b e t un intero qua- 


a 


r=—tT e€ p= 
d inet 
lunque. Risulta, dunque: 
A) do eB 
eulte— pi 


* * 
NY = eh—w Ye, a 
Tt =e a" 


d 


dove la sommatoria rappresenta una funzione periodica complessa 


dt +.B 
o(e—py), 


dalla quale, poi, al solito, si passa a quella reale. 
Con con cid resta provato completamente il teorema enunciato. 
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Meccanica. — Pozzi simili, ed omotetici. Nota di M. LELLI, 
presentata ‘? dal Socio T. Levi-Civira. 


1. — In una precedente Nota) ho determinato i principali rapporti di 
similitudine per i moti regolari ad accelerazione trascurabile di liquidi vi- 
Scosi, tanto nel caso in cui intervenga la considerazione di superficie libere 
omologhe, in contatto con l’aria, del sistema naturale S e del modello S 
come nel caso di sistemi in pressione. 

Ove il liquido sperimentato nel modello S, differisca da quello che si 
presenta nel sistema naturale S, le relazioni fondamentali che qui interes- 
sano sono: 


1» 


a= ma Se Oren 
(1) Re — Pp—t)2 . Q iT . 
| V, = k IN ) Op =k At; 


nelle quali i simboli hanno il significato loro attribuito nella prima Nota. 
Qualora, invece, si impieghi in S ed S, il medesimo liguido, risulta: 


aah Ole Naas 
(2) eas 3 ee ee 


NG ae oF 


2. - Una prima applicazione delle (1) e (2) pud farsi al moto, per- 
manente o vario, dell’acqua entro tubi capillari. Risulta chiaro, in questo 
caso, che, per maggiore semplicita, sara preferibile valersi del medesimo 
liquido. Inoltre, con riferimento al fatto che il sistema S, cioé l’effettivo tubo 
capillare che si vuole studiare, pud presentare notevoli difficoltt di costru- 
zione e di indagine, potra corrispondentemente manifestarsi la convenienza 
di assegnare al modello S, dimensioni molto piu. grandi di quelle di S; con- 
trariamente a cid che di solito accade. Conseguentemente d e gli ultimi due 
rapporti indicati nelle (2) assumono valori inferiori all’unitd. 


3. - Si consideri ora un ammasso poroso, attraversato da un liquido 
in movimento, e siano ancora i due sistemi S ed S,, a pelo libero o in 
pressione, cosi costituiti che la prima delle (1), o delle (2), risulti soddi- 


(1) Nella seduta del 23 aprile 1933. 
(2) La similitudine meccanica nei moti regolari det liquidi viscosi. « Rend. della R. Ac- 


cademia dei Lincei», 1933. 
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sfatta. Due vie si presentano, le quali conducono a stabilire una similitu- 
dine. 

La prima consiste nell’imporre che fra le dimensioni lineari dei granuli 
e dei vani nel sistema S e nel modello S, corra lo stesso rapporto A adot- 
tato per la similitudine geometrica. In questo caso sono senz’altro da adot- 
tarsi, come rapporti fondamentali della similitudine, quelli medesimi dianzi 
trascritti: le relazioni (1) quando si esperimenta con liquidi diversi, le rela- 
zioni (2) quando in S ed S, si impiega lo stesso liquido. 

Non é superfluo, per cid che segue, osservare che dette relazioni pos- 
sono derivarsi direttamente dalla legge fondamentale della filtrazione: 


(3) g=fl, 


valida per un regime permanente o vario di movimento; nella quale g é la 
portata che attraversa |’unita di superficie di egual carico piezometrico, I é la 
pendenza motrice, cioe la perdita di carico piezometrico per unita di per- 
corso, ed f é il coefficiente di filtrazione, prodotto del coefficiente di satu- 
razione per quello di permeabilita ”. 

Infatti, dalla supposta similitudine geometrica dei mezzi porosi impie- 
gati in S ed S, risulta anzitutto che i corrispondenti coefficienti, che indi- 
cheremo cons ed 5,, di saturazione sono fra loro eguali; in secondo luogo, 
ricordando, a guisa di confronto, l’espressione del coefhiciente di permea- 
bilit’ quando un liquido viscoso scorre entro un tubo capillare, si ha: 


r 


— toh 


Vy 


dove con r ed r, si rappresentano i coefficienti di permeabilita in S ed S,. 


Segue, poiche f= rs ed f, = 7151, che anche + e = (essendo, per 
I I 

dato, I = I,) ® assumono il medesimo valore k—*d’, e che percio, in con- 
siderazione delle dimensioni di g e q; (quelle di una velocita) é verificata 
la_terza delle (1); 

Associando questa alla prima, cioé alla a = md, si deducono le altre 
relazioni. 

Le medesime considerazioni valgono per la deduzione, dalla legge (3), 
delle relazioni (2), quando si usa in S ed S, lo stesso liquido. 


(1) U. Puppint, Sui fondamenti scientifici dell’ Idraulica, 1912 (p. 47). 


: ad 
(2) Si sa che: l= wae (<+4), dove ds € un elemento di traiettoria; risulta 
dx 1 dp 
ae at ds w ds 
quindi: cece digi aie a OS Wee eaNSdS Cea Ie ES WIN AES IID eg 


dsy Oy ds, 
DNS CH C5 GING 
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4. - Un secondo e assai pil: pratico modo di istituire una similitudine 
consiste, invece, nell’adottare in S ed S, il medesimo sostegno poroso, attri- 
buendo di conseguenza le diverse modalita del moto ad una fittizia ulteriore 
diversa viscosita dei liquidi che scorrono nel sistema naturale S e nel mo- 


dello S,. 
In questo caso si avra, per l’ipotesi fatta: 
SSS 5 SSS 
are dacs 


€ pero, essendo inoltre, in dipendenza della similitudine geometrica, I = I,, 
risulta ancora, per la (3): 


r ina ee 


es 
qs 


Da questo rapporto delle velocita si deducono gli altri sinora consi- 
derati. Si ottiene cosi il gruppo di relazioni: 


\ % = mar SF Ne 


(4) | Q 
sss [p= 5 SS =<) 
LV, On oe 


valide nel caso in cui si esperimentano in S ed S, due liquidi diversi. 
Ove si adotti, invece, un medesimo liquido, le (4) divengono: 


- ae As 
vee oO 


Il confronto di tali relazioni con le corrispondenti (1) e (2) dimostra, 
in accordo con quanto sopra si € dichiarato, che ’impiego dello stesso 
mezzo poroso nel sistema S e nel modello S, conduce ai medesimi rap- 
porti di similitudine che sono relativi all’impiego, attraverso mezzi i cui 
elementi soddisfano alla similitudine geometrica, di liquidi la cui viscosita 
cinematica ¢ quella effettiva per il liquido usato in S,  invece quella effet- 
tiva divisa per A? per il liquido impiegato in S,. 


5. — Le relazioni (4) e (5) trovano una immediata applicazione al caso 


dei pozzi comuni ed artesiani. 
Va osservato in proposito che lo spessore delle falde dalle quali tali 
pozzi prendono acqua é talvolta assai piccolo in confronto con il raggio d’in- 


fluenza del pozzo (i rapporto di tali quantita puo facilmente scendere al di 
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aie s ; : Bone. 
sotto di os Di conseguenza un modello avente ia pianta circolare, il cui 
10 


raggio pud al massimo assumersi eguale a qualche metro, o frazione di 
metro, dovrebbe corrispondentemente avere uno spessore di qualche centi- 
metro appena: cid che renderebbe ardua e poco precisa qualsiasi indagine. 

Si prospetta percid la convenienza di adottare due diversi rapporti di 
similitudine geometrica: uno, A, per le dimensioni orizzontali; l’altro, A, 
(assai pit piccolo di 4) per quelle verticali; cosi come si fa da tempo per 
le ricerche sperimentali di idraulica fluviale. 

Il modello S, del sistema filtrante S risulta cosi omotetico al modello 
che si otterrebbe adottando per tutte le dimensioni l’unico rapporto i. 

Le relazioni fondamentali della similitudine a due rapporti si ottengono 
come segue. 

Indicando con dx, dx le protezioni orizzontale e verticale di un ele- 
mento ds di traiettoria nel sistema filtrante naturale S, e con dx, ,dz, le 
analoghe proiezioni del corrispondente elemento ds, in S,, si ha: 


dx axa SO ei © ds =2|/ 2 ds; 


dove i ed 7, sono i seni degli angoli che ds e ds, formano con lorizzonte. 
Risulta ancora, indicando con I,1, le pendenze motrici: 


(6) ; I aN [x <= 43 
=e / 73 
I r | j eee ok 
alla condizione che valga ora la relazione: 


(7) = MA, . 


Cid posto, dalle (6) e (3) si deduce, supponendo di usare in S ed S, 
lo stesso mezzo poroso, ma un diverso liquido: 


Cioe, il rapporto delle velocit’ in punti omologhi di S ed S, varia al 
variare della coppia di punti considerati. 
ete . I—?7? : 
Perche cio non accada occorre e basta che sia = = cOst., in par- 


I 


ticolare basta che siano 7? ed ij trascurabili di fronte all’unita. Ne discende 
che, tanto nel sistema naturale S che nel modello S,, la pendenza delle traiet- 
torie deve essere assai piccola. 
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Sotto tale vincolo le (4) si trasformano nelle: 


ise > O=ki a=; 
(8) aa Q 
—— ee —I é 4 —> = f-1 ee 
hae AGE Say enn ate 
e le (5) nelle: 
a=), 55 O =? Ae as 
(9) eee ’ = =)° 
ie O- : 
6. - Un’altra considerazione occorre fare, riguardante le esperienze da 


eseguirsi sopra modelli di pozzi comuni od artesiani. 

Si sa che il diametro di un pozzo, particolarmente se artesiano, pud 
scendere a valori assai piccoli. Corrispondentemente i] diametro del pozzo 
modello si ridurrebbe tale che non sarebbe piu possibile usarlo a scopo di 
misura; senza contare che, riducendosi inoltre anche la sezione della cor- 
rente, ed aumentando di conseguenza la velocita, potrebbe risultare non piu 
verificata, nell’intorno di esso pozzo modello, la relazione (3), cioe la legge 
fondamentale della filtrazione. 

Per ovviare a questo inconveniente giova suddividere il sistema natu- 
tale S in istudio in due parti: S’,S”; di cui la prima si estende sino alle 
immediate vicinanze del pozzo, mentre la seconda comprende il pozzo. Ed 
allora, indicando con S;,S; i modelli corrispondenti, bastera adottare una 
scala di riduzione 4, per le misure verticali, la medesima per le due coppie 
(S’, S:), (S’", Sv) e non eccessivamente grande per cio che si @ detto al. 
n. 53; € due diverse scale X’ e 2” per le misure orizzontali, relative rispet- 
tivamente alla prima e alla seconda coppia dei sistemi considerati. 

Il fenomeno naturale S, di cui si cercano le leggi, si svolge con con- 
tinuita attraverso la superficie o che separa le parti S’ ed S’’; una eguale 
continuita si richiede pertanto alle caratteristiche del movimento che si svolge 
attraverso alla superficie o,, corrispondente a o e che costituisce il colle- 
gamento fra i modelli S; ed S;. Cid che impone alle due esperienze com- 
piute su apparecchi separati alcuni vincoli, di facile deduzione, che non é 
qui il caso di riportare. 
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Astronomia. — Sopra il calcolo degli elementi dell orbita di 
una stella doppia speltroscopica. Nota di L. G1IaALANELLA, presen- 
tata‘? dal Corrisp. L. CaRNERA. 


1. Gli elementi ellittici dell’orbita kepleriana di una stella doppia spet- 
troscopica si possono e debbono determinare partendo dall’unico dato che le 
osservazioni forniscono: le misure di velocitd radiale dedotte dall’esame degli 
spettrogrammi in base all’effetto Déppler. 

Queste osservazioni danno per alcuni sistemi binari due spettrogrammi 
distinti e misurabili, uno per ognuna delle componenti, mentre per altri non 
danno che un solo spettrogramma: quindi mentre per i primi si conoscono 
le velocita radiali (di allontanamento o di avvicinamento all’osservatore ter- 
restre) di entrambe le stelle del sistema, per 1 secondi invece non si ha 
che la velociti radiale di una sola stella. Nel primo caso allora si puo ri- 
ferire il moto di una stella all’altra, detta principale; mentre nel secondo 
non si puo fare a meno di riferire il moto della stella, unica spettrosco- 
picamente visibile, al baricentro del sistema, il quale se non é in quiete, 
dovri muoversi di moto uniforme e rettilineo. Occorre quindi determinare, 
insieme con gli elementi dell’orbita ellittica della stella, anche la compo- 
nente della velocit’ del baricentro secondo Ja congiungente Osservatore— 
Stella; laddove nel primo caso la velocita di spostamento (allontanamento 
© avvicinamento) del sistema non importa direttamente ai fini della deter- 
minazione dell’orbita, ma solo pud riuscire utile e interessante nello studio 
del moto proprio del Sole. 

Per ora ci occupiamo solo del primo caso, e disponiamo la terna or- 
togonale degli assi cartesiani con l’origine O nel baricentro del sistema 
doppio stellare considerato, facendo coincidere l’asse delle x con la visuale 
TO (Terra-Stella) ed immaginandolo orientato positivamente nel senso da 
T verso O; in quanto agli assi Ox , Oy si faranno coincidere con due rette 
qualunque tra di loro ortogonali, condotte da O nel piano perpendicolare a 
TO, ossia tangente alla sfera celeste in O. 

La velocita radiale é allora ee L’orbita risulta inclinata sul piano 
xy di un angolo i; detto poi w la longitudine del periastro (quando si 
prenda l’asse x coincidente con la linea dei modi, cioé con Jintersezione 
del piano dell’orbita col piano tangente alla sfera celeste), p il parametro, 


(1) Nella seduta del 7 maggio 1933. 


Oo 


h , 


nN ‘ 
k= f———- (con f costante d’attrazione di Gauss, m ed-m' masse ri- 
m +m ‘ 


Spettive della stella visibile e dell’invisibile), v Vanomalia vera, V la velocité 
del baricentro, e Veccentricita, si ha Ja equazione fondamentale: 


Gv) Ee re ay cna 
dl \p 

I metodi per la determinazione degli elementi dell’orbita, trovati par- 
tendo dalle Memorie classiche di Lehmann—Filhés (), Zurhellen © e Schwarz- 
schild 6), ho studiati ed esposti dettagliatamente in un mio lavoro pubbli- 
cato recentemente nelle Memorie della Societt Astronomica Italiana (#. Qui 
mi limito semplicemente a premettere al calcolo effettivo dell’orbita della 
doppia + Persei, le formule principali. 


~ 


2. Le misure di velocita radiale —*- fornite dalle osservazioni si deb- 


at 
bono rappresentare su un grafico che ha come asse delle ascisse Vasse dei 
: dx 
tempi e come asse delle ordinate quello delle ap Ragegruppatele allora, 


secondo quando suggerisce questa loro rappresentazione, in parecchi luoghi 
normali, dopo averle preventivamente ridotte ad un medesimo periodo asse- 
gnando in questo ad ognuna una fase, si fa passare per essi una Curva, 12 
cui descrizione ¢ di capitale importanza per tutto il lavoro. Misuratene quindi 
le ordinate di massimo e di minimo e indicatele rispettivamente con Max 
€ min, si ricavano innanzitutto le formule che dinno i valori dell’eccentri- 
cita e e della longitudine del periastro w: 


a /(Max ai min)? — 4A? min- Max 
@) ee Max — min 
2A y— min - Max 
G) ie aes eras 


+ min 


(1) R. LeuMann-Fituts, Ueber die Bestimmung einer Doppelsternbahn aus spektrosko- 
pischen Messungen der im Visionsradius liegenden Geschwindiz keitskomponente. « Astrono- 
mische Nachrichten », Band 136, n. 3242. 

(2) W. ZuRHELLEN, Bemerkungen zur Balnbestimmung spektroskopischer Doppelsterne. 
«A. N.», Bd. 175, n. 4191; W. ZuRHELLEN, Weitere Bemerkungen zur Babubestimmung 
spektroskopischer Doppelsterne, nebst Beobachtungen von iPegasi. « A. N.», Bd. 177, n. 4244. 

(3) K. ScuwarscuiLp, Ein Verfahren der Bahnbestimmung bei spektroskopischen Dop- 
pelsternen. « A. N.», Bd. 152, n. 3629. 

(4) L. G., Sulla determinazione delle orbite di stelle doppie spettroscopiche, 1933, vol. VII. 


dove si ¢ chiamato: 


‘2 a vr ~ \ 
con | (+) Aiips eh Ie =| (<5 dt 


t 


rappresentanti le aree della curva comprese rispettivamente tra i punti di 
massima o minima velocita radiale e i punti di massima o minima distanza 
della stella dell’osservatore (punti d’intersezione della curva con l’asse oriz- 
zontale t). 

Rileveremo che per la scelta che si ¢ fatta degli assi, z, risulta me- 
gativa; entrambe poi potranno misurarsi direttamente sul disegno. 

Il periodo di rivoluzione P e il medio movimento diurno n si deducono 
dall’esame diretto delle osservazioni. 

Linclinazione dell’ orbita i e il semiasse maggiore a non possono trovarsi 
direttamente, ma son legati dalla formula: 


. ~Max—min 
aseni = ———_———__J I — é? 


2n 


coll’osservazione che affinché il primo membro possa essere espresso in Km, 
occorre moltiplicare i! secondo membro per 86400 che rappresenta il nu- 
mero dei secondi contenuti in un giorno. 

Il tempo del passaggio al periastro T si ricava osservando che in esso 
év=0, quindi: 


dz Max-inin™ Max + min 


in questa espressione il secondo membro & noto; basta quindi cercare sul 
grafico delle velocita radiali l’ascissa ¢ corrispondente al valore dell’ordinata 
(5) per avere il richiesto T; né pud sorgere incertezza in quale degli in- 
tervalli sceglierlo, poicheé se w< 180° il periastro corrisponde all’arco di 
curva discendente, se w >> 180° esso corrisponde all’arco ascendente. 

La velocita del baricentro si ricava poi da: 


(6) va. Max z eee as MIDS 


Resta infine da determinare il coefficiente: 


@) guerre NES eH 
|p 2 ‘ 


da cui dipende anche il rapporto delle masse del sistema. 


eet 577 ee 


3. Gli elementi cosi determinati sono pero suscettibili di una ulteriore 
correzione. Dalla equazione (r) si ricava la formula differenziale : 


(8) (SE )=3V + fecose + cos (w +2) ] 8K — 


— K [esenw + sen (w + v)} 80 + 


+ K }cos o —? TEEOS sen vsen (w + v)!8e + 
esas ori + uv). (@—T)8n+n8T} 


(1 —e)! 
che puo essere usata alla seguente maniera. Partendo dai valori degli ele- 
menti ellittici determinati, si caleolano a mezzo della (1) le velocita radiali 
age : : ; i ae ae 
“qt 2% COrrispondenza dei prefissati luoghi normali dei quali si conoscono i 
valori delle velocitd radiali osservate. Fatta allora la differenza fra queste ve- 
locita radiali osservate e le calcolate, i divari che ne risultano danno i 
de 
(Ft) del primo membro della (8). 
a 
Si ottengono cosi tante equazioni del tipo (8) nelle sei incognite 8 V, 
SK ,8a,8¢,8n,8T per quanti sono i luoghi normali (che si suppongono 
naturalmente in numero maggiore di set). Il metodo dei minimi quadrati 
permettera da tutte queste di ricavare le sei pil. opportune per la formazione 
del sistema da risolvere. Si ricavano in tal maniera j valori pit’ probabili 
di 3V,8K,S8w,8e,8n,8T che costituiscono le correxioni dei rispettivi ele- 
ment calcolati. Il prodotto aseni va naturalmente ricalcolato in base ai 
nuovi elementi corretti. 
E utile un’osservazione. 


I] calcolo delle as dalla formula (1) importa la preventiva conoscenza 
della anomalia vera v per ogni luogo normale scelto; orbene questa deter- 
minazione non puod farsi che mediante la risoluzione dell’equazione di Ke- 
plero, cioé passando pel tramite dell’anomalia eccentrica. Ognuno sa quanto 
difcoltosa sia questa via. E opportuno allora sostituire nella (1) alla va- 
riabile anomalia vera Valtra anomalia media M =n (¢ — T) mediante il noto 


sviluppo “: 


(9) v= M + 2¢senM +e sen 2M + +. 


(1) Cfr., per es, Dusuots, Astronomie. Paris, Bertrand. 


RENDICONTI. 1933, Vol. XVII. 55 
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i] quale & convergente pei valori di e<0.6. Si ottiene cosi la formula da 
usare in sostituzione della (1): 
dx 


(iz) <= V +K {cos (@ + M) + ¢(cos@ + 2M)} 


nella quale ho trascurato, essendo e<0.1, 1 termini in ¢é?. 

Analogamente, nella formula (8), che serve per la correzione degli ele- 
menti, i coeflicienti delle sei incognite 3V, dK, Sw,5¢,52,85T debbono 
essere calcolati in corrispondenza dei sei luogi normali, dei quali pero noi 
non conosciamo l’anomalia yera, ma solo l’anomalia media. 

Occorre quindi trasformare anche questa formula introducendo come 
variabile M. Si ottiene allora, dopo calcoli non. difficili partendo dallo svi- 
luppo in serie dell’anomalia vera v (9), e trascurando i termini di secondo 
ordine rispetto all’eccentricita, l’espressione finale : 

dx 


(8) (FP) = BV + Leos (@ + M) + ecos(w-+ 2M) }sK— 


—K {sen (w + M) + esen(@ + 2M) {8 + 


I 
— 2 


+ K}cos@— 5 [2 sen Mj sen (o + M) + esen(o + 2M)} + 


+ 4 sen 2 Msen(w-+M) |{3¢ f 


4 + 


—[sen(@ + M) — 2eseno]$- fo— <8) Oe a ee 
aa nee i (UA T)3n + nT 
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Geofisica (Sismologia). — Periodicity diurno-notturna dei 
ferremot. Nota di G. AGAMENNONE presentata “ dal Socio F. Mir- 
LOSEVICH.. 


Su questo argomento, Oggetto di studio da parte di molti sismologi, 
sembrava che fosse stata gia detta I’ ultima parola dopo il magistrale lavoro 
del Montessus de B. © jl quile, mettendo a profitto un elenco di ben 45.000 
terremoti, era giunto alla conclusione che i medesimi hanno luogo in modo 
uniforme nelle varie ore della giornata, contrariamente all’ opinione fino 
allora invalsa, che la terra tremasse pili di notte che di giorno. Egli dimostro 
che la maggior frequenza durante la notte era soltanto apparente e dovuta 
unicamente al fatto che molte scosse, specie le pit’ deboli, passano. inosser- 
vate nelle ore diurne a causa dell’ attivita umana. E infatti, col restringere 
il suo esame a scosse sempre pit forti, egli trové avvicinarsi sempre pil 


all?’ unita il rapporto n :g tra il numero m delle scosse notturne e quello g 


delle diurne. Cid nonostante, lo stesso soggetto ha seguitato ad interessare altri 
studiosi con risultati diversi, dovuti o all’intervallo dj tempo troppo breve 
preso in considerazione, o al procedimento adoperato. Io mi limito a ricor- 
dare i lavori di Oddone G) Cancani @, Eredia 9), Alfano e Cavyasino 
i quali esaminarono i terremoti italiani e ottennero una frequenza notturna 
quasi sempre superiore, sia pure di poco, a quella diurna. 


(1) Nella seduta del 7 maggio 1933. 

(2) F. DE Monressus DE BALLorE, Etude sur la répartiion horaire diurne-nocturne 
des séismes etc. (« Archives de sciences phys. et nat.», Sér, 3me, XXII, p. 409, 15 no- 
vembre 1889. Geneve, 1889). 

(3) E. Oppone, J dati sismici della Liguria in rapporto alla frequenza e alla periodicita 
(« Boll. Soc. Sism. Ital. », II, 1896, p. 15/2): 

(4) A. Cancant, Frequenza e distribuzione dei terremoli italiani nel decennio 1891-1900 
(« Boll. Soc. Sism. Ital.», VII, 1901-02, p. 210). 

(5) F. Erepta, Distribuzione oraria e distribuzione annua dei terremoti italiani nel de- 
cennio 1891-1900 (« Boll. Soc. Sism. Ital. », X, 1904-05, p. 253); Sulla ripartizione oraria 
notturno-diurna dei terremoli italiani notati nel decennio 1891-1900 (« Riv. Scient.-Industr. », 
Anno XL, N. 2, 31 gean. 1908, p. 15). 

(6) G. B. ALFANO, Sulla frequenza oraria dei terremoti nel bacino Tirrenico, dal 1865 
al 1915 («Atti dell’Acc. Nap. “S. Pietro in V. “»; Bao IV, 1917, p: 61), 

(7) A. Cavasino, Sulla frequenza delle repliche nel terremoto ligure del 23 febbr. 1887 
(« Boll. Soc. Sism. Ital.», XV, rgrt, p. 129); Frequenza e distribuzione dei terremoti italiani 
nel ventennio 1891-1910 (Ivi, XX, 1916,-p. 9); Frequenza e distribuzione dei terremoti ita- 
liani nel trentennio 1891-1920 (Ivi, XXV, 1924-25, p. 49); Sul massimo di frequenza nolturno 
dei terremoti (ivi, XXVI, 1926, p. 105); La sismicita dell’ Italia nel quarantennio 1891-1930 
(Ivi, XXX, 1931-32, p. 195). 
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E bensi vero che io giunsi ad un risultato, opposto, ed anzi con gran- 
dissima preponderanza per le scosse di giorno avvenute in Italia nel 1889, 
ma cid dipese dal fatto che insieme alle vere scosse sentite dall’ uomo erano 
state conglobate numerose indicazioni strumentali, molte delle quali dovute 
certamente all’ attivita cittadina ®. Ad un simile risultato era pervenuto pure 
il Guzzanti ® per le osservazioni compiute a Mineo dapprima nel dodi- 
cennio I90I-I1912, e poi nel triennio 1921-23, ma a rendere di molto supe- 
riore all unita il rapporto g:m avevano concorso numerose indicazioni stru- 
mentali, non tutte di natura sismica, come io stesso potei dimostrare ©). 

Ad escludere qualsiasi influenza dei fallaci sensi dell’ uomo per la que- 
stione che c’interessa, il Cavasino molto opportunamente volle sottoporre 
al calcolo le sole registrazioni imparziali dei sismografi e, a tale scopo, 
scelse le innumerevoli repliche (1030) del sisma Marsicano del 1915, regi- 
strate nel R. Osservatorio di Rocca di Papa per un intero semestre (15 gen- 
naio-15 luglio 1915), e pervenne alla conclusione che se ne ebbe all’ incirca 
lo stesso numero tanto di giorno quanto di notte “. Non avendo potuto 
egli disporre d’una intiera annata di osservazioni, si limito a riportare per 
i singoli mesi il numero n e g delle registrazioni, tenendo conto della durata 
del giorno e della notte per ciascun mese, e trovo n:g >>I per gennaio 
e febbraio, m:g = 1 per marzo, e n:g<1 per i restanti quattro mesi. 
Sommando allora le registrazioni notturne (539) e quelle diurne (491) trovo 
n:g = 1,1. Ma con un procedimento un po’ diverso e, cio, ritenendo per 
notturne quelle dalle 6° pom. (t. m. E. C.) alle 6° ant. e diurne quelle dalle 
G» ant. alle 6" pom., come appunto si suole fare per simili statistiche, si 
sarebbe ottenuto 7: g = 498: 532 = 0,94.) cio che starebbe anzi a pro- 
vare una lieve preponderanza per le registrazioni diurne. Se ne deve con- 
cludere che i fenomeni sismici avvengono indifferentemente di giorno e 
di notte. 


(1) G. AGAMENNoNE, Sulla ripartizione oraria diurno-nolturna delle scosse registrate 
in Italia nel 1889 («Rend. R. Acc. Lincei», Ser. 4°, VI, p. 351. Aprile 1890). 

(2) C. Guzzanti, Le registrazioni sismiche all’ Ossservatorio di Mineo (« Boll. Acc. 
Gioenia di Catania», Ser. 2%, Fasc. 25, marzo 1913); Le registraxioni sismiche dell’ Osser- 
vatorio « Guzzanti» in Mineo (Atti Acc. Gioenia, Ser. 5°, XIV. Memoria IX). 

(3) G. AGAMENNONE, Le segnalazioni sismiche all’ Osservatorio di Mineo (« Atti Acc. 
Nap. “S. Pietro in V.”», Anno VII, 1920); Ripartizione oraria dei fenomeni sismici 
a Mineo (Catania) (« Boll. Soc. Sism. Ital.», XXV, 1924-25, p- 83). 

(4) A. Cavasino, La frequenza nelle repliche del grande terremoto nella Marsica- 
Valle del Liri del 13 gennaio 1915 (« Boll. Soc. Sism. Ital.», XIX, 1915, p. 219). 

(5) Questo valore diverrebbe 0,97 c. 0 0,93 ¢. se si facesse principiare la notte alle 
sh p. o 7h p. invece che alle 64 p., e diminuerebbe ancora (0,83 c.) prendendo la media 
dei rapporti calcolati per ciascun mese e, cioe : 1,41 (G.) — 1,12 (F.) - 1,0 (Mar.) - 0.72 (A.) - 
0,76 (Mag.) — 0,55 (G.) - 0,25 (L.). 
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La questione @ stata di recente risollevata dal Rev. P. Rodés ei 
distinto direttore dell’Osservatorio di Tortosa (Ebro), prendendo in esame 
1944 registrazioni ivi ottenute in 16 anni da uno stesso sismografo, delle 
quali il 56,6 °/, (1100) ottenute durante le 12 ore di notte ccntate a partire 
dalle 5" pom. (t.m. Gr.) e il 4354 °/o (844) tracciate durante le 12 ore di 
giorno a partire dalle 5" ant. Si ottiene cosi il tapporto n:¢ = 1,3 c. che 
starebbe a provare una maggior facilith de’ fenomeni sismici a prodursi du- 
rante la notte, in opposizione al risultato del Cavasino. A mio giudizio, il 
Rodés fa cominciare troppo presto la notte a Tortosa alle 5" pom. (t. m. Gr.), 
e forse il rapporto anzidetto potrebbe anche sensibilmente cambiare se si 
contassero le ore notturne a partire dalle 6" pom.; ma ci troviamo nell’im- 
possibilita di rifare il calcolo, non avendo egli riportato la distribuzione 
oraria delle registrazioni come ha fatto il Cavasino. Il Rodés si é limitato 
a ripartire le osservazioni in soli 6 gruppi, ciascuno relativo a 4 ore con- 
secutive, € a noi non resta che a considerare come notturne quelle dei gruppi: 
7’ p-ti'p., r1*p.-3ha., 35-7ha. in numero di 1062, e diurne quelle degli altri 
tre gruppi in numero di 882; in questo caso si ha n rg == T,2¢: 

Il Rodés prende in seria considerazione questa lieve prevalenza delle 
registrazioni notturne e ne conclude senz’ altro che la causa deve ricercarsi 
nell’azione del sole. Effettivamente, egli dice, esaminando una sfera terrestre, 
si vede che durante le 12 ore notturne di Tortosa passa davanti il sole la 
grande maggioranza delle zone sismiche del globo, mentre durante le 12 ore 
diurne il calore solare @ risentito da regioni i cui focolari sismici sono 
meno numerosi e di minore estensione. Ed esaminando i suoi 6 gruppi di 
registrazioni, egli trova pit numeroso quello (391) relativo all’intervallo 
7>p.-11'p., corrispondente al massimo di temperatura nella zona sismica 
che si estende dalle Ande all’Alaska, e meno numeroso quello (247) relativo 
alle 7'-11'a., durante il quale intervallo i raggi solari cadono sull’Oceano 
Indiano e su grande parte di Europa e Africa. Tutto cid, secondo lui, di- 
mostra ad evidenza che i cambiamenti di temperatura, anche deboli, costi- 
tuiscono un fattore importante nella causa che provoca gli effetti di tensionc, 
origine dei terremoti. A rafforzare questa sua convinzione, egli nota il fatto 
che quando il sole si trova nell’ emisfero boreale dove i continenti, di minore 
capacita calorifica, raggiungono la pil grande estensione, si registra a Tor- 
tosa un maggior numero di sismi in confronto di quelli quando il sole si 
trova nell’emisfero australe e percio i suoi ragei cadono in gran parte sugli 
oceani i quali, grazie alla loro maggiore capacitd termica, resistono ai cam- 
biamenti rapidi di temperatura. Ecco Ja conclusione con la quale termina 
la memoria del Rodés: « L’homogéntité des renseignements analysés et le 


(1) L. Ropés, Période diurne et annuelle dans la distribution de 1944 tremblements de 
terre enregistrés par un méme séismographe (Publ. « Bureau Centr. Séism. Intern. », Sér. A, 
Fasc. N. 7, p. 54. Toulouse, 1932); («A Terre, Revista de Sismologia e Geof.», N. 1, 


p. 25. Coimbra, Ottubro 1931). 
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«nombre d’années sur lesquels ils s’étendent, prouvent, il semble, sans aucun 
« doute, Vinfluence directe du soleil dans la cause déterminante des trem- 
« blements de terre ». 


Il prof. C. Alessandri, che di questa Memoria ha dato una breve re- 
censione nel «Boll. della Soc. Sism. Ital. » (XXX, 1931-32, p. 229), | 
giustamente dubitato che il riscaldamento solare possa costituire una causa 
cosi efficace nella produzione dei fenomeni sismici, elaborati evidentemente 
ad una certa profondita, mentre é ben noto che le variazioni diurne di tem- 
peratura non influiscono pit al di 1a di 5 metri al di sotto della superficie 
terrestre ¢ quelle annuali si rendono gia insensibili oltre i 30 metri di pro- 
fondita; ed ¢ appunto per questa inverosimile dipendenza tra causa ed effetto 
che egli consigliava una discussione pit approfondita dell’ argomento “). Se 
quest’ azione del calore solare fosse realmente tanto potente da essere sia pure 
la causa occasionale nello scatenamento anche di violentissimi ed estesissimi 
terremoti con probabile ipocentro assai profondo e capaci di essere registrati 
a Tortosa anche ad enormi distanze, non potrebbe a piu forte ragione avere 
agito per una maggiore frequenza diurna delle repliche del terremoto Marsi- 
cano? Il Cavasino con la sua statistica ha dimostrato che cid non é avvenuto, 
e giustamente ha fatto osservare che la ricerca in questione per le repliche 
anzidette assume tanto maggior valore in quanto si trattava di scosse pre- 
sumibilmente appartenenti al medesimo focolare sismico, e perciO si pote 
disporre d’un materiale di osservazione di grande omogeneita. 

Il Grablovitz @) volle ridiscutere le scosse avvenute in Italia nel tren- 
tennio 1891-1920, gia esaminate dal Cavasino, e pur accordando importanza 
alla lieve prevalenza di quelle notturne, credette nondimeno di non poterla 
spiegare con il calore solare. Egli batte altra via, e precisamente accenno 
a tre cause cosmiche %) delle quali non si era mai tenuto conto, derivanti 
dal fatto che le particelle che compongono |’ orbe terracqueo obbediscono 


(1) Soltanto in qualche specialissimo caso, per es., favorendo la caduta di notevoli 
valanghe e scoscendimenti in regioni montuose, il calore solare sarebbe in grado di pro- 
vocare indirettamente i fenomeni sismici. Infatti, le vibrazioni impresse al suolo dallurto, 
propagandosi ad una certa profondita, potrebbero costituire la causa determinante di scosse, 
preparate da lungo tempo e gia pronte ad erompere. 

(2) G. Grasiovirz, Periodicita diurna dei terremoti e della pioggia (Rivista « La Meteo- 
rologia Pratica» di M. Cassino, VI, N. 4, 1925); La doltrina dei terremoti (« Boll. 6 
Sism. Ital.», XXV, 1924-25, p. 95). 

(3) ‘ity prima causa consiste nella velocita di traslazione pit lenta nell’ emisfero esposto 
al sole in confronto di quello oscurato; quindi acceleramento alla mezzanotte e rallenta- 
mento al mezzodi. La seconda é Ja forma assunta dall’orbita percorsa da una particella 
all’ equatore, da cui deriva una curvatura diversa nella notte e nel giorno e una tendenza 
variabile a periodo di 12 ore. La terza é dovuta all’inclinazione dell’ asse terrestre la quale 
fa si che una particella equatoriale compie in 24 ore un’ onda dell’ ampiezza di Ch. 5080 
sul piano dell’ orbita, 
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alle leggi della rotazione e graviti e debbono seguire vie sostanzialmente 
differenti dall’elisse regolare percorsa nello spazio dal centro della Terra; 
vie ben pit: sinuose e complesse, specialmente all’Equatore, per effetto delle 
quali si sviluppano tre specie di forze acceleratrici, che possono agevolare 
i fenomeni sismici durante la notte. Se in teoria questa spiegazione pud forse 
ipparire meno inverosimile in confronto di quella nuova esposta dal Rodés, 
permane tuttavia il dubbio che tutte queste supposte cause possano real- 
mente intervenire con qualche eflicacia per favorire una maggior produzione 
di sismi durante la notte. : 

Abbiamo gia visto esservi buone ragioni per ritenere assai dubbia questa 
loro preponderanza nelle ore notturne, ma anche volendo ammettere la realti 
del maggior numero delle registrazioni di Tortosa durante la notte, ¢ da 
domandarsi se per caso cid non possa dipendere non gid da un minor nu- 
mero di terremoti durante il giorno, bensi da un minor numero di regi- 
strazioni, il che € molto diverso; e mi spiego. Il Rodés ha tenuto a far 
rilevare che le 1944 registrazioni di Tortosa sono state ottenute da smo slesso 
sismografo; e allora & da pensare che al medesimo possano essere sfuggite 
alcune registrazioni non solo nell’ intervallo, sia pure di pochi minuti, ri- 
chiesti pel cambio della zona, ma anche durante le ripuliture e riparazioni 
che certamente non saranno mancate durante ben 16 anni e che talora 
avranno forse reso inattivo lo strumento anche per molte ore di seguito; 
e poiche siffatta bisogna si compie naturalmente di giorno, cid potrebbe 
spiegare il minor numero di registrazioni durante il medesimo ©). Forse anche 
un’ altra causa potrebbe aver concorso a produrre lo stesso effetto, ¢ preci- 
samente una maggiore agilazione microsismica durante le ore diurne, provocata 
da perturbazioni atmosferiche e dall’ insolazione, pur non volendo accennare 
a possibili disturbi dovuti all’ attivita umana tanto nelle immediate vicinanze 
dell’ osservatorio, quanto ad una certa distanza da esso. Io ignoro le con- 
dizioni climatiche di Tortosa, ma per quanto riguarda I’ osservatorio di 
Rocca di Papa da me diretto per ben 32 anni, posso assicurare che l agi- 
tazione microsismica era generalmente minore durante la notte, durante la 
quale si aveva dunque maggior probabilita di registrare tanto le piccole 
scosse d’origine pit o meno vicina quanto i lievissimi telesismi; e cid é 
stato dichiarato anche dal Cancani quando egli era assistente del prof. De Rossi, 
mio predecessore nella direzione di quell’ osservatorio. Considerando queste 
cause che possono talora aver impedito la segnalazione di fenomeni sismici 
durante il giorno, non mi pare il caso di far ricorso ad ipotesi alquanto 
problematiche e pit o meno artificiose per spiegare la prevalenza, in verita 


(1) Cid non & avvenuto per le repliche Marsicane discusse dal Cavasino, perché al- 
l Osservatorio di Rocca di Papa era sempre in azione qualcuno dei vari sismografi posseduti, 


— §30 — 


sempre lievissima come abbiam visto, delle registrazioni notturne su quelle 
diurne; per cui allo stato attuale delle cose, non v’é seria ragione per du- 
bitare che i terremoti non avvengano realmente in modo uniforme durante 
le 24 ore della giornata, come gia da quasi mezzo secolo il Montessus de B. 
aveva proclamato, 


Fisica. — Sulla radioattivita del polassio. Nota di D. Boc- 
CIARELLI, presentata‘? dal Corrisp. E. Fermi. 


1. Precedenti misure di analisi magnetica@) hanno dimostrato che la 
radiazione del potassio contiene una componente di rigidita magnetica uguale 
circa a 2560 gauss/cm. ed un’altra quasi altrettanto intensa, di rigidita supe- 
riore a 3100 gauss/cm. In base a queste misure la prima fu identificata con 
quella radiazione ® di velocit’ media uguale circa a 0,83 gia messa in evi- 
denza da altri autori, della seconda invece non fu possibile decidere perche, 
pur essendo molto verosimile che essa consistesse, almeno per ]a massima 
parte, di una radiazione B di velocita superiore a 0,9c, non era da esclu- 
dersi che si trattasse invece di una radiazione y assai molle%). 

Mediante le misure di assorbimento che formano l’oggetto della pre- 
sente Nota, sono state ottenute precise indicazioni sulla natura delle varie 
componenti della radiazione del potassio. 


2. Una prima serie di misure fu eseguita co] metodo delle coinci- 
denze fra gli impulsi di due contatori a filo di Geiger e Miller. 

Il dispositivo usato € rappresentato schematicamente in sezione trasver- 
sale nella fig. 1; C; e C, sono i due contatori aventi un diametro di 2 cm. 
e una lunghezza utile di 7,2 cm. Le pareti di Al di essi hanno uno spes~ 
sore di 7, i loro assi sono paralleli e disposti in un medesimo piano oriz- 
zontale per ridurre al minimo le coincidenze dovute alla radiazione penetrante. 
Fra i due & posto uno schermo assorbente S, uno di quelli di vario spessore 
con cui vengono eseguite le misure stesse. I preparati P,; e P, di potassio, 
ottenuti facendo evaporare lentamente, su due lastrine di Al, una soluzione 
di KCl, e fissati poi.su queste con un sottile velo di Zaponlac, sono posti 
immediatamente a lato dei due contatori. Questi ultimi sono infine protetti 
dalla radiazione molle secondaria della radiazione penetrante dagli schermi 
in Zn M, e M,. Il completo dispositivo € poi situato in tubo di vetro in 


(1) Nella seduta del 7 maggio 1933. 

(2) D. Bocctaretut, « Rend. Lincei», XV, 686, 1932. 

(3) Il K emette, come ha dimostrato W. KoLuorsTer (« Zeit. f. Geophys.», 6, 4-7, 
341) una radiazione y di durezza circa doppia di quella emessa dal RaC, ma per la sua 
intensita questa non pud costituire se non una piccola parte di quella osservata, 
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cul © mantenuta la pressione (di 5 cm.) conveniente per il funzionamento 
dei contatori. 
Le coincidenze furono registrate col metodo di B. Rossi. 


Come hanno dimostrato Bothe e Kolhorster , una coincidenza puo es- 
sere prodotta soltanto dal passaggio di un medesimo corpuscolo attraverso 
ambedue i contatori, e quindi anche se i preparati P; e P, emettono con- 
temporaneamente una radiazione B® e una y, il dispositivo registra soltanto 
la prima, che pud essere anche la radiazione secondaria generata nel prepa- 
rato stesso), di una radiazione y. 

Conseguentemente, se la componente pit dura della radiazione del po- 
tassio, messa in evidenza dalle misure di deflessione magnetica ¢ effettiva- 
mente una radiazione 8, la curva di assorbimento ottenuta interponendo fra 
i contatori schermi assorbenti di spessore via via crescente, deve col suo anda- 
mento rivelarne lesistenza, mentre se questa componente e una radiazione 
y, la curva di assorbimento deve coincidere con quella della radiazione 0,83 c 
che costituisce la componente molle della radiazione B del potassio. 


3. Questa curva di assorbimento fu effettivamente determinata. 
L’esperienza comprende molte serie di misure, ciascuna di 9 determi- 
nazioni. La prima di queste dava il numero di impulsi in assenza di qua- 
lunque schermo, le altre con schermi di spessore successivamente crescente. 
I diversi spessori venivano combinati con quattro sole lamine che potevano 


(1) W. Borns e W. Kornorsrer, « Z. S. fir Phys.», 56, 751, 1929. 
(2) O nelle pareti dei contatori, ma in misura trascurabile, dato il piccolo spessore 


di queste, 
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sovrapporsi due a due. L’ esperienza veniva eseguita facendo ogni volta la 
serie completa delle 9 determinazioni, per evitare che eventuali piccole mo- 
dificazioni nella sensibilita degli apparecchi non venissero a falsare i resultati. 

I due strati di KCl erano di circa 0,013 gr/cm? di spessore, avendo 
una superficie di 7 per 1,6 cm. 

I! conteggio fu poi ripetuto senza il preparato di K, per determinare 
il numero di coincidenze spontanee che si avevano per ogni spessore dello 
schermo. Si vide cosi che col primo schermo esso diminuiva notevolmente, 
ma si manteneva poi, per gli altri punti della curva, presso a poco costante. 

Nella Tab. I sono riassunti i resultati di questa misura: nella prima 
riga sono indicati i diversi spessori dello schermo, in gr/cm?; nella seconda 
il numero di coincidenze registrate con i diversi schermi, nella terza il nu- 
mero di coincidenze per minuto detratto il corrispondente numero di coin- 
cidenze spontanee, nella quarta l’errore medio quadratico relativo™. 


TaBeia I. 


Spessore schermo in gr/em?} 0 | 0.117 |0.0193] 0.03 |0.0416|0.0492] 0.058 |0.07 1 5/0.0304 


Coincidenze registrate in 


567M pe ee ee 44ST | 37201) 3475)1 3093 162783 | 26752432 | 2227 ere 
Coincidenze sistematiche al 

mainuto 40%. 2.). 2 £1 5ig6ahs3) a7 Pa 87 1 Sa 370 1 3-4 2 -e ee 
Errore quadratico medio . | 0.13] 0.12] 0.11] 0.11] 0.10} 0.10] 0.10] 0.09} 0.08 


4. Una seconda serie di misure fu intrapresa per studiare la radia- 
zione residua pit dura che non era stato possibile analizzare con gli scherni 
utilizzati nella prima. A questo scopo furono impiegati schermi fino ad uno 
spessore di 0,8 gr/cm? mentre contemporaneamente, per aumentare l’inten- 
sita della radiazione, si impiegavano come preparati, strati di KCl assai pit 
spessi di quelli adoperati in precedenza. 

I resultati di questa misura sono riportati nella Tab. II disposta in modo 
analogo alla Tab. I; da essi € stata poi tracciata la curva a tratto continuo 
dalla fig. 2, il cui andamento nella prima parte ¢ disegnato tenendo presenti 
i resultati della esperienza precedente. 


(1) Tra 0, e 0,4 gr/cm? esistono precedenti misure di assorbimento eseguite da 
N. R. Campsett (« Proc. Camb. Phil. Soc.», r4, Il, 211, 1907) nello stagno, mediante 
una camera di ionizzazione. Per quanto sia difficile istituire un confronto fra Je misure di 
Campbell e queste eseguite nell’Al, sia per le diverse condizioni sperimentali, sia perché 
Campbell non indica il valore della ionizzazione spontanea, pure l’accordo appare assai 
soddisfacente. 


TABELLA II, 


Spessore schermo 
in gr/cm2 - Sh5y) 0. 65 0.245 0.375 O.475 


| 
Coincidenze registrate ./170™ 2011/220™ 1841] 350" 979 | 405™ 506 | 4o5™ 170 | 4go5™ 105 
{ | 


aN’ . . . . | 
Coincidenze sistematiche | 


ANETTA. ye 9.01 6.23 1.905 0.65" o) fo) 
Errore quadratico medio 0.27 0.2 O.1 0.068 0.045 0.04 
| 
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fig, II 


La curva di assorbimento & cosi completata. In essa & pero da osser- 
vare che il numero di coincidenze spontanee che furono detratte per ogni 
suo punto dal numero delle coincidenze osservate non pote essere determi- 
nato con grande esattezza perché nell’aprire il tubo per togliere il preparato 
la radioattivita spontanea dell’apparecchio e sopratutto dell’aria in esso con- 


tenuta, pud variare leggermente. Questa circostanza ha particolare valore per 
Vultima parte della curva dove Veffetto residuo totale diventa molto piccolo. 
In particolare resta incerto il punto in cui Vordinata va a zero; e quindi la 
penetrazione massima dei raggi. 


5. Un confronto fra questa curva di assorbimento e quella ottenuta 
col metodo di deflessione magnetica permette di considerare come stabilito 
che la radiazione @ del potassio & una radiazione eterogenea contenente, oltre 
alla componente molle gia nota, una componente assai dura di notevole in- 
tensita. 

Si trova infatti che tale curva pud considerarsi come la sovrapposizione 
della curva di assorbimento di una radiazione ® di velocita 0,83 ¢ costituente 
circa il 60°/, della totale e della curva di assorbimento di una radiazione (3 
di velociti uguale a 0,93c costituente il rimanente 40 °/o. E poiche daltra 
parte la medesima composizione spettrale per la radiazione del potassio per- 
mette di rendere conto in modo assai soddisfacente delle precedenti misure 
magnetiche, sembra possibile aflermare che anche la componente pil dura 
sia effettivamente di natura elettronica. 


6. Per accertarsi infine se oltre alle due componenti la cui esistenza 
& stata confermata dalle ricerche ora esposte, sia presente nella radiazione 
del potassio anche la componente di natura y, sembro opportuno eseguire 
una misura di assorbimento mediante un solo contatore. 

Poiché gli impulsi di un contatore sono dovuti sia ai corpuscoli emessi 
dal preparato, che attraversano gli schermi assorbenti e la parete del con- 
tatore, sia ai corpuscoli che vengono generati dai raggi y negli schermi as- 
sorbenti e nella parete dei contatori e non ne rimangono riassorbiti, questa 
misura da la curva di assorbimento resultante dalla sovrapposizione delle 
curve relative ai raggi @ e ai raggi y; percid dal confronto di essa con quella 
ottenuta col metodo delle coincidenze si pud stabilire quale sia l’effetto do- 
vuto alla radiazione y. 

Il contatore che servi a questa esperienza fu costruito anch’ esso con 
parete di Al. Essendo perd Vesperienza diretta a studiare soltanto le com- 
ponenti pit penetranti della radiazione, il contatore fu costruito con una parete 
dello spessore di 0,184 cm. Questa parete assorbe soltanto una parte dei 
raggi B pil molli ed ¢ d’altronde sufficentemente spessa perche il contatore 
resista alla pressione atmosferica. In tal modo viene eliminato l’inconveniente 
di dover tenere tutto il dispositivo in un recipiente nel quale la pressione 
interna sia uguale a quella necessaria al funzionamento del contatore, e quindi 
quello che ne conseguiva di cambiare l’aria interna al contatore stesso ogni 
volta che era necessario togliere il preparato per determinare il numero di 
impulsi spontanei. In questo modo poi, il conteggio degli impulsi spontanei 
pud essere fatto, per ogni misura, successivamente a quello degli impulsi 


generati dal preparato, eliminando cosi Yimprecisione che poteva derivare da 
eventuali piccoli cambiamenti verificantesi da un giorno all’altro nella sen- 
sibilita degli apparecchi. 

Questo contatore aveva un raggio di 1,22 cm., ed una lunghezza utile 
di 4,5 cm. Il preparato di sale, assai spesso (0,16 gr/cm?) era disposto su 
una superficie cilindrica le cui generatrici venivano a trovarsi ad una distanza 
di 1,03 cm. dalla parete del contatore stesso; gli schermi, di Al, erano an- 
cl’essi cilindrici e venivano posti tra il contatore e il preparato, in modo 
che le tre superfici, del contatore, dello schermo, del preparato, fossero 
coassiali. 

Perché fosse meno sensibile l’azione della radiazione penetrante, il con- 
tatore fu disposto verticalmente, e come pure quelli usati precedentemente, 
fu protetto dalla radioattiviti dell’ambiente da una corazza di Pb di 6 cm. 
di spessore. 

Gli impulsi furono amplificati mediante un sistema di valvole termo- 
ioniche e registrati meccanicamente. 

La misura consta di diverse serie comprendenti ciascuna, al solito, le 
determinazioni fatte per ogni spessore dello schermo. Nella Tab. III per ogni 
punto della curva @ riportato il numero di impulsi al minuto registrato, de- 
tratto gia il corrispondente numero di impulsi spontanei. Nella fig. 2 & ripor- 
tata a tratto e punto la curva corrispondente. Essa ha un andamento molto 
simile a quello della curva ottenuta col metodo delle coincidenze, ma in 
questo caso |’intensita della radiazione non va a zero per nessun valore dello 
schermo. Da un certo punto in poi, invece, essa presenta un decremento 
lentissimo; e questo punto corrisponde all’ascissa alla quale si annulla il 
numero di coincidenze nella esperienza precedente. Gli impulsi residui sono 
dunque dovuti ad una radiazione y. Gli ultimi punti furono determinati con 
maggiore esattezza sia per fissare con una certa precisione lo spessore limite 
attraversato dalla radiazione corpuscolare, sia per avere un qualche indizio 
sul coefhciente di assorbimento della radiazione y. 


TasBetia III. 


Spessore schermo in gr/cm? (e) 0.165] 0.245 | 0.375 | 0.475 | 0.570] 0.750 
Tinipulsiginee seen. a te oar ali S 27m |e 200Gn)- TOOL 580 Sater = yi 487 
Impulsi sistematici al minuto. . -. | 145.3.} 46.3 | 18.3 | 3.85 | -2.15 ta 1.2 
Brote mediQus 6 ue oo. . | 2.22'| 1.44 | 102 | 003 -| 0.88 | 0.82 | 0.82 


Come si ¢ detto, Kolhérster aveva messo in evidenza gid precedente- 
mente questa radiazione y stimando, mediante misure di assorbimento, la 


sua penetrazione all’incirca doppia di quella della radiazione y del RaC. La 
curva ora ottenuta € compatibile con questo resultato; e l’accordo sussiste 
anche per il valore dell’intensita della radiazione yy emessa dal K, che risulta 
circa 1’ 1,08 °/, dell’intensita totale. 


7. Concludendo, resulta da queste misure di assorbimento, in accordo 
con le precedenti misure di deflessione magnetica eseguite dall’A. e con le 
esperienze di Kolhérster, che la radiazione del K contiene: 

a@) una componente @ relativamente molle (~ 0,83 c) costituente circa 
il 60°/, della intensita totale; 

b) una componente @ pil dura (~ 0,93¢) costituente quasi la totalita 
dell’ intensita rimanente ; 

c) una componente y molto dura, avente un’intensita (misurata dal 
numero di impulsi generati in un contatore) uguale a circa l’ 1,08 °/, di quella 
della radiazione complessiva. 

Tengo a ringraziare il Prof. B. Rossi per l’aiuto e il consiglio che mi 
ha dato durante l’esecuzione della presente ricerca. 


Chimica (Chimica-fisica). — Nuove bande nello spettro del 
monossido di vanadio. Nota di G. Piccarpt, presentata © dal 
Corrisp. L. Roiva. 


Fra gli elementi che generalmente sono ritenuti incapaci di dare uno 
spettro a bassa temperatura, per es. in una fiamma Bunsen od in una fiamma 
ossidrica (Ta, W , Mo, alogeni, alcune Terre rare, ecc.) ¢ compreso anche 
il V. Nello spettro d’arco di questo elemento che € essenzialmente uno 
spettro di righe, compaiono quattro bande, note da gran tempo, ma solo 
recentemente ordinate nei riguardi dell’ oscillazione ed attribuite alla mole- 
cola biatomica VO ©), 

Esaminando lo spettro d’arco del V e le relazioni di intensita fra righe 
e bande, mi sono convinto che la temperatura dell’arco elettrico € troppo 
alta per permettere l’esistenza dei doppietti atomici VO almeno in notevole 
quantita e che la dissociazione del monossido VO in V ed O atomici, deve 
essere ayanzatissima in quelle condizioni. Ho pensato allora di riesaminare 
lo spettro del VO a pit: bassa temperatura, servendomi del dispositivo di 


(1) Lavoro eseguito nell’Istituto di Chimica generale della R. Universita di Firenze. 

(2) Nella seduta del 7 maggio 1933. 

(3) R. Mecxe e M. Guittery, « Phys. Zeitschr.», 28, 479, 514 (1927). Per le vecchie 
osservazioni, vedi i classici lavori di E. Demargay, F. Exner e E. Hascuek, H. Konen, 
A. HacenpacH e H. Konen, M. Eper e E. VALENTA, ecc. 


fiamma altre volte ricordato (), che mi ha permesso di ottenere per la prima 
volta spettri di bande completi, in assenza assoluta di righe atomiche, anche 
per elementi ritenuti incapaci di emettere un spettro a bassa temperatura. 

La fiamma é stata alimentata con ossigeno caricato di una finissima nebbia 
di vanadato potassico in soluzione satura. 

La luce emessa € discretamente brillante ed esaminata allo spettro- 
scopio dimostra di esser dovuta ad un bello spettro di bande estendentesi dal 
rosso al verde-azzurro ed a righe del Na e del K (nessuna riga de V ato- 
mico appare in quelle condizioni) le quali peraltro non mascherano in modo 
dannoso lo spettro di bande medesimo. Le bande osservabili sono dodici, 
tutte sfumate verso le grandi lunghezze d’onda, non risolubili in righe con 
Vapparecchio usato (la dispersione nel rosso a 6500 ¢ 98 TA per mm.; nel 
verde a s000 & di 37 IA per mun.) 

Servendomi di un piccolo spettrografo Hilger D 2 (per ragioni di lumi- 
nosita, ho dovuto pel momento rinunziare ad apparecchi pit: potenti) ho po- 
tuto fotografare lo spettro in parola, insieme all’ arco del ferro, per le relative 
misure di lunghezza d’ onda. Dato il piccolo potere dispersivo dell’ apparecchio 
e la qualita dello spettro, le misure nel rosso lasciano qualche cosa a de- 
siderare in fatto di precisione, restando incerta la cifra intera di un’ unitd o 
due, quelle nel verde appaiono invece assai buone, variando I’ errore possi- 
bile da 0.5 (nel giallo-verde) a 0.2 IA (nel verde-azzurro). 

Tutte le bande si lasciano agevolmente classificare nei riguardi dell’oscil- 
lazione e tutte rientrano in modo assai soddisfacente nel classico diagramma 


(1) G. Piccarpi, «Nature», 124, 129, 618 (1929). G. Piccarpre A. SBERNA, questi 
« Rendiconti » (6%), 15, 83, 309, 577 (1932). 


di Fortrat, eccettuato solo una, posta all’estremo rosso dello spettro. La di- 
stribuziore delle intensita ¢ quella parabolica, prevista dalla teoria di Condon. 

Riporto nella seguente tabella la lunghezza d’ onda, il numero d’ onde 
ed i numeri quantici relativi ad ogni testa di banda: 


ia! nl! AIA ycm—! a aay oN La ycm—! 
(aria) (vuoto) (aria) (vuoto) 
3 ) 5010.0 19955-1 fo) ) IBIS 17424.6 
4 I 5056.9 19773-4 hb ato: I 6086.5 16425.7 
2 O 5 228.5 191 20.5 I a 6138 16289 
3 I 5276.6 18946.5 fo) 2 6476 15437 
I fe) 5470.0 18277.0 wl 3 6530 15314 
2 I 5519.5 18112.8 _ — 6592 15165 


\ 


Tutto il sistema & rappresentabile con buona esattezza mediante la for- 


mula seguente : 
v= 17424.6 + 857.2 > n’ —4.6 + 1’? — 1005.1 - n’’ + 5.7 -n? 


la quale, essendo stata calcolata sopra uno spettro pil completo, resulta natu- 
ralmente un poco diversa da quella fin’oggi adottata (v = 17424 + 852 + n’ — 
— 1008 - 7’ + 6-n’"*) per le sole quattro bande conosciute (situate a 
AA 5479 , 5737 » 6087 , 6478). 

Dal confronto dello spettro ottenuto nella fiamma con quello ottenuto 
nell’arco elettrico appare, come moltissime volte ho avuto agio di osservare 
nello spettro di vari monossidi, che una temperatura troppo alta porta alla 
sparizione dei gruppi di bande situati verso le piccole lunghezze d’onda. 


Chimica. — La struttura cristallina di LaSn, ¢ LaPb,“. Nota 
di A. Rossi, presentata® dal Corrisp. L. Rota. 


L’esistenza dei composti intermetallici LaSn, e L 
mente stabilita in questo Laboratorio d 
mica e micrografica. I campioni delle 


possedevano un alto grado di purezza. 


TABELLA I. 


Fotogramma delle polveri di La Sn, 
Anticatodo di Cu - Diametro della camera mm. 
bacchetta mm. r. 


6 corretto r £ hkl 

I 14°.38' 6B 2.749 III 

2 169.13’ of DRESS Dr 

3 TOON 7! 6 2.383 200 

4 18°.48’ o 2.388 200 

5 DAME 6B 1.690 220 

6 ZS. ea 1.687 220 

7 28°.48’ 6 1.443 131 

8 30°.237 ic} 1.373 222 

9 AO Sey fog 1.440 PAL 

10 BSR a 1.379 222 
II 39°.35" 6 1.090 331 
12 40°.27’ 8 1.071 240 
13 44°.36' o 1.096 331 
14 46°12’ 4 1.066 240 
15 SOeaTOn o 0.9725 224 
16 SSO! “ 0.9175 a 
17 65°.48" a 0.8436 440 

A O== 95 39 A 
by SGN 


(1) Lavoro eseguito nell’ Istituto di Chimica Generale e Chimica Fisica della R. Uni- 


versita di Firenze. 


(2) Nella seduta del 7 maggio 1933. 


RENDICONTI. 1933, Vol. XVII. 


aPb, ¢ stata recente- 
a G. Canneri mediante |’analisi ter- 
due sostanze fornitimi dall’ Autore 


57,3 - Diametro della 


56 
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I fotogrammi delle polveri, ottenuti dalle due leghe (vedi tabelle Le IV) 
sono perfettamente simili; le equidistanze tra righe corrispondenti sono rela- 
tivamente maggiori per il composto LaSn,. Se ne deduce che i due composti 
posseggono identica struttura cristallina, e che LaSn, ha una costante reti- 
colare pit. piccola di LaPb,° 

I valori di sin? @ dedotti dalle misure stanno fra loro come numeri 
snteri: le sostanze in esame sono quindi cristallizzate nel sistema monome- 
trico. 

Struttura di LaSn,. — Dalla tabella I si ottiene per il lato della cella 
elementare del composto LaSn, il valor medio ao = 4,772 ° nA, essendo n 
un numero intero. 

Ho potuto separare dal campione in esame alcune scagliette di sfaldatura 
limitate da facce piane, relativamente sottili (spessore cm. 0,03), ma di pic- 
colissima estensione. Su di esse @ stato possibile, sebbene con difficolta, 
eseguire alcuni fotogrammi di Laue nelle seguenti condizioni: piani di sfal- 
datura perpendicolari ai raggi incidenti, anticatodo di tungsteno, tensione 
4o KV. Le macchie di diffrazione ottenute erano in genere sfumate e poco 
ben definite, cid che indica un certo disordine nella struttura delle lami- 
nette usate, dovuto probabilmente al rapido raffreddamento durante Ja soli- 
dificazione della lega. Dalla simmetria cel fotogramma si deduce che la 
sfaldatura avviene secondo la {100}, e che la sostanza appartiene ad una 
delle *classi_t *, O% OF: 

La fig. I riporta la proiezione gnomonica relativa alle macchie di diffra- 
zione meglio definibili. I valori di mA delle radiazioni corrispondenti a que- 
st’ ultime, sono raccolti nella tabella Il. La lunghezza d’onda minima della 
radiazione incidente, corrispondente alla tensione impiegata di 40 KV, ¢ 0,31 A. 


Tapetta II. 
La Sn, - Fot. Laue secondo la (x00). 


Indici | Intensita | mA in A Indici Intensita | 2A in A 
201 m 1.91 311 ff 0.87 
301 m 0.95 ALI m 0-53 
713 mf 0.48 3R2 md 0.87 
412 f 0.91 221 m 1.06 
322 d oUD 331 ff 0.50 
Pe d 1.59 


Tenendo conto dell’assorbimento esercitato dal Lantanio (K. abs. = 


° ° 
= 0,3188 A) e dallo Stagno (K. abs. 0,4242 A), costituenti il campione 
in esame, é da considerare la possibilita che si presentino nel fotogramma 
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di Laue soltanto macchie dovute a radiazioni a lunghezza d’onda maggiore 


\ 


. 2) . . . . . . * . 
di 0,4242 A. Tale condizione & soddisfatta dai valori di nr riportati nella 
tabella II e calcolati in base all’ipotesi a, = 4,772 € cloe supponendo n = 1. 


y 
444 | ] 
= 134 _4 351 
173 
joe 442 424 4-224 
252 ©3532 
d22 
DSR coe 
¢ Fale e . 
| AS or Tens e 
. at. @ «i. 
; ache Secaen abe 


L A ee is 


Fig. 1. 


Per quanto riguarda il fotogramma delle polveri occorre notare che 
oltre alle righe riportate nella tabella I se ne nota una debolissima corri- 
spondente ad un angolo 0 = 22°,23’ circa. Essa non e prevista al pari delle 
altre dal sistema monometrico per do = 4,77. ed ¢ probabilmente dovuta o 
ad una leggera ossidazione della lega avvenuta durante Ja posa, o alla presenza 
di una possibile modificazione allotropica esagonale analoga a quella osservata 
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per il composto LaTI, ‘» (in tal caso la riga in parola coinciderebbe con la 
1012). Si pud dire cosi che le esperienze finora eseguite non recano indizi 
sulla esistenza di una cella elementare maggiore di 4,77. A. Le accurate e 
numerose ricerche eseguite da Zintl e Neumayr su fasi intermetalliche del 
tipo AB, simili a quelle in esame hanno condotto a celle elementari di 
analoga grandezza. 

La determinazione della densita eseguita su blocchetti diversi del cam- 
pione in esame, a mezzo della bilancia idrostatica, usando come liquido del 
benzolo anidro (dy.» = 0,886), ha fornito risultati notevolmente discordi fra 
loro. Ne & causa la presenza di piccole cavita che si formano all’interno 
della lega durante la cristallizzazione. Esse devono influire nella determina- 
zione della densit’ abbassandola notevolmente. J valori che si ottengono 
variano fra 7,15 e 7,20. Assumendo: d;= 7,20, € a = 4,772, SI calcola 
per il numero di molecole contenute nella cella elementare, 7, il valore: 


_ 7:20 X (4,772) 
1,65 X 495 


='0,96 alah) 


fe) 


La densit& teorica calcolata in base al valore a. = 4,772 ¢ dc = 7,516. 

Consideriamo I’ ipotesi: 40 = 4,772, 0 = 1, che € la pit: semplice e non 
é contraddetta dai dati sperimentali finora ottenuti, e prendiamo in esame per 
le coordinate dei quattro atomi (1 di La,3di Sm) contenuti nella cella 
elementare, i seguenti valori: 


La tet 
(1a) 000 oppure (1D) ae: per il La 
Lire ot er RT raed 
G4) ear ie wma re ee sper pe 
I I I 
(30) 500) urs Ree nso oO oe per lo Su. 


Essi sono dedotti dai gruppi spaziali Ti, O', O;. 


Do? 
completamente diversi da quelli ottenuti per LaSn; e LaPb;. La condizione 


(1) Ho eseguito i fotogrammi delle polveri di LaMg,, PrMg; LaTl,, che risultano 


TA 
SS yeh 
TB 


necessaria e non sufficiente (4), non escludeva a priori Ja possibilita di una eguaglianza di 
struttura. LaMg; e PrMg, forniscono fotogrammi assai complicati. LaTl, cristallizza nel 
sistema esagonale. Con i grafici di Hull per Vesagonale compatto si ottiene una buona 
coincidenza per c/a = 1,6; il lato della cella elementare € a, = 3,43- nA. Si puod pensare 
che LaTl, sia dimorfo e cristallizzi anche nel sistema monometrico assumendo la struttura 
di CeTl, (4). Sono in corso ricerche a questo proposito. 

(2) «Z. far Elektrochemie», 39, 86 (1933). 


Se ute Ste 
ve s 


Ne seguono due possibilita di disposizione. 


: aes I I I 
Disposizionetels.606 5) = 90 60 » OO—. 
2 2 2 
. a 1 I I ia 
Disposizione II: 000 ; ——o so eeeORe Geng eeatese. 
pee) g 2 22 


Disposizione I. - Per essa gli atomi di Lantanio sarebbero collocati ai 
vertici del cubo elementare, quelli di Stagno al centro degli spigoli. In tal 
caso il lato della cella elementare dovrebbe essere uguale all’incirca alla 
somma dei diametri atomici del Lantanio e dello Stagno e cioé 


2 (Tra + sn) = 2 (1,87 + 1,58) = 6,9 Ae 


I] valore trovato ¢ invece 4,77 A. La differenza & cosi forte da fare 
escludere con sicurezza la disposizione I, 

Disposizione II. - Per essa gli atomi di Lantanio sarebbero collocati 
ai vertici del cubo elementare quelli di Stagno al centro delle facce. Per 
il lato della cella elementare si calcola il valore: 


(rue + fsn) + V2 = (1,87 + 1,58) -¥2 = 4,88 


in ottimo accordo, nei limiti di differenza da aspettarsi con il valore trovato. 
L’intensita teorica per le righe del fotogramma delle polveri di La Sis, 
calcolata in base a quest’ultima disposizione é in ottimo accordo qualitativo 
con i valori sperimentali. La tabella III riassume i dati ottenuti a questo 
proposito. 
Per il calcolo ha servito la formula che segue: 


I~J-A (20)-®()- [Fis + Fon {cos (h + k) + cos (k + 1) + cos (1 + hb)? 


in cui J € il numero delle facce che contribuiscono alla riflessione, A (26) 
é il fattore dato da A. A. Rusterholz ‘) per Vassorbimento della sostanza, 
® (6) ¢ il prodotto del fattore di Lorentz per il fattore di polarizzazione, 
F,, € Fs, sono i fattori atomici per il Lantanio e lo Stagno calcolati se- 
condo Bragg e West ®). 

Per la disposizione I si avrebbe invece 


I~ J-A (20)-® (6) (Fi. + Fsn+ (cosh + cosamk + cos w1)} 
€ un Cattivo accordo con i dati sperimentali. 


(1) «Z. fir Physik», 63-1. (1930). 
(2) «Z, fir Krist. », 69-136 (1929) vedi anche: R. W. James e G. W. BrinDLEY, 
«Z, fur Krist. », 78-470 (1931). 


Tasetta III. 
La Sn,- intensité nei fotogrammi delle polveri (Cu Ka). 


ig Intensita Intensita ie Intensita Intensita 

dndict calcolate trovate fies calcolate trovate 
100 0.2 — 410 + 322 06 - 
110 0.3 — ALI + 330 0.6 — 
LLt 137.— f Bei 160.— f 
200 89.— mf 420 162.— f 
210 0.5 — 421 05 = 
201 0.4 = 332 0.2 — 
220 142.— f 422 178.— £ 
300 + 221 0.5 -- 500 + 430 0.4 oa 
310 0.3 — 510 + 431 1.1 _— 
311 201.— ff str + 333 289.— fife 
DDD 63.— m 432 + 520 ies — 
320 0.3 — 521 09 — 
321 0:7 — 440 172.— m 
400 MOL Pe 


Struttura di La Pb,. 

I dati relativi ai fotogrammi delle polveri di questa sostanza, ottenuti 
in condizioni analoghe ai precedenti sono raccolti nella tabella IV. Per il 
lato della cella elementare a) si ha come media: a, = 4.893 A. Si notano 
due righe in pil ambedue debolissime: una di queste non ¢ misurabile con 
precisione, l’altra corrisponde ad un angolo @ di 21°, 38’, ed ¢ l’analoga della 
riga in pil trovata nel caso precedente. 

Non & stato possibile in questo caso separare dal campione in esame lami- 
nette cristalline adatte per l’esecuzione dei fotogrammi di Laue. 

Per la densita, determinata per mezzo della bilancia idrostatica su bloc- 
chetti diversi tolti dal medesimo campione si ottengono valori pil concor-. 
danti che nel caso precedente. Come valore medio si ha: d: = 10,50, e da 
questo si calcola per il numero di molecole contenute nella cella elementare 
di lato a. = 4,893, il valore: 


10,50 (4,893)) _ 
7,65 X 760,5. % 760,5 = 0,98 (~ 4 


Nlo= 


La densita calcolata é¢ d; = 10,71. 


Sig Sse 


bacchelta mm. 


Tapetia IV. 


Fotogramma delle polveri di La Pb, 
Anticatodo di Cu — Diametro della camera mm. 57,3 — Diametro della 


Tee 
0 corretto A a indici fe 
nu i 
I T4%1 2" 8 2.831 TOler 4.90 
2 15°.48' od 2.826 III | 4.895 
3 LOOKS. 4 2.451 200 4.902 
4 NOY iC e728 220 4.89 
5 NOD 4 1o73a 220 4.898 
6 28°.40' B 1.448 131 4.80 
7 Buel DIS wa 1.476 131 4.896 
8 23108 a 1.413 BD) 4.894 
9 BOu2 od e221 400 4.886 
10 43°.19' 4 Tete? 331 4.889 
II 44°.44' 4 1.093 240 4.890 
12 472.36" 0.9405 115 4.89 
13 50°.22’ 4 0.9992 224 4.895 
14 Fae od 0.9411 GS Bee 4.890 
15 62°.54’ ox 0.8638 440 4.886 
16 68°.38" C4 0.8263 135 4.888 
17 70°38" m 0.8157 600 e 442 4.894 
KO — 1.539 A 
ao = 4.89, A 


Analogamente al caso precedente, in base all’ ipotesi 


e ai seguenti valori delle coordinate (Disposizione II). 


si calcolano con la formula 


I~ J-A (20)-@® (0) [Fira + Fo, {cos (h + k) + cos (k +1) + cos (I + h)}]? 


La: 


Pb: 


erere) 


ioe alt 
Digaeoe 


ig A, 93> fg == i 


valori dell’intensita in perfetto accordo qualitativo con i dati sperimentali. 


La tabella V riassume questi risultati. 


La Pb, — Intensitd nei fotogrammi delle polveri (Cu Ke). 


TABELLA V. 


Indici Intensita Intensita Indici Intensita Intensita 
calcolate trovate calcolate trovate 

100 0.2 -- 331 40.— f 
110 0.4 — 420 40.— f 
III 32.— £ 421 0.8 _ 
200 21.— mf 332 0.4 — 
210 0.6 — 422 43.— f 
211 0.6 _ 500 + 430 Ou5 — 
220 31.— f-mf 510 + 431 1.3 _ 
300 + 221 0.6 _ 51I + 333 66.— f 
310 0.5 = 432+ 520 joey = 
311 51.— ff 521 1.14 a 
222 16,— m 440 37-— m 
320 0.4 — 522+ 441 1.38 — 
321. 0.7 ae 433 + 530 1.55 =s 
400 10.-— m ae 2 200.— ff 
410 + 322 0.7 — 442 + 600 177-— f 
AII + 330 0.7 os | 


Le variazioni percentuali per il lato della cella elementare nei riguardi 
delle dimensioni dei raggi atcmici sono considerate nel seguente specchietto. 


Distanza 
ABg | ye Asean aN rp 
La Sn, 4.772 3.374 1.87 1.58 
La Pb; 4.893 3.460 1.87 1.74 


Tr + TR A Jo 
3-45 2.3 
3 61 4.1 


Ringrazio vivamente il laureando A. Jandelli che ha collaborato con me 


nella esecuzione del presente lavoro. 


Chimica. — Sullo spetiro delle stelle rosse, appartenenti ai tipi M ed N. 
Nota di G. Piccarpt, presentata dal Corrisp. L. Roxxa. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Chimica. — Swi prodotti di condensazione dell’isatina coi pirroli (Bleu 
di Pirrolo). Nota di P. Pravest, presentata. dal Socio M. Bertt. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Geologia. — Contributo allo studio del Paleogene dell isola 
dt Rodi (Egeo). Nota di Carta Retna, presentata “ dal Socio 
G. DaneLti. 


Da un po’ di tempo ho terminato lo studio dei foraminiferi provenienti 
dai terreni paleogenici dell’isola di Rodi. Il materiale raccolto dall’ Ing. C. Mi- 
gliorini e gentilmente concesso a me in istudio dal Prof. A. Desio, & costituito 
di un numero rilevante di elementi sciolti (esemplari isolati dall’ Ing. C. Mi- 
gliorini) e di campioni di roccia includente i fossili. Il materiale sciolto si 
presenta generalmente mal conservato e fortemente corroso. 

Le specie da me determinate sono le seguenti: 


Nummulites cfr. irregularis Desh. Nummulites Lucasi De France in d’Arch. 
» subirregularis de la Harpe » cfr. Partschi de la Harpe. 
» distans Desh. » granifer Douy. 

» atacicus Leyme= » laevigatus Brug. 

» globulus Leym. » perforatus de Montf. 
» Guettardi d’Arch. » Brongniarti d’ Arch. 
» vascus Jol. et Leym. » Fabianti Prever 

» miocontorta Tellini » intermedius d’ Arch. 
» Boucheri de la Harpe » Fichteli Mich. 

» striatus Brug. Assilina cfr. exponens Sow. 

» Beaumonti D’Arch. Heterostegina depressa d’ Orb. 

» gizehensis Forsk. Pellatispira Madaraszi Hantk. 

» millecaput Boub. 


Oltre alcune Orthophragminae di cui tralascio l’elenco. Alcune specie 
delle citate risultano nuove per |’isola di Rodi e sono: Nummulites distans, 
N. atacicus, N. globulus, N. Guettardi, N. miocontorta, N. Boucheri, N. striatus, 


(1) Nella seduta del 7 maggio 1933. 


N. Brongniarti, N. granifer, N. laevigatus, N. Fabiunii, N. intermedius, 
N. Fichtedi, Pellatispira Madaraszi, Heterostegina depressa, N. cfr. Partschi. 

In studi precendenti e specialmente del Bukowski“ e di L. Piera- 
gnoli@), gia era stata riconosciuta l’esistenza dell’ Eocene medio e dell’ Oli- 
gocene nell’isola di Rodi; non si era ancora notata la presenza dell’ Eocene 
superiore e perduravano incertezze sull’esistenza dell’ Oligocene medio o Ru- 
peliano. Il riconoscimento di numerose specie caratteristiche dei diversi livelli, 
mi ha permesso ora di accertare nei terreni eocenici, I’ Eocene medio e il 
superiore; nei terreni oligocenici il Lattorfiano ed il Rupeliano. 

I terreni eocenici di Rodi risultano di una parte inferiore calcarea sor- 
montata dal flyscy. Dell’ Eocene calcareo che afhora attorno al M. Attairo, 
tra il M. Attairo e la cost: a N-O e sul versante S del M. Acramiti ©, 
non posso presentare dati paleontologici certi per li scarsita di materiale 
avuto a disposizione e l’impossibilit’ di isolare dai campioni di roccia, esem- 
plari di nummuliti ben conservati e determinabili. 

Il flysch eocenico present. una grande varicta litologica ed € fortemcnte 
sconvolto. La parte preponderante del materiale proveniente da tali terreni, 
appartiene ai livelli arenacei del flysch, che del resto sono i pit sviluppati 
nell’isola. Del flysch meno sconvolto venne rilevata dal Migliorini una suc- 
cessione stratigrafica (vedi op. cit. pubblicata ancora con opportune modifica- 
zioni nella recente monografia del prof. A. Desio) . Numerosi athoramenti 
di flysch, in cui non é ancora stato possibile stabilire uma successione stra- 
tigrafica, vennero dal Migliorini (in un suo manoscritto non pubblicato) sud- 
divisi in zone. Per ragioni di spazio mi limiterd a dare un semplice elenco 
dei diversi livelli e zone del flysch, in cui furono rinvenute le specie di num- 
muliti determinate, e della localita di provenienza dei fossili. Nell’elenco dei 
livelli seguo l’ordine tenuto dal Migliorini, dal basso in alto. 


Livello 4 — Contrada Paliocora Amarto a valle di quota 144: N. distans, 
N. atacicus, N. striatus, N. laevigatus, N. perforatus. 

» 4 — Chisserachisila Vund a N di Cattavia: N. distans, N. atacicus, 
N. globulus, N. Guettardi, N. striatus, N. millecaput, N. laevi- 
galus, N. perforatus, 

» 4 — Monastero del Profeta Elia a N di Cattavia: N. distans, N. ata- 
cicus, N. globulus, N. Guettardi, N. striatus, N. millecaput, 
N. laevigatus, N. perforatus, N. Brongniarti. 


(1) Bukowski Geiza, Geologische Uebersichtskarte der Insel Rhodus, « Jahrb. K. K. 
Geol. Reichs. », 98 Band, 1898, Wien, 1899. 

(2) Prsracnoti Lina, Di alcune nummuliti dell Isola di Kodi. « Rendiconti della Regia 
INGes MINES, WOE MONE Cer GS IaSes Gp, aieyi Ale 

(3) Micitorint Carro, Geologia di Rodi. « L’ Agricoltura Coloniale, Rivista mensile 
dell’ Istituto Agricolo Coloniale Italiano», a. XIX, n. 1-2. Firenze, 1925. 

(4) Desto A., Le isole Italiane dell’Egeo, Studi geologici e geografici fistci. « Memorie 
descr. d. carta geol. @Ital.», vol. XXIV, Roma, 1931, pp. 493-494. 
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Livello 4 - AS di quota 77 a N-O della contrada Petrolo a O di Cat- 


tavia: N. distans, N. striatus, N. millecaput, N. laevigatus, 
N. perforatus, N. Brongniarti. 


» 4 - Sponda destra del Crionerd Potamd a monte di quota 84 (O 


Chisserachisila Vuno, N di Cattavia): N. distans, N. ata- 
cicus, N. globulus, N. Guettardi, N. striatus, N. millecaput, 
N. laevigatus, N. perforatus. 


» 5 - Monte Carachia a N di Cattavia: N. laevigatus, N. perforatus. 
» 8 - Missovuni a O-S-O di Cattavia: N. distans, N. atacicus, 


Lona T 
» if 
» 10 
» 14 
» I4 
» 20 
» 20 
» 25 
» 25 
» 25 
» 25 
» 26 
» AI 
» 42 
» 43 


N. Guettardi, N. striatus, N. perforatus. 

Capo Prassonisi, circa m. 1000 N-O della stazione trigonome- 
trica di quota 83: N. distans, N. globulus, N. perforatus. 
Capo Vigli S-O di Plimiri: N. distans, N. globulus, N. Guet- 

tardi. 

Burrone allaltezza di quota 46 a E del Monastero di S. Giorgio 
a N-E di Lacania: N. perforatus. 

Vicinanze di quota 290 a N-E del monastero di Ingo: N. per- 
foratus. 

Destra del torrente Crionero a N di quota 256 della contrada 
Moscu a S di Alaerna: N. cfr. irregularis, N. globulus, N. lae- 
vigalus, N. perforatus. 

Contrada Ceramatugi, N-O di Lardo: N. globulus, N. Guet- 
tardi, N. perforatus. 

Un poco a O della Contrada Zafira Nerd a N di Lardo: 
N. distans, N. atacicus, N. striatus, N. Beaumonti, N. Lucasi, 
N. laevigatus, N. perforatus, N. Brongmiarti. 

Contrada Chitré a N di Castello: N. distans, N. perforatus. 

S-O della contrada Marmora a S di Cittala circa m. 1000, O di 
quota 316, (S-O Cittala): N. cfr. irregularis, N. subirregu- 
laris, N. globulus, N. Lucasi, N. granifer. 

Mulattiera a S-O di Cassuli a S-O di Nano: N. distans, N. glo- 
bulus, N. Guettardi, N. perforatus. 

Contrada Assinié a 250 m. a O-S-O di Nano: N. perforatus. 

Mulattiera Siana-Castello, bivio Amarto, tra quota 418 e 421: 
N. distans, N. globulus, N. Guettardi, N. perforatus. 

Pressi di quota 16 di Steghena. Baia di Arcangelo: N. distans, 
N. globulus, N. laevigatus. 

A valle di quota 161 a S del Zigra Vuno a N d’Arcangelo: 
N. distans, N. globulus, N. perforatus. 

Poco a S di quota 66 a O del Crucia Vuno. Stretta terminale 
del Lutani Potamo: N. cfr. irregularis, N. subirregularis, 
N. distans, N. striatus, N. gizehensis, N. Lucasi, N. laevigatus, 
N. perforatus. 
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Di alcuni livelli e di parecchie zone non mi fu possibile ricavare dati 
sicuri, o non ebbi materiale. 

L’ Eocene superiore & rappresentato in posto dal N. striatus Brug. nei 
terreni appartenenti al livello 4 della serie (nella regione a N ed a O di 
Cattavia), al livello 8 O-S-O di Cattavia e nella zona 43 attorno alla con- 
trada Nisso. Dal Migliorini (nel suo manoscritto) gia venne rilevata la somi- 
glianza litologica della zona 43 col livello 4 (a N di Cattavia). 

L’Eocene medio (specialmente il Luteziano), cui si riferisce quasi tutta 
la fauna eocenica di Rodi, ¢ largamente diffuso. Le specie che hanno assunto 
il massimo sviluppo sono: N. perforatus de Montf., N. laevigatus Brug. e 
N. distans Desh. La specie N. perforatus & quella che predomina assoluta- 
mente sulle altre alle quali si trova sempre associata: essa € rappresentata 
da esemplari di tutte le dimensioni, dalle minime di mm. 8,1 circa di diametro, 
alle massime di mm. 36. 

I terreni oligocenici di Rodi Henin costituiti di un termine inferiore 
a conglomerati e ahiict e di un termine superiore ad arenarie. Il Bukowski 
ha riconosciuto una fauna oligocenica (N. vascus Jol. e Leym.) solo nelle 
arenarie, non avendo trovato fossili nei conglomerati e nelle ghiaie. Nel- 
Pelenco che dard dei livelli, seguird come per |’ Eocene, Vordine tenuto dal 
Migliorini (op. cit. 1925). 

Noto che i livelli 1 e 2 si riferiscono al termine inferiore ghiaioso— 
conglomeratico, e il livello 4 al termine superiore ad arenarie. 


Livello 1 - Fosso ad E di quota 198 a S della Contrada Russu a N-O del 
Monastero di Camiro: N. Boucheri, N. vascus, N. perforatus, 
N. Lucasi, N. Beaumont. 

Torrente Partari a E di Apollona subito a valle del guado della 
strada Apollona-Platania: N. vascus, N. miocontorta, N. Bou- 
cheri, N. Beaumonti, N. Lucasi, N. cfr. Partschi, N. laevi- 
gatus, N. perforatus. 

» 2 - Circa 200 m. a O del Monastero di Tari: N. Boucheri, N. Lu- 

casi, N. perforatus, N. Fichteli. 

» 2 — Vicinanza di quota 327 a S della contrada Mascera (Alaerna- 
Profilia): N. Boucheri, N. Beaumonti, N. Fabianti, N. inter- 
medius, Pellatspira Madaraszi. 

» 4 —N di quota 271 a N della contrada Passumaci: a N-E di Ar- 
nita: N. vascus, N. Boucheri, N. Fabiani, N. intermedius, 
N. Fichtelt. 

Versante S-E di quota 195 a S di Pablona a N-E di Vati: 
N. vascus, N. Boucheri, N. Fabianii, N. intermedius, N. Fi- 
chtelt, 

» 4 - Circa m. 500 O di quota 418 di Turcu a S di Vati: N. va- 

scus, N. Bouchert, N. Fabianii, N. intermedius, N. Fichteli. 
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Livello 4 - Crinale a E di Messanagrd (tra quota 308 e 278): N. Bou- 
chert. 


» 4 - Quota 322 a N di Assiona. Crinale tra il torrente Condari e 
il torrente Asclipio: N. Fichteli. 
» 4 — Torrente Condari presso contrada Tinna: N. intermedius. 


» 4 — Sotto quota 418 a E di Profilia: N. vascus, N. Fabianii, N. in- 
termedius, N. Fichteli. 
» 4 — Afhoramenti nei detriti di falda a S di Dimilit: N. Boucheri. 


Nelle arenarie oligoceniche le specie predominanti sono la N. Boucheri 
e la N. Fichteli rappresentate anche nei campioni di roccia da me esaminati, 
da individui di tutte le dimensioni, dalle minime alle massime. Il loro svi- 
luppo numerico predominante sulle altre due specie N. intermedius e N. va- 
scus, le quali perd si trovano sempre con esse associate e mescolate, risulta 
molto evidente. Nel termine inferiore della serie oligocenica di Rodi, il Mi- 
gliorini nota che «i fossili si trovano annidati in zone, piuttosto rare, ver- 
ticalmente e orizzontalmente assai circoscritte, rappresentate da lenti di sabbia 
grossolana intercalata alle ghiaie e ai conglomerati oligocenici ». La fauna 
nummulitica di questa parte bassa della serie dei terreni oligocenici & costi- 
tuita di elementi caratteristici dell’ Oligocene mescolati ad elementi di tipo 
spiccatamente eocenico: gli esemplari eocenici sono piuttosto rari e non 
sempre ben conservati. Da tale mescolanza di fauna eocenica ed oligocenica 
risulta evidente il rimaneggiamento dei materiali eocenici contenuti nel 
termine inferiore della serie, che & costituito di elementi eminentemente 
clastici. 
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Biologia (Morfologia sperimentale). — L’influenza delle zone 
iridee sulla capacita rigenerativa del cristallino dei Tritont adult. 
Nota di G. Craccio presentata“? dal Socio F. SILVESTRI. 


Continuando ad occuparmi del problema della rigenerazione del cristal- 
lino dei tritoni 6) ho fatto oggetto delle mie ulteriori ricerche una serie di 
questioni inerenti all’importanza e al significato da dare a ciascuna delle va- 
rie zone dell’iride. “) L’attenzione dei ricercatori solo di recente ¢ stata 
richiamata su tali quesiti grazie alle ricerche di trapianto delle varie zone 
iridee di Sato e a quelle di pluriformazione del cristallino da me eseguite 
nell’Istituto di Anatomia ed Embriologia comparate di Roma. 

Gia in una nota comparsa nel giugno 1932 nel Bollettino della Societa 
Italiana di Biologia sperimentale esposi i primi risultati di ricerche indiriz- 
zate allo studio di particolari condizioni determinate nell’occhio di Triton 
con l’asportazione di varie porzioni dell’iride (settori) ed ora nella presente 
comunicazione riassumero i reperti ottenuti (mediante Ja verifica di altre con- 
dizioni sperimentali). continuando nell’indirizzo gia definito fin dall’ anno 
decorso. 

Nella letteratura sono note le esperienze di Fischel ed Ogawa; questi 
Autori si sono preoccupati di studiare la possibilita della rigenerazione dalla 
parte inferiore dell’iride 0 asportando (Fischel) 0 comunque impedendo la 
rigenerazione dalla porzione superiore (Ogawa). Nella maggior parte dei casi 
dei due sopracitati autori Ja rigenerazione avvenne in corrispondenza del mar- 
gine superiore dell’iride pit o meno completamente riparato; mentre in 5 casi 
ottenuti da Ogawa, la rigenerazione nel margine superiore venne impedita dal 
fatto che il pezzo dell’iride tratto in fuori dalla camera anteriore rimase rac- 
chiuso tra i due lembi della ferita corneale; tali risultati possono pero essere 
interpretati nel senso che la capacitd a rigenerare sia stata inibita dalle condi- 
zioni di spazio verificatesi. Inoltre non risulta ben precisato il tempo in cui ven- 
nero uccisi gli esemplari in questione, e la mancanza della rigenerazione puo 
essere spiegata con Ja troppo breve durata dell’esperienza. 


(1) Lavoro eseguito nell’ Istituto di Anatomia ed Embriologia comparate di Roma. 

(2) Nella seduta del 21 maggio 1933. 

(3) Rimando il lettore per le notizie di letteratura e per l’impostazione di problemi 
generali alla mia Memoria stampata in « Archives de Biologie ». vol. XLV. 


(4) Nella sopracitata Memoria trovasi lo schema secondo il quale ho diviso le zone 
dell iride. 


Nelle mie esperienze del 1932 ho potuto confermare i reperti di Fischel 
ed Ogawa nel senso che é necessario un tempo piu lungo che negli ani- 
mali di controllo perché avvenga la rigenerazione nel margine superiore do- 
vendosi, perché questa possa darsi, riparare pit o meno completamente la 
zona (settore 2) precedentemente asportata. 

In un primo gruppo di esperienze che ora riassumo é stata studiata la 
possibilita della rigenerazione quando venga asportata ripetutamente la zona 
centrale “) del margine superiore e qualche parte delle altre due zone vicine. 
Ho eseguito in un numeroso lotto di animali Vasportazione varie volte ri- 
petuta (fino all’ 8) della zona centrale del margine superiore. I.a distanza 
di tempo intercorsa fra le varie operazioni d’asportazione s’ageird intorno 
ai 17 giorni alla temperatura di 15° C.; fu fissato tale intervallo di tempo 
affinché il margine superiore non fosse completamente riparato e non av- 
venisse ivi alcuna rigenerazione. Non é avvenuta la rigenerazione del cri- 
stallino in occhi operati per la terza volta, come & risultato dai preparati 
istologici dei pezzi fissati tre giorni dopo Dultima asportazione (38). La pos- 
sibilita di inibire temporaneamente la rigenerazione mediante le asportazioni ri- 
petute ¢ stata dimostrata dagli esemplari operati per la 7* e 1’8 volta; in questi 
Yesame in vivo di frequente ripetuto, non ha mai fatto rilevare la rigene- 
razione del cristallino da altre zone dell’iride, mentre essa si € stabilita come 
normalmente quando fu interotta la serie delle asportazioni ripetute. Alcuni 
esemplari, nei quali furono eseguiti sette interventi, dopo circa un mese dal- 
Pultima operazione mostrarono dei rigenerati di notevole grandezza, ed un 
identico reperto si ottenne in 2 animali nei quali furono eseguite 8 aspor- 
tazioni. Ben dimostrativo é il caso di 5 Triton taeniatus Operati per 3 volte 
di seguito di asportazione del settore 2: 3 di essi, fissati dopo alcuni giorni 
dalla terza asportazione, non hanno mostrato alcun segno di rigenerazione 
mentre negli altri, fissati dopo 35 giorni, fu riscontrato un cristallino differen- 
ziatO in uno e una piccolissima formazione da interpretarsi come un primor- 
diale stadio di gemma rigenerativa nell’altro; i preparati istologici hanno 
pienamente confermato i risultati dell’esame in toto degli occhi fissati. 

In un secondo gruppo di esperienze ho iniziato lo studio del processo 
rigenerativo del cristallino originantesi dalla porzione centrale del margine 
Superiore (settore 2) qualora venga lesa ed asportata la zona centrale (set- 
tore 8) del margine inferiore. In vari lotti di animali fu seguita la rigene- 
razione del cristallino avendo asportato insieme alla lente la zona centrale 
del margine inferiore ed in altri, avendo asportato oltre al cristallino, la zona 
centrale del margine inferiore ripetute volte (3°). La rigenerazione della lente 
avvenne in tutte queste esperienze dalla zona solita e nel modo solito indi- 
pendentemente dalla lesione e dalla asportazione di un tratto dell’iride (set- 


(1) Per zona centrale del margine superiore e per quella del margine inferiore de- 
vesi intendere zona mediana delle ris>ettive parti dell’iride. 


tore 8); cid fu dimostrato controllando i risultati ottenuti negli animali in 
tal modo operati con quelli di altri operati dell’asportazione del solo cri- 
stallino. 

Dalle esperienze riassunte risalta I’ interesse dei dati raccolti per lo studio 
di taluni problemi che se sinora erano stati trattati per altri organi degli 
Urodeli e in relazione a particolari manifestazioni di rigenerazione degli stessi 
Urodeli e di altri animali (in ispecie invertebrati) non erano stati mai posti 
di proposito e in modo preciso per il caso della rigenerazione del cristallino 
dei tritoni. 

Vanno pero ricordate le ricerche di Philippeaux e di Colucci, che hanno, 
da lungo tempo, bene illustrato essere necessaria la presenza di parti del- 
Vocchio per la rigenerazione; e in particolare spetta al Colucci il merito d’aver 
definito per i tritoni adulti la quantita minima di tessuti oculari (1/4) ne- 
cessaria perché possa avvenire la neoformazione completa. Nelle ricerche 
(alcune delle quali recentissime) di Guyénot e collaboratori € stata trattata 
la questione della distribuzione degli elementi capaci di rigenerare; e varie 
sono state le condizioni sperimentali adoperate: deviazione dei nervi, trapianti 
dei territori, estirpazione di questi. E venuto cosi definendosi il concetto di 
particolari territori capaci di fornire determinati organi; tali territori sono 
distribuiti in vario modo in rapporto agli organi da rigenerare e sono se- 
parati tra loro da elementi che non possono sostituirli nell’ attivita rigene- 
rativa (territori neutri). Con le mie esperienze d’ asportazione successiva della 
zona centrale del margine superiore si € cercato di estendere tali nozioni 
alla rigenerazione del cristallino dall’iride e i risultati finora ottenuti non 
sembrano discostarsi da quelli ottenuti per altri organi degli urodeli. Infatti 
se il caso da noi studiato non risponde in tutto ai risultati delle ricerche 
dei sopracitati Autori per i territori coda, muso, arto posteriore (nei quali 
é stata inibita la rigenerazione in seguito all’asportazione completa degli ele- 
menti capaci di rigenerare) a nessuno puo sfuggire la analogia profonda tra 
i risultati delle esperienze eseguite nell’occhio di Triton e il caso dell’arto 
anteriore di Triton in cui non fu impedita ]a rigenerazione benche fosse da 
Guyénot tentata la pid completa estirpazione degli elementi capaci di rige- 
nerare, ma fu sempre notato un ritardo nell’evoluzione del processo rige- 
nerativo. Infatti asportando (anche ripetutamente) la parte centrale del mar- 
gine superiore la rigenerazione del cristallino avviene dopo un tempo molto 
piu lungo che negli animali di controllo, ma la gemma si stabilisce sempre 
in rapporto al settore 2 nel margine pil o meno ristabilito nella sua integrita. 
Va pero messo in risalto che durante tutto il tempo in cui non sé rico- 
stituito (pil o meno completamente) il margine superiore non é@ stata mai 
notata la rigenerazione del cristallino in tale zona né nelle altre. 

La seconda serie di esperienze da me fatte (asportazione della zona cen- 
trale del margine inferiore) permette di valutare l’importanza di ripetute 
asportazioni di una zona che per i risultati di altre ricerche ¢ di minore o 
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magari nessun valore per la produzione diretta del cristallino rigenerato. Nu- 
merose ricerche eseguite per la maggior parte in invertebrati hanno messo 
in evidenza alcune speciali condizioni che si manifestano nei processi rige- 
nerativi in rapporto alle Contemporanee “) 9 successive rigenerazioni deter- 
minate in altre parti dello stesso organismo; da tutta una serie di ricerche 
é risultata una netta indipendenza dello sviluppo rigenerativo delle varie parti 
mentre da altre si & dimostrata (entro certi limiti) un’influenza favoritrice 
delle nuove rigenerazioni indotte sullo sviluppo del primo organo in rige- 
nerazione. Ad un esame del genere si prestano 1 dati da me ottenuti; dal- 
Pesame in vivo-e da quello in toto degli occhi fissati mi sembra che sja 
Jecito ammettere anche per la rigenerazione del cristallino Vindipendenza di 
esso dai processi neoformativi della zona iridea asportata (settore 8). Il caso 
da noi studiato inoltre si presenta particolarmente complesso perché eli sti- 
moli ai processi di neoformazione sono stati portati ad agire su di uno stesso 
organo e€ in punti non erandemente distanti per cui oltre al fattore trauma 
puo entrare in giuoco il fattore delle interazioni a carattere locale e tissulare; 
per il quale fattore almeno, nel nostro caso, mi sembra che sia lecito fare 
le medesime considerazioni di quelle fatte pil sopra per l’altro del trauma. 
Nell’attesa di poter delucidare con altre esperienze l’importanza delle inte- 
razioni a carattere locale e tissulare nell’estrinsecazione dei processi neopro- 
duttivi, mi limito per ora a segnalare il grande interesse di una siffatta analisi, 

In conclusione dal confronto delle due serie di esperienze (I* e II*) appare 
ben netta la differenza di comportamento delle due zone iridee per lo svolgersi 
del processo di rigenerazione della lente: differenza da noi sospettata nell’impo- 
stare queste ricerche e ben chiaramente dimostrata con i reperti ormai ottenuti. 
Le esperienze inerenti a nuovi tipi di Operazioni gid in corso chiariranno 
in maniera migliore il. problema posto restando tuttavia fin da ora assodato, 
a conclusione della presente nota, che per lo svolgersi della rigenerazione 
del cristallino mentre |’asportazione ripetutamente eseguita del settore cen- 
trale del margine inferiore (settore 8) non mostra alcuna influenza apprez- 
zabile, ben differente é l’asportazione del settore centrale del margine superiore 
(settore 2); poiché Ja rigenerazione, nei casi esaminati, non mostra d’essersi 
fatta nel margine superiore né nelle altre parti delliride quando si continui 
a mantenere non integro il margine superiore; tuttavia al cessare delle ope- 
razioni (anche dopo 8 asportazioni) con i] ripristino del margine superiore 
riappare la capacita a rigenerare il cristallino, 

E tale risultato assume maggiore importanza se viene inquadrato con 
tutti gli altri gia noti problemi della rigenerazione della lente poiche in se- 
guito ai reperti delle esperienze di Sato e di quelle di pluriformazioni da me 
compiute si ¢ venuto recentemente a modificare il concetto della parte di iride 


(1) Sato accenna al fatto che la rigenerazione si dimostra pit accelerata quando si 
asporti il cristallino contemporaneamente in ambedue gli occhi. 
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capace di rigenerare. Mentre alcuni anni fa si riteneva che tale capacita fosse 
limitata alla zona superiore, & stata in seguito dimostrata la capacita a ri- 
generare di altre parti dell’iride. Percid ¢ ben importante il fatto di aver 
ottenuto la temporanea inibizione della rigenerazione con i] metodo da me 
usato; e da cid si pud pensare che una qualche influenza direttrice, nello 
svolgersi del processo rigenerativo studiato, parta dalla zona centrale del mar- 
gine superiore (settore 2). 


Biologia (Embriologia sperimentale). — Sul comportamento 
dell’ abboxzo oculare. di Anfibi in condiziont di espianto“. Nota Il 
di T. Perri, presentata® dal Socio F. SILVESTRI. 


In una Nota precedente 4) ho esposto i risultati raggiunti in ricerche 
sul comportamento della vescicola ottica primaria di Rana esculenta espian- 
tata in liquido di Ringer diluito. Mi sono in quella Nota occupato sopratutto 
dei processi di fusione e regolazione di vescicole ottiche. In una Comu- 
nicazione all’ultima Riunione della Societa per il Progresso delle Scienze “, 
ho dato la descrizione analitica dei casi piu tipici. 

Quest’anno ho ripreso assai pill estesamente queste ricerche di espianto; 
e la presente Nota ¢ un breve sunto di quanto ho visto, riservandomi di 
darne adeguata documentazione in una pubblicazione in esteso che vado pre- 
parando. 

Le prime esperienze di espianto risalgono al Roux (1893) per gli em- 
brioni di pollo; e al Born) (1896) e all’ Harrison (dal 1906 in poi) per gli 
Anfibi usando come mezzo soluzione di NaCl il primo, e linfa il secondo. 
Numerosi altri ricercatori hanno esteso queste ricerche a svariati abbozzi, 
usando come mezzi (negli Anfibi) particolarmente le soluzioni saline 
(Ekman, 1920-1924; Stdhr, 1924-1926; Woerdemann, 1924; Filatow, 1926; 
v. Ubisch, 1927; Gorttler, 1928; Bautzmann, 1929 ; Holtfreter, 1931; 
Erdmann, 1995 sg)" Ue 

Il metodo dell’espianto serve per studiare le potenze che |’abbozzo pos- 
siede in se stesso, all’infuori quindi sia dell’ influenze dell’intero organismo, 
sia degli organi circostanti. E pertanto tale metodo rappresenta una verifica 


(1) Ricerche eseguite nell’ Istituto di Anatomia ed Embriologia comparate della Regia 
Universita di Roma. 

(2) Nella seduta del 21 maggio 1933. 

(3) Perrt T., Nota I, in questi « Rendiconti», fasc. 16 (1932). 

(4) Perrt T., «Atti della Soc. Ital. per il Progresso delle Scienze», Riunione XXI. 
Roma (1932). 

(5) Born G., «Arch. f. Entw.-Mech. ». Bd. 4 (1897). 


€ un completamento degli altri (di asportazione, di trapianti, d’isolamento 
Gi pattijen .) 2%; 


Per quanto riguarda l’espianto dell’abbozzo oculare mi limito alle se. 
guenti notizie. 

Filatow @) (1926) per il primo espianto la vescicola ottica primaria di 
Rana esculenta, di Rana temporaria, di Bufo vulgaris, di Axolotl, in liquido 
di Ringer diluito. Per la Rana esculenta, in cui ottenne i pit interessanti 
risultati, tenne in vita l’espianto pet due giorni (temp. 27-28°); ottenne un 
certo grado di sviluppo senza giungere alla stratificazione della retina, e 
ottenne anche lo sviluppo conteniporaneo del cristallino. Espiantando la parte 
distale dell’abbozzo, ottenne la regolazione qualitativa. Esegui pure l’espianto 
allo stadio di neurula, ma ebbe risultati negativi. 

Nel 1927, v. Ubisch “) espiantd il solo abbozzo lentogeno di Bombinator 
pachypus senza ottenerne il diflerenziamento; ottenne invece un piccolo occhio 
quando espianto del tessuto retinico insieme con l’abbozzo lentogeno. 

Nel 1929, Bautzmann“) in un sacchetto di cute di embrione (in stadio 
avanzato) di Bombinator pachypus, e talora di Rana esculenta, ottenne l'espianto 
dell’abbozzo oculare di vari Anuri ed Urodeli, ottenendo un calice ottico 
completo, ma senza _stratificazione. L’espianto é stato eseguito anche in 
stadio di molto pit’ giovane (lingsovales Dotterpfropfstadium), di quello usato 
da Filatow; pero insieme con l’abbozzo oculare Bautzmann ha pure espian- 
tato una parte di encefalo. Ha notato ritardo nella velocita di sviluppo. 

Sono del 1931 le ricerche di Holtfreter 6), il quale pero non espianto 
mai il solo abbozzo oculare, ma sempre un complesso di abbozzi interi o 
meno, tra cui l’abbozzo oculare. 


I] metodo ch’io ho usato differisce alquanto da quello dei precedenti 
Autori. Consiste essenzialmente nel trapiantare |’abbozzo oculare nella re- 
gione ventro-dorsale di un embrione di Rana esculenta (0 rispettivamente di 
Bufo vulgaris) e, appena attecchito espiantare 1’ abbozzo con ampio ]embo 
d’ectoderma insieme con sottostante tuorlo. 

Talora ho eseguito un passaggio. Cioé, dal pezzo espiantato da alcuni 
giorni, ritolgo l’abbozzo oculare, lo ritrapianto in embrioni di Rana esculenta, 


(1) In questo Istituto il metodo degli espianti embrionali di Anfibi € ampiamente 
usato. Il prof. Cotronei ha studiato il comportamento dell’abbozz0 cardiaco nei. trapianti 
xenoplastici; e contemporaneamente, per gli opportuni controlli, lo studia in condizioni di 
espianto, le quali ultime ricerche sono ancora inedite. Nello stesso Istituto, la sig.na Boc- 
cardi studia l’espianto del manicotto ghiandolare di Ruffini, e di altri abbozzi endodermici, 
e la sig.na Fagiolo, l’espianto dell’abbozzo renale. 

(2) Firarow D., « Roux’ Arch. f. Entw.-Mech. ». Bd. 107 (1926). 

(3) von Usiscu L., « Zeitschr. f. wiss. Zool. ». Bd. 129 (1927). 

(4) Bautzmann H., «Sitzgsber. Ges. Morph. u. Physiol. », Minch., Bd. 39 (1929). 

(5) Horrrrerer J., « Roux’ Arch, f,-Entw.-Mech.». Bd. 124 (1931). 
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e, appena attecchito, eseguo il nuovo espianto. Questi passaggi mi permet- 
tono di prolungare la durata dell’esperienza, e inoltre ’abbozzo viene a tro- 
varsi a contatto di nuovo tuorlo. ; 

Ho tenuto gli espianti in soluzione di Ringer diluita. Ho lasciato vivere 
gli espiantati, alcuni per una diecina di giorni a temperatura ambiente; altri 
per 5-8 giorni a temperatura costante di 25°. 


I. - DIFFERENZIAMENTO :DELL’ABBOZZO OCULARE E SUA REGOLAZIONE. 


In Bufo vulgaris ho espiantato la vescicola ottica primaria, senza alcuna 
traccia di tessuto encefalico, e ne ho ottenuto il differenziamento, solo che 
lo strato dei coni e bastoncelli € meno perfetto o manca. II cristallino € 
normale. Il tapetum & pur esso in tutto normale. 

In alcuni casi ho fatto in modo che l’espiantato non contenesse tuorlo, 
in effetti ne conteneva minime traccie; anche in queste condizioni ho otte- 
nuto lo stesso differenziamento. I] volume é pero di gran lunga inferiore al 
volume di un corrispondente occhio normale (vedi appresso). 

In Rana esculenta, ho pure ottenuto il differenziamento dell’abbozzo, solo: 
che anche qui lo strato dei coni e bastoncelli non € completo o manca“). I 
cristallino si sviluppa normalmente differenziandosi in capsula e fibre. Il ta- 
petum é del tutto normale. Concordemente a quanto ha gia visto Bautzmann, 
ho notato un notevole ritardo nel differenziamento, sia per la Rana esculenta 
che per il Bufo vulgaris. 

Il volume dell’occhio espiantato ¢ assai piccolo, almeno nei casi fin’ora 
osservati. Cosi ad esempio, in un caso il rapporto con il volume di un cor- 
rispondente occhio normale é 0,38 per la retina e 0,2 per il cristallino. 

Espiantando solo una parte di vescicola ottica, ho ottenuto perfetta rego- 
lazione qualitativa. Il suo volume é corrispondente alla quantita di abbozzo- 
espiantato, perO con ampie osciilazioni, tanto da non permettermi un sicuro 
giudizio sulla regolazione quantitativa, facendo il confronto con il volume 
di un intero occhio espiantato. 

Espiantando la sola parte distale dell’abbozzo, nel donatore si & diffe- 
renziato un occhietto del volume di poco inferiore alla meta di un occhio 
normale. Noto che dal margine irideo di questo occhietto o non si é formato. 
alcun cristallino, o questa formazione é stata assai tardiva iniziando quando 
Yocchietto & gid perfettamente differenziato. 

Volendo confrontare con quanto avviene nei trapianti debbo ricordare 
che la regolazione qualitativa dell’abbozzo oculare fu la prima volta osser- 
vata dal Born (1896) in esperienze su parti isolate, e successivamente da innu- 
merevoli altri osservatori anche nei trapianti. E invece molto discussa la possi- 


(1) Cid fa nascere il sospetto che allo stadio in cui ho eseguito l’espianto, i vari strati 
retinici non siano tutti contemporaneamente determinati. Spero che le relative ricerche che 
ho in corso mi diano risultati sicuri. 


bilita di una regolazione quantitativa; Lewis“) che pose la questione, ammette 
che dividendo in due o piu parti una vescicola ottica di Rana palustris, la 
somma dei volumi degli occhi ottenuti possa raggiungere un volume doppio 
di un occhio normale. Sono numerose le osservazioni pro e contro tali ri- 
cerche. Anch’jo, per incarico del prof. Cotronei, mi vado interessando di tale 
questione. In alcuni casi ’ho avuta e notevolissima, fino ad 1,6. Non posso 
pero trarre ancora alcuna sicura deduzione, molti essendo i fattori che in 
tali mie esperienze hanno potuto influire (stadio; fattori spaziali; asporta- 
zione o meno del solo abbozzo oculare che potrebbe far sospettare il diffe- 
renziamento oculare da parte del tubo meutale; os) @), 

Ho gid detto che questi espianti li ho eseguiti operando allo stadio di 
vescicola ottica primaria. Ho eseguito anche l’espianto allo stadio di neurula 
(doccie midollari ampiamente aperte), espiantando, al pari del Filatow, il 
Presunto territorio oculare. Non ho pérd ottenuto il differenziamento del- 
Yabbozzo: mi riprometto di ripetere queste esperienze (), 


i @ eae PROCEssI DI FUSIONE E REGOLAZIONE DEGLI ABBOZZI OCULARI ESPIANTATI. 


Ne ho gia trattato ampiamente nelle mie due precedenti pubblicazioni 
sull’argomento. Mi limito qui a riferire che ho ripetuto queste esperienze 
ottenendo altri casi di perfetta fusione e regolazione ad unico occhio con 
differenziamento delle varie parti, solo notando che non ¢ completo (0 manca) 
il differenziamento dello strato dei coni e bastoncelli: sempre in completa 
assenza di tessuto encefalico. 


If. - DETERMINAZIONE DEL CRISTALLINO IN ECTODERMA NON LENTOGENO. 


(Esperienze su Bufo vulgaris). 


Cotronei “ nelle sue ricerche col LiCl del 1915-20 osservo che quando 
Vabbozzo oculare non era a contatto con l’ectoderma, in Bufo vulgaris non 
si aveva formazione del cristallino, mentre in Rana esculenta si aveva il cri- 
stallino. Ne dedusse che anche in Bufo vulgaris, cos! come avviene in altri 
Anuri (es. in Rana fusca, Spemann 1901), il cristallino é dipendente dal- 
Pinfluenza del calice ottico. Successive ricerche di Filatow 6) confermarono 
Pesattezza dell’ interpretazione. 


(1) W. H. Lewis, « Am. Journ. of An.», vol. 7, 1907-8, p. 259. 

(2) Ricordo che da esperienze eseguite in questo stesso Istituto del dott. Spirito 
(1931-32) @ risultato che trapiantando omoplasticamente la vescicola ottica primaria di 
Rana esculenta su determinate parti isolate, si ottiene un occhio ben differenziato ma di 
piccolo volume (questi « Rendiconti» vol. XIV; e «Roux’ Archiv», vol. 1) 

(3) Ho iniziato ricerche di espianti embrionali di Anfibi, usando come mezzo di col- 
tura il plasma. 

(4) G. Corronet, Ricerche di Morfologia, vol. 2 (1921). 

(5) D. Firarow, « Roux’ Arch. f. Entw.-Mech. », 105 (1925). 
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Nella letteratura sull’espianto dell’occhio non trovo alcun cenno a questo 
riguardo. 

Io ho voluto vedere se la vescicola ottica di Bufo vulgaris, espiantata 
senza l’abbozzo lentogeno, avesse la capacita di influenzare un cristallino 
su ectoderma indifferente. Nel mio caso era l’ectoderma perioculare che 
veniva a sostituire il lentogeno completamente asportato. Ho sperimentato 
allo stadio di vescicola ottica primaria (bottone codale). 

Ho avuto casi positivi che non mi lasciano dubbi al riguardo. Le ve- 
scicole lentogene mostrano gia le fibre e sono attaccate all’ectoderma. Insieme 
con Vocchio & stato. anche trapiantato qualche piccolissimo frammento di 
tessuto encefalico. 

In un caso ho ottenuto un cristallino in intima connessione con il fa- 
petum; quindi, assai verosimilmente, e da esso derivato. Ricordo che nei 
trapianti omoplastici il Bell (1906) descrisse alcuni casi di formazione del 
cristallino dal tapetum in esperienze su embrioni di Rana fusca, e di Rana 
esculenta. 


IV. — ForRMAZIONE DEL CRISTALLINO DAL MARGINE IRIDEO. 


(Esperienze su Rana esculenta). 


La formazione del cristallino dal margine irideo, in embrioni di Rana 
esculenta, fu la prima volta osservata da Filatow % il quale vide inoltre che 
Vectoderma cefalico rigenerato non é lentogeno, né suscettibile d’ influenza 
lentogena. 

Io ho voluto vedere se in condizioni di espianto si potesse avere la 
formazione del cristallino dal margine irideo. 

Per essere sicuro di espiantare il solo abbozzo retinico senza alcuna 
traccia di abbozzo lentogeno, io asportavo quest’ultimo insieme con circo- 
stante tessuto retinico. Ho operato allo stadio di vescicola ottica primaria 
(bottone codale). 

Ho avuto casi positivi, in cui la vescicola lentogena non é affatto in 
connessione con |’ectoderma, mentre lo ¢ con il margine irideo. In un caso 
é proprio chiara Vorigine dal margine irideo del cristallino. L’inizio della 
formazione del cristallino & tardiva rispetto a quanto avviene normalmente. 

Queste esperienze sul cristallino, interessanti anche da altri punti di 
vista, mi permettono di affermare con sufficiente sicurezza che anche in con- 
dizioni di espianto l’abbozzo oculare di Rana esculenta mostra la capacita di 
formare un cristallino dal suo margine irideo. 

Concludendo: 1° La vescicola ottica primaria di Rana esculenta, e di 
Bufo vulgaris, in condizioni di espianto, continuano a differenziarsi in tutte 


(1) E. T. Bett, « Anat. Anz.», Bd. 29, 1906. 
(2) D. Frrarow, « Arch. mikrosk. Anat. u. Entw.-Mech», Bd. 104 (1925). 
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le loro parti, fino a raggiungere la completa differenziazione: vengono cosi 
riconfermate ed ampiamente estese le ricerche di Filatow; 2° Esiste la re- 
golazione qualitativa di una parte espiantata di abbozzo: e anche cid con- 
ferma ed estende le ricerche di Filatow ; 3° La vescicola ottica conserva la 
sua capacita lentogeno-formativa su ectoderma non lentogena (Bufo vul- 


garis), e la capacita di formare un cristallino dal margine irideo (in Rana 
esculenta). 


Fisiologia. — Modificazioni del contenuto in lipoidi del sistema 
nervoso centrale nello stato convulsivo’. Nota di V. SanciRarDI, 
presentata dal Corrisp. S. BaGLiont. 


Avendo tenuto per due ore, in b. m. bollente, il neurasse di rana in 
una sol. di NaOH n/ro ed avendo titolato poi la soda con HCI n/10, Hir- 
schberg e Winterstein ) calcolarono dalla differenza la quantita di soda n/1o 
fissata dal tessuto nervoso, e quindi indirettamente la quantita delle sostanze 
grasse del neurasse. Gli AA. ricercarono le variazioni del contenuto di queste 
sostanze grasse nel tessuto nervoso in rapporto a diverse condizioni speri- 
mentali, e trovarono che mediante la stimolazione elettrica si ha un con- 
sumo maggiore di circa il 50-100°/, rispetto allo stato di riposo del neu- 
rasse. Piu tardi Hecker “), studiando il metabolismo del fosforo nel sistema 
nervoso, ha osservato che la stimolazione elettrica dell’asse cerebro—spinale 
di rana induce aumento del consumo di P, fino quasi al doppio delle con- 
dizioni di riposo. Mitolo ‘&) nel 1930 ha notato che un ipereccitamento ab- 
norme dei centri nervosi di Bufo v., prodotto dalla stricnina, induce netto 
aumento dell’eliminazione di colesterina verso Ja sol. fisiologica, che costi- 
tuisce l’ambiente del sistema nervoso centrale isolato e sopravvivente. Se- 
condo Biancalani©, in cani e gatti stricninizzati si ha, di fronte ai controlli, 
un sensibile aumento della colesterina sia nel materiale encefalico, sia in 
quello midollare; aumento si nota anche per 1 fosfatidi insaturi del cervello; 
questi lipoidi invece diminuiscono nel midollo spinale. Per la sfingomielina 
PA., per effetto della stricninizzazione, ha rilevato diminuzione tanto nel 
gatto che nel cane a carico dell’encefalo, mentre a carico del midollo solo 
nel cane si verificherebbe la stessa cosa; nel gatto invece si riscontrerebbe 
aumento. 


(1) Lavoro eseguito nell’ Istituto di Fisiologia Umana della R. Universita di Roma- 
(2) Nella seduta del 7 maggio 1933. 

(3) E. HirscuperG u. H. WInTERSTEN, « Zeitschr. f. physiol. Chem. », CV, 1, 1919- 
(4) E. Hecker, « Zeitschr. f. physiol. Chem.», CXXIX, 26, 1923. 

(5) M. MrroLo, questi « Rendiconti», XII, 532, 1930. 

(6) G. BiancaLanr, « Arch. di Fisiol.», XXX, 519, 1931-32. 
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Appare dunque che i dati della letteratura sono molto contrastanti, e 
per di pit Biancalani ha trovato risultati pressoché identici sia nella nar- 
cosi, sia nella stricninizzazione dei centri, cioeé in due condizioni estrema- 
mente opposte, rispetto al grado normale di eccitabilita riflessa. 

Per consiglio e sotto la guida di M. Mitolo, ho eseguito esperimenti 
in proposito, utilizzando il preparato centrale Baglioni), che si presta bene 
per questo genere di ricerche, poich¢ mancando in esso la circolazione san- 
guigna, si ovvia a molte cause di errore che intervengono nei dosaggi. Ho 
determinato quantitativamente le diverse frazioni lipoidee del neurasse di Bufo 
v. col micrometodo recentemente proposto da Mitolo ©). L’asse cerebro-spi- 
nale dell’animale, isolato e sopravvivente, € stato tenuto immerso per 4 ore 
in 2 cc. di soluzioni di veleni convulsivanti, disciolti in sol. ossigenata di 
NaCl al 0,7°/.. Ho eseguito 10 esperimenti: nei primi due, come convul- 
sivante, si ¢ adoperato il solfato neutro di stricnina in sol. al 0,25: 1000; 
nel 3° e 4° la picrotossina in sol. al 2°/, (il veleno & poco solubile); nel 
5° l’acido fenico in sol. all’1,5: 10000; nel 6° l’acido fenico in sol. al 0,375: 
10000; nel 7° € nell’8° il cloruro di bario al 3/3; nel 9° la nicotina all’ °/9; 
nel 10° la nicotina al 0,5 °/,. Queste sostanze hanno dato sempre fenomeni 
convulsivi a carico dei muscoli degli arti del preparato: il fenolo, ele- 
vando elettivamente l’eccitabilita delle cellule motrici della sostanza grigia 
delle corna anteriori del midollo (Baglioni, “), provoca cloni; la stricnina, 
la picrotossina (Baglioni, “), la nicotina e il BaCl, (Mitolo, 6) ), elevando 
elettivamente l’eccitabilita degli elementi sensitivo-coordinatori delle corna 
midollari posteriori, inducono tetani. Le concentrazioni dei veleni erano cosi 
piccole che lo stato convulsivo si potraeva per tutta la durata dell’esperienza. 

Per poter paragonare le variazioni delle quantita dei lipodi nervosi negli 
stati di ipereccitabilita con quelle che si hanno nello stato di riposo dei cen- 
tri, riferisco le medie ottenute da Mitolo“) per il neurasse di Bufo v., im- 
merso per 4 ore in 2c. di sol. ossigenata di NaCl al 0,7 °/,. e mantenuto, 
durante tutto il tempo dell’esperienza, in condizioni di riposo: colesterina 
libera 15,851; P della lecitina + mielina 0,093; lecitina + mielina 2,315; 
P della cefalina 0,136; cefalina 3,176; galattosio dei cerebrosidi saturi 0,194; 
cerebrosidi saturi 0,895; galattosio dei solfatidi 0,259; solfatidi 2,776; P della 
sfingomielina 0,086; sfingomielina 2,521. Le cifre riferite s’ intendono per 
mille di sostanza nervosa fresca, ossia le quantita di frazioni lipoidee sono 
espresse in mgr. per I gr. di tessuto nervoso fresco. 

Riassumo nella tabella i risultati delle 10 esperienze. 


(1) S. Bactiont, « Zeitschr. f. allgem. Physiol.», IX, 1, 1909. 

(2) M. Mrroto, «Boll. Soc. Ital. Biol. sperim.», VIII, 69, 1933; e « Arch. di Fisiol.». 
in corso di stampa. 

(3) M. Mrroto, «Arch. di Fisiol.», XXV, 667, 1927. 

(4) M. Mrroro, « Arch. di Fisiol. », XXVU, 581, 1929. 

(5) M. Mrroo, « Fisiol. e Medic.», IV, fase. 5°, 1933. 
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Dai dati riferiti nella tabella risulta che tutti i valori medi delle frazioni 
lipoidee sono diminuiti nel neurasse ipereccitato dai convulsivanti, di fronte 
ai valori medi ottenuti a riposo. Se si fanno uguali a 100 i valori a riposo, 
quelli in condizioni di ipereccitabilita sono i seguenti: per la colesterina li- 
bera 69,9; per il P della lecitina + mielina, e quindi per la lecitina + mie- 
lina 58; per il P della cefalina, e quindi per la cefalina 58; per il galattosio 
dei cerebrosidi saturi, e quindi per i cerebrosidi saturi 82; per il galattosio 
dei solfatidi, e quindi per i solfatidi 36; per il P della sfingomielina, e quindi 
per la sfingomielina 39. 

Durante lo stato convulsivo si ha percid nel neurasse la scomparsa di 
una certa quantita di sostanze lipoidee: i fosfatidi insaturi (lecitina, mielina, 
cefalina) e quelli saturi (sfingomielina), nonché i solfatidi diminuiscono in 
maggior quatita, la colesterina libera in quantita minore; il tasso dei cere- 
brosidi saturi (frenosina e cherasina) € quello che meno subisce variazioni. 


Fisiologia. — La colina dell’utero umano all’infuori della gravidanza, 
in gravidanza, in travaglio di parto, in puerperio. (Rapporti tra il contenuto im 
colina dell’utero umano e la contrazione uterina). Nota di L. CATTANEO, pre- 
sentata dal Socio A. MENozzI. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Fisiologia. — Osservazioni sul rapporto tra alimentazione ed allatiamento. 
Nota di V. Zacami, presentata dal Corrisp. S. BaGLionl. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Zoologia. — Sul comportamento di Littorina nertloides L. mantenuta in 
ambiente subaereo ed in altre condizioni sperimentali. Nota di L. PaTane, pre- 
sentata dal Socio A. Russo. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 
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Patologia. — Sui presunti attivatori della proteolisi nei tumori®. 
Nota di Luisa Pozzi, presentata © dal Corrisp. P. Ronpont. 


Lo studio della proteolisi nei tumori, ad onta dei numerosi contributi 
recenti e della affermazione ormai assai concorde di Krebs (3), Stern @, Ron- 
doni‘) che caratteristiche specifiche delle catepsine neoplastiche in confronto 
alle normali non sono a tuttoggi evidenziabili, offre pero sempre dei pro- 
blemi interessanti degni della attenzione di chi vuole approfondire la cono- 
scenza del metabolismo della cellula neoplastica ed anche in genere il signi- 
ficato ed il meccanismo delle proteasi endocellulari. Cosi ho voluto vedere, 
se lavorando col metodo gravimetrico esatto usato da Rondoni e preferibile 
al metodo nefelonetrico di Stern ed altri autori, si poteva dimostrare negli 
estratti neoplastici la presenza di alfivatori peculiari della proteolisi eventual- 
mente capaci di influenzare le catepsine di organi normali. La questione mi 
© suggerita da un lavoro di Demuth e Riesen , assai citato, precedente gli 
ultimi lavori sulle proteasi neoplastiche, ma, per quanto mi risulta, mai con- 
trollato con metodi chimici esatti. Questi Autori hanno sperimentato su tessuti 
coltivati im vitro, prendendo di mira il noto fenomeno che le cellule del sar- 
coma di Rous in esplanto fluidificano largamente la fibrina; ed opinano che 
si tratti di fermenti fibrinolitici normalmente presenti nel terreno (plasma), 
che vengono attivati da un attivatore liberato dalle cellule sarcomatose esposte 
a piu o meno larga autolisi. Il principio in parola sarebbe cocto-— stabile ed 
ultrafiltrabile; sarebbe favorito nella sua azione da acetato— e lattato—joni, 
nonche da H-joni; inibito da Ca—joni. Non sarebbe specifico del tessuto sar- 
comatoso; ma questo forse sarebbe in grado (maggior labilita delle cellule?) 
di liberarne di piu. 

Io ho pensato che se veramente in tutti i tessuti, neoplastici e normali, 
ci sono attivatori della proteolisi, essi dovrebbero essere dimostrabili anche 
e forse sopratutto nel tessuto del cancro del topo (ceppo Ehrlich) cosi lar- 
gamente offrente fenomeni autolitici (necrotici) in vivo; ed & con questo 
materiale che ho cercato di stabilire la eventuale presenza di princip? atti- 
vatori rispetto alle proteasi catepsiche di organi normali. 


(1) Lavoro eseguito nel Laboratorio di Patologia generale della R. Universita di 
Milano. 
(2) Nella seduta del 7 maggio 1933. 

(3) «Biochem. Zeitschr », vol. 238, p. 174, 1931. 
GQibidea vole 234 spt 1O, 1931. 

(5) «Biochem. Journ. », vol. 26, p. 1477, 1932. 
(6) «Biochem. Zeitschr.», vol. 203, p. 22, 1928. 
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Anzitutto ho cercato di estrarre sia mediante estrazione acquosa, sia 
mediante estrazione alcoolica un eventuale attivatore; poi ho praticato delle 
esperienze di autoproteolisi mista (organo normale + tumore) per stabilire 
eventuali influenzamenti reciproci fra proteasi di organi normali e neopla- 
stiche. 

a) Da fegato di coniglio si prepara un estratto spappolandone 100 gr. 
con 200 di soluzione fis. di NaCl, aggiungendo 10 gocce di acido acetico 
e bollendo a bagnomaria per qualche minuto. Si raffredda, si filtra per carta; 
i] filtrato si diluisce a parti eguali con acqua distillata, si addiziona di qualche 
goccia di acido acetico e si bolle ancora; non precipita pit nulla; il liquido 
omogeneo e lattescente cosi ottenuto puo considerarsi come un estratto ac- 
quoso contenente tutti i prodotti di demolizione proteica dai peptoni in git. 
Da tumore di topo si prepara pure in modo perfettamente analogo un 
estratto. 

Ambedue questi estratti sono cimentati con un estratto epatico (coniglio) 
in autoproteolisi: si ha cost un esperimento in cui le catepsine epatiche agi- 
scono sulle proteine epatiche in presenza di estratto aproteinico da fegato 
omologo o da tumore di topo. II dispositivo sperimentale é quello usato in 
tutte le ricerche del Rondoni e nelle mie precedenti sulle catepsine in or- 
gani di cavie scorbutiche: esso ¢ esemplificato nel seguente protocollo spe- 
rimentale. 

Si preparano in 6 matracci Je seguenti miscele: 


1° cme. 53 acqua bidistillata. 
» 4 puffer acetici (soluzione acetato sodico ed acido acetico 
molari a parti eguali; pH = 4.7). 
» 3 estratto glicerico di fegato di coniglio, preparato con gli- 
cerina acida secondo Waldschmidt-Leitz e Deutsch “), 
ae idem. 
ge idem. 


4° cmc. 50 acqua bidistillata. 
» 4 putter id. 


» 3 estratto fegato. 
» 3 estratto acquoso da tumore di topo preparato come detto 
(aproteinico). 
5° come il precedente. 
6° idem. 


Sicche in 1°, 2°, 3°, abbiamo il semplice estratto glicerico da fegato, 
portante le catepsine e relativo substrato fisiologico (proteines dell’organo); 
mentre in 4°, 5°, 6° abbiano in pil le sostanze idrosolubili, coctostabili, non 
proteiche dal tumore di topo. 


(1) «H. S. Zeitschr. f. phys. Chem. », vol. 167, p. 285, 1927. 
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Nei matracci 1° e 4° si pongono subito 20 cme. di soluzione 20 Of Gi 
acido tricloroacetico; e questi danno i valori del contenuto proteico previo 
alla digestione. I matracci 2° e y° stanno 3 ore a 37°; i 3° e 6° stanno 
6 ore a 37°: siha cosi la digestione dopo 3 e 6 ore, in presenza dell’estratto 
da tumore e senza questo: e sempre alla fine del tempo stabilito si immette 
la soluzione tricloroacetica c. s. 

I precipitati sono raccolti su filtri tarati, livati con soluzione diluita di 
acido tricloroacetico, poi con alcool ed etere sr pesati: 


I pesi risultano in mgr.: 


1° 80.2 ae 83.4 
XD 63.0 58 67.5 
30 s22 6° 52.6 


Da questi valori si calcolano facilmente le percentuali di digestione che 
sono per la serie controllo (senza estratto neoplastico) 21.4 °/o dopo 3 ore 
€ 34.7 °/o dopo 6 ore (sulla proteina totale presente all’inizio); e per la serie 
coll’estratto neoplastico (4, 5, 6) rispettivamente 19 °/, € 36.9 °/,. Si hanno 
nel complesso differenze piccole, il cui senso si inverte in altre esperienze; 
ed a cui non possiamo dare significato. E probabile che l’estratto da tumore, 
pure apparente aproteinico, perche da solo non ha dato precipitati con acido 
tricloroacetico, contenga pur sempre elevati prodotti di scissione proteica che 
sono trascinati nel precipitato proteico delle miscele ed aumentano cos) di 
un poco i valori delle quote proteiche indigerite nei matracci AOS 6 in con 
fronto ai matracci 1, 2, 3. 

Non si riesce a dimostrare in estratti acquost da fegato omologo o da tumore 
elerologo alcun principio nettamente intensificante la proteolisi : Vestratto da fegato 
omologo ha piuttosto azione lievemente inibente (27 °/. di digestione con- 
tro 34.7 °/o in un esperimento ad hoc); l’estratto da tumore di topo é press’a 
poco indifferente, come da protocollo riportato. Da notare che l’estratto da 
tumore contiene meno residuo secco dell’estratto da fegato preparato in modo 
dal tutto eguale. 

b) Tanto da fegato di coniglio che da tumore si prepara un estratto 
idroalcoolico colla tecnica seguente, che in parte corrisponde a quella usata 
per estrarre la zoochinasi catepsica (glutatione) dagli organi secondo Wald- 
schmidt-Leitz e collaboratori “©. II tessuto é spappolato e addizionato di alcool 
a 95° (2 vol. 1/2 di alcool per 1 parte in peso di tessuto): dopo alcune 
ore di estrazione a temperatura stanza si filtra per carta su filtro di Buchner; 
il filtrato € tenuto in ghiacciaia alcune ore; indi é evaporato a 40-45° nel 
vuoto (con aspiratore), fino ad allontanamento dell’alcool. Il residuo acquoso 
€ sbattuto con etere, per allontanare i grassi; ed é utilizzato poi per le espe- 
tienze, condotte al solito, in un sistema autoproteolitico (estratti glicerici di 


(1) «HS. Zeitschr. f phys. Chem. », vol. 188, p. 17, 1929-30. 
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fegato, diluito, tamponato, ecc.). Risulta che l’estratto idroalcoolico da 20 gr. 
di fegato omologo pud avere sull’autoproteolisi epatica una certa azione ini- 
bente: le digestioni nelle miscele controllo sono del 13.3 °/o e dels27-8:°% 
dopo 3 e 6 ore; sono dell’11.5 % e del 17.7 % nelle miscele addizionate 
dell’estratto idroalcoolico da fegato. L’estratto da tumore di topo (che con- 
tiene del resto meno sostanza secca, ossia, preparato egualmente, € meno 
concentrato) non ha quasi affatto azione inibitrice (differenze in pil di 
I-2 mgr. nei precipitati proteici); ma mon ha di sicuro alcuna axione athvante 
la proteolisi. 

c) Un altro tipo di esperimento é consistito nella digestione separata 
e mista secondo il solito dispositivo di estratti glicerici (proteine + enzimi) 
da fegato e da tumore. Siccome non sappiamo nulla di preciso sul preteso 
attivatore, che potrebbe agire im condizioni naturali, per esempio negli esplanti 
secondo Demuth e Riesen succitati, ma essere distrutto da tentativi di estra- 
zione e separazione delle proteine, si € pensato di preparare dal tumore 1 
soliti estratti bruti con glicerina acida, che, diluiti, danno egregiamente libero 
corso alla proteolisi; e di saggiare tali estratti in miscela con estratti eguali 
da organo normale omologo (fegato di topo, degli stessi topi portatori dei 
tumori) ed eterologhi (di coniglio). Se la proteolisi neoplastica fosse influen- 
zata da speciali attivatori, questi potrebbero forse agire anche sulla proteolisi 
dell’organo normale: la repertata quota di digestione complessiva dovrebbe 
in tal caso superare la semplice somma calcolata delle digestioni dell’organo 
e del tumore svolgentisi separatamente. Ora é risultato al solito che la di- 
gestione nelle miscele di estratto da fegato di coniglio e di estratto da fegato 
di topo é restata piuttosto indietro a quello che sarebbe stato calcolabile in 
base alla digestione negli estratti isolati: cosi in un esperimento il fegato di 
coniglio (estratto glicerico diluito al solito, tamponato id.) dopo 6 ore 
a 37° si era autodigerito per ben 51.3 3 il tumore di topo per 21.0 %;3 
una miscela dei due estratti (fegato + tumore) non gia del 40 % come ci 
si sarebbe aspettati dal calcolo in base al contenuto proteico dei costituenti 
e relative digestioni singole, ma solo del 29.4 %. Sicché in miscela c’é 
stato piuttosto una influenza sfavorevole delle funzioni catepsiche relative 
Puna sull’altra. 

-Invece a vero dire la miscela di estratto da cancro di topo ed estratto 
da fegato di topo non ha offerto questa reciproca lieve inibizione; ma si 
puo affermare che le proteolisi sono decorse Puna accanto all altra senza 
netta influenza reciproca: ad ogni modo una esaltazione mi pare da esclu- 
dere, perche non saprei dare gran significato a 2-3 mer. di proteina dige- 
rita in pit. Sicché potrei dire che organo e tumore della stessa specie vanno 
incontro ad autoproteolisi in miscela senza notevole disturbo reciproco; 
mentre fra tumore ed organo eterologo pare si affermino dei fattori osta- 
colanti o perturbatori. 
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Matematica. — La teoria delle corrispondenze a valenza sopra 
una superficie algebrica: il principio di corrispondenza. Nota © 
del Socio F. SevErt. 


23. Sia T una corrispondenza a valenza zero, su F, tale che il gruppo Y 
dei P’, omologhi di P, varii in una serie di stretta equivalenza. Secondo il 
n. 3 esistera in S, un sistema continuo di varieta M(P), ad r—2 dimen- 
sioni, ognuna delle quali stacchera il gruppo Y omologo di P, fuori di un 
gruppo K di punti fissi e di un gruppo G, semifisso sopra una curva I di F. 
La somma S di T, della corrispondenza degenere U, che associa a P il gruppo 
G e della corrispondenza degenere V, che associa a P il gruppo fisso K, 
€ una corrispondenza di Zeuthen generalizzata. Cioé T si esprime mediante 
una combinazione lineare di corrispondenze degeneri e di corrispondenze di 
Zeuthen generalizzate: 


(7) Per ese yy 


Se i gruppi Y variano in una serie di lata equivalenza si ottiene, in 
pase “al=n-~2: 


(8) T=S—S,—U—V, 
ove S,S,; son corrispondenze a valenza zero, che associano a P gruppi va- 


(1) Presentata nella seduta del 5 marzo 1933. 


RENDICONTI. 1933, Vol. XVII. 58 


riabili in serie di stretta equivalenza, U é una corrispondenza degenere, che 
associa a P un gruppo G semifisso sopra una curva I di F e V una cor- 
rispondenza degenere, che associa a P un gruppo fisso K. 


24. Cid premesso, passiamo a definire il rango di una corrispondenza 
degenere del tipo U considerato sopra, per poi definire, mediante le (7), (8), 
il rango di una qualunque corrispondenza a valenza zero. 

Le coincidenze di una U, che associ a P un gruppo G di # punti P’, 
semifisso su I’, cadono su questa curva e si ottengono merce il principio di 
Cayley-Brill“. Ai punti P di P corrispondono co' gruppi G, equivalenti 
fra loro, e costituenti una serie o,. Onde la corrispondenza U,, subordi- 
nata da U su.I’, é a valenza zero. Non si esclude che, quando P cade 
genericamente sopra qualcuna delle componenti di I’, il gruppo G_ possa 
contenere P come k-plo (k= 1); in tal caso la corrispondenza subordinata 
da T su quella componente di I, contiene come parte lidentita contata 
k volte; ma, non facendo astrazione da questa parte, U, resta a valenza zero 
anche su detta componente. Dato su Pun punto P’, i punti P omologhi son 
tanti quanti i G di op per P’, cioe quanti i punti (variabili) comuni a Ie alla 
curva A riempita dai P di F, che corrispondono agli cot gruppi G per P’. 
Se 5 € questo numero, risulta [U ,Q] = 6 + 8. E siccome per la U con- 
siderata ¢ 2 = 0, cosi 8 = [(U,Q]—a—B. Cioe 8 si esprime colla stessa 
formula valevole per una corrispondenza di Zeuthen generalizzata a valenza 
zero. Percid lo chiameremo il rango di U. Quando |T| sia un ststema infi- 
nito, di grado  >>0, privo di componenti fisse, si pud assegnare per 8 un 
significato analogo a quello (geometrico) valido per le corrispondenze soddi- 
sfacenti all’ipotesi di Zeuthen. Designate infatti con I, ,I” due generiche curve 
di |P|, la P, sega una A in 8 punti e IY sega Tin n punti: sicché sono 8 
le coppie P,P’ di punti omologhi in U, che hanno P sopra I’, e P’ sopra I. 
Le conclusioni valgono immutate, come subito si riconosce, se i gruppi G 
corrispondenti ai punti di F sono oot: il che avviene quando un G proviene 
da cot punti di F. 


25. Come rango di una corrispondenza, che sia somma o differenza di 
due corrispondenze aventi rango, si assumera per definizione la somma o 
differenza dei ranghi di queste. Riesce cosi definito, mediante la (7), il rango 
di una corrispondenza Ti cui Y variino in una serie di stretta equivalenza, 
perché sono conosciuti i ranghi di S ed U ed é naturale di assumer lo zero 
come rango di V(o = [V,Q] — «a —B, essendo « =0, 8 = [V,Q]). E me- 
diante Ja (8) riesce definito il rango di una T, i cui Y variino in una serie 
di lata equivalenza, perché sono conosciuti i ranghi di S, S,, U, V. 


(1) Questo principio vale anche sopra una curva riducibile, come risulta dal teorema 
fondamentale del n. r1 della Memoria B. Basta applicare il principio alle corrispondenze 
che si hanno sulle singole componenti della curva data. 
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Risulta in tal guisa un rango determinato 8 per ogni corrispondenza a va- 
lenza zero. E diciamo un rango delerminato, perché, nonostante non sia uni- 
vocamente determinata la decomposizione di una T in una combinazione del 
tipo (7) o (8) (ché una siffatta decomposizione é& possibile in infiniti modi 
diversi), il numero 8 offerto da ogni tal decomposizione é lo stesso, risul- 
tando esso in ogni caso uguale a [T,Q]—a— 8. Si dimostra infatti age- 
volmente che: 

fl numero virtuale [TQ] dei punti uniti di wna qualunque corrispondenza 
T a valenza zero, d’indici «,B e rango 8, sopra una superficie F, & uguale 
dda+B+6., 

Infatti, se, riferendoci p. es. alla (7), sono a’, 8’, 8’ gl indici e il rango 
di S; a, =0,6,,8, gl’indici e il rango di U, «, =0,8,,8, =o eV indici 
e il rango di V, valgono le: 


[P,Q] =[S,Q]—[U,Q]—[V,Q], 
a=-a,8 =~’ —6,—f,,5=c—6,, 
[S ,Q] = a’ + Bids PU Ol 6.8, (V5; 0] = 8.. 


donde segue [T,Q] =«+8+5. 


Analogamente, se T’ é espressa mediante la (8). 


26. Passiamo a considerare le corrispondenze a valenza positiva. Assunto 
anzitutto come rango della corrispondenza identica Q il numero 1, in quanto 
1+ il numero delle coppie P, P’ di punti omologhi in Q, che hanno P 
sopra una curva di un fascio |C| di grado m>>0, e P’ sopra un/altra curva 
dello stesso fascio, si definira come rango 8 di una T a valenza y >>0, un 
intero tale che $ + ¥ sia il rango 0’ della corrispondenza a valenza zero T + yQ. 
La definizione & conforme alla norma fissata nel n. prec. per definire il rango 
di una corrispondenza qualunque a valenza zero, perché cosi risulta 8’ uguale 
alla somma dei ranghi di T e di YQ. Ne consegue agevolmente la relazione 


(9) [T Ol 9 Bo 8 yd + 1), 
ove I é linvariante di Zeuthen—Segre, relativo ad F. Invero: 
(0) (T+, M=@4Y+O+H)+E+0, 
e poicht [Q, QO] =1 + 4, si ha la (9). 
27. Per quanto non sia necessario pel seguito, gioverd avvertire che 
alla (9) si pud pervenire anche applicando il principio di Pieri, allorche T 


sia una corrispondenza di Zeuthen generalizzata. Ad ogni P di Fé associata 
una M(P), Ia quale ha con F in P molteplicita @intersezione y e sega ulte- 
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riormente F nel gruppo Y di ® punti P’ omologhi di P (dei quali alcuni 
posson esser fissi). La serie Z, oot, di coppie P,P’ diS,, che contiene la 
serie co? delle coppie P,P’ di T, si ottiene associando ad ogni P i punti 
P’ della M(P). La serie & ha co? coincidenze imperfette nei punti di FP. Per 
un punto generico di F passano co’—> rette principali, e nessuna di esse ¢ 
tangente ad F. Vi son poi su F cot coincidenze imperfette rispetto a T, 
per ciascuna delle quali passa un numero finito (in generale una) retta prin- 
cipale tangente ad F; e un numero finito di coincidenze perfette per T. 
Le cot coincidenze imperfette per T hanno una certa equivalenza numera- 
tiva e nel numero virtuale [T , Q]. L’applicazione del ricordato principio con- 
duce allora alla relazione (9), ove [T, Q] risulta uguale alla somma u +, 
u essendo il numero delle coincidenze perfette. Quanto al numero & = 8 + vy, 
si trova ch’esso non é che lordine della ipersuperficie ® riempita dalle M (P) 
corrispondenti ai P di una sezione iperpiana E di F; ed € viene espresso 
dalla stessa formula p + vy — 27% — 2m - 2 trovata nel n. 15 per le corrispon- 
denze a valenza zero. 

La (9), per r = 3 e per le corrispondenze di Zeuthen, ¢ stata data, per 
altra via, da questo Autore; il quale pero, anche per y >>0, sostituisce a 8 
il numero 5,:m, ove 5, denota il numero delle coppie P, P’ che hanno P 
su E e P’ su un/altra E; ed m & lordine di F. Tale sostituzione non é cor- 
retta in generale: lo € soltanto quando non vi sieno infiniti P le cui M(P) 
seghino F lungo una curva; e cid per le ragioni espresse nel n. 20. 

Trasformando le M(P) nelle N(P), con un’omografia generica y di S,, 
ed associando ad ogni P le B + y intersezioni di F con N (P), secondo il 
concetto del n. 21, si ha una corrispondenza S, a valenza zero, la quale, 
al variare di X, descrive un sistema continuo di corrispondenze, che con- 
tiene totalmente T + yQ. Gl’indici di S sono « + y, B + y, come quelli 
di T + yQ (am. 18). Siccome non vi sono infinite N (P) seganti F lungo una 
curva, il rango 8 = 8 + y di S é dato dal numero delle coppje P, P’ che 
hanno P su E e P’ su ur/altra E, diviso per m. Cosi resta legittimata, anche 
da questo punto di vista la definizione del rango 8 di T, data nel n. 26, 
Tenuto poi conto della definizione generale di rango data nel n. 25 e delle 
relazioni (7), (8) mediante cui pud esprimersi la corrispondenza T + yQ 
a valenza zero, quando T sia a valenza positiva y nel senso pil generale, 
si estende, anche dal punto di vista ora indicato, la nozione di rango ad una 
siffatta corrispondenza, una volta definito il rango per le corrispondenze di 
Zeuthen generalizzate. 


28. Per ogni corrispondenza T (anche non a valenza) data fra i punti 
di F, &@ possibile costruire, in infiniti modi, una corrispondenza complementare 
S, tale che T +S sia a valenza zero.'Una siffatta S pud per es. ottenersi 
cosi: Si fissi in S, un generico S,_, e, dato il gruppo Y omologo di P 
in I’, si proiettino i punti P’ di Y dallo S,_, fissato, mediante 8 spazi S,_ 


che intersechino altrove- F nel gruppo Z. La S desiderata associa a P il 
gruppo Z. 

Se Téa valenza y = —y’ (y' >>0), la S risulta manifestamente a 
valenza positiva y', Ebbene, si definira come rango 8 di una corrispondenza T 
a valenza negativa la differenza fra il rango 8, della corrispondenza a va- 
lenza zero T +S ed il rango 8’ della corrispondenza complementare S, a 
valenza positiva. In tal modo si continua a rispettare la norma fissata al 
principio del n. 25. Ambedue i ranghi 8, 8’ si sanno ormai calcolare; 
eppero si sa calcolare anche il rango di T. Esso é@ indipendente dalla corri- 
spondenza complementare S presa in considerazione. Invero, chiamati «’, 8’ 
eli indici di S, viene: 


Pe, Ol = (ooo) (8+ 6-6, = (6,01, 4 15,0) = 
= [T,Q]) + ¢ + 9 +8 —y (+1), 


e quindi: 


ff Of e eye 


Questa relazione mostra che il rango $§ = [T, Q] —«#—B6 + y(1 4 1) éin- 
dipendente da S. Concludendo si ha il PRINCIPIO DI CORRISPONDENZA PER LE 
CORRISPONDENZE A VALENZA: . 

Una corrispondenza qualunque YT, @indici a, B, rango 8, valenza ¥ (po- 
siliva, negativa 0 nulla) sopra una superficie F, di cui sia | Vinvariante dt 
Zeuthen-Segre, possiede un numero virtuale ['T, Q] di punti uniti espresso dalla 
formula: 


[E,O>=« +,8 + 6 —y(l 1), 


29. Il principio precedente pud esser reso ancor pili significativo pre- 
cisando lequivalenza numerativa di una curva luogo di coincidenze imper- 
fette. All’uopo dimostriamo due lemmi: 


Lemma I. - Data, sopra una superficie F, una direzione t tangente ad 
F, che esca da un punto P mobile sopra unassegnata curva D e che dipenda 
razionalmente da P; denotali con pe il numero delle curve di un fascio lineare 
|C|, che toccano in punto di D le corrispondenti direxioni 1 e con w il nu- 
mero [C, D], la differenxa p —20 é indipendente da |C}. 

Per dimostrarlo, si supponga F nello S, (e ivi priva di multipli); pe, @ 
denotino i numeri, definiti sull’enunciato, in relazione ad un fascio |E| di 
sezioni iperpiane; p’, w’ i numeri analoghi relativi ad un fascio Ce ta 
tangente alla C, che passa per P. Le coincidenze delle cot coppie di rette 1, t’ 
sono in numero di p’. Per la forma data da Schubert al principio di cor- 
rispondenza di Chasles, 9’ é espresso dalla somma dei numeri delle coppie #, t’ 
la cui ¢ o la cui ¢’ appoggiasi a un dato S,_. generico, diminuito del numero 


delle coppie #,¢’ il cui piano appoggiasi a un dato S,_, e del numero delle 
coppie 1, ?’ il cui punto comune giace in un iperpiano. Si ha cosi la relazione: 


e’ =p + [D, H] —[D,J] —o, 


ove H=K + 2C + 2Eélacurva dei contatti dei fasci|C|,|E|; J=K+3E 
é la jacobiana di una rete di sezioni iperpiane; K una curva canonica vir- 
tuale (impura) di F. Eseguite le sostituzioni, risulta p’ = p + 20’ —2o. 


Lena II. - Data fra i punti di F una corrispondenza T qualunque, anche 
non a valenza, la quale possegga una curva D di coincidenze imperfette, si pud 
sempre costruire una corrispondenza S, complementare di T, dotata di sole coin- 
cidenze perfette, in guisa che l’equivalenza numerativa della curva D nel nu- 
mero virtuale [T, Q] delle coincidenze di T, eguagli Vequivalenza numerativa 
di D nel numero virtuale [T + S, Q] delle coincidenze della corrispondenza a 
valenza zero T +S. 

Supposto F in S, (con sole singolarita ordinarie; al che ci si puod sempre 
ridurre proiettando genericamente in S, la superficie data, priva di punti 
multipli in S,), le rette che congiungono i punti P , P’ omologhi in T for- 
mano una congruenza algebrica; eppero per un generico punto O di S,; 
passa un numero finito di tali rette. Cio premesso, si proietti da O il gruppo 
Y dei punti P’ omologhi di P in T, e si chiami Z Vulteriore intersezione 
con F del gruppo delle rette proiettanti. La corrispondenza S, complemen- 
tare di T, che associa a P il gruppo Z, ha un numero finito di coinci- 
denze, appunto perché per O passa un numero finito di rette PP’. Per- 
tanto la sola curva di coincidenza della corrispondenza a valenza zero T + S, 
€ D; eppero D conta nel gruppo virtuale [T + S ,Q] = [T ,Q] + [S,Q], 
quante volte conta in [T ,Q]. L’equivalenza numerativa della D nella cor- 
rispondenza di Zeuthen T +S si sa gid valutare (n. 15); percid tenuto 
conto del Lemma I, si conclude che: 

In una corrispondenza qualunque T, anche non a valenza, sopra una su- 
perficie F, Pequivalenza numerativa di wna curva di coincidenza D, di grado 
e genere virtuali v,m, nel numero virtuale [T ,Q] delle coincidenze di T, é 
espressa da 

Pp +yv—2r7— 2H + 2, 


ove p denola il numero delle coppie P,P’ di punti infinitamente vicini, omo- 
loght in T, situate su curve di un fascio lineare qualunque |C | e che cadono 
in coincidenze imperfelte di T; ed w denota il numero dei punti dove D é se- 
gala da una C. 


30. Termineremo con qualche osservazione complementare. 
a) Presi due punti A,B di F, siccome le Operazioni + A— A, 
+ B—B, applicate ad una qualunque serie di equivalenza effettiva, sono 


identiche, si puo dire che l’identitd ¢ una corrispondenza a valenza — 1. Resta, 
anche da questo punto di vista, giustificato il valore 1 attribuito al rango di Q; 
giacche per Q risulta 


§=(2,0)—«—B8+704+4n (One ea 


b) E evidente che una trasformazione birazionale di F priva di ele- 
menti fondamentali, lascia immutati (oltre al numero I) i numeri [T, Q], 
@.B, 0,7 telativicad una T data su F. 

Se invece la trasformazione birazionale da F ad F’ (F’ priva di punti 
multipli come F), introduce una curva eccezionale, corrispondente ad un 
punto P non unito, restano immutati i numeri [T,Q], «,8,y ed il nu- 
mero I aumenta di un’unita. Pertanto 6 aumenta algebricamente di y unita. 

Se il punto P, che si muta in una curva eccezionale, € un punto unito 
isolato del tipo pil generale (tale cioe che le tangenti in P ad F, omologhe 
in T, si corrispondono in una proiettivita non identica e non degenere, sicche 
vi sono due direzioni unite), il numero [T ,Q] aumenta d’un’ unita e cosi 
pure I; onde il rango aumenta di y+ 1 unita. 

Tralasciando il facile esame del caso in cui P é una coincidenza im- 
perfetta, enuncieremo che: 

Il rango 8 di una corrispondenza T a valenza y é un invariante relativo 
nelle trasformazioni birazionali di F. Per ogni curva eccezionale, che s introduca 
come trasformata di un punto non unilo, § aumenta algebricamente di y unita ; 
mentre, se il punto é unito e isolato (del tipo pit generale), 8 aumenta di y + 1 
unitd. In ogni caso [T ,Q)—8 diminuisce algebricamente di y unitd, per ogni 
curva eccezionale che sintroduca. 

c) E pur chiaro che: 

Il rango di una corrispondenga T, a valenza, sopra un modello determi- 
nato di F, é un numero individuato. Fa eccezione soltanto il caso in cui F sia 
di quelle particolari superficie (p. es. razionali) in cut una ‘T pud avere diverse 
valenze. Allora ad ognuna di queste é associato un rango. 

Nel piano, essendo I++ 1 = 0, il rango & sempre lo stesso qualunque 
valenza si attribuisca alla data corrispondenza. 

Riferiamoci per ultimo all’esempio del n. 22, considerando la T., se- 
condo s’é detto alla fine del n. stesso, come una corrispondenza a valenza I. 
Il rango di T, risulta allora uguale a 3 (conformemente alla formula di 
Pieri), perche 4 & l’ordine della rigata ® delle rette che congiungono le coppie 
di punti omologhi di due sezioni piane della quadrica F, corrispondenti fra 
loro in T,. La ® sega F lungo queste sezioni piane e nelle 4 generatrici 
di F, unite in T,. La presenza di quest’ultima intersezione fa cadere in di- 
fetto la formula di Zeuthen, che fornirebbe pel rango il valore 2, dando 


3 coincidenze invece di 4. 


In una prossima Nota esporro V’interpretaxione funzionale del principio 
di corrispondenza, di cui ho gia fatto cenno nella Memoria C. In tal modo 
la teoria delle corrispondenze a valenza sopra una superficie avra raggiunto 
lo stesso grado di compiutezza e di perfezione, che caratterizza l’analoga 
teoria sulle curve. 


Matematica. — Significato funzionale del gruppo virtuale det 
punti uniti nelle corrispondenze a valenza sopra una superficie. Nota 
del Socio F. Severr™. 


Faccio seguito alle mie Note precedenti sulla teoria delle serie di equi- 
valenza e delle corrispondenze sopra una superficie algebrica ®, per esporre 
la caratterizzazione funzionale del gruppo virtuale (T , Q) dei punti uniti in 
una corrispondenza T a valenza. Come dicevo alla fine dell’ultima delle mie 
ricordate Note, la teoria delle corrispondenze a valenza raggiunge cosi lo 
stesso grado di compiutezza e di perfezione dell’analoga sulle curve. 


31. Cominciamo con un lemma. Sia, fra le superticie F , F’, una cor- 
rispondenza T (a valenza zero, contenente, se vuolsi, l’identita Q, contata 
y =0 volte), rappresentata dalle: 


uh) ON Ga ix \e=s0 > Op (& = 6s 


da aggiungersi ai sistemi di equazioni, nei gruppi di variabili x e rispetti- 
vamente x’, rappresentativi di F,F’ negli spazi cui queste appartengono. 
Il gruppo X’ dei ® punti x’ di F’, corrispondenti al generico x di F, ap- 
partiene alla serie intersezione completa rappresentata su F’ dalle (1) (fuori 
di eventuali punti fissi); e analogamente dicasi, per un dato x’, del gruppo X 
degli « punti analoghi su F. 

Per brevita chiameremo nel seguito corrispondenza degenere di 1° specie 
a valenza xero (Memoria C, n. 28, p. 110; m. 6 e 17 delle Note prec.) 
una corrispondenza che associ al punto x variabile su F un gruppo di punti 
semifisso sopra una curva di F’. 

Orbene, dico che la corrispondenza T, @indici « , B, rappresentata dalla 
(1), appartiene (entro la varietd W delle coppie di puntt di FF’) ad un si- 
stema d-equivalenza (Memoria C, n. 17), che contiene totalmente la somma di due 


(1) Presentata nella seduta del 2 giugno 1933. 
(2) Ved. le sei Note presentate nella seduta del 5 marzo 1933-XI e pubblicate nei 


fascicoli precedenti di questi Atti. Proseguo la numerazione di tali Note e conservo le stesse 
notazioni relative ai concetti principali. 


corrispondenze degeneri di 1° specie, a valenza zero, T,, T;, di indici rispettivi 
OZR; a, 0. 

La cosa € quasi evidente se @, (x, x ") € della forma H (x) K (x’), ove 
H,K son polinomi nelle x , x’. Invero, allora, siccome per x mobile su F 
le co? curve 9; (x, x’) =0 di F’, descrivono (fuori di linee fisse) un sistema 
contenuto totalmente in un sistema lineare |D'), la DG) “associatazal 
generico x (le cui coordinate non annullano H), sega sulla curva fissa 
K (x’) = o (fuori di punti =!) un gruppo variabile in una serie di equi- 


valenza. E analogamente, se x’ varia su F’, Quando ¢, non sia della forma 
detta, pongasi : 


H (x) = 9.(% x , x") ? K (") = 92 (%, x’), 


ove X, xX’ sieno genericamente fissati su F ,F’, e si formi la combinazione 
lineare: 


®, (x, x) =Ag. («,%’) + pH (x) K(x). 


La corrispondenza variabile S rappresentata dalle 9, =0,®,=o0, ha 
come limite (completo), per u— 0, la corrispondenza T’; mentre, per A—> 0, 
la S ha per limite una corrispondenza somma di due corrispondenze degeneri 
del tipo considerato, T,,T,. Inoltre S varia in un sistema di equivalenza 
(entro W), perché dipende razionalmente da A, w. 

Quando le F, F’ coincidono, i punti uniti di S son forniti (fuori delle 
intersezioni fisse Se) dalle: 


P(X x)=0 , Ag(x,~)+ ue (F,x)e.(*,*) = 


e il loro gruppo varia dunque su F in una serie di equivalenza, perché di- 
pende razionalmente da A, pw. 


32. Ci porremo d’ora in poi nel caso in cui F , F’ coincidono. 

Il gruppo virtuale (T.,Q) dei punti uniti di T equivale alla somma 
(T, ,) + (T,,Q). Ora questi ultimi gruppi son gid caratterizzati funzio- 
nalmente, a norma del n. 24. Dicansi I” , TP le curve rispettive di F’, F, che 
contengono gli omologhi di x od x’ in T,,T,. Ai punti x di IY rispon- 
dono co? gruppi X’, costituenti su IY una serie d’indice 8, uguale al rango 
di T,, ed il gruppo (T, ,Q) equivale su I” (e quindi su F’) alla somma 


(1) In verita il rango 8; di T; @ uguale all’indice della predetta serie oo! soltanto 
se I” é irriducibile. Quando invece X’ si scinda in m gruppi X;,--+-, Xj, semifissi sulle 
— componenti irriducibili T,,---,1,, di I’, per x mobile su Pj ilgruppo Xj; descrive una 
serie oo! d’indice 8; ed il rango 6; di T, uguaglia 8; +---+ 8),. Invero, nel caso in 
esame la Ty; scindesi nella somma di m corrispondenze degeneri del tipo considerato 
Ti,°++, 7, esi ha (17,Q)= X(T; ,Q), donde l’asserito valore del rango. In questo 
senso va anche interpretato il n. 24. E superfluo aggiungere che Ty pud esser riducibile 


anche se IY é irriducibile. Cid accade quando sia riducibile su I” la serie degli X’. 


di un gruppo X’ corrispondente ad un x di I” (e quindi ad un x di F)e 
di un gruppo X,, costituito dai 8, punti x di IY i cui X’ passano per un 
generico x’ di IY ®, Analogamente, nei riguardi di T,, col solo scambio delle 
F,F’. Il gruppo (T ,Q) risulta dunque funzionalmente caratterizzato. 


33. La conclusione si estende ad una qualsiasi corrispondenza a valenza 
zero, che associ al generico x un gruppo X’, il quale, aumentato di un 
gruppo G’ semifisso sopra una curva I” di F’, varii in una serie interse- 
zione completa. Designata, invero, con N la corrispondenza associante G’ 
ad x, la corrispondenza T + N é del tipo (1) e la sua inversa é dello stesso 
tipo e si decompone similmente (n. 18). Si ha ora 


gos end Wes 


ove T,,T, son due componenti degeneri (n. 31) della T + N e il segno = 
denota la relazione di equivalenza fra varieta co? di W. Pertanto T equivalea 
(T,-—N) + T., cioe alla somma di due corrispondenze degeneri di 1* spe- 
cie, a valenza zero, la prima delle quali pud anch’esser virtuale. 

La caratterizzazione funzionale di (T , Q) risulta cosi estesa alle corri- 
rispondenze del tipo considerato. Se infine si tien conto che ogni serie di 
equivalenza si esprime, a meno di punti fissi, con una combinazione lineare 
di serie intersezioni complete e di serie di equivalenza su curve fisse (n. 3), 
e che in una corrispondenza degenere associante ad x un gruppo fisso, questo 
figura tal quale nel gruppo dei punti uniti, si conclude (con un ragionamento 
analogo a quello del n. 23) che: 

Sopra una superficie F una corrispondenza T («,8,8) a valenza zero, 
dindici «8 e€ rango 8, appartiene ad un sistema d’equivalenxa, il quale con- 
tiene totalmente la somma di due corrispondenze degeneri di 1% specie, a valenza 
zero, effettive o virtualt, T,(0,B,8:),T.(@,0,8.) (ove 8 = 8, +8.) sicche 
il gruppo virtuale (T ,Q) dei punti uniti di T equivale alla somma (T,,Q)+ 
+ (T,,Q). 

Inoltre : 

Una corrispondenza degenere di 1“ specie, a valenza zero, T, (0,8, 8:) su- 
bordina sulla curva (irriducibile) TY” di F, che contiene i gruppi X’ omologhi del 
generico x di F, una corrispondenza T, (8 ,8,) a valenza zero, sicché il gruppo 
det punts unit di T,, cioé di T,, equivale alla somma di un gruppo X' e di 
un gruppo X,, formato dai punti x di I", il cui X’ passa per un generico x’ 
di I’. Se IY si: spexza in pit parti, T, scindesi nella somma di altrettante 


(1) Quando IY = XT; , sopra Tj vi ¢ un gruppo di 8; punti x, i cui X; omologhi 
passano per un dato x’ di T; ed X, é& la somma degli m gruppi similmente ottenuti 
sullenD ey eelbers 


corrispondenze degeneri analoghe ed il gruppo (T,,Q) @ la somma dei gruppi 
di punti uniti di queste componenti. 


OsservazionE. — Il rango di una qualunque corrispondenza a valenza 
zero, risulta definito colla maggiore semplicita come somma dei ranghi delle 
corrispondenze degeneri componenti, ciascuna delle quali puo supporsi ine- 


rente ad una curva irriducibile; e di questi € assegnato un netto significato 
geometrico ©, 


34. Si deduce ovviamente la caratterizzazione del gruppo (T ,Q) rela- 
tivo ad una corrispondenza T, a valenza y, positiva o negativa. Invero, 
T+y7Q é a valenza zero; onde: 

II gruppo virtuale (T ,Q) dei punti uniti di una corrispondenza a valenza 
Y, frat punts di F, equivale alla somma dei gruppi di punti uniti di due com- 
ponenti degeneri di 1% specie, a valenza xero, della corrispondenza T + Q; 
diminuite del y-plo di un gruppo della serie di Severi. 


35. Caratterizziamo infine funzionalmente l’equivalenza di una curva di 
coincidenze nel gruppo virtuale (TQ), qualunque sia la T, anche non a 
valenza °), 

Supponiamo che T possegga una curva di coincidenza D, oltre ad un 
gruppo di coincidenze perfette (generalmente fuori di D). Imagineremo, 
poiché non e restrittivo, trattandosi di proprieta che sappiamo ormai avere 
carattere invariantivo, che F sia nello spazio ordinario. 

Cominceremo dal caso in cui T é una corrispondenza di Zeuthen a va- 
lenza zero, associante al generico x di F un gruppo X’ staccato su F da 
una curva sghemba M(x). Denotiamo con la serie co} delle coppie x, x’, 
ove x € su F e x’ su M(x). Per un generico punto O di S, passa un cono 
P di rette xx’. Sia G il gruppo continuo cot delle omologie di centro O. 
Ogni x’ mutasi, mediante un’omologia p di G, in un punto %’, scorrente 
su una retta fissa per O, e le rette x x’ per O son complessivamente le 
Ren” per 6): 


(1) L’accennata definizione di rango ¢ molto pil semplice di quella data nei nn. 21, 
25. La stessa decomposizione di una corrispondenza a valenza zero porge immediatamente 
il principio di corrispondenza (ottenuto con maggior fatica nel n. 25), come conseguenza 
numerativa del suesposto significato funzionale. 

(2) Ogni curva D d’una superficie F, sulla quale si assegni un gruppo di punti fissi 
ed un gruppo di punti semifisso (sopra un’altra curva di F) puo considerarsi, rispetto al 
concetto di equivalenza fra gruppi su F, come un gruppo (virtuale) G di punti. E facile 
costruire su F un gruppo virtuale A —B(A,B gruppi effettivi) equivalente a G. Questa 
importante nozione, che qui non é necessaria, verra altra volta sviluppata. 


= OO R 


Sia Z la serie delle coppie xx’; M(x) la trasformata di M (x) me- 
diante w, e T la corrispondenza che su F associa ad x i punti x’ segati 
da eM (x): 

Il cono [T, proiettante D da O, ¢ invariante rispetto a G, ed ogni ge- 
neratrice di I, ¢ una retta x x’, rispetto ~ epperd a ZX. Viceversa, data p 
e quindi Z, ogni retta xx’ per O o € una retta xx’ di & oppure & una 
delle generatrici di I,. Cioe il cono delle rette xx’ per O si spezza in 
[+T1. Ne segue che la generica T ha un numero finito di coincidenxe, 
poiché T si ottiene da T, mediante w-', come T deriva da T mediante p.; 
cosi che il cono proiettante da O una curva di coincidenza di T sarebbe 
parte del cono fisso I'+I,. E siccome questo sega F lungo curve fisse, 
cosi la detta curva di coincidenza sarebbe invariante al variar continuo di p,; 
e cid € assurdo, in quanto le sole curve invarianti per G son le rette uscenti 
da O7 

Le generatrici comuni a I’, I, sono le € rette principali di 2 uscenti da 
punti di D e passanti per O (n. 15). Sopra I vi son due curve C,C’: 
Puna, C, tracciata su F, luogo dei punti x a ciascun dei quali ¢ associata 
una M (x) incontrante in x’ la retta Ox, e laltra C’, esterna ad F, luogo 
di questi x’. 

Sia D la trasformata di D mediante we C’ la trasformata di C’: le 
coincidenze di T son i punti in cui D + C é tagliata da D + C’. Ora D 
non incontra C-e taglia invece D in w punti costituenti una sezione piana A 
di D. Alla sua volta C’ non incontra D e taglia invece C in un gruppo 
di § + u punti, fra i quali ve ne sono &, che, per p—> 1, tendono al gruppo 
dei punti d’appoggio su D delle rette principali di Z, uscenti da punti di D 
e passanti per O; ed altri w che, per w— 1, tendono al gruppo U delle 
coincidenze perfette di T. 

Denotiamo con Z il gruppo dei punti di D in ciascun dei quali la tan- 
gente a D ¢ principale per 2 (e per T). Assunti allora come corrispondenti 
del punto P mobile su D i punti P’ ove D é segata dal piano che contiene 
Je rette principali di 2 per P, si ha su D una corrispondenza a valenza 1 
fra P,P’. La interpretazione funzionale del principio di Cayley-Brill, appli- 
cata a questa corrispondenza, porge & + A= Z—K, ove K éun gruppo 
canonico di D. E siccome, variando p, il gruppo (T ,Q) varia su F in una 
serie razionale eppero di equivalenza, che contiene (come gruppo limite per 
> 1) il gruppo U+2-+A, si arriva cosi alla equivalenza funzionale 
di D entro a (TI, Q). La conclusione si estende ad una corrispondenza qua- 
lunque T’, costruendo la corrispondenza di Zeuthen a valenza zero T-+S, 
come nella dimostrazione del Lemma II del n. 29. Si ha pertanto il 
teorema: 

In una corrispondenza qualunque T, anche non a valenza, sopra wna su- 
perficie F, Pequivalenza funzionale di una curva di coincidenza D, nel gruppo 
virtuale (T ,Q) delle coincidenze di T, ¢ dala da un gruppo di puntt equi- 
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valente a Z—K, ove Z é il gruppo dei punti di D, in cui la tangente alla 
curva é principale rispetto a T, e K é un gruppo canonico di D. 
36. Designato con x il numero dei punti di Z, Pequivalenza numerativa 


di D st presenta sotto la semplice forma invariante intrinseca Rae a el 


puod verificare subito direttamente che quest’espressione é identica all’altra 
(non invariante née intrinseca) p + v — 2% — 2m + 2-trovata nel n. 29, 
merce la considerazione delle cot coppie t,t’ di tangenti ad F nei punti P 
di D, ove # sia la retta principale di T per P e #’ la tangente ivi a D. 

Le coincidenze t,t’ son date dalle tangenti a D nei punti di Z. Onde 
x € uguale alla somma dei numeri p, 20 + 2% —2 delle 1,0 le-eulct o 7 
appoggiasi ad una retta generica, diminuita della somma dei numeri w » 30+ 
+ 2% —2—v delle coppie t,¢’ il cui punto giace in un plano o il cui 
piano passa per un punto. 


Meceanica. — Ancora sopra una corrente traslocircolatoria in 
presenza di un ostacolo circolare munito di un’appendice retlilinea 
mdefinita. Nota del Corrisp. U. Cisorti™, 


E testé uscita nel « Zentralblatt fiir Mechanik », I Band, Heft 2, 30 Mai 
1933, p. 74, una recensione, a firma Murnaghan (Baltimore), della mia 
recente Nota « Corrente traslocircolatoria in presenza di un ostacolo circo- 
lare munito di un’appendice rettilinea indefinita » pubblicata in questi « Ren- 
diconti>, vol. XVI, seriev6%--2° sem5~1932, p.-541—947. 

Scrive il sig. Murnaghan: « The author uses the formula of Bla- 
sius to calculate the lifting force on the circle. This use of the formula of 
Blasius is not legitimate since the curve of integration should completely 
surround the obstacle and in the case under consideration the positive x 
axis is part of the obstacle ». 

Ora € notissimo che le formule di Blasius sono applicabili a qualsiasi 
porzione di linea di flusso, e la circonferenza a cui io ho applicato le for- 
mule di Blasius @ linea di flusso: dunque l’asserzione del sig. Murnaghan 
«... This use of the formula of Blasius is not legitimate...» B 
FALSA. 


(1) Presentata nella seduta del 2 giugno 1933. 
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Astronomia. — Correnli stellari altorno a 16" AR + 54° Decl. 
Nota“ del Corrisp. A. BEMPoRAD. 


Mentre le prime due Note gia pubblicate in argomento ©) davano risul- 
tati sostanzialmente concordi, circa la distribuzione dei moti propri per ordine 
di grandezza e per direzione, la Nota attuale conferma solianto la distribu- 
zione dei moduli secondo la curva della probabilita, mentre accusa una legge 
notevolmente diversa da quella prima rilevata per quanto riguarda le direzioni. 

Sulle otto lastre della zona + 54° da°15'r2™ a 16°36™ sono contenute 
soltanto 110 stelle di AG, cioé il 20°/, in meno di quante risultavano in 
media sulle 16 lastre precedenti. Sedici stelle qui sotto elencate presentano 
un MP superiore a 0”.100: il peso P risulta dal numero delle lastre con- 
tenenti la stella (al massimo 3) e dalla posizione pil o meno favorevole 
(peso 2 0 1) delle immagini su ciascuna lastra. 


AG M. P. Catania M. P. Yale 
Chr. Mass. 

No to, Ud U P (Lo, wd 
4707 — 07.108 = SOL tae Ore TO 3 — o”.115 | + 0.122 
4712 + 0.125 a OmO20) Opty, 2) + 0 .053 |-- O .002 
A714 — 0 .019 — 0 .243 O .244 BD — v .027 |— O .246 
4743 — 0.108 — 0.115 0 .158 2 — 02123 | O15 
4780 — 0 .001 + 0.120 | 0.120 DB — 0 .003 |-+- 0 .127 
480 4 — 0 .165 — 0 .031 | 0 .168 I — 0.137 |— © .081 (1) 
4828 — 0 .185 = Om Z Onl Ons226 5 — 0.219 |+ 0 .074 (2) 
4839 + 0 .099 + 0.024 | 0 .102 3 + 0.048 |— 0 .o14 
4862 + 0 .149 — © .148 | 0 .210 2 + 0.127 |— 0.144 
4864 — 0 .028 + 0 .125 OM125 3 — 0 .022 |+ 0.112 
4875 — 0 .126 + 0 .077 oO .148 I — (3) — (4) 
4915 + O .023 + 0 .133 O .135 2 0) OB Ite) ire) 
4922 + 0 .033 — 0.122 | 0 .126 4 =1eOueO5 On| Onl 201659) 
4965 + 0 .O41 — 0.173 oO .178 2 + 0 .008 |— 0 .095 
5036 + Oo .101 + 0.178 | 0 .205 2 + 0.115 |+ 0 .182 
5040 — 0 .007 + o .068 | 0 .068 3 — (6) — (7) 
5O4I — 0 .064 + 0 .065 O .0gI 3 — (6) — (8) 
5055 + 0.121 + 0.006 | 0.121 2 +. 0 .124 | +. 0 .050°(9) 

(1) Lick B 321: — o/’.123 — 0/’,100. (6) Troppo stretta in Yale. 

(2) Ci 18: — 07.256 + 0!/.057. (7) Boss 4229: — o/.014 + o!!.020. 

(3) Omessa in Yale perche troppo lucida. (8) Boss 4232: — 0!’.009 + 0.020. 

(4) Boss 4072: — 0.009 + 0!.108. (9) Lick B 321 + o'%104 + o”.o10. 


(5) Lick B 321: + 0/%.089 — 0/?.080. 


(1) Presentata nella seduta del 21 maggio 1933. 
(2) V. questi « Rendiconti», vol. XVII, fasc. 7, p. 497 e fasc. 8, p. 6or. 


Si conferma V accordo, in generale soddisfacente, fra Catania e Yale, 
non che il vantaggio della grande scala che permette di separare a Catania 
doppie troppo strette per lo strumento di Yale e di sottoporre a misura 
stelle (come la N° 4875) molto lucide e in posizione sfavorevole. 

Estendendo la ricerca a tutte le stelle con MP = o0’’.040 e determinando 


per tutte, incluse le precedenti, I’ orientamento « del MP contato da S verso W, 
si ottengono i risultati seguenti: 


Cbr. Ma. v a Cbr. Ma. u. a Cbr. Ma pb | ot 
No | Ne N° | 

4792 0.054 7°4 5073 0.059 | 104°7 4940 0'”.087 | 234°8 
5030 AVaW ee Toten 4828 226| 234.9 
4965 P78 | 13.3 4710 46 | 107.6 4875 148 | 238.6 
4922 E268) C5eel 4893 55 | 125.4 4786 40 | 243.4 
4984 AEN TSA 4884 56 | 126. 3 AG) 78 | 248. 3 
4924 61} 19.0 4869 98 | 132. 5 4797 54 | 251.6 

4708 59 | 132.9 
4903 49 25. 5 5051 7 i £43. 6 4749 54 271 16 
4972 56] 28.9 5036 205 | 150.4 4804 168 | 280.6 
4878 48 | 33.0 4921 68 | 298. § 
4861 Opals 6.0% 5075 41 | 161.6 4778 43 | 302.6 
4732 97| 37-2 4915 Se ais 4843 75.| 303.1 
4951 80} 41.5 3053 50 | 171.7 4967 621) 31357 
4802 40| 44.0 | 4780 120 | 180. 5 4721 Fk|| BitZhsO) 
4862 210] 45.2 4709 58 | 182.0 4743 158} 316.8 
A752 63| 49.5 || 4737 55 | 184. 2 

4781 44|190.5 | 4762 80 | 324.7 
4830 53| 71.2 4864 128 | 192.6 4882 55] 330.6 
4787 46| 76.3 4777 40 | 194. 4 4853 62 | 341. 3 
4712 127) 80:9 A715 83) 341.8 
5044 Sil |) Opie 5040 68 | 185.9 4810 64] 345-5 
5061 121} 92.8 SO4I gi | 224.6 4975 68 | 346.4 
4839 102 | 103. 6 4707 MAE? \| BET a 4714 244] 355-9 


I valori scritti in corsivo sono rimasti esclusi dall’aggruppamento in 
medie,. perché troppo distaccati in «, ovvero perché sospetti di moto or- 


bitale. Raccogliendo in medie i rimanenti valori di we di a, si ottengono 


i risultati seguenti riprodotti nella fig. 1. L’ ultima colonna contiene la di- 
vergenza massima (A) fra le direzioni dei MP raccolti in medie. 


Fig. 1, - Orientamento delle correnti stellari fra 15h 6™ e 16h 42™ 
(Decl. + 45°) e moduli medi corrispondenti. 


Corrente ree ils Direzione fe 
n medio media 
3 07.085 13°6 11°6 
b 9 0 .078 38.0 24. 0 
3 7 © .080 88.7 33.5 
: : eae" 135-2 25.0 
é : ©: .08Q 183.3 Ee 
ss 6 oO .106 241.9 6.8 
d i as 307.7 18.0 
: ee: 340. 8 30. 8 


In contrasto cot risultati ottenuti nelle due note precedenti, qui la di- 
stribuzione dei MP nei vari quadranti ¢ quasi uniforme; rimane il minimo 
nel secondo quadrante, mentre il massimo di frequenza passa dal 4° al 1° 
quadrante. La frequenza dei MP per ordine di grandezza e per direzione 
risulta dalla seguente tabella e dalle figg. 2 e 3. 


FREQUENZA DEI MOTI PROPRI 


Per grandezza Per direzione 
MP Stelle n° Da S per W Stelle n° Da S per W_ | Stelle n° 
OM = B= 07.02 24 OP» Hoy 10 180° - 200° 13 
OneO2" =F O04 27 20 — 40 Tl 200 - 220 5 
O7.04—-50) .00 23 40 - 60 6 220 — 240 4 
0.06 - o .08 14 COME OO 4 240 — 260 5 
0 .08 - 0.10 den a! 80 = 100 6 260 — 280 3 
O .10 — O .12 2 100 — 120 6 280 - 300 4 
OMA DOU Ie 5 | 120 — 140 9 300 - 320 5 
O .14 — 0 .16 2 140 — 160 4 320 - 340 5 
Oo .16 -0 18 3 | = WO Se 6 340 — 360 6 
Sonmmae |: 58 50 
©7220) —"O22 2 
OD SON I 
O .24 — O .26 I 
See yt aren EE, 7 
As 


= = Z = 
80 240° 300° 360° 


O° 60° 120° 


Fig. 2. — Curva di frequenza della direzione dei MP. 


La curva attuale (fig. 2) puo dirsi diametralmente opposta a quella 
ottenuta nella Nota precedente: infatti al minimo assoluto di quella, a 190°, 
fa qui riscontro il massimo assoluto e ai minimi di questa, per 70° e 150°, 
corrispondono in quella altrettanti massimi secondari; infine al massimo 
(compensato) di quella a 270° corrisponde qui il minimo assoluto. Dobbiamo 
concluderne che, mentre fra 12 e rs" il regime delle correnti stellari per 
le stelle della AG si manteneva quasi uniforme, da 15" a 1642™ subentra 
un cambiamento essenziale contrassegnato anzitutto dal fatto che la somma 


dei MP pertinenti ai primi due quadranti (SWN) supera qui del 16°/, la 
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somma dei MP pertinenti agli altri due quadranti (NES), mentre per le 
otto lastre precedenti si aveva una differenza del 34°/, in senso contrario. 
Anche la curva di frequenza della grandezza dei MP (fig. 3) si distacca da 
quelle precedentemente ottenute, presentandosi qui il massimo a 0’'.025, 
anziché a 0’.04 e il flesso a 0.07, anziché a o’’.08. Tutto concorda nel 
dare indizio di una maggiore distanza media delle stelle di questa zona in 
confronto. alle stelle delle due zone precedenti (da 12 a 15°). 


AS 


Fig. 3. - Curva di frequenza della grandezza dei MP. 


Tale cambiamento ¢ accompagnato da una sensibile deviazione della 
direzione generale delle correnti, come appare dalle cifre seguenti: 


Da 1h 547 a 13%'30™ Da 135 30™ a 1556" Dars'6™ a 16h 4ee 


Direzione risultante . . 305°0 268°0 oy iat 


Velocita » TOROS 0’’.050 0'".013 


La direzione media delle correnti devia dunque di oltre un quadrante 
(95°) da 15" in poie le correnti tendono a farsi equilibrio nelle varie dire- 
zioni, tanto che la velocita risultante si riduce a meno di un quarto di 
quella riscontrata nelle due zone precedenti. 


Fisica. — Sulle deformazioni delle piastre elastiche. Nota VII, del Socio 
E. ALMANSI. . 


Sara pubblicata in un pressimo fascicolo. 


Biologia. — L’azione ionizzante delle poltiglie fresche di tessuti vegetali 
e le radiaziont mitogenetiche. Nota del Corrisp. L. Perri. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Patologia. — Influenza della diela timica sulla crescita neopla- 
stica. Nota del Corrisp, P. Ronpont ©. 


In una mia pubblicazione precedente 6) avevo tiferito come ratti adulti 
tenuti ad una dieta iperproteinica ed iperpurinica costituita esclusivamente o 
largamente da timo di vitello (animelle) presentassero notevole deperimento. 
lesioni degenerative in organi parenchimali, ipertrofia renale, segni di ecci- 
tata secrezione nella tiroide, aumento della colorabilit’ vitale col irypanblau, 
aumento della reattivita flogistica. 

Iniettando colle tecniche e secondo i princip? di Rous“) un indicatore 
vilale della serie delle ftaleine (rosso fenolo) avevo rilevato come i ratti a tale 
dieta presentassero in diversi connettivi (sottocutaneo, fasce, cartilagini ecc.) 
una tinta pil virante verso lacidita (gialla) che non i ratti a diete usuali. 
Siccome dai fondamentali lavori di Rous resulta che proprio i connettivi (che 
rivelano reazione debolmente acida, intermedia fra quella del sangue, alca- 
lina, e quella dei parenchimi, decisamente acida con pH da 6,2 in git) of- 
frono la maggior spostabiliti della reazione per opera di interventi acidogeni 
od alcaligeni, ossia sono meno protetti contro oscillazioni dell’equilibrio acidi- 
basi, in confronto al sangue da un lato ed ai parenchimi degli organi me- 
tabolicamente pil attivi dall’altro, cosi io, con qualche opportuna riserva, 
supposi uno stato acidotico negli animali a dieta timica, specialmente accen- 
tuato nei tessuti di sostegno, naturalmente pili o meno compensato nel sangue 
e nei tessuti di alta dignit’ funzionale. 

Che quel tipo di dieta debba essere eminentemente acidogeno nel senso 
inteso oggi da R. Berg %) ed altri si pud ritenere anche a priori, data la 
composizione del timo di vitello, cosi ricco in sostanze organiche fosforate 
(nucleoproteidi, fosfatidi): esso deve dare nella combustione delle ceneri con 
prevalenza delle valenze acide sulle basiche e pertanto formera in modo ti- 
pico un alimento acidogeno come e forse pit che altri organi parenchimali 
(fegato, rene). In quelle esperienze ed in queste da descrivere qui, per avere 


(1) Lavoro eseguito nella Sezione biologica dell’Istituto Vittorio Emanuele IL per lo 
studio e la cura del cancro in Milano. 

(2) Presentata nella seduia del 21 maggio 1933. 

G3) «Arch. Istit. Bioch. ital. », maggio 1930, fasc. 2, Comunicaz. prevent. al XII Congr. 
intern. fisiol. Boston, 1929 (« American Journ. of physiol. »). 

(4) «Journ, of Experim. medic. », vol. 41, PP+ 379, 399, 451, 7393 vol. 44, pp. 815, 
836; vol. 45, pp. 43, 1925-27. 

(5) Die Nahrungs-und Genussmittel, V ediz., Dresda, 1929, 

(6) Borrazz1, «Comun. mediche », 1931, C. Ersa, Soc. An. Milano, 
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una maggiore sopravvivenza degli animali, il timo & usato miscelato con fa- 
rina di mais, pure a ceneri acide secondo gli autori. ) 

Mi ¢ parso ora interessante di indagare come i topi (il cui metaboli- 
smo certo assomiglia assai a quello del ratto), tenuti a dieta timica, si com- 
portino nella ricettivita rispetto all’adenocarcinoma trapiantabile ceppo Ehrlich 
di alta virulenza, col quale si é soliti sperimentare. Infatti é molto dibattuta 
la questione dell’influenza dell’equilibrio acidi-basi sulla crescita neoplastica, 
essendoci un gruppo di autori che, con tecniche diverse e non sempre im- 
muni da critica, vogliono trovare nei cancerosi una alcalosi e talora’dare a 
questa significato disponente e favorente sulla crescita del tumore. Vi sono 
pochi e talora piuttosto ingenui tentativi di modificare negli animali l’equi- 
librio acidi-basi e vedere poi come si comporta la crescita neoplastica; i 
resultati sono qui, come in altri campi della oncologia sperimentale, incerti 
e contraddittori. 

Ai topi si pud somministrare una dieta di timo di vitello accuratamente 
miscelato con farina di mais a parti eguali: gli animali, che la mangiano 
malvolentieri, deperiscono alquanto; si hanno talora perdite precoci, la dieta 
in parola & sicuramente piuttosto incongrua. Se anche probabilmente essa 
non modifica la riserva alcalina del sangue che nell’afhine ratto, secondo le 
recentissime osservazioni di 4. Rossi‘) si mantiene costante per diete aci- 
dogene (carne e cereali) ed alcaligene, e tanto meno la concentrazione idro- 
genionica dei parenchimi e del sangue, ma solo forse quella dei tessuti a 
funzione regolatrice (connettivi), si pud pur sempre ritenere che tale dieta 
rappresenti uno dei pil efficaci e non troppo compromettenti mezzi per ot- 
tenere un durevole orientamento acidotico del metabolismo, di cui il com- 
portamento della acidita urinaria pud fornire qualche indizio, 

In realt’ raccogliendo le urine di 4-5 topi (con tumore e senza) per 
volta in un dispositivo separatore quale quello da me adottato per lo studio 
del ricambio purinico del ratto@, ho trovato che i topi a dieta timica-mai- 
dica (acidosica) offrono una pil spiccata acidita urinaria di quelli a dieta nor- 
male (pane, latte e molte verdure): date le piccole quantita di urina rica- 
vabili in 12-18-24 ore anche da piu individui insieme, non si possono fare 
molte ricerche, ma ho potuto spesso stabilire la acidita da titolazione e quella 
detta aciditta—formolo (acidi legati ad NH;, quota che sale specialmente nelle 
acidosi). 

Le urine del topo sono quasi sempre acide al tornasole, 1 topi a dieta 
timica ne emettono meno, anche se forniti di acqua da bere; ed i valori 
della acidita da titolazione e sopratutto quelli della acidita-formolo sono sempre 
piu. elevati nei topi che da alcuni giorni stanno a dieta timica in confronto 
a quelli a dieta usuale. La eliminazione complessiva di valenze acide & sicu- 


(1) « Arch. di scienze Biol. », vol. 17, p. 491, 1933. 
(2) «Arch. di scienze Biol.», vol. 15, p. 569, 1930. 


tamente molto pil alta nei topi a dieta timica, il che documenta la sicura 
messa in opera e probabilmente lo sforzo compensatore dei meccanismi re- 
golatori, che ¢ il massimo che possiamo ottenere e che intendiamo quando 
parliamo di orientamento acidotico sperimentale del metabolismo; poiché non 
c’é certo da sperare di poter ottenere una acidosi scompensat. di durata suf- 
ficiente e tale da consentire la esperimentazione col tumore. 

Sia soggiunto che la miscela dietetica timo-mais da me usata, incine- 
rata in crogiuolo di platino, ha dato ceneri spiccatamente acide. 

Lo studio dell’influenza della dieta timica sul tumore potrebbe essere 
utile anche da altro e diverso punto di vista: al timo un gruppo di autori 
ha attribuito proprieta antineoplastiche ; e, mentre alcuni hanno lavorato colla 
iniezione di estratti timici preparati nei modi piu disparati e non confron- 
tabili fra loro (estratti acquosi, eterei, ecc.), altri pochi hanno studiato anche 
Pazione di timo dato per bocca: cosi, per citare uno dei pid recenti, Maisin ©), 
il quale dice che i topi catramati per somministrazione timica trisettimanale ta- 
lora hanno pit presto il cancro da catrame, ma nell’insieme offrono una inibi- 
zione dello sviluppo neoplastico. Le esperienze qui riportate possono natural- 
mente chiarire solo la questione della azione di sostanze timiche per via orale. 

Furono eseguite 4 serie sperimentali, inoculando il tumore con Ja tecnica 
consueta, seguendone lo sviluppo nei lotti a dieta normale ed in quelli a dieta 
timico—maidica mediante la ripetuta misurazione delle dimensioni del tumore 
col compasso di spessore ed infine, uccisi i topi a tumori molto grossi e 
prossimi ad ulcerarsi, mediante la pesata delle masse neoplastiche e calcolo 
della cosi detta velocita di crescita (quoziente del peso del tumore in milli- 
grammi per il numero di giorni decorsi dall’innesto). I due metodi di va- 
lutazione danno risultati non sempre del tutto coincidenti: il secondo é per 
me piu preciso ad onta della divergente opinione di autori americani; il primo 
permette una riproduzione grafica, che ¢ cara a quelli autori e che ¢ qui 
pure adottata, pur avendo l’inconveniente di riportare in un piano un corpo 
tridimensionale. Ad ogni modo il confronto delle cifre della velocita di cre- 
scita colle aree delle proiezioni dei tumori ci consente una assai esatta valuta- 
zione complessiva della crescita tumorale. 

Furono fatte 4 serie sperimentali su un totale di 70 topi. Nelle 4 serie 
st hanno alcune riduzioni numeriche, perche alcuni topi, in specie fra quelli 
a dieta speciale, morirono troppo presto per dare un’idea della influenza die- 
tetica; ed allora non furono calcolati nei computi finali. 

Le tabelle danno i particolari essenziali di ogni serie sperimentale: ivi 
sono riportate per semplicita non Je velocita di crescita neoplastica per ogni 
singolo animale, ma le velocita medie per i topi di ogni singolo gruppo. Alle 
serie I, II, HI corrispondono rispettivamente le figure I, 2, 3, colle aree di 
proiezione dei tumori a diverso grado di sviluppo. 


(1) «Compt. Rend. Soc. d. Biol.» (Soc. belge), vol. 107, p. 916, maggio 1931. 
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Fig. 1 Fig. 2. Fig. 3. 
SERiE 4 N. 26 topi innestati 23 febbraio 1933 con tumore: 10a 


dieta timico—maidica dal 2 marzo, 10 sempre a dieta normale. I 16 super- 
stiti il 17 marzo uccisi. Per crescita progressiva dei tumori vedi fig. I. 


Topi a dieta speciale Topi a dieta normale 

Topo 1 gt. 3,470 Topo 1 OT) 134270 

» 2 » 3,220 » 2 » 5,070 

» 3 » 4,020 » 3 » 2,750 

» 4 » 2,120 » 4 » 1,250 

Peso dei singoli tumori Dees » 3,100 ian » 3,340 

Y 6 » 3,770 wy » 4,890 

» Ff » 3,020 » 7 » 4,120 

» 8 35070 

» 9 » 2,330 

Somma dei pesi dei tumori gr. 22,720 gr. 29,990 

Media del peso dei tumori Or. 3,245 Pimesn3 32 
Velocita media di crescita mgr. 145 pro die mgr. 151 pro die 

Serie II, — N. ro topi sono messi il 2 marzo a dieta timico-maidica ; 


altri 10 topi sono tenuti in eguali condizioni di ambiente (scatole eguali 
stessa temperatura ecc.) ma a dieta usuale. Il 14 marzo tutti i 20 topi sono 
innestati col cancro. Veggasi fig. 2 per crescita dei tumori. Il 3 aprile sono 
uccisi tutti i topi(16) ancora superstiti. Si pesano, oltre che i tumori, anche 
i topi dopo estirpato il tumore. 


Topi a dieta speciale 


Topi a dieta normale 


Topo 1 gr. 0,440 Topo 1 gr. 2,000 
Se a2) DE 2,100 yD » 0,800 
Dy Pe » 3,100 sy 83} » 1,400 
es ; : » YS IFO) » » 6,000 
Peso dei singoli tumori 4 74 Z ; 
» 5 » 0,120 » 5 » 1057700 
» 6 » 0,400 y 6 » I ,600 
» | » 3,700 YF » 1,450 
tes e210 yy 8) i E700 
Somma dei pesi dei tumori gr, 12,840 gr. 15,650 
Media del peso del tumore gr. 1,605 | gr. 1,956 


Velocita media di crescita 


mgr. 80 pro die 


| 


mgr. 97 pro die 


Peso medio netto dei topi 
alla morte 


Ge 


ro) 


or. 


17,6 
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Sere III. — N. 20 topi sono innestati col cancro il 6 aprile, ed il 13 
aprile di questi 10 sono messi alla solita dieta timico—maidica, mentre 10 
stanno a dieta usuale. Vedasi fig. 3 per crescita dei tumori. Il 26 aprile, 
avendosi dei tumori gid ulceraji, si uccidono i superstiti (solo 13 in tutto: 
si é avuta una certa moria, per brusca caduta della temperatura nell’ambiente). 


Topi a dieta speciale Topi a dieta normale 


Topo 1 gr. 4,300 


oe 5 W606 Topo 1 gr. 1,800 
» 3 » 4,000 » 2 » Z »700 
Pesi dei singoli tumori sara Seen ue ia i 
» 5 » 1,500 
» 4 » 4,200 
» 6 » 4,400 
ae) » 0,900 2 5 5 5 620 
ee » 2,700 
Somma dei pesi dei tumori gr. 24,900 | gr. 18,620 
Media del peso del tumore | te 33200 | gr. 3,724 
Velocita media di crescita mgr. 155 pro die | mgr. 188 pro die 
Peso medio dei topi 
alla morte et WSs gr. “18.9 
Serie IV. — Breve serie di ro topi, che il 28 aprile sono innestati col 


cancro, quindi 5 sono messi a dieta timico—maidica dal 5 maggio, gli altri 
restano a dieta usuale. Il 18 maggio i 9 superstiti sono uccisi. 


| Topi a dieta speciale Topi a dieta normale 

Topo 1 gr. 1,300 Topo 1 gr. 5,100 

Dee » 3,400 » 2 » 5,900 

Pesi dei singoli tumori » 3 » 3,600 » 3 » 5,100 
» 4 » 1,720 Sy al » 1,700 

» 5 » 1,500 

Somma dei pesi dei tumori | gr. 10,020 gr. 19,300 


Media del peso del tumore | ix ASOS gr. 3,860 


Velocita media di crescita | mgr. 125 pro die mgr. 193 pro die 


Peso medio netto dei topi 
alla morte og 


Q 
_ 
Ww 
N 
a (eee | cee ae |e 

iefe) 
pet 
i 
(oe) 
vy 

m 


MS eT aM 


\ 


Un certo non molto spiccato effetto inibente della dieta speciale acido- 
sica potrebbe vedersi solo in quest’ultima breve serie, mentre é nullo nella Te, 
rappresentato da differenze non molto significative nella Il? e IIlI* serie. Fa- 
cendo la media generale della velocita giornaliera di crescita neoplastica per 
1 topi a dieta speciale e per quelli a dieta usuale si ha mgr. 126 per i primi 
contro mgr. 157 per i secondi, ossia una velocita di crescita di 80 per i 
primi, messa roo quella dei secondi (controlli). La serie II*, in cui la in- 
fluenza della dieta speciale dovrebbe affermarsi al massimo, perche la som- 
ministrazione di questa fu iniziata avanti linnesto del tumore, offre, pur di 
fronte ad una certa minor virulenza dell’innesto, dunque nelle condizioni piu 
favorevoli, una ben scarsa riduzione nella crescita del tumore nel gruppo di 
animali a regime speciale. Del resto la dieta timico—maidica non & solo una 
dieta acidogena, ma modifica il metabolismo in vario senso; e cosi inten- 
sifica enormemente il metabolismo proteico in genere, quello purinico in 
particolare, probabilmente implica aumento delle putrefazioni intestinali, forse 
un certo grado di ritenzione idrica. L’effetto sulla crescita neoplastica deve 
essere dunque valutato non dal solo punto di vista dell’equilibrio acidi-basi. 
Inoltre, e questo e il punto pil importante della valutazione critica, la dieta 
speciale usata € una dieta incongrua per il topo, che deperisce pil o meno; 
guardando le tabelle riferentisi alle serie II-III-IV, si vede che il peso fi- 
nale dei topi a dieta speciale ¢ sempre inferiore a quello dei controlli, seb- 
bene si sia avuto cura di mettere in esperimento topi al possibile eguali. 
Cosi il peso medio finale dei topi a regime fu gr. 14,6 contro 18,2 nei con- 
trolli. E, se calcoliamo la massa ditumore sviluppata per pesi corporei eguali 
di topo, abbiamo cifre quasi coincidenti: in altri termini ogni unita di peso 
(per es. 100 gr.) di topo ha sviluppato quasi eguale massa neoplastica nei 
due casi (fra 16 e 18 gr.). Del resto che per diete comunque incongrue o 
insufficienti la crescita neoplastica € ritardata, € vecchia constatazione che 
risale alle belle osservazioni di Moreschi sugli effetti ritardanti della parziale 
inanizione. Si potrebbe soggiungere che qualunque intervento che compro- 
mette le condizioni generali dei topi puo pil’ o meno ostacolare la crescita 
neoplastica; donde la necessita di valutare con molta prudenza (il che non 
& spesso stato fatto in passato) certe pretese azioni inibitrici, in specie quando 
esse non arrivino neppure ad una riduzione del 50°/, della velocita di crescita. 

In conclusione la dieta acidogena da me saggiata ha offerto in complesso 
un rallentamento molto scarso della crescita neoplastica, che non va oltre 
Yimporto dovuto alla compromissione generale degli animali; e non pos- 
siamo in base a queste esperienze convalidare Ja concezione, che da parti- 
colare importanza all’equilibrio acidi-basi nella crescita neoplastica. Kesta 
poi ben chiaro che non si riesce a dimostrare nel timo la presenza di prin- 
cipi antineoplastici attivi per via orale neppure somministrando quantita ele- 
vate dell’organo fresco. 


MEMORIE E NOTE PRESENTATE DA SOCI 


Matematica. — Relazioni differenziali per T omografia di 
Kiemann, Nota di C. AGosrTiINELLI, presentata®’ dal Socio 
C. SOMIGLIANA. 


1, L’omografia # del terzo ordine di Riemann, relativa a una data 
varieta V,, con n dimensioni, é definita, come & noto®, dalla relazione 


(1) Sv dy U — dy 8uU = RdAQ8Qu, 


dove dQ e 8Q sono due spostamenti tangenziali arbitrari del punto Q di 
V,, ed w vettore tangente alla stessa varieti in Q, mentre l’indice v sta 
ad indicare che i differenziali sono calcolati tangenzialmente a V, nel senso 
di Boggio (Geom. Diff., p. 177). 

Essendo poi @,6,¢€, tre vettori arbitrari tangenti alla V, in Q, si 
ha per ’omografia di Riemann la nota proprieta ciclica (Geom. Diff., p. 187): 


(2) Rabe + Rbea + Reab =o, 
la quale, climinando i vettori @,6,¢€, pud scriversi anche cos} (Geom. 
Diff., p. 188 (23')) 

H+ k*kR—k*R =o; 


differenziando e ricordando che gli operatori k e k* sono permutabili col- 
Poperatore dy di differenziazione superficiale (Geom. Diff., p. 181), risulta: 


dy + k* kdy Ji —— kao == 10) ° 
Applicando ad ambo i membri di questa i tre vettori arbitrari a »b,es1 ha 
(3) dy R- abe + du R+ bea + dy R- cab =0, 


la quale mostra che la relazione ciclica (2) si pud differenxiare superficial- 
mente come se 1 vetlori @,6,€ fossero costanti. 


(1) Nella seduta del 2 giugno 1933. 
(2) Cfr. P. Burcarri-T. Boceio-C. Buraxi Forti, Geometria Differenziale, pp. 185- 
187 (Zanichelli, Bologna, a. 1930). Quest’opera sara indicata con Geom. Diff. 


sa 


—, =<. _ - 


2. Poiché si pud scrivere dy R = (dv R/dQ) - BOR RaQ dove I 


e una determinata omografia di 4° ordine, funzione di Q, detta derivata 


superficiale della R, la (3) diventa 
WY dQabe + # dQbea + Nt dQ cab =o, 


dalla quale, potendo porre in luogo di dQ un vettore arbitrario «, tan- 
gente alla varieta nel punto Q, si ottiene |’ identita : 


gay HV 4 RN’ are ax 
(4) yt, wabe + jt ubea + jt wcab = 0. 


Rotando in questa circolarmente i vettori w,a,0,¢, si ottengono le re- 
lazioni analoghe 


| KL abew + WN acub + RN aube = 0, 
(4) | Jt, boua + WN buac + KN bacu =o, 


jt cuab + N cabu + KW chua =o. 


Sommando ora membro a membro le (4) e (4’) si hanno nel primo 
membro quattro somme parziali di tre termini ciascuna, una delle quali é 


(5) Wabe-u+ RK cab-u+ NW bac-u 


Ora ricordando Pidentita di Bianchi (Geom. Diff., p. 191) 


(6) Rabe + Ki bea + N' cab =o, 
e osservando che 2 bac- w= — bea-u, la (5) diventa: 
(7) Wi abe-w+ MN cab ut+ WN bac. u = — 2K bea-w. 


Analogamente risulta: 


/ Wube-a+ N beu-a+ NH chu-a=—2N cub-a, 
(7') | RN acu-b + KR cua-b + HN uca.b = — 29 uac-b, 
| WN bua-c + Ri wuab-c +R aub.c = —2K abu-c. 


Percio la somma_ delle (4) € (4); per-le’(7)“e (7), porge 


(8) WV bca u+ MN cuba + WN uach + HN abue =o, 


ovvero, scambiando w con ¢€ e ordinando diversamente, si ha: 


(8’) N abeu + HN buac + KN ucha + HN caub =o, 


che equivale alle identita di Veblen per le derivate covarianti dei simboli 
di Riemann, e nella quale ogni termine si ottiene dal precedente operando 
sui vettori @,6,¢,w, la sostituzione (| es zi . 
buWae 

3. Reciprocamente possiamo vedere come dalle identita (8") e (4) segue 
Videntita di Bianchi. 

Infatti, rotando nella (8’) circolarmente i vettori @,0,¢€, si ha la (8) 
e la 
(81) nN cabu + N auch + W ubac + WN beua =o. 


Sommando ora membro a membro le (8), (8’), (8,) e osservando che 
per VP identita (4), in cui vengano opportunamente scambiati i vettori a, 6, 
c,, la somma dei terzi termini é nulla, mentre per la stessa (4) e per 
la proprieta emisimmetrica dellomografia di Riemann, risulta: 


WN abeu + K abue + KN auch = — 20 ach-u 

a uv 7 Vv ) 
Wt buac + Ni beau + NK beua = — 20 bac-u, 
Ni caub + NM cuba + KN cabu = — 2 cba-w, 


la detta somma porge: 


Nach. w+ RK bac-u + Ri cba-u=o, 
ovvero, scambiando 6 con ¢, 


yi abe w+ WH - bea- wu + Kt -cab-u =o 
che & proprio Videntita (6) di Bianchi applicata al vettore arbitrario w. 


4. Nel caso di una V, Pomografia di Riemann si pud esprimere no- 
toriamente mediante l’omografia p di Ricci, definita dalla (Geom. Diff. 
P- 247) 

[u (a A 6)] A =Rab = V(Rab) A, 


e risulta, indicando con pw, = dvp/dQ la derivata superficiale di p (Geom. 
Diff., p. 248 (26)), 

ue (a \ b) = V (i cab) 
ovvero 


[u,e(a J b)| \ = cab. 


(1) O. VEBLEN, Normal coordinates for the geometry of paths (« Prooc. of the Nat. Ac. 
of Sciences», vol. 8, n. 7, 1922, pp. 192-197). Cfr. anche M. Pasrort, Le idenlita di Veblen 
nel calcolo assoluto ecc. (« Boll. Unione Matem, Ital. », 1931). 
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In virth di questa la (8’) diventa 


[Mab Ac)| Aut [uo AalAc+liuce Ad] \a+ 
+[we@Aw]Ab=o, 


che é l’identita di Veblen per uno spazio curvo a tre dimensioni. 


Matematica. — Soluzione con quadrature del problema di 
Cauchy—Kowalewsky per le equazioni di tipo parabolico. Nota di 
L. Fantappik, presentata“) dal Socio S. PINCHERLE. 


1. — In una Memoria in corso di stampa ©) ho esposto un metodo gene- 
rale per Pintegrazione con un numero finito di quadrature di qualunque sistema 
a derivate parziali lineari e a coefficienti costanti (e quindi anche di qualunque 
equazione dello stesso tipo, che pud sempre ridursi ad un tale sistema) quando 
le condizioni iniziali siano date sotto la forma di Cauchy-Kowalewsky, e il 
sistema stesso non sia di tipo parabolico. In questa Nota voglio mostrare 
come lo stesso calcolo rigoroso degli operatori funzionali, sviluppato in detta 
Memoria, si presti anche a fornire la soluzione, con sole quadrature, di una 
equazione del secondo ordine di tipo parabolico, anche non omogenea, quando 
le condizioni iniziali siano date sotto la forma di Cauchy-Kowalewsky, 
mentre finora questa equazione (presentatasi nella teoria del calore, delle 
soluzioni diluite, ecc.) era stata studiata nel solo caso omogeneo, e per lo 
piu. con tutt’altre condizioni iniziali. La soluzione che troviamo in questa 
Nota presenta poi il vantaggio di potersi calcolare mediante quadrature estese 
a cammini d’integrazione finiti portanti su funzioni sempre regolari su questi 
cammini, a differenza, per esempio, dalla soluzione data gia da Poisson per 
il solo caso omogeneo, in cui compaiono invece integrali tra limiti infiniti di 
funzioni con singolarita essenziali all’infinito. Per lo studio e Ja verifica della 
soluzione data da Poisson sono quindi necessarie delicate discussioni sulla 
convergenza e la permutabilita di tali integrali impropri con l’operazione di 
derivazione, discussioni che sono rese completamente superflue dalla solu- 
zione che noi diamo anche per il caso non omogeneo. 


2. — Si abbia dunque l’equazione a derivate parziali 
ee 
a) a Gan 


(1) Nella seduta del 7 maggio 1933. 

(2) Integrazione con quadrature dei sistemt a derivate parziali lineari a coefficienti co- 
stanti in due variabili, mediante il calcolo degli operatori lineart; « Rendic. Circolo matem. 
diePalermiom, 7517, 1933: 


in cui a ¢ un coefficiente costante, f(x,y) una funzione nota e z(x,y) la 
funzione incognita. Come ¢ ben noto, questa equazione ha un solo sistema 
di caratteristiche, e cioe il fascio di rette parallele 


. 


(2) =e COSL > 


Il teorema di Cauchy-Kowalewsky ci assicura che se la funzione nota 
f(@,y) & analitica e regolare nell’intorno di un punto. (4,70: 


(3) ie ee ae Fae ly == Wel 5 0; (p: € —, positivi), 
€ Go()),9:(y) sono pure due funzioni analitiche e regolari nell’intorno 
(4) y= Yol—= es 


del valore y = y,, esiste una ed una sola soluzione x(x,y) della (1), pure 
regolare in un conveniente intorno di (x. , yo) (dimostreremo anzi che sara 
regolare in tutto lintorno (3)), e tale inoltre che sulla retta x = x, si abbia 


or 


(5) X(%0 I) = Poy) ()_, = #0). 


Noi ci proponiamo di determinare con sole quadrature questa soluzione 
<(x,y) della (1). Osserviamo percid che, indicando con I l’operatore Jineare 
(integrazione lungo un tratto di caratteristica da Xo ad x) 


(6) Ve.= / Gee 


dalla (1), integrando fra x, ed x ambo i membri e tenendo conto della 
seconda delle (5), si ricava laltra equazione integro—differenziale 


3 or 
(7) eg = Os) + 4.0). 


In questa equazione compare Poperatore lineare I, che pero, per quanto é 
stato mostrato nella Memoria citata, pud trattarsi nei calcoli come una quan- 
tit’ ordinaria, essendosi rigorosamente definiti, in detta Memoria e in una 
precedente, anche gli operatori del tipo g(1), corrispondenti ad una qua- 
lunque funzione g(A), regolare per A = 0, con la formula ‘ 


(1) La giustificazione del calcolo simbolico e le sue applicazioni all’integrazione delle equa- 
xioni alle derivate parziali, « Memorie della R. Accademia d'Italia», vol. I, n. 2 (1930). 
Questo operatore I e€ le sue serie di potenze erano gia stati considerati precedentemente 
dal prof. Pincherle nel lavoro Sulle serie ordinate per le potenze successive dell’ integrazione, 
pubblicato nei « Rendiconti dell’Accademia di Bologna » (Sess. 24 novembre 1929). 
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6 AMOO=5/[JO+h[ soalean = 


oO Xo 


OR 


=O/@ +55 [BP easou 


) *o 


m cor Cy é una piccola curva chiusa, racchiudente il solo punto singolare 
A =o della funzione integranda, 


3. — Invece della (7), integriamo allora Pequazione analoga 
7 az 
(9) gue Gy wit est) 


che si ottiene formalmente dalla (7), sostituendo all’operatore I una quantita 
ordinaria A; ottenuto cosi un integrale Z(x,y;A) di questa equazione, sod- 
disfacente alla condizione iniziale 


(10) %(%o»V3A) = Go(y), 


analoga alla prima delle (5), si potrd poi cercare di ottenere la soluzione 
x(x, y) della (7) risostituendo loperatore I a 4 nell’espressione di ¥. Ma 
questo integrale Z(~,y;A) della (9), soddisfacente alla (10), (unico per il 
teorema di Cauchy-Kowalewsky) ¢ dato dall’espressione 


(11) <(% 5952) =| [AiG y + ad(x—t)) + or(y + aa(e—1))} dé 
+ Go (¥ + ad (xX — Xo)), 

che ha sempre un significato ben preciso, qualunque sia il punto (x,y) nel- 

Pintorno (3) di (Xo, Yo), purché il parametro 4 sia in modulo abbastanza 

piccolo. Si puo anzi osservare che se il punto (x,y) varia in un dominio 

chiuso tutto interno all’ intorno (3) di (%o, yo) € quindi contenuto in un altro 

dominio chiuso D del tipo 


CO Ea 


’ | , , ' 
MRO ere y= eg Pe 1 9 =P = 0) 
pure appartenente all’intorno (3) di (x., yo), mentre la variabile d’integra- 
zione ? si fa variare nel piano complesso lungo il segmento rettilineo con- 
giungente X) con x, sara sempre 


(13). |x—tlalx—xlapice , [f—xl =|x—ml=e<e 


e quindi anche 


|ar(x —#)| =a] |Aj |x — x0] =/a]|A] er. 


Perche dunque i valori y + aA(x — 1), y + ad (x — x.) cadano, in questa 
ipotesi, nell’intorno di y = y, definito dalla seconda delle (3), bastera allora 
che sia 


ly + a(x —1) — yol=|y — yo] + |aa(x—A| =e, + fal |Aler<p., 


[y + a4 (& — x0) — yo] =e, + [41 |Alei<e. 


cioe 

ps 
I ld <a SS 
( 4) | || e, 


Per questi valori di A potremo quindi sviluppare le funzioni note che 
compaiono nella espressione (11) in serie di potenze dell’incremento. dato 
ad y, cioe 


. x =f) 
(15) (y+ are —)) = Sang EO Veg 


= ay ANY : 
(16) Om (y = an (x se /)) = an q” x" cs 2 rN (y), 


<e pee pai ee 
Gin ves OM aN xcs eye eet ae eae 


n! 


ove con f$”? intendiamo la derivata n° di f rapporto ad y. Queste serie 
saranno anzi conyergenti per ogni valore di A soddisfacente alla (14) e total- 
mente convergenti per ogni punto (x,y) del dominio D e ogni valore di { 


sul segmento d’integrazione x, !x. Potremo quindi calcolare termine a ter- 
mine l’integrale che compare al secondo membro della (11) e si avra: 


CO x (x— ty 
(18) (essa) = Brann de 
(oe) i CO 
n>}n (x cam tye (7) X — Xo n 
pea | sanre! Q)dia Saas coer ®O), 


risultando anzi queste serie pure totalmente convergenti finché il punto (x, y) 
varia nel dominio chiuso D. Ma per la (8) si ha: 


n} 


i vs Y x— 1)" cp ibe x—t)" ¢, 
preP=f SSP Oana per gya f CaM gop a, 


(19) 


x, fe) 


n ” n xX — Xo i n 
| Po () = Gt r=EF =A" QO), 


con che l’espressione (18) di % diventa 


ee) 


[ee) 
(20) (%, 930) = Dat arte dete fC yy Dn DROVE Cy 


0 


(ee) 
+ oar a Dral(y). 


4. — Ottenuta cosi un’espressione della funzione X%(x,¥3A) mediante 
lo sviluppo (20), i cui termini sono tutti del tipo ¢(A) f(x,y), cioe pro- 
dotti di uma funzione di 4 per una funzione di x,y, viene naturale di so- 
stituire a ciascuno di questi termini l’espressione g(Df(@,74), che si cal- 
colera con la formula (8), cioé: 


= z I I pak: “ 
21) s@I@9) = gO») + 52; [gran [0 FeO, r)ae. 
Co ar 
Ora la somma di tutti i primi termini delle espressioni (21), che cost ven- 
gono a nascere dai vari termini dello sviluppo (20), & data semplicemente da 


(22) %(*, 30) = I9.(y) + OO) = (&— 0) 9: (9) + By). 


Quanto alla somma dei secondi termini delle stesse espressioni (21), € poi 
facile vedere che essa & data da 


1 [dr f* == 
IN 5 
2 —./~| e move ae 
(23) Ses OE rs 
% Xo 
se la curva C, d’integrazione é un circolo del piano complesso 4 con centro 
nell’origine e raggio minore del numero p > 0, definito dalla (14). Lo svi- 
luppo di Z che s’ottiene da (20), sostituendo ad x un qualunque numero + 
del segmento rettilineo congiungente x, con x, é infatti totalmente conver- 
gente per t su questo segmento e A su C,, come pure lo sviluppo che se 


X——T 


P sae I peal é : 
nottiene moltiplicandolo per pean a eee allora se si calcola termine a 
Ti 


termine, com’é permesso, l’integrale doppio dato dalla (23), questa espres- 
sione si riduce a una somma di tre serie, certo convergenti, e precisamente 
alla somma di tutti i secondi termini delle espressioni (21), ottenute, come 
sé detto, sostituendo I a ’ nella (20). Sommando dunque (22) e (23) si 
ha una funzione z(x,y), data da 


: 3 ti fdr (* = =_ 
(24) OR I i ae al Bee ATo | IO Ce 


Co Xo 


oo) CO. © (n) 
= Laan tert? HO, 9) + Boar rts oi Cy) + Be at Pe gh (y). 
(2) i te) fo) Fs 
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ee. 


Poiché queste tre serie sono totalmente convergenti per (x,y) variabile nel 
dominio D, e tali restano anche se si derivano termine a termine rispetto 
ad.x e ay, avremo allora: 


x 


02 = n — n = n 
(25) 5s = Dear br fy (x.y) + Qaan rte? (9) + Bn an Pe 2 9 (9) , 


mentre, derivando rapporto ad y termine a termine, si avra: 
agh& (n +1) ee (n+ x) 
(26) ak = Zoarte bets fer? ey) + Boat bet (+ 
: lee) 
+ Yaar te Ben gh *? (y). 
0 


Sottraendo ora membro a membro (26) da (25), si vede subito che tutti 
i termini del secondo membro si eliminano due a due, tranne il primo della 
prima serie (25), e quindi resta 


j 07x 3 
©) | a ast = f(x,)), 


cioé proprio Vequazione (1) che volevamo risolvere. Dunque la funzione 
z(x,y), definita dalla (24) per ogni punto (x,y) del dominio chiuso D, 
e ivi anzi analitica e regolare, é effettivamente una soluzione della equa- 
zione (1); di pit lo sviluppo in serie (24) ci dice anche che é 


. X (Xo >¥) = Po(y), 


essendo nulli tutti i termini contenenti una potenza di I con esponente po- 
sitivo, mentre derivando rapporto ad x lo stesso sviluppo (24) e facendo 
poi x =x, si ha, per la stessa ragione, 


6") (=) =#0). 


In conclusione, risulta da tutto cio che la funzione z(x,y), data dalla espres- 
sione (24), analitica e regolare nel dominio D, é precisamente quella soluzione 
dell’equazione (1), soddisfacente alle condizioni iniziali (5), di cui il teorema 
di Cauchy-Kowalewsky ci assicura Pesistenza e Punicita. Questa soluzione pud 
dunque oltenersi con sole quadrature, sostituendo Vespressione (11) di Z nella 
espresstone integrale (24) di x, mediante la formula 


(27) x(x, 9) = G(y) + — %) i (y) + 


reff af over +aG—d) ba +aG@—9)) a+ 


aes a e% (y + adX(t — Xo)) dt. 


Matematica. — Integrazione per quadrature dell’equazione diffe- 
A) 


: 03 7 a : 
renziale ~ + 4 ay = S(*,9). Nota di S. Gennusa, presentata “ 


dal Socio S. PincuERLE. 


In questa Nota ci proponiamo di risolvere il problema di Cauchy- 
Kowalewski per lequazione differenziale lineare del terzo ordine di tipo pa- 
rabolico avente un solo sistema triplo di caratteristiche 


93 ) 
(1) mat a = SO), 
dove a & una costante rispetto ad x e y e f(x,y) & una funzione nota. 

Questa equazione, per a = —1, @ stata studiata, con metodi del tutto 
diversi da quello che adopreremo, da Ettore Del Vecchio ©@), 

Il metodo che adopreremo é analogo a quello che il prof. Luigi Fan- 
tappi¢ ha usato, in una sua Nota che verrd pubblicata insieme con la pre- 
sente in questi « Rendiconti », per studiare lequazione del calore (non omo- 
genea). 


I. Precisamente, vogliamo determinare la soluzione (unica) della equa- 
zione (1) che, per x = x, soddisfa alle condizioni 


(2) <(%o5y)=0(y) ; (=). =) (=) 


Ox? x=x 


a $2 (y) ’ 


essendo @o(y), 9: (y), 92(y) funzioni analitiche note di y regolari in uno 
stesso intorno di un certo punto y = y,, intorno definito dalla limitazione 
|¥ —Yo|<p2 (p.2 reale positivo). Supponiamo inoltre che SGESNy sia: fare 
zione analitica di x e y regolare in un intorno di (Xo, Yo) definito dalle re- 
lazioni |x —x.|<p,, |y —yo| <p, . 

Consideriamo l’operatore 


G) We y=f ¥.nat 


(1) Nella seduta del 7 maggio 1933. 


3 ep OOK Ox 03% 022 
(2) E. Det Veccuio, Sulle equazioni ee O(%,y=0 , oe ye 
— 92(x,y) =0, « Memorie della R. Accad. delle Scienze di Torino», serie 27, vol. LX VI, 
03% 0: : ; 
n. 4; Ip., La soluzione fondamentale per: a -- = = 0, «Atti del R. Istituto Veneto 


di Scienze, Lettere ed Arti». 1915-16, to. LXXV, parte 23, 


consistente nell’integrazione di una funzione di due variabili lungo il segmento 

di caratteristica dell’equazione (1), spiccata dal punto (x,y) che va da questo 

punto al punto (xo, y) € percorso in modo che t vada da Xo a X. 
Applicando ad ambo i membri della (1) Voperatore I ora definito, si ha 


OFK (eeg ce 


ossia, tenuto conto delle (2), 


o7z 
Ox? 


eC) 


+ al = 1,9) +20). 


Applicando nuovamente loperatore | ad ambo i membri di quest’ul- 
tima equazione e tenendo conto delle (2), si ha 


ae 2 
(4) as abs =Pf(@,y) +190) + @0)- 


In corrispondenza a questa equazione integro-differenziale consideriamo 
Vequazione differenziale del primo ordine , 


) 


oz q | 
Gs" = NEE rn? f(x,y) + AQ2(y) + O09) 


la cui integrazione & assai semplice. La soluzione di questa equazione dipen- 
der analiticamente dal parametro A, sicché la denoteremo con A X53 HIS 
inoltre la determineremo imponendo la condizione che 


(6) X (Xo 3A) = Po(y)- 


Per integrare la (5), osserviamo che il primo membro di essa é la 
derivata totale rispetto ad x di Z(x,y;4), calcolata nel punto (x, y), fatta 
lungo la retta di coefiiciente angolare aA”, uscente dal punto stesso. Inte- 
grando sul segmento di detta retta, che va dal punto di ascissa x, al punto 
divascissa xX. sid 


Z(x,¥3A) —Z(%o,¥ + Ad (Xo —X)) = 


=i (w2f(1,y + aa(1—x)) +9. (y +407 —x)) + Ory + a — x))} dl 
dalla quale, tenuto conto della (6), si ha: 
(7) XG, 95%) =| (a ft,y + ae —*)) + key + aN G—%)) 4 


+ ,(y + aM(t—x))}di+ po(y + 4%? (% —x))- 


Questa espressione é la soluzione della (5) soddisfacente alla (6). Si 


vede facilmente che la 7(x,y;A) cosi definita & funzione analitica di So) 
regolare per ogni coppia (x, y) tale che sia 


(8) Gee ps one 


qualunque sia A tale che 


(9) (vie 


ed inoltre, qualunque sia la coppia (x, y) nel campo (8), essa é funzione 
analitica regolare di A nel campo definito dalla (9). 

La funzione (x, y3A) ¢ derivabile, entro i campi suddetti, rispetto a 
ciascuna variabile da cui dipende, quante volte vogliamo e la derivazione 
rispetto a A si puo fare sotto il segno d’integrale che vi compare. 


. Analogamente a quanto é stato fatto nella citata Nota del prof. Fan- 
eee consideriamo la funzione a 


1h ate 
(10) z(x,y) = 2x9; + ani | ap ah a0 gs 


te 


dove C, & una piccola curva chiusa racchiudente lorigine del piano com- 
plesso A e interna al campo (9). La x(x, y) cosi definita ¢ manifestamente 
funzione analitica di x e y regolare per ogni coppia (x,y) appartenente al 
campo (8); essa € quindi derivabile rispetto a x e y quante volte vogliamo, 
e poiche la curva C, non dipende dalle x e y, la derivazione pud essere fatta 
sotto il segno di integrale. 


Dalla (7) si‘ha 
X(x, 950) = (X — Xo) 91 (y) + 9009) 


e sostituendo questa espressione nella (10), si ha 


CCD bape 
(10’) Aye (x a) 0.09) Se pay af e* Z(t,95A) at. 


2m, 
Co *o 
Mostriamo adesso che questa funzione soddisfa alPequazione differenziale (1) 
e di pit alle condizioni (2). 
Derivando rispetto ad x, si ha 


az dd eqn Soa 
S=a() +55 wees) + | eae 
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Co 


=o) +55 | SDS cae Unt sys A) dt. 


oO 
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Ricordando la formula di Cauchy, si ha 


es | “eh z 5 A) dt 

QO Oy (e) + Faas ie af eS 
Derivando altre due volte rispetto ad x, si ha analogamente 

: iol er Z(t 595A) db. 


ee 
2 hale 2m 


Q (37% 1 (33% 
fs) eh 


3 07 [ez I 
(13) ala, TDi oy ane ite ee 
I dx Ga WG t 
ae e* Z7(t,y;A) at 
5 el Z(t ,y3A) 
Co *o 


Allo scopo di semplificare l’espressione (13), osserviamo che, calco- 
lando per parti ps rispetto a ¢ nell’ultimo termine, si ha 


ith wee g ere sens ¥ 
aie idhte e a X(t,y5A) dt => ! aa he & Pol ¥)—X(%,95 Aa) + 
Cy Co 


x = z V5 A) 
+f. ctr ar a | 


Xo 


Da questa, ricordando la formula di Cauchy ed osservando che il re- 


X—Xo 


Xr 
siduo di —— € nullo nell’origine, perche lo sviluppo in serie di potenze 


x Ment 
OZ 


x I 
A 
I ems ee 
we: ae aes 28s 
mf wf OP GIMd= FG) tae al ae 
Co xo 


Doe) |b Is 


Sostituendo nella (13) si ha 

pie ee 1 0 (az 1 [da (* 9 

(SO re ale Bs a ani}! mM | BG ype eas 
Go Xo 


Derivando la (7) due volte rispetto a A e calcolando le derivate cos} 


ottenute per A=0, si ha 
oe 
(a) = @—*) 20), 


(14) 


= 907 Set 


= 2 | ew aC eon aC en. 


Xo 


dalle quali si ricava 


(16) sle)_.= 92()); 


Dalla (5), mutando x in ¢t, si ha poi 


oF 


= oy 
a baw =MLCY) 4 HO) +e), 
dalla quale segue 


yee ie ews ox Ca are i a ae 
ami, bal Grersja= (9 | e* (f(t, y) + Ag. (y) + oy) } dt 
oe ee 


x—t 


: aie a He » et : 
Sviluppando ¢ * in serie di potenze di - ed osservando che lo svi- 


: : 5 a 3S : 
luppo in serie di potenze di =a che ne consegue per la funzione 


x—t 


[a f(xy) + 9.(y) + or Q)} 


rete: a : : 
manca del termine in >> Si vede che il secondo membro dell’ultima re- 


lazione € nullo, sicché sara nullo anche il primo. Si ha quindi 
im Kia 9 dn x “=X t Xr 
G9) aff oF ge.y59) +a ails MEGA) gp 


ani} x 2m ay 
GG ES Co %o 


Derivando la x(x, y) data dalla (10’) rispetto ad y, si ha 
ov , ’ T "BLN Mest A) = 
G0) F=E—%) HO) + WO) te /] OF yeCovsad ae, 


Moltiplicando ambo i membri di questa per a, sommando membro a 
membro la relazione cosi ottenuta con la (13) e tenendo conto delle (17), 
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(18) e (19), si ricava la (1). Resta quindi provato che la funzione 7(x, 9) 
definita dalla (10’) @ soluzione dell’equazione (1°, 

Inoltre sono soddisfatte anche le condizioni (2). 

Infatti dalla (1o’) discende subito intanto che € soddisfatta la prima 
aellen( 3). 

La seconda delle (2) & anch’essa soddisfatta: basta tenere conto delle 
relazioni (11) e (14). 

Infine é pure soddisfatta la terza delle (2): basta tenere conto delle 


(12), (15) e (46). 


3. In particolare, se f(x,y) = 0 identicamente, cioe se la equazione (1) 
si riduce alla seguente: 


(1) re 


per ottenere la soluzione di questa che soddisfi alle condiziomi (2) basta 


porre nella.(10 Gy) 0. 


In questo caso si ha 


Gia 
(X59) = (%— Xe) Ox () + Fo(Y) +5 | die” || [Apa (y +a (e—1)) + 


Co Xo Xo 


+ 1 (y + a? — D)! dz + o(y + mo —2))| 


mentre nel caso generale, sostituendo l’espressione esplicita (7) di X(x,y3A) 

, . ew On . . a . 
nella (10’) si aura in definitiva, per la soluzione z(x,y) della equaxione dif- 
ferenziale (1), soddisfacente alle condixtoni differenziali inizial (2), la formula 
integrale 


(59) = (8m) 0.09) +00) tan [SEY at YL pefee,y barGe—0) + 
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+ de. (y + a(t —1)) + (Cy + aa (a —1))] dt + Go(y + ad? (X— X)){ > 


che ci da dunque la funzione cercata z(x,y) mediante tre sole quadrature a 
partire dalle funzioni note. 


ae ee 


Matematica. — I] termine generale di una successione ricor- 
rente finita del secondo ordine?. Nota di I. J. Scuwatt, presentata® 
dal Socio T. Levi-Civira. 


Qualsiasi trattato di algebra, che contenga un capitolo sulle serie ri- 
correnti, da l’espressione della somma di un numero finito di termini di 
una successione del secondo ordine. Tale espressione dipende dal primo e 
dal secondo termine nonché dai due coefficienti p: e p. della relazione ri- 
corrente. Non & perd nota l’espressione del termine generale. Almeno io 
non ebbi mai occasione di incontrarla nella vasta letteratura dell’argomento. 
Oggetto della presente Nota & di assegnare lo sviluppo del detto termine 
generale. Mi lusingo che sia nuovo cosi il risultato come il metodo seguito 
per ottenerlo. 

Dati il primo e secondo termine a, ,, di una serie ricorrente, nonche 
1 cosidetti rapporti (coefficienti) p;,p., si tratta di trovare uw, in termini 
dei suddetti elementi. 

Per definizione di serie ricorrente si ha 


(1) Ui ap, ty =p, teat 
Quindi 


Cy ps, Uo; 
(3) Us = (Pi + fe) tr + pr fr to, 
(4) 4 = (Pr Ps Po) tr + Py Palo + Pr Pa tts + Pe to 
= (Pi + 2p: pr) us + (Pi pa + fe) Mo, 
) Ms = CPi b 2Pi Pa) tx + (P) Pe + Ps Pi) to + (PE Pa + Pi) tte + Pr Pe to 
= (pr + 3 Pips + Pi) ts + (Pi Ps + 2p: Pi) vo, 
(6) te = (Pi +4 Pi pe +3 pr fe) ts + (Pips + 3 Pi Ps + 2) uo, 
(7) Uy = (P+ 5S pipe + 6 Pip, + Pi) + (Pi pe +42? P+ 3 Ps P) Ho, 
(8) ws = (pi + OP pf, + IOP) Pp, + 4 pcp.) ws 
+ (Pipe + 5 pi P, + Opi pL +p) Ho, 


Ras 8 — ge § — 3 S= 5 $—4 3 
=H} P +( Net ‘ps +| ae p+ 3 yet 


8—2 oasis! 8— 8 — SHG) 3 — 3 
©) Sas ea (ated) sk ea beri ener es a 


I 


( 


Al 


— 


(1) Lavoro eseguito nell’University of Pennsylvania (Philadelphia, Pa.). 
(2) Nella seduta del 23 aprile 1933. 


Wied vik = 
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Cid lascia presumere che sia in generale 
| n—I (=P n—3 
pk +( I )pr ‘pa + 
n 1—|*> | 
es a | \ pails) Ss 
Z 


(Arties (Oey 


o, in forma pit’ compendiosa, 


Ee 
Wn sets 2 (Gara * 
(10) ad DGG ee Ore 
Uo po >») 5 )er pe : 


Ammessa una tale espressione fino ad un valore generico m dell’indice, 
dimostreremo che essa vale anche per Un+,. 
Infatti 


= 


Unto = Pr | Uy > (" a ; = a ae rr 
a ae 
Bem 
a 


are 2—hk m—2—2 
Uy > (i k )e a sr 


|] 
lo Ps >> ae aj “| Bem ee | 


ee n—2—k m—2—2k k4+1 pe Pe n—2 n— 3 N—A,2 
= ( i Jp p; ( E \er p. +( ‘|p eae 
Pe 


n—2k ,k 
== 5f I 


Poteet 


per conseguenza 
3 ( ed (" Fyeeale 


1 


2—2—2k ,k4+1 
I P, 


ge ee me 


— 912 — 
C= NODE D i gg 
(n —k)(n —k ale k — 2) z -(n — 2k +3) prot gh Asc aa 


I 3°4---k 


3 


(fe k n—2k ,k 
=> k Mir p, « 


Analogainente 


| 2 [eo 7, ee : > (3 a= ee 


Ne viene 


Sl in Grad 
meme S (ppt mde BP 


In luogo di (10) si puo scrivere 


ae | ft — I aK 2 fe 
are 
mye ei 
sn FeV 
k=o k P, 
peas y nella (11) questa assume l’aspetto 


Ponendo — 
p 
[>] [=| 


n—I ane —k n—2 —2—k 
(12) i= pe »> r ; \x + Uop, — ps a e k \v. 


D’altra parte 


[ae | 
EH r= teeta ets 


k=o 


(? k we n+ 3—|Et ee 
aye y 2 pe jgege 1 
== 2 
2 
npa— [Peo ney mtr —[5) ney 
ee ean 5 ae Noe ease 
- 2 


sicché 


| ioe 
aoe 2 ph = 
2 jesme, (Se peer’, )r+ 


(13) oe ete 
{F| 


, . ; : n—k 
Percid, tanto per » pari, quanto per m dispari, I y* puo cal- 


=O) 
n 


2n—k 
colarsi per mezzo di Sy = >> (? oe )r. 


— ON 


Ora faremo vedere che 


S > ond ». Uy eae AZ Ya 
(14) Lo ( k a 2" (oyti+yi+4y)"(4yt14+)1-+47) 


Per trovare 
sl ponga 


(15) Sa D Sea, 


allora 


(16) = Doma (7re Als. 


per cui 


Oe) S -> Ca) Seis ‘) Ger 2, 


=0 n =H 
Ma 
ea ea I : a 
(19) > 2n Jory = tea ge aes a Ce Jae 
sicche 
I~ I xy \ I yx —\] 
I { I I | 
= 2 i ee xl? vx a I—at? yx ye 
(20) os eheee i Kis 


1 Gy + 1) yx + @y) 


(1) Scuwatr, An Indroduction to the Operation with Series, « The Press of the Uni- 
versity of Pennsylvania », p. 96. 
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Se si pone yx = y, si ricava da (15) e (20) 


CO 
I es 
(21) Za Sn" = ——— =O). 
a Cle a 


Facciamo anche uso dell’identiti 


(22) fo=s25 +4 > 


in cui y; e y, sono le radici di 


if 
I—Lytiytyp =o. 


Otteniamo 
: I—y, I Y2— 1 I 
a 5 : 
3) (a= Ne Ves Vacant er Rea 
(23) te iy gyi See ee! 2 Se 


ee a CS) 


Dal confronto delle (21) e (23) segue 


xe Seas & age. 
2 Ses 5 
e-siccome ¥, y, = 1, 
Beh é 
2 a ea ee 7 
Ma 
A a ee 
Pg Chee 1+ /1+4 7); 
percio 
i aa: an+1 
(26) ee I (oy 4 1+/1+4y) oe ee eae 


Se, in particolare 


n 2 I yc \ett A ean ae 
(27) pea Ba 3. = 3 ( kh leag ap Grn) +23 5) \ 


Inoltre, per 


= TNC = eee ee eee 
(28) ats Su ( k Fayglet 3) (1 / 3) 
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Per conseguenza, nel caso di m pari, si ha 


t= (aytitii tay ten 
at(ayt+itit tar)? Grtitit+4y) 


e nel caso di nm dispari 


Y, nt 
(1 pA NE eo S(O Ae, 
eee eas Hay) Ne Gites 

Be ase ae C4 ay eer +47) 


(30) 


Serivendo == 27, risulta 


Bee mes eee el 
n(oy tur tyr+ay)” Gy +141 +47) 


st aoe ty Pera yy o “Gytityi+4y) 


Bee CMe cache) Cameltoe age 
(oy tityitayy” Gy+1+lt+4y) 


yp ie) Bo Pan ay ee ac ey) ey ee 


2.110 p’” Ee ay tae Vie ay) yee 


ike 
> "(ay +1 t+yr+4y)y (4y tity +4y) 
In modo analogo per » = 2n' +1, si ha 


ty po” (oy a Poe Lay Ane aig Gyros 
2¥ (oy hl ea) (ayes ee ae 


[oleae i 


2tle Pp,” Pe (a + Yt Fay pease hd eee 
ACh ene eer GgAc here hh, 


2). 4 
In entrambi i casi il denominatore delle funzioni pud essere scritto 
(33) Ploy +14)tea)e Marts HEH), 


mentre il numeratore, per m pari, é¢ 


uP "(ro +¥e + ayi@rtr1 +t +47)’ —(C2y"| 


Siew, 2 
y 


(34) Fete play tr tyre 44) art + yes ayy —(— ayy, 


(36) 


— AO 


€, per m dispari, 
us Pr (ay+ 1+ Vt Fay) —(—2y)"| 
(35) + 2m ph" pat b¥T gy) (ay41 +t + 4y) —(— ayy". 


Cosi finalmente otteniamo lespressione 


Ge as +rtC@ pyr faylii(ay + I +)1+4y)"—(—2y)"{ 


n 
2 


Ft (oy 4a + Vi ay) Moy 4 Ho} eet) 


aa Ge seafarers, 


Matematica. — Sulla serie caratteristica d’una superficie sopra 
una varieta algebrica a quattro dimensioni. Nota di B. SEGRE, 
presentata “? dal Socio F. SEvert. 


Il prof. A. Comessatti ha dato recentemente un interessante significato 
della serie di Severt di gruppi di punti su di una superficie algebrica, basato 
sulla nozione — opportunamente introdotta - di serie caratteristica d’una super- 
ficie di V,@). L’analogia di questa colla serie caratteristica d’una curva C 
appartenente ad una superficie ®, la quale notoriamente vale la differenza 
fra la serie canonica di C e la serie segata su C dal sistema canonico di 0, 
potrebbe lasciar supporre che la serie caratteristica d’una superficie F di V, 
possa sempre esprimersi mediante combinazione lineare fra le altre note serie 
invarianti e covarianti di F (il che, se fosse vero, permetterebbe fra l’altro 
di semplificare la dimostrazione del suddetto risultato di ComessaTT1). Orbene, 
qui mostreremo che cosi non é, cio che importa una differenza essenziale fra 
la nuova teoria dei sistemi di equivalenza di Srvert e quella dei sistemi 
lineari. 

Consideriamo il sistema |K| canonico della F, ed il sistema |H] segato 
Su questa superficie dalle varieta canoniche di V,. Si conoscono sulla F due 
sole serie invarianti di gruppi punti linearmente indipendenti: p. es. la Esy 


(1) Nella seduta del 2 giugno 1933. 

(2) A. Comessarti, Sulla serie canonica d’una superficie algebrica, « Rendic. R. Acc. 
Naz. dei Lincei», ser. 6°, t. 16 (1932)2, p. 535; in questa Nota sono citati i lavori fon- 
damentali di F. Severt sull’argomento. 


RENDICONTI. 1933, Vol. XVII. 61 


er ee i egy oye ie a = (aye 
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di SeveRI, costituita da gruppi di I+ 4 punti (I = invariante di ZeuTHEN— 
Secre della F), e la |((K,K)| e tre serie covarianti, ossia la serie carat- 
teristica | Z| e le |\(H, H)|, |\(H, K)|. Proveremo che im generale queste 5 serie 
son linearmente indipendenti, cioe fra esse non puo intercedere una relazione 
(a coefficienti interi o razionali) del tipo: 


(1) Sus + (KK) ee) a 


All’'uopo basta assumere come V, una generica forma dordine n di S,, 
e come superficie F l’intersezione di tale V7 con altre due forme qualsiansi, i 
cui ordini siano | ed m. L’invariante di ZeurHeN—Secre della F vale: 


I =Imn[l + m2? + 0? + ln + mn + nl —6(0 + m+n) + 15] —45 


d’altronde le curve K ed H son rispettivamente segate su F dalle forme d’or- 
dine ] + m + n—6 ed n—6, mentre i gruppi Z constano di /? m?n punti. 
Dunque la (1) si traduce numericamente nella: 


Im =a[P? + m2 +n? + Im + mn + nl—6(1 + m+n) +15) + 
+b(+m+n—6)+¢(n— 6)? +d(n—6)C+m+n—6); 


e€ questa non pud mai risultare un’identita rispetto alle 1,m,n, poiché le 
relazioni : 


aA be 00 pes bier Herds ope 1 2 FG 
at2btd=o , a+2b+2¢+2d=0 , 5a+12(b+¢+d)=0, 


che da essa si deducono uguagliando i coefficienti delle potenze simili, sono 
manifestamente fra loro incompatibili. 


(1) Un’ altra serie invariante € stata introdotta da F. ENrIQUES, ma essa si esprime 
linearmente mediante le due suddette; cfr. F. ENr1ques, Intorno ad alcune serie invarianti 
di gruppi di punti sopra una superficie algebrica, « Rendic. R. Acc. Naz. dei Lincei», ser. 6°, 
t. 16 (1932)2 p. 533; ved. pure una Nota di L. CampEDELLI, collo stesso titolo della pre- 
cedente, nei «Rendic. R. Acc. Naz. dei Lincei», ser. 6°, t. 17 (1933)r, Pp. 37- 


(1) 


Matematica. — Formule di rappresentazione degh integrali 
delle equazioni di Maxwell-Heriz nei mezzt cristallini uniassici. 
Nota di A. Tonoto presentata“ dal Socio T. Levi-Civita. 


FORMULE DI RAPPRESENTAZIONE PER LE COMPONENTI OAS 


Nella formula (2) della Nota precedente @), facciamo rinserrare la sfe- 
retta @ attorno al punto P,: poiché sopra ogni retta uscente dal punto P,; sono 
finiti e continui i prodotti 


pe OL fe oft ey pe 
Pee ne 6) I ar (eile?) 
e inoltre 
lim ae =0, 
r—>o 
Si ottiene 


: d 
a? Sy [U;o] do + (@—e) [fe Ded [U0] (cos yn do — 


o 


<a [ 


oO 


ah [V ,o] cos xn Ff [V ,0] cos yn {do — 


— a [| qeflW,0] cos xn — = fi [W ,o] cos cn | do + 


file 


d 2 2 d ny a V C do — 
+a |G flo. V)de—@ —e) [} F fslo, V]— fi LV 0] | cos xn do 


do + 


oY 
cos yn — f, ap 0 | COS an 


— at | | 7 fal0 , U] cos yn — + fo, U] cos x0 | do — 
— a ee [o aoe ow leotards 
des ts? dy 


o 


(1) Nella seduta del 2 aprile 1933. 
(2) Cfr. questi « Rendiconti » 


do + 


oO > Op COS Xn 


+| Fs lo FT| cos 7n — fy 


o 


w~-f.{1,0]+ (@—) (= fifo,tJ— = felt 0) }cosyn{ deo — 


+ U(P,,#:) Kim | 

WE? ee 

— a?V (P, , tx) lim ne [1 aces ae [1 0] espn idee 
Pees eek | dy I p) Ox I 5) \ 
Hemp Ae ony | 

— a> W (Py, 11) lim | } 5 falt 0] cos am — 5— felt, 0] cos an do + 
r—>o ox ox 


do — 


VQ.) lim [Jar flo.t— (@—e) (= fA Giro =f [1,0]} cos. 
—a?U(P, , tr) tim |} sfelo, 1] cos yn — 5 flO, r] cos xn | deo — 


dw = 0. 


We) } e) 
—a?>W(P;,t,) lim | af [o, 1] cos yn ——f;[0, 1] cos xn 
r—po} (OX oy 


(0) 


Ora abbiamo, qualunque sia il raggio della sfera a, 


fie FOF, es aI ae eae es flO J—sh [ae 0})cos yn { ds ee 


ech locale tea wey 3 ) 
fie eee —(S flood Fh [1 ,0]) c05.x0 {deo = 0 


wo 


grad jf, (0, 1} do = 07 | [mA rad felt 0] de = 0. 


o : @ 


Dalla (1) si ricava quindi 


(2) BOR 2 [U EL hes [o , U] 
— 5, f.[U,0]|<08 yn ds — 


eee d, 
—a | dy PLY Sol 08 Maia Tote ere a 


oO 


d d 
—« [5 f.{W , 0] os xn = f.[W , 0] c0s x0 {do + 
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+ []4[ 37.2 ]cosm — 15] 50 |cosan | de se 


oO 


Ades d | d 
ofr fo, Ve — (a —) [Ef (0, I-44 LV, 0 cos xn do — 
—« | d U d 
iiersbe ]cos yu — 5 f:[0, U] cos xn do — 
2 d & d 
—a dz filo, Wy cos yn — Ff: [o,, W] cos zn do + 
e) 
+ fis F.[0.5] 08a —f [0,2] cos x dc. 
Osserviamo che 
Oooe d d 
Gr Nah leo = (Us 
d 
ne RES 0] cos xn — Ff [V , 0] cos ya + 
d d 
+ Gz J: LW , 0] cos xn — — f, [W , 0] cos xn = 
ee ws Ra me 
eg ee lak, Oat I 301 cos xn 


= fr[U , o] cos xn + f, [V ,o] cos yn + f; [W , 0] coszn} = 


d d d d 
=) f,[U,o] + dy PV 0] + FLW, 0], cosxn— 5 fe[Hn 0], 


| dx 


avendo indicato con Hy la componente della forza magnetica in un punto 
della superficie ¢ secondo la direzione positiva della normale n. 
In modo analogo si prova che 


leas 
a atc W] cos yn — Ff [o,. W] cos 7n = 
=|5f.[0,U)+Ffle,Vi+ Sho, WI OE 


d 
= ieee 


Usufruendo di queste identita, dalla (2) si ottiene la formula definitiva 
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Un analogo processo, assumendo invece 
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conduce alla formula definitiva 


@ ven=«[[2sunsd 


ae 
dn [Hi , 0] ay [0 , Hn] | do — 


ae [V0] + Ef [W, 0] cos xn + 


d a tas 
+)Z flo Ul +4 f,v)+ 4h 0, wy 


+ Ceo iter: (o,UJ-FF [U, 0] 


d 
jel V-Fh IV] 


cos yn | do + 


cos yn — 


cos sn | do ~ 
OZ A 
+ [)f| Goo |cosym [oy 20 [080 + 


0 
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Le (3) , (4) sono le formule di rappresentazione delle componenti Ue V. 


Matematica. — Sui numeri di Bernoulli e di Eulero. Nota di M. Crprario, 
pres. dal Socio G. Fusini. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 
Matematica. — Sui polinomi di Bernoulli e di Eulero. Nota di M. Ct- 
BRARIO, presentata dal Socio G. Fusint. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Matematica. — Sw una disuguaglianza di Jensen. Nota di A. Det Cutaro, 
pres. dal Corrisp. L. Towne tt. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Meccanica. — Ancora sugli anelli vorticosi ruotanti. Nota di 
L. S. Da Rios, presentata®™ dal Cotrisp. U. Cisomti, 


1. Un filetto vorticoso abbastanza sottile puo assimilarsi ad un com- 
plesso di linee vorticose sensibilmente fra loro parallele; le sezioni + nor- 
mali ad una qualunque di quelle linee potendosi ritenere normali al filetto 
stesso e normali ancora alla linea L, luogo dei baricentri delle sezioni 
suddette. Con cid, la configurazione geometrica longitudinale d’un filamento 
vorticoso sara data da quella linea L.; e il movimento di questa individuera 
il movimento del filetto stesso nel suo insieme. 

In un lavoro precedente ®) ho caratterizzato l’andamento di tutte quelle 
linee piane L,, alle quali corrispondono vortici filiformi, che si muovono 
rigidamente intorno ad una retta appartenente al piano della loro immagine 
geometrica. Fra questi ve nha uno a forma di olto (segnato a tratti in figura). 
il cui punto doppio P appartiene all’asse a di rotazione, e al quale special- 
mente, per fissare le idee, avremo riguardo nelle considerazioni seguenti. 


Ricordiamo intanto che la curvatura ¢ in un generico punto O della 
linea immagine del vortice a movimento rigido rotatorio dev’essere propor- 
zionale alla distanza dall’asse di rotazione; e che in generale si ha per la 
velocita V nel punto O il valore asintotico 


f I 
(1) VS ee ane: 


(1) Nella seduta del 2 giugno 1933. 


(2) Cfr. L. S. Da Rios, Sui vortici piani indeformabili, « Atti della Pont. Accademia 
delle Scienze Nuovi Lincei», 1931. 


essendo I la semintensita del vortice e p il raggio deila sezione t supposta 
di forma circolare. Il valore (1) & asintotico nel senso di essere app rossi- 


: Ee eh ys IT 
mato a meno di termini che restano finiti rispetto ad —, convergendo pe 
p 


a zero. E poi anche da notare che |’ intensita I= et (con @ rotazione 
media © vortice propriamente detto nei punti di ™) si suppone finita anche 
all’impiccolirsi indefinitamente di 7; talché il valore (1) di V risulta infi- 
nito dell’ordine di log pe. 

E superfluo dire che la rotazione del filetto avviene in un senso o 
nell’altro a seconda del senso del vettore w lungo Lo. 


2. CiO premesso, consideriamo, insieme al vortice ad otto sopra indi- 
cato, un altro vortice ad esso identico e spostato rispetto ad esso d’un 
quarto di giro. Una sferetta rigida col centro nel punto multiplo P e di 
Taggio r finito, per quanto piccolo, serva di appoggio ai due rami di ciascuno 
di quei due filamenti vorticosi. 

Osserviamo anzitutto che la minima distanza fra due punti apparte- 
nenti rispettivamente all’uno e all’altro dei due filetti risulta dell’ordine di 


grandezza di r, e quindi di valore finito rispetto ad —. E stato poi dimo- 
Y 


strato che nel calcolo del valore (1) risulta trascurabile il contributo recato 
da elementi del campo vorticoso, la cui distanza resti finita al convergere 
di p a zero. Pertanto la velocita asintotica nei punti di ciascuno dei due 
vortici € indipendente dalla presenza dell’altro vortice; e il complesso dei 
due filamenti sara animato dallo stesso movimento rotatorio rigido spettante 
a ciascuno di essi, considerato a sé. 

Intercalando successivamente a giusta distanza e per. volte un nuovo 
filetto fra due altri consecutivi, ciascuno di essi nel gruppo cosi risultante 
sara spostato rispetto al precedente nel senso della rotazione intorno ad a 


di SF di angolo retto. Ciascuno dei filamenti vorticosi del gruppo ruotera 


cosi intorno ad a come fosse isolato; se (come noi supponiamo) 1 per 
quanto grande rimanga tuttavia finito, e con m resti finita la minima di- 
stanza fra due punti delle immagini L, dei vortici in parola. Tale minima 
distanza 8 coincide manifestamente con la corda sottesa dall’arco di lun- 


| Tor 
ghezza Poe 

3. Il complesso delle linee baricentrali dei filetti sopra considerati appar- 
terra ad una superficie tubolare rotonda o toro. Caratteristica dell’ insieme 
é di essere dotato d’un movimento rigido di rotazione intorno all’asse di 
quella superficie toroidale rotonda; ed inoltre di essere costituito di filetti 
a distanza finita fra loro, sia pure piccolissima: diremo quell’ insieme : anello 
vorticoso ruotante a filetti separati. 
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Quello che si & detto per il vortice a otto, va ripetuto per i filetti la 
cui immagine geometrica (vedasi figura) ¢ un cappio di pseudocatenaria SAD , 
rappresentata in figura a tratto continuo; oppure un arco R’ TR di sinusoide 
segnato a punti; curve queste generatrici di anelli ruotanti che furono 
studiati in altro lavoro“). Ricordo che essendo il punto D un punto doppio, 
bisogna imaginare che nel fluido sia immerso un disco materiale C, C, di 
spessore per quanto piccolo, afinché su di esso si appoggino gli estremi di 
clascun cappio a tangenti distinte. Similmente i due archi simmetrici RT’ R’ 
ed RTR’ si appoggeranno su di un cilindretto coassiale all’asse di rotazione. 

In tal modo si hanno diverse specie di anelli ruotanti, che diremo 
ancora tubolari, per differenziarli da quelli pieni costituiti da anelli tubolari 
Puno interno all’altro, e analoghi a quelli considerati nella Nota testé citata. 
Anche per gli anelli pieni supporremo che la distanza fra i punti di due 
anelli tubolari contigui sia finita rispetto al raggio della sezione di un filetto. 
E ne conseguira ancora che tutto l’anello ruotera intorno all’asse di rivo- 
luzione come, separatamente, ognuno dei filetti di cui esso consta: 


4. Nel lavoro ultimamente citato, ho supposto che gli anelli tubolari 
(e poi gli anelli pieni) avessero a costituire un insieme continuo di linee 
vorticose propriamente dette. Per la velocita in un punto dell’anello biso- 
gnava quindi aver riguardo non solo al contributo recato dalla linea vorti- 
cosa passante per esso, ma anche al contributo recato dal complesso delle 
linee vorticose circostanti. Cosi operando e limitandosi a valori asintotici 
nel senso sopra indicato, si é dedotto che la velocita in un generico punto Q 
dell’anello, pur essendo diversa da quella conseguente all’esistenza della sola 
linea L passante per Q, & tuttavia proporzionale ancora alla curvatura c 
di L in Q; per cui ancora ai singoli anelli tubolari spetta un movimento 
rigido rotatorio intorno al comune asse di rivoluzione. 

Senonche si € giustamente obbiettato @) che, trattandosi di superficie o 
anelli pieni vorticosi di sezione finita, non fosse pid lecito riferirsi senz’altro 
ai suddetti valori asintotici. Rimettendo eventualmente ad altra epoca lo 
studio esauriente della questione, con la presente Nota si vuol intanto far 
osservare che le conclusioni del lavoro precedente sussistono, se non asso- 
lutamente per sistemi continui veri e propri, per sistemi anulari costituiti 
di filetti vorticosi fra loro distanziati, come sopra & stato precisato. 

Con cio non verra meno (sia lecito sperarlo), anche per possibili ulte- 


riori sviluppi, I’ interesse teorico ed applicativo dell’anello vorticoso rotatorio 
da me imaginato. 


(1) Cfr. L. S. Da Rios, Anelli vorticosi ruotanti, «Rendiconti del Seminario Mate- 
matico della R. Universita di Padova», 1931. 
(2) Cfr. « Atti della R. Accademia Nazionale dei Lincei»; Relazione sul concorso 


a due premi del Ministero dell’Educazione Nazionale per le Scienze matematiche e fisiche, 
scaduto il 14 gennaio 1932. 


Meccanica. — Sul moto di un sistema planetario di n + 1 
corpi rigidi. Nota di G, Kratt, presentata “ dal Socio T. Levi 
Civita. 


1. In alcune recenti Note in questi « Rendiconti » © ho trattato con qual- 
che estensione delle mete asintotiche verso cui & orientato il moto di un 
Sistema planetario, di m + 1 corpi celesti, da effetti dissipativi interni, ad 
esempio conseguenti a maree elastiche od oceaniche. 

Le ipotesi che dominano quelle considerazioni sono le seguenti : 

a) I corpi, che s’attraggono con legge newtoniana, sono, agli effetti 
della suddetta attrazione, assimilabili a punti; pero, agli effetti cinetici (moto 
rispetto al baricentro), sono quel che sono, cioé, con buona approssima- 
zione, giroscopi, e come tali, dotati di moti precessionali attorno ad assi 
comunque orientati. 

b) Le maree sono accompagnate da una lenta azione dissipativa, 
sicche l’energia totale del sistema & portata, attraverso una degradazione 
incessante, ad un valore minimo. II quale minimo, dato il carattere interno 
della nominata azione, deve essere compatibile con l’invariante sussistere 
del momento totale delle quantita di moto. 

Per questa osservazione, la ricerca dei moti limiti cui corrisponde tale 
minimo condizionato fu riportata ad individuare tra le soluzioni stazionarie 
(nel senso di Levi—Civita) che ho trovate per il problema degli + 1 corpi, 
talune classi particolari, minimizzanti l’energia in senso pid lato, cioé col 
concorso di tutti i parametri che intervengono nel sistema differenziale che 
regge il moto del sistema e che dai nominati interventi dissipativi son fatti 
variare. 

Conseguentemente a questa concezione restO caratterizzato |’atteggia- 
mento limite del moto nei termini seguenti: 

I corpi celesti di un sistema planetario, soggetto a maree o qualsivogliano 
aziont dissipative interne, tendono ad atteggiare le loro orbite a circonferenze con 
centro comune, tutte in un piano ben determinato dai dati iniziali (normale al 
momento totale delle quantita di moto) nonché a disporre gli assi delle preces-. 
sioni degeneri (rotazioni) normalmente a tale piano, assumendo per le medesime 
pertodo eguale a quello, comune, di rivoluzione. 

Ma puo venir fatto di chiedersi se gli stessi risultati permangono ancora 
abbandonando in parte Vipotesi a), per considerarli agli effetti delle forze 


(1) Nella seduta del 2 giugno 1933. 
(2) Cfr. G. Kratt, Mete lontane del moto di un sistema planetario. Questi « Rendi- 


conti», aprile, 1932. 
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d’attrazione cosi come per quelli cinetici. La a), sotto certi riguardi, coesistendo 
con la b), da al sistema caratterizzato per tramite suo, un aspetto che tradisce 
poca aderenza alla realta. 

Alla domanda si puo rispondere affermativamente: tutti i risultatt re- 
stano inalterati, anzi, se i corpi hanno struttura qualunque anziché giroscopica 
si pud dire ancor piu, precisamente : 

Essi porteranno asintoticamente i loro baricentri su una retla, rotanle con 
elocitd uniforme attorno il comune baricentro, in un piano normale allinva- 


riante momento totale delle quantita di moto K. Su questa retla esst dispor- 
ranno gli assi maggiori dei loro ellissoidi centrali di inerzia, mentre quelli minort, 
attorno cui a loro volta roteranno (cost da mostrarsi sempre la stessa faccia) st 
porranno ad essa normali. 


of oe . ripe) 
Se K é nullo, si ha la collisione generale, nella primitiva come nella 
presente 1mpostazione. 


§ 2. — IMpOSTAZIONE DEL PROBLEMA. BREVI RICHIAMI. 


Consideriamo un sistema planetario costituito da un numero qualunque 
n+ 1 di corpi celesti, aventi dunque struttura qualunque, sufficientemente 
inerti perché l’energia cinetica del loro moto rigido relativo al baricentro 
non sia trascurabile per raffronto a quella del moto orbitale, sufficiente- 
mente estesi perche risulti apprezzabile Veffetto correttivo, spettante a tale 
estensione, da apportare al potenziale calcolato, come d’ordinario, suppo- 
nendo tutta la massa concentrata nei baricentri. 

Per un moto qualunque, nei corpi suddetti avranno luogo maree alle 
quali s’accompagnano, nel loro rinnovarsi quasi periodico, azioni di natura 


dissipativa, lente ma incessanti, degradanti l’energia totale E del sistema, 
somma di quella cinetica del moto dei baricentri (moto orbitale), di quella 
del moto ad essi relativo e di quella posizionale che deriva dal campo di 
forza newtoniana. 

Queste azioni dissipative la porteranno, come abbiamo detto, ad un 
minimo subordinato all’invariante sussistere del momento vettoriale totale delle 


* 
quantita di moto K, dato iniziale ed immutabile del sistema. 

Tale minimo va inteso non soltanto di fronte a tutte le possibili de- 
terminazioni dei vari parametri che figurano nelle equazioni del problema 
: . é Mie : 

e nell’assegnato momento risultante (costanti delle aree coseni direttori delle 
terne principali d’inerzia, momenti delle quantita di moto ecc.) ma, anche 
di fronte ad ogni altra soluxione del problema stesso. Cid richiede che sia in- 
condizionatamente 


2(Fi Se Si Q; Ks) 
(1) ee 


In queste equazioni, ben manifeste condizioni di esirenw, levy (t= 1, 
2,3) designano tre moltiplicatori lagrangiani, K: le componenti del vettore 


momento delle quantita di moto K ,¢ infine rappresenta una generica delle 
incognite del sistema differenziale (coppie canoniche) rispettivamente tutti 
quei parametri che conseguentemente alle azioni di cui si tratta, si debbono 
far concorrere al minimo. 


§ 3. - PROBLEMA DEGLI (1 + 1) CORPI CONSIDERATI COME PUNTI MATERIALI 


Consideriamo dapprima gli 7 + 1 corpi, all’uso classico ridotti a punti. 
Allora, nel caso di mutue attrazioni newtoniane, il potenziale del campo di- 
pende notoriamente dalle sole differenze x;=8:—&, , yi=yi—yo , u=C:—t, ; 
fra le coordinate assolute del generico punto P; e di uno prefissato P, (co- 
sidetto corpo centrale). Cid porta spontaneamente ad assumere come para- 
metri lagrangiani del sistema le 3 coordinate relative di n punti rispetto 
a quello centrale P, e le coordinate assolute di quest’ultimo. 

Ove si designino con p:,q:,1r: gli impulsi 


Pie Ee S  S1; B G 


€ si ponga con ovvi simboli 
mim 
i Tibk 
(2) U, «= yeas r: 
oO ik 


Penergia E, = T, — U, del solo moto orbitale degli + 1 corpi considerati 
puntiformi, si esprime nella forma canonica H, = E, , 


Bt ue eer Se Pe oe on ee a 
@ pS ae © + (3,0) +(3.0) +(S.n)]-u:, 


GE es mi T 


§ 4. — ENERGIA CINETICA DEL MOTO RELATIVO AL BARICENTRO. 


Fissiamo |’attenzione su un solido generico i‘? e, senza fare per ora uso 
di indici, indichiamo con A,B, Ci momenti principali d’inerzia, con ®@,,@ 
i tre angoli di Eulero della terna solidale con quella fissa, di riferimento 
meccanico, Q. Sia » la velocita angolare del solido, & il momento delle 
quantita di moto, A l’energia cinetica del moto relativo al baricentro. 
Proiettando » e & sulla Q si ha, con ovvi simboli, 


a eee = Diy, K, == CY, 


A= — (Ay; a By Gv), 


“eg 3 


D’altronde, sfruttando gli angoli di Eulero, le tre componenti di & sulla 
terna solidale degli assi principali d’inerzia possono notoriamente porsi nella 
forma 


kj =ksin@sind® , k =ksinOcosbP , k, =kcos@, 


cosicché risulta anche per A l’espressione di cui ci varremo, 


a (= © sin? b 


of sin? @cos?p _ cos? @ 


7 =i, Be ha ee 


§ Sous POTENZIALE DI DUE SOLIDI A STRUTTURA QUALUNQUE. 


Indichiamo con A;,B;,C: ; Az, Be, Cri momenti principali d’inerzia 
con J; rispettivamente I, i momenti d’inerzia rispetto alla congiungente 1 
due” baricentriG; e G,dél solido 7796 77" 

Indicando ancora con ri la distanza G;G; si ha per il potenziale Ux 
dei due solidi 


my (Ai + B; + C; — 3 1i) + m: (Az + Bz + Ci:— 3 Ik) 


21s 


Mm; Mk 


6) Ua fS™+y 


ith \? : ses eee “7 oe 
a meno dell’errore ee . Uix; 1; ed 1; designando due arbitrarie dimensioni 


2 
Vik 


del corpo jimo e fimo, 

Convenendo di chiamare con M; ed M; la semisomma dei tre momenti 
Ai, B;, Ci; Az, Be, Ce © com Am, Wik, Vin 5 An; wei, Ver Gli angoli che G, G; 
fa con i tre assi principali d’inerzia dei due corpi i#° e kime, si ha in Juogo 


della (5), 
(a) Un =f + Un + Us 
con 


6%) Cg ee 
tk 


” (Ai cos? Aix + B; cos? wiz + C; cos? viz Ax COS? Ati + By cos? wai + Cz cos? 
(5¢) Un=—3 fim ee e scsi n ee 3 oo 
= lik tk 
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§ 6. — EspRESSIONE SEMICANONICA DELL’ENERGIA TOTALE. 


Possiamo ora scrivere esplicitamente l’espressione spettante all’energia 


* * 


totale H = E somma di quella del moto dei baricentri, di quella addizionale 


>>; A; dei moti relativi ai baricentri e di quella potenziale —U, essendo, in 
base alla (5) e (5 a) (5b) (5 ¢) 


USSU UY 


con 


n n n 
‘coe S Mi My : ’ fi ” 
I if : ik > U = Se Uz > U = Se Uz, " 
oO 10) 


Vik 


Avremo precisamente, mettendo in luce le variabili che faremo con- 
correre al minimo, tralasciando la scrittura degli indici, 


(6) E-HG@,y,</)9,r)—U' @&, 952). + >, Ar(k v0) — 
coe Es CNTR ee Pa) 


con l’osservazione che gli angoli A, u,v dipendono da quelli di Eulero 
©,,9 in maniera che, come vedremo, non importera rendere  esplicita. 

Abbiamo chiamata semicanonica tale espressione in quanto non tutte le 
variabili sono coniugate. 


§ 7. - MoMENTO TOTALE DELLE QUANTITA DI MOTO. 


Resta a valutare l’espressione del momento totale delle quantita di moto 


* 
che abbiamo chiamato K. 
Per quanto concerne il moto orbitale, si hanno Je componenti di un 
vettore K cosi definite 


(7) Ki = 2, (yiti — eg) 5 Ka = 2, (pian), 


n 


K, = 2, (19: pips). 


I 


Sommando a queste le proiezioni dei vettori A, si avranno le compo- 


nenti di K da far intervenire nella (1). Ma cio sia detto soltanto in linea 
concettuale. Si osservi piuttosto che, in particolare, quando, come avremo 
occasione di fare, l’asse x sia orientato in modo che riesca K, = K, =o 
(per il che basta portarlo a coincidere con K) risulterd nelle nuove coor- 
dinate, senza mutar scrittura, 


n 


(7 2) Ky = 2, (#9: — yi pi) > Le ees 


Indicando, come conveuuto, con K il vettore momento totale, potremo 
scrivere per il suo modulo, ove con B ed a: si indichi l’angolo che il ver- 
sore caratterizzante K, rispettivamente 4; del solo moto relativo al bari- 
centro G del corpo i'”°, fa con esso, 


(8) K = Kcos8 + >, kicos ai. 


Abbiamo ormai quanto occorre per render esplicite le (1) e trarre, 
discutendole, ]a previsione asintotica prima annunciata. 
Cid faremo in una prossima Nota. 


Meccanica. — Sopra una condizione alla parete per | equazione 
della turbolenza nei tubi. Nota di G. D. MatrTio_i, presentata“ 
dal Socio C. SoMIGLIANA. 


1. Nella teoria della turbolenza che ho formulata in alcune recentt 
Note ®, la viscosita interviene solamente nello strato sottilissimo aderente 
alla parete (Grenzschicht di Prandtl); il moto nel resto della massa — cioé 
nella quasi totalita — ¢ dominato dal trasporto trasversale turbolento di quan- 
tita e di momento di quantita di moto. Un problema fondamentale in questa 
teoria € quello dell’interazione fra queste due regioni: in questa Nota ne 
propongo una soluzione, nel caso dei tubi cilindrici a sezione circolare, ba- 
sata su ragionamenti di omogeneita, che, in questo ordine di cose, hanno 
spesso condotto a risultati soddisfacenti. 


2. Sia R il raggio del tubo, ¢ lo spessore dello strato viscoso, ed in 
misura ieanonle 
s= >: 
R 
Ripetendo le notazioni precedentemente usate, indichiamo con: r la distanza 
dall’asse, v la velocita, es = cost. il gradiente di pressione costante lungo 
il tubo. Si riconoscerebbe facilmente che per l’estrema piccolezza di 8 il 
gradiente di pressione altera di pochissimo la linearits di v entro lo strato 
viscoso; cosicché ammetteremo che in questo sia 
v= = —v* = cost. 
(1) Nella seduta del 2 giugno 1933. 
(2) Teoria della turbolenza. Questi « Rendiconti», vol. XVII, 1933, p. 227; Teoria 


della turbolenza. — Conseguenze analitiche e confronto con Vesperienza, ibidem, vol. XVII, 


1933, p- 293 [saranno citate Ie I]]; Sur la’ théorie de la turbulence dans les canaux, 
«Comptes Rendus», t. 196, 1933, p. 1282. 


ess 3S 


d\ = \ ere. . 
Sulla parete v’é aderenza, per cui se v** é la velocitd sulla superficie 
interna dello strato laminare 


>) \ . . . 
D/altronde se z, é la tensione tangenziale viscosa, costante nello strato 5, 
e v il coefficiente cinematico di viscosita, si ha in due modi diversi: 


_ oR 


kK 
T> = evu 
2 


? 
perché la tensione viscosa alla parete deve equilibrare la forza dovuta al 
gradiente di pressione. 

Consegue 


e ponendo 


u =i 


a 


Rk hk ; oR 
/ 


risulta per lo spessore dello strato viscoso 


NOLS 
nye 


» numero puro, fornisce la misura dello strisciamento alla parete della 
colonna fluida turbolenta determinato dall’ interposizione dello strato viscoso: 
é plausibile che u** dipenda solamente dalla natura fisica della parete, e non 
in particolare dalla sua forma; quindi per pareti liscie u** dovrebbe essere una 
costante universale. 


(1) $= u* 


u** 


3. Vediamo le conseguenze di questa ipotesi per il problema trattato 
nelle Note I e I. 

Se si potesse pensare un fluido totalmente sprovvisto di viscosita, la 
prima equazione della turbolenza (eq. (1) della IL), che dovrebbe valere fino 


(1) Colgo loccasione per modificare in un punto lo sviluppo dato. ai calcoli di II. 
L’equazione (2) era ivi integrata nella (2’) ponendo aumax per la costante d’ integrazione : 
cid che va probabilmente bene per Varco centrale della curva u(r), ma che é invece 
arbitrariamente restrittivo per l’arco che arriva alla parete. Si vede tosto che lasciando 
arbitraria detta costante, al posto della (7) si ha 


u— Bp 


(2) . ie Cer ae a 


cosicche l’equazione della turbolenza s’ integra con le 


aes & yy 
(3) Vie F 3 (4) log z= | SL 


Jo 


RENDICONTI. 1933, Vol. XVII. 62 


a O98 aoe 


alla parete, fornirebbe ivi lim v’= co; perché /, percorso di mescolamento, 
ovviamente s’annulla alla parete, e k é finito. D’altronde fuori dello strato 
viscoso Vandamento del moto deve essere indipendente dalla viscosita, per 


cui lintegrale adottato a rappresentarlo deve dare lim v’ = co, 0, in misura 
r—>R 
adimensionale lim 1 = co. 
ze ; 4 

Riferiamoci alle equazioni (2), (3), (4); si ricava che a lim u = co 

corrisponde lim y = co, cosicché entro l’integrale della (4) potremo tra- 
Poe 

scurare y di fronte a Ce” per y molto grande. Ponendo & = 1 (o> °°) 
ed indicando con y* il valore di y per & = 1 —8 (cioé sulla superficie in- 
terna dello strato viscoso, e quindi esterna della colonna turbolenta) si ha 


dalla (4) 
I 
—log (ra —S = ws = O™. 
g( ) oe Cx 
Uguagliando con il valore di 8 fornito dall’ipotesi (1), dopo aver so- 
stituito y* con u* a norma della (3) (uv* e il valore che u assume sulla 
superficie esterna della colonna turbolenta), si ottiene, trascurando 8 di 
fronte ad 1, 


(5) yee eae 


Cx ce 


2 


Se wo € la velocita massima (adimensionale) — misurata sull’asse del tubo, 
per cui é un dato d’osservazione - si ha 

Nou este 
e percio, fissato u**, la (5) &€ una relazione che deve essere verificata dalle 
costanti d’integrazione C e B. 

E assai probabile che la costante C sia legata alla funzione k - che 
esprime l’intensita del mescolamento turbolento -: essa ha quindi lo stesso 
valore, non precisabile a priori, nei due integrali che forniscono la wu (&) 
(contrariamente a quanto era stato ammesso nella Nota II). Assumendo 
C=1.304, come in II per l’arco centrale; x= 0.4427; uo =26.8 ©; y=0.011; 


Rigaeieas es = 35.05, la (5) & verificata, per) 8j=0:35;-4™ = 48.8. 


Con questi valori (e 8 =o per Varco centrale) le (3), (4) danno una 
ottima approssimazione della u (€) empirica, anche migliore di quella indicata 
in II. Come sara pubblicato altrove lo stesso schema concettuale qui indi- 
cato, conduce per 7 canali ed una ** = 11,18: valore assai prossimo all’attuale. 
Sembra percio assai probabile che |’intervento della viscosita nel caso di 
pareti liscie possa essere caratterizzato da u** quale costante universale. 


(1) Nixurapsg, « Forschungsarbeiten V. D. I.», n. 281, 1926. 


ie oo es 


Meccanica. — Sulla formula fondamentale della Cinematica 
dei sistemi rigidi. Nota di Luisa PEtosi, presentata “ dal Socio 
T. Levi-Crvira. 


Molte sono le dimostrazioni che sono state date della formula che da 
la velocita dei punti di un sistema rigido in moto; le pit: recenti sono anche 
Je pit semplici, e in esse si fa uso del calcolo vettoriale, sia adoperandone 
solo Je parti pit elementari (somme, prodotti interni, esterni, misti), sia 
adoperando anche le omografie vettoriali. 

Fra le dimostrazioni del primo tipo la pit semplice quella del prof. Boggio, 
che in sostanza ¢ riportata nella nota opera: Lezioni di Meccanica razionale 
dei prof. Levi-Civita e Amaldi (2* ediz., vol. I, p. 180; Zanichelli, 1930). 
Fra quelle del secondo tipo ve ne é una semplicissima pure del prof. Boggio®), 
basata sopra proprietd delle isomerie vettoriali, e un’altra, pure assai sem- 
plice del prof. Pensa“), il quale adopera le proprieti delle dilatazioni. 

Tuttavia ritengo cosa non inutile il dare una nuova dimostrazione della 
formula in questione, perché essa é condotta in modo del tutto diverso dalle 
altre dimostrazioni, ed & pure assai semplice e breve, essendo in sostanza 
fondata sopra Ja condizione d’integrabilita di una certa espressione differenziale. 

I] metodo stesso ¢ applicabile anche al caso di spazi con n dimensioni. 


1. Siano P,P, due punti qualunque di un sistema rigido in moto (nello 
spazio ordinario) e v, v, le loro velocita (vettoriali) in un istante qualunque; 
la condizione di rigidita (P; — P)? = costante, derivata rispetto al tempo, 
da senz’altro, com’é notissimo: 


(P, —P) X (v. —v) =0, 
€ se si suppone il punto P, infinitamente vicino a P, possiamo scrivere: 
@) dP x dv =o, 

e il vettore dP ha direzione del tutto arbitraria. 


(1) Nella seduta del 7 maggio 1933. 

(2) Cfr. Buratt-Forti et Boccio, Espaces courbes, ecc., p. 243 («S.T.E.N.», Torino, 
a. 1924); oppure: Meccanica razionale, p. 79 (Collezione Lattes, a. 1921). 

(3) Pensa, Sopra alcune proprieta del moto di un corpo rigido, § 2 (« Rendiconti Cir- 
colo Matematico di Palermo», t. XXXVI, 2° sem. 1913). 


= 4030 cee 
La (1) mostra che al vettore du si puo attribuire Ja forma: 
(2) C0 = 2k 
ove @ @ un vettore funzione di P (ma non di dP). 


Dico che il vettore @ deve essere costante) (cioé indipendente da P). 
Infatti, prendendo il differenziale, col simbolo 6, della (2) si ha. 


Sdv = 82 A\ dP + 2/\ SP, 
scambiando qui d con 8 e sottraendo le due eguaglianze, risulta : 
(3) o = $2 A dP—d2 / SP, 


che &, in sostanza, la condizione d’integrabilita della (2). 
Moltiplicando la (3) scalarmente per dP si ha: 


(d2 f\ dP) x 8P = 0, 
da cui, per Parbitrarieti del vettore SP: 
AR dP isi, 


la quale mostra che il vettore d@ deve essere parallelo al vettore dP, e percio 
si puo porre 
(4) d2 = maP, 


ove m € una funzione numerica di P (ma non di dP). Analogamente si ha 
52 = mSP e sostituendo nella (3): 


m&P /\ dP —mdP /\ 8P =0, 


da cui segue m= 0, dopo di che la (4) mostra che 2 € costante, come 
abbiamo asserito. 
Integrando la (2) si ha percio: 


(5) v=v, +2 /\\ (P—O), 


ove O é un punto qualunque del sistema rigido e vp) ne & ovviamente la 
velocita, 
La (5) € la formula che volevamo ottenere. 


2. La precedente dimostrazione si estende facilmente al caso di uno 
spazio euclideo con un numero qualunque di dimensioni. 


(1) Questa proprieta é€ ben nota; cfr. Burati-Forti e MARCOLONGO, Trasformaziont 
lineari, p. 246 (Zanichelli, Bologna, 1929). Tuttavia abbiamo preferito darne una dimo- 
strazione diretta, molto semplice, indipendente dalle omografie vettoriali. 


eer 


Bip db a= 


Intanto la (1) sussiste inalterata, e siccome puo scriversi 


dw 


(r) dP X ap 4P = 0, 

risulta, da una nota proprieta (), che Yomografia vie deve essere assiale, 
perciO potremo porre: 

(6) di= HOP. 


Ove w indica un’omografia assiale funzione di P (ma non di dP). 
Dico che Pomografia uw deve essere costante. 
Infatti, prendendo il differenziale, col simbolo 3, della (6) si ha: 


(7) Sdv = du-dP + udaP, 
scambiando d con 8 e sottraendo le due eguaglianze, risulta: 
(8) Oo = du-dP —dudP, 


che € la condizione d’integrabilita della (6). 
Moltiplicando scalarmente la (8) per dP si ha, essendo assiale anche 


Pomografia Su: 
Qo = dy. PX dP, 


od anche, per il teorema di commutazione: 
SC SET NDS RC aan in 

da cui, per l’arbitrarieta del vettore dP: 

(9) DU GP = 04 


Poiché il vettore dP & arbitrario, sostituendolo con dP + 8P, il dy 
verra sostituito con du + du, e avremo: 


(du + du) (dP + 5P) =0, 
sviluppando e tenendo conto della (9) e dell’analoga 8y- SP = 0, rimane 
du-dP + du-dP=o, 


che sommata colla (8) porge d5u-dP = 0, e per l’arbitrarieta di dP si con- 
clude du = 0, cioé p= costante, come si & asserito. 


(1) Burcatti, Boccio, BuraLi-Fort1, Geometria differenziale, p. 145 (Zanichelli, 
Bologna, 1930). Nel seguito indicherO quest’opera con Geom. diff. 


Dopo cid, la (6), integrata, fornisce senz’altro : 
(10) v=v+p(P—O), 


ove O e un punto arbitrario del sistema rigido, e vw ne & la velocita. 
La (10) é la formula fondamentale della Cinematica dei sistemi rigidi- 
per gli spazi euclidei. 


3. Supponiamo ora che lo spazio che si considera non sia piu euclideo, 
ma sia una varietd riemanniana V,, con u dimensioni, nella quale siano 
possibili spostamenti rigidi. 

Sussistera ancora la (1) qualunque sia dP, sostituendo pero a dv il dif- 
ferenziale superficiale dy v nel senso di Boggio e cosi sussistera la (6), ela 
(7) che ora va scritta cosi: 


dy dy¥ = dv p- dP + pov dP ; 
scambiando d con 8 e sottraendo si ha: 
Sy dy UV — dy 8vv => Os [L- dP —dyu- d5P — p (dv dP _ fib dP); 


ma @ noto (Geom. diff., pag. 178) che 8. dP — d, 8P =0, e inoltre che 
Sy dyv — dv8v v = RAP SPv, ove K & Vomografia (di 3° ordine) di Riemann 
relativa alla V, (Geom. diff., p. 187), percid si puo scrivere: 


dP SP uv = dy p+ dP — dv w- OP, 


od ancora, per definizione degli operatori k,k* (Geom. diff. p. 152): 


do sp gp__ 4° ypsp 


7* |, eee 
k* k Re dP §P = ?P 7? 


cioe (Geom. diff., p. 188): 
Kk RvdP SP = ky’ dP SP — p' dP OP, 


= a ad 
ove si € posto per brevita py’ = 


cae per l’arbitrarieta di dP e SP si conclude: 


(11) kp’ — p' = Kk ie, 


la quale concorda con una nota condizione di integrabilita del prof. Boggio 
(Geom. diff., p. 196). 

Poiche, come si disse, l’omografia p é assiale, si ha p + Kp = 0, da 
cui, derivando: 


(12) u’ + Ky =o. 


ej a 
Operando con k su questa e con K sulla (11) risulta, per la (12) stessa: 
(Ge) ky’ + kKp’ =0, 
C4) Kky’ +p’ = kRo. 


Operando con k su questa e ricordando (Geom. diff, p. 152) che 
kKk = KkK, e badando alla (12), si ottiene: 


(15) — Kkp’ +ky’ = Rv. 
Formando ora Ja combinazione (14) + (15) — (11) risulta: 
2u = Rv—kRo — Kk Nv, 
€ sommando con questa l’identita (Geom. diff. p. 188) 
o= Rvu—kRv + Kk Kv, 


che esprime la proprieta ciclica dell’omografia di Riemann, si ha: 
w= Rv, cioe —- = hv. 


L’omografia # non pud essere arbitraria, perché deve soddisfare alla 
condizione d’integrabilita, che si trae dalla precedente relazione. 

Cio limita, come si capisce, la natura della Vn. 

In particolare, se la varieta Vy, € euclidea, si ha (Geom. diff., p. 187), 


dv 
3 = 0, e allora la precedente mostra che l’omografia ap deve essere co- 


stante, come si stabili nel numero precedente. 


Meccanica. — Sul moto di un sistema planetario di (n + 1) corpi rigidi. 
Suoi aspetti limiti stazionari. Nota di G. Kraut, pres. dal Socio T. Levi~ 
Civita. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Meccanica. — Sulle funzioni biarmoniche, come prodotti analoghi ai pro- 
dotti di Lamé, e sulle linee di forza dei campi Newtoniani. Nota di I. Opa- 
TOWSKI, pres. dal Socio C. SomIGLiana. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Astronomia. — Elementi ellittici dell’orbita della doppia spettro- 


scopica t Persei. Nota di L. G1aLANELLA, presentata ‘? dal Corrisp. 
L. CarNERA. 


1. La doppia spettroscopica + Perse [1900.05 ; «= 2° 47™ 20 
S§ = + 52°21’; grandezza visuale 4,06 secondo il Catalogo Henry Draper] 
ha fornito all’Osservatorio di Lick una serie di 21 osservazioni di velocita 
_radiale distribuite in modo vario tra il 26 ottobre 1898 e il 21 ottobre 109.7 
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Tay. 1. — Doppia spettroscopica t Persei. Grafico delle velocita radiali. 


Curva (C) delle velocita radiali osservate. 
------ Curva (C’) delle velocita radiali calcolate. 
@ Luoghi normali osservati. 
Luoghi normali calcolati. 
© Osservazioni. 


(1) Nella seduta del 7 maggio 1933. 


cuni dei quali addirittura infruttuosi, mi h 


oi 


L’esame di queste osservazioni, dopo parecchi e laboriosi tentativi, al- 


riodo di rivoluzione il valore: 


P= 26",05 . 


a condotto ad assumere come pe- 


Con questo ho potuto ricondurre tutte le osservazioni ad uno stesso 


periodo, calcolando per ognuna la fase, 


I valori di queste osservazioni, ricavati dal Catalogo dell’ Osservatorio di 
iC Ove la stella si trova elencata al n. , SONO precisamente 1 se- 
Lick ®, dove la stell t lencata al n. 65 p t 


guentl: 
Tasetia I. 
Giorno Velocita Luogo 
Data Fase radiali 
Giuliano Km /sec. normale 
I 1898 ottobre 26 2414589%.89 | 04.89 (26.91) + 10.4 V 
2 novembre 14 4608 .83 | 19 .83 + 8.8 IV 
g 28 4622 °835) 7 81 (33.83) + 10.0 I (VI) 
4 1900 ottobre 15 5308 .83 | 17 .29 — 2.0 lll 
5 31 5324-73] 7 -17 (33.19)| — 21 I (VI) 
6 dicembre 17 GTA ETO Vee TOn 28. 00) — 3.6 I (VI) 
y 1901 ottobre 13 S071 95 | 10.13 218 Il 
8 novembre 5 5694 .87 | 13 .03 — 16.2 II 
9 1902 febbraio 2 5783 .68 | 23 .78 + 12.3 V 
10 1904 ottobre 12 6766 .95 | 18 .29 + 04 Ill 
II 17 6771 .95 | 23 .29 + 0.8 IV 
12 24 6778 .76| 4.08 (30.10) — Wl I (vb 
13 25 6779 -93 | 5 -25 (31.27)|  — ns 1 (1) 
14 novembre 7 6792 .72 | 18 .o4 4 OD ll 
15 1905 luglio 19 7046 .99 | 12.11 — 99 II 
16 settembre 8 7097-04 | 10). 12 is II 
17 1906 gennaio 28 7239 .65 | 22 .63 + 1.9 IV 
18 dicembre 2 ASG, JAB, NOES ANG) AE 50) IV 
19 | 1907 settembre 12 7831 .g1 | 16 .43 4s GA Ill 
20 26 7845 .88| 4 .38 (30.40) + 6.6 I (VI) 
21 ottobre 7 7856 .94 | 15 .44 sh 5.4 II 


(1) «Publications of the Lick Observatory », 


vol. XVI, Berkeley, 1928. 


— 942 — 


L’ultima colonna indica l’assegnazione, da me fatta, di ogni osserva- 
zione ad un gruppo per ricavarne un luogo normale. Dalla scelta fatta degli 
dx 
dt 
servatore terrestre, megativa se si avvicina all’osservatore terrestre. 

Riportate poscia queste 21 osservazioni sopra un grafico che ha per 
asse delle ascisse quello dei tempi ¢ (fase) e per asse delle ordinate quello 


assi, risulta la velocita radiale positiva se la stella si allontana dall’os- 


: By ; 
delle velocita radiali ae , secondo quando suggerisce la loro rappresenta- 


zione grafica, ne ho ricavato i.cinque.luoghi normali seguenti : 


TaBELLa II. 
Luogo Velocita 
Fase 
normale radiale 
I (VI) 6131 (274g) 4 3:6 
I] 114.34 4.2 
Ill 164.94 — 2.4 
IV 214.05 + 5.6 
Vv 254.34 + 11.4 


Per questi punti cosi ottenuti ho fatto passare la curva (C) delle velo- 
cita radial osservate (v. Tavola annessa). Il tracciamento di questa curva, 
come pure quello della determinazione e scelta dei luoghi normali, é stata 
cosa quanto mai laboriosa: la curva che ho ottenuto mi sembra sia la mi- 
gliore che si possa disegnare con i dati di osservazione posseduti. 

Dalla curva sono risultati i seguenti valori: 


Max = + 14 min = — 14.2 
LO eek ea Kr = + 47-5 
ries: 

2Gt 
Max + min = — 0.2 


Max — min = 28.2 


Max - min = — 198.8 


con cui ho calcolato gli elementi ellittici dell’orbita : 


boa 102, 
Nm = 13°.835 


€ = 0.05403 


Ore O72 2305 

T = 2414595490 giorni giuliani 
Keetkin® Tyr 

V = —o.001 km sec 


aseni = km ~- 88182. 


Con questi elementi ho proceduto poi al tracciamento della curva cal- 
colata (C’) delle velocita radiali (v. Tavola): colla formula (1’) della nota 
precedente“) ho determinato i valori calcolati delle velocita radiali in corri- 
spondenza dei cinque luoghi normali. Avendo bisogno per il seguito di un 
sesto luogo, ho preso per questo il periastro con coordinate: 


dz 
i — 62.90 —~ = — 0.19. 
9 rT 9 
Di modo che i valori delle coordinate dei Iuoght normali calcolati si 
deducono dalle colonne 2* e 5* della seguente tabella, in cui si trovano 
anche nell’ultima colonna le differenze tra velociti radiali calcolale ed os- 


SEhvates 
ao Velocita Velocita 
ass ane ser az 
oe & Fase t t—T M radiali radiali 8 (#) 
= 9° calcolate osservate 
I 64.90 ) 0° — 1.0 — O01 —0.9 
Il TGA 444 one27e — 13.7 — 14.2 + 0.5 
Ill 164.94 10.04 138°57’ — 7.08 =) 2.4 = Any 
IV 214.05 14.15 195°50" Fase somes 6 Onn 
Vv 259.34 18.44 25 5°13" + 13.9 + 114 + 2.5 
VI 324.33 25.43 351957’ + 27 + 26 + o.1 


Infine valendomi dei sei valori a( ed M, mediante la formula (8’) 


della stessa precedente nota, ho scritto il sistema delle set equazioni lineari 


(1) L. Gtaranetra, Sopra tl calcolo degli aN ellittici dell orbita di una stella doppia 
spetlroscopica. Questi « Rendiconti», serie 6*, vol. XVII, p. 820, 1933. 


oh OA aes 
nelle incognite 5V,5K ,8o,8e,8n,5T; risolto il quale, previo arroton- 
damento dei coefficienti, ho trovato i valori: 


dV = — 0.002 d¢= + 0.015 
OK = + 0.45 8” = — 0°.001 
dm = + 0.01 $l =—0o.0!1 
i quali mi hanno permesso di correggere gli elementi dell’orbita, ottenendo 
ulteriormente: 
P= 207023 
eaat teat 
@ = 0.06903 
Chis 79235 21 
\ T = 2414595489 
Kaiki 54.5.5 
V = — 0.003 km sec 
a sen1 = 88300. 
Astronomia. — Osservazioni sulla Latitudine del Campidoglio 


col metodo di Talcott. Nota di G. Contino, presentata‘ dal Socio 
G. ARMELLINI. 


1. Espongo in questa nota i risultati di una serie di osservazioni ese- 
guite nel RK. Osservatorio di Roma (Campidoglio) nei mesi di Marzo, Aprile 
e Maggio 1933, quale contributo allo studio della variazione della latitudine, 
col metodo di Horrebow e Talcott a mezzo di un ottimo strumento dei 
passaggi di Bamberg, gentilmente messo a mia disposizione nel periodo sud- 
detto dal chiarissimo Direttore dell’Osservatorio prof. Giuseppe Armellini. 

Notiamo in proposito che il R. Osservatorio del Campidoglio esegue 
da vari anni determinazioni di latitudine e ne sono prova i lavori eseguiti 
sin dal 1855 dal prof. Calandrelli col grande circolo verticale di Ertel e suc- 
cessivamente dal Respighi, dal Di Legge e dal Giacomelli che eseguirono 
anzi misure assolute di declinazione col circolo meridiano. Nel 1920 il 
prof. Giuseppe Armellini inizia una nuova serie di determinazioni continua- 
tive di latitudine col metodo differenziale delle « coppie talcottiane » ed ado- 
perando lo strumento dei passaggi di Bamberg a cannocchiale invertibile. 
Determinazioni riprese e continuate da G. Conti, da Crenna e da G. An- 
drissi sin ad ora. Infine, da qualche anno, il R. Osservatorio del Campi- 


(1) Nella seduta del 2 giugno 1933. 
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doglio ha iniziato una doppia serie di misure sistematiche sulla variazione 
della latitudine, osservando simultaneamente sia in meridiano (metodo di 
Talcott) e sia in primo verticale (metodo di Struve), onde studiare il com- 
portamento annuo della rifrazione zenitale e contribuire alle ricerche sul «ter. 
mine x di Kimura ». Tali risultati recentemente pubblicati dalla dott.sa G. Conti 
si riferiscono agli anni 1926, 1927 e 1928. 


2. Vengono ora le mie osservazioni eseguite in meridiano con un ec- 
cellente strumento dei passaggi di Bamberg a cannocchiale spezzato. II fine 
strumento costruito nelle Officine Bamberg a Friedman presso Berlino é 
posto su solidissimo pilastro di muratuta cilindrico a pavimento isolato per 
proteggerlo dalle vibrazioni del suolo. Due livelle di alta precisione che si 
collegano strettamente all’asse orizzontale dello strumento all’atto della in- 
versione, costituiscono - come é noto - il fondamento di ogni determina- 
zione di latitudine col metodo di Talcott, alla stessa stregua del cronografo 
per le osservazioni eseguite in primo verticale; e posi quindi ogni cura nelle 
letture delle livelle attendendo che le rispettive bolle raggiungessero l’esatta 
posizione di equilibrio al passaggio della stella sia al Nord che al Sud ed 
evitando con molta attenzione possibili vibrazioni nel momento in cui ese- 
guivo le quattro letture all’ Est e le quattro letture all’ Ovest. 

Per il passo della vite micrometrica ho adottato il valore medio di 
0”,5675, trovato dal prof. Giacomelli, ricontrollato dalla dott.ssa G. Conti, 
€ riportato in una Nota dei « Rendiconti dei Lincei» del 2° semestre 1920 
dal prof. G. Armellini. Per la divisione dei due livelli di precisione, supe- 
riore ed inferiore, ho adottato i valori rispettivamente di 1’’,069 e 1'',216 
determinati dal Giacomelli e controllati sul dado centrale del- cerchio me- 
ridiano di Ertel da G. Conti. 

I] micrometro di precisione dello strumento é composto di tre fascetti 
orizzontali, di cinque fili ciascuno. Per ogni stella ho eseguito tre puntate 
in corrispondenza del passaggio pel filo medio di ogni fascetto e cioé al 
terzo, all’ottavo ed al tredicesimo filo ed ho ridotto Je osservazioni al filo 
centrale: I’ ottavo. 

Le stelle fondamentali furono scelte in modo che fossero presso a poco 
simmetriche rispetto allo zenit, di grandezza fotometrica poco differente ed 
infine, per ridurre al minimo le possibili variazioni della rifrazione, passanti 
in meridiano ad intervallo di soli pochi minuti. I valori delle posizioni stel- 
Jari apparenti sono tolti dall’« American Ephemeris » (sistema di Newcomb 
ed Eichelberger) eseguendo le interpolazioni relative alla data della osser- 
vazione. 

Riporto nella tabella seguente le dieci « coppie talcottiane » ed una stella 
zenitale su cui ho basato le mie osservazioni, indicandone successivamente 
il nome, il numero d’ordine N, la grandezza fotometrica apparente m, |’ascen- 
sione retta media «, la declinazione media 6, riferite al 1933,0: 


a iia 


TaBELLA I. 

Stelle m % (1933,0) 8 (1933,0) N.| Stelle m % (1933,0) § (193 3,0) 

| 
e Gem_ | 3.18] 6h 39™ 485.580 |+ 25° 11’ 56.85 vf? Dra | 5.04 {104 29™.278.072| + 76° 3’ 32% 
15 Lyn | 4.54] 6 51 28.777 |-F 58 30 46.32 x Leo 4.66] 11 1 33.672 |+ 7 AI 54.9¢ 
§ Gem !/4.18]) 7 24 48.212 |+ 31 55 9.06 vm) Leo | 4.54] 11 44 31.845 |+ 20 35 28.8 
27 Lyn ‘| 4.87): 8.3 25.527. i+ 51,4275-80 76 UMa | 5.92] 12 38 38.644 |+ 63 4 50.14 
27B.UMa|6.03| 8 34 20.315 |+ 52 56 52.51 43 Com | 4.32| 13 8 44.825 |+ 28 13 2.28 
o? Can 560] 8 50 9.633 |+ 30 50 3.69 x} UMa | 2.40! 13 21 13.829 |4- 55 16 2).1 
% UMa |3.68] 8 59 3.573 I+ 47 25 22.47 : 17H CVn] 4.g6| 13° 31 48.391 |+ 37 31 30.4 
10 LMi | 4.62] 9 30 7.457 |+ 36 41 45 47 2 Boo 4.26] 14 13 50.168 |+ 46 23 43.4. 
; ¢ Leo 3.121. 9 42 3.072 Ise = 24-5 1.86 F ee Boo 5-15 | 15 28 31,250 |= eA eee Orme 
v UMa |3.89] 9 46 14.490 |+ 59 21 1790 xr” Her 4:61 |, 15 50 21.3070 |\41-61 4213 Ona 
ty Dra 4.98| 16 28 6.235 |+ 68 54 47.2 

u UMa |3.21] 10 18 20.681 |+ 41 50 13.71 xu 
a? Her |6.41] 16 49 1.704 |+ 15 5 7.37 


3. Espongo infine i risultati delle mie osservazioni nella seconda tabella, 
nella quale le diverse colonne indicano successivamente la data T, il nu- 
mero d’ordine della coppia, la posizione dell’oculare al primo passaggio, la 
semisomma D delle declinazioni apparenti, la semisomma algebrica A] delle 
letture (medie) al micrometro, la correzione C, delle livelle di precisione, la 
correzione C, della rifrazione atmosferica, la latitudine dedotta A, ed in ultimo 
una nota sullo stato del cielo al momento dell’ osservazione : 


rhe 


se et 


TaBetta II. 


s 
ae & 3 D Al eo; ce r Note 
O UO 
1933 
* Marzo 15 i oN 147° 53" 34" ,63|-E ea" Bye 3°°.83 | —0’'.07 [41° 53’ 32’'.20]  sereno 
» 22 II » 4I 48 47.49 |+4 46.96} —1.48 Ons | ay 3 aye » 
Aprile 1 Ill » |A4I 53 35.04 +048} —1.54 | —o.01 | » » 33.97 buono 
» 3 » » ANE Soe Sy Tew + 0.14] — 3.23 Sa OO EE? FO velato 
» 24 Vv » AI 43 13.69 |+-10 18.41} -+ 2.21 SOME) |) D> EGO) sereno 
» 25 » » Al 43 13.78 |t1014.47/ + 3.40] + 0.19 |» » 31.84 » 
» > VI EY }.48 49°75:86 |-+- 3 18.52) — 5.18 CHO | 3) AO » 
» » VII W | 41 52 42.89 1240.92) i> 1-40 SF GOKOs | Shy » 
» 28 VI » 41 49 76.33 |+ 3 19.14, —2.27 0.00 | » » 33.20 velato 
» 29 Vv E | 41 43 14.20 |41018.27] + 1.95 =P OG) |S) sy Beiagir » 
» » VI » Al 49 76.45 |+ 3 15.02) +0.37 0.00 | » » 31.84 » 
» » VII Wi WAN $243.30 + 54.11} — 5.38 he CHOY | Ds D> Bas sereno 
Maggio 1 » Ej 4t 52 43-56 | + 49.34) + 1.95 | +0.03 |» » 34.88 | velato 
» 3 » We AAT 52 43.71 + 46.88 sh Wene2 a OHO} || Syd) Bees. sereno 
» 4 VI E 41 49 76.94 |+ 3 16.47] —1.59 G00" | > 31.82 » 
»- » VU AL 52 43-79 | - + .47-02| ++ 2.56 | +--0:03 | » » 33.40 » 
» 5 » E AI 52 43.87 + 47.73) +0.58 ei OHOsS || Sy yy Seah » 
» 9 » W /4r 52 44.17 + 47.88) + 2.22 + 0.03 | » » 34.30 » 
» Il VI E {41 49 77-55 |+3 12.20] + 4.53 OOOE| Syms 3 73 » 
» » VII J |41 52 44.29 + 50.37| — 2.70 =1)0:03 |) 31-99 » 
» » IX » 41 44 37.55 1+ 8 55.26, —1.70 eT Onls) |) 3 A,66 » 
» >. Xx E | 41 57 26.30 |— 3-53.10, + 0.64 |-— 0.07 | » » 33.77 » 
» 12 VI Al 49 77-61 | +3 5.09, + 11.53 0.00 | » » 34.23 » 
ye VI | E | 41 52 44.35 | + 49.03] +048 | +0.03 | » » 33.83 » 
» 13 VI » At 49 77.67 |+ 3 11.84) + 4.02 CHO) || 3 B53 velato 
» » Vil W | 41 52 44.39 + 46.73} + 2.02 + 0.03 | » » 32.15 » 
» » IX E 41 44 37.94 |+ 8 55.21; +0.34 -+"0.15 | » » 33.64 | - Sereno 
» » Xx AI §7 2676 |— 3 52.71] —1.18 — 0.07 | » » 32.80 » 
» 14 IX » At 44 38.15 |+ 8 51.74] + 2.88 SP OLS || D By Faery » 
» » Xx » AI §7 26.99 |— 3 54.29) +0.16 | —0.07 |» » 32.79 » 


Segue: TABELLA II. 


2 2 
ae Se D Al ey Cs r Note 
§ 18 

Maggio 15 | X 419 57! 27''.28 —3'53".31| — 2'’.17 | — 0''.07 |41° $3’ 31''.73] sereno 
» >» IX E | 4t 44° 38-33 |4- 8! $1.75|2 3:07], “a Oy, 55-3 » 

» 16 VI » Al 49 77.86 1+ 3 23,56| —7-77 0.00 | » » 33.65 velato 

» » VII W | 41 52 44.55 + 48.81] —1.61 + 0.03 |» » 31.78 sereno 
» 18 IX » 41 44 38.96 |+ 8 52.06) + 3.14 + 0.15 |» » 34.31 » 
» » xX » AT §7 27.92 |— 3 53:95) —0O.41 —0.07 | » » 33.39 » 
x © 26 4) 1X » 140 44 3936 |+ 8 53.541. —2.16 | +0.15 |.» » 30.99 » 
» » x E 41 57 28.38 |—3 58.03| + 2.67 — 0.07 | » » 32.95 » 
» DD IX W | 41 44 39.72 |+ 8 55.10) — 2.47 + 0.15 | » » 32.50 » 
» » Xx E41 57 28:81 |= 3) 54.72) —o:64 — 0.07 | » » 33.28 » 
» » XI W | 41 50 45.48 |-+ 2 50.11] — 1.20 + 0.08 | » » 34.47 » 
Y By IDS E | 41 44 4026 |+ 8 49.60) + 2.99 | + 0.15 | » » 33.00 » 

» 29 » W |4t 44 40.98 |+ 8 51.91] + 0.25 +0.15 | » » 33.29 velato 

» » xX 13} Al 57 30.32 |—3 56.56] — 3.20 | —0.07 |» » 30.49 jlegg. velato 

» 30 IX W | 41 44 41.16 |+ 8 51.80] + 0.58 =) 0.15 (D> 33.69 » 
»  » X BY 4t 97 30,53 13-57-55) ts 0-245) OCT er ks » 

» » XI 41 50 46.86 |+ 2 45.66) + 2.27 + 0.08 | » » 34.87 sereno 
» » XII » |41 59 45.30 |—6 15.37] + 3.81 —0.16 | » » 33.58 » 
Dall’insieme di queste osservazioni risulta come valore medio finale 


della Jatitudine, il valore: 


N= ATT GS 35208 


che non parmi inopportuno mettere a raffronto con le determinazioni pre- 
cedenti disposte in ordine di tempo: 


I. Calandrelli (1855) 


L. Respighi (1867) 


A. Di Legge (1885) 


G. Armellini (1920,2) 
(1920,3) 
(1920,5) 
G. Conti (1923,2) 
M. Crenna (1924) 


Id. 
Id. 


Weft i 


34°°,39 
3355 
33559 
33,05 
seh 
33,28 
33501 
32,96 


Sa as 


G. Conti (1927,2) A= 41° 53/33/11 
Id. (1928,3) 33,30 
Id. --(4928;8). > 3 3,38 
G. Contino (1933,4) 33,06 


Deve notarsi pero che le osservazioni di Calandrelli, Respighi e Di Legge 
si riferiscono al meridiano di Ertel la cuj posizione ¢ 0,10 pital Nord del 
pilastro dello strumento di Bamberg con cui si sono eseguite tutte le osser- 
vazioni seguenti, dal 1920 in poi. 


Astronomia. — Eccesso di colore e riga K del calcio nell’assorbimento 
interstellare. Nota di A. CoLacevicu, presentata dal Corrisp. G. ABETTI. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Fisica. — Un metodo semplice per determinare il coefficiente di 
diffusione della emanazione di radio. Nota di Netta Mortara, 
presentata dal Socio O. M. Corsino. 


Avendo a disposizione i mezzi per misurare con facilita e precisione 
Vattivita di preparati radioattivi anche piccoli, ho potuto determinare il coef- 
ficiente di diffusione della emanazione di radio, sperimentando nel modo se- 
guente. 

Ho preso un tubo di piombo lungo circa cm. 50, avente un foro ben 
calibrato del diametro di mm. 1 e la parete di mm. 1, e ho chiuso uno 
dei suoi estremi, schiacciandolo con una pinza. Dall’altro capo del tubo ho 
introdotto un ago di vetro, contenente una piccola quantita di emanazione 
di radio (1-2 millicurie), facendo in modo che la punta dell’ago si trovasse 
alla distanza di 40 centimetri dell’estremo chiuso’ del tubo; poi ho schiac- 
ciato, al disotto dell’ago, il tubo, chiudendolo, e lo ho disposto verticalmente 
tra le mascelle di un robusto strettoio, munito di denti affacciati. Avendo 
cura che tutto si trovasse sensibilmente alla temperatura dell’ambiente (circa 
20°), ho piegato leggermente con una pinza la parte inferiore del tubo, che 
conteneva l’ago, mettcndo in moto un contasecondi all’istante in cui udivo 
il rumore della rottura del vetro. Dopo aver lasciato passare un tempo con- 
veniente (che, dopo varie esperienze, ho fissato a 15 minuti primi), ho fatto 
bruscamente agire lo strettoio, che separa il tubo in parti uguali (della lun- 
ghezza di cm. 3 circa). Eseguita questa operazione, che blocca in ciascuna 


(x) Lavoro eseguito nel Laboratorio Fisico della Sanita Pubblica. 
(2) Nella seduta del 2 giugno 1933. 


RENDICONTI. 1933, Vol. XVII. 63 


ea 


sezione del tubo la emanazione pervenutavi all’istante in cui & stata sospesa 
Ja diffusione, ho tagliato i tubetti nel centro di ciascuna schiacciatura ed ho 
atteso che ’emanizione si fosse messa in equilibrio coi suoi prodotti. Sic- 
come per questo occorrono delle ore, ho avuto la precauzione di introdurre 
ciascun tubetto in una provetta di vetro, chiudendola alla lampada; per evitare 
che una fuga, anche minima, potesse alterare le misure ed infettare ]’ambiente 
dove queste si eseguivano. Esse sono state fatte servendosi di una grande 
camera di ionizzazione a lettura automatica“, che permette di determinare 
comodamente e rapidamente l’attivita dei numerosi frammenti. 

Nella curva della fig. 1 i valori della attivita sono stati riportati come 
ordinate, mentre le ascisse rappresentano le distanze in centimetri dalla ori- 
gine. del tubo. Naturalmente i punti segnati rappresentano Pattivita di ciascun 
segmento, cioé Vattivita media lungo 3 centimetri circa del tubo. 


Beeeeeetiiitisce 
ee 
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Poiché, data la lunghezza del tubo ed il tempo relativamente breve du- 
rante il quale si € lasciata liberamente diffondere |’emanazione, si pud con- 
siderare trascurabile la quantita di emanazione che si distrugge e quella che 
si accumula all’altro estremo del tubo, la Jegge di distribuzione della ema- 
nazione nel tubo, dopo un tempo / e a una distanza x dall’origine, puo rap- 
presentarsi con sufficiente precisione (almeno per punti non troppo vicini 
all’estremo del tubo) mediante l’espressione: 


Ui a 


dt dx?’ 


e percid la quantita di’emanazione che si trova dopo un tempo ? in ciascun 
punto del tubo e data da: 


22> 
a> x 


(1) V. Mortara, «Rivista di Radiologia e Fisica medica», 1933, p. 335- 


Se si considerano i valori dei rapporti delle varie atttivit 


i cc 4a quella iniziale, 
che indicheremo con n,, tali valori saranno dati da: 
Ze 
Nx ed an” x 
= ¢ tal 
No 


vo 


Il valore di - 


che sembra meglio corrispondere all’andamento della curva 
sperimentale ¢ 0.0025; infatti, se si traccia la curva 


questa passa per i punti segnati con le crocette. 
a? 


Da ae 0.0025, tenendo conto che 
i= I5™ = 9005, 
risulta 
Ge 38 


Percio il coethciente di diffusione, che é dato da —, risulta 


valore che € in buon accordo con con quelli trovati, con altri metodi, da 
altri sperimentatori “). 


Fisica. — Sulla sensibilita e sull’approssimazione nella misura della re- 
sistenza interna dei triodi. Nota di C. Dri, pres. dal Socio A. Lo Surpo. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Fisica. — Sullimpiego dell’aria liquida per la purificazione della ema- 
naxione di radio. Nota di N. Morrara, pres. dal Socio O. M. Corsino. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


(1) RuTHERFOoRD e Miss Brooks, « Chem. News», 1902; Cure e DANNE, « Comptes 
Rendus», 1903; CHAumontr, «Le Radium», 1909; DrBiERNE, « Annales de Chemie et de 
Physique», 1915. 


Fisica. — Sulla disintegrazione del piombo per effetto della radiazione 
penetrante. Nota di B. Rosst, pres. dal Corrisp. E. Fert. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Chimica (Chimica-fisica). — Sullo spettro delle stelle rosse, 
appartenenti ai tipi «M» ed «N». Nota“ di G. Piccarp1, 
presentata “ dal Corrisp. L. Roita. , 


Nello spettro delle stelle rosse compaiono, com’é noto, bande dovute 
ad alcune molecole biatomiche; tipiche per le stelle di classe M sono le 


bande del monossido TiO 
WA9IS4 55 4 HIOOE = 4 7054.09 
e per quelle di classe N le bande della molecola C, 
AMATZ 70S. 6 Goofy hOS-22e re) FOS 53 8e 


La presenza di uno di questi composti sembra escludere Ja presenza 
dell’altro, ma potrebbe anche darsi che si trattasse soltanto di uno scambio 
di intensita e che l’esclusione fosse un’apparenza dovuta alle difficili condi- 
zioni di osservazione. Nelle macchie del sole, infatti, compaiono le bande 
del C, e quelle del TiO con eguale intensita, ma non é ancora dimostrato 
che, nelle macchie, C, e TiO debbano necessariamente coesistere e che si 
trovino in una stessa zona od in uno stesso livello dell’atmosfera della macchia 
stessa. Nel disco solare, in altre condizioni, sono solo le bande del C, che 
appaiono. 

E bene inoltre notare che, nelle stelle di tipo M e di tipo N, nel disco 
solare e nelle macchie, compare sempre la banda del monoidruro CH, (A 4314) 
e che, sia nel disco che nelle macchie, sono presenti anche le bande del 
gruppo OH. \ | 

Gia in altra pubblicazione G) accennai che non era possibile spiegare 
questa « incompatibilita » fra TiO e C, in base all’equilibrio: 


HOpe we. 2s Owe CO 


essendo l’equilibrio stesso inspostabile per effetto di temperatura (tonalita 
termica nulla), poco spostabile per effetto di pressione e non portando, inoltre, 


(1) Lavoro eseguito nell’Istituto di Chimica Generale della R. Universita di Firenze. 
(2) Nella seduta del 21 maggio 1933. 
(3) G. Piccarpi, « Memorie della R. Accademia d'Italia », vol. Il, fase. Te OR ts 


Saye NO eee 

un eventuale spostamento che variazioni proporzionali nelle quantita relative 
delle due specie molecolari TiO e C,. Accennai anche che, se non si am- 
mette che vi sia una differenza nella relativa abbondanza degli elementi pre- 
senti nelle atmosfere dei due tipi M ed N, cioé che esistano delle atmosfere 
a carattere riducente e delle atmosfere a carattere ossidante (ipotesi verso 
Ja quale propendono alcuni astrofisici) non vi é modo, almeno per ora, di 
spiegare con semplici considerazioni fisiche l’esclusiva presenza di una delle 
due specie molecolari, TiO e C,. 

Ho voluto allora verificare pet cosi dire, |’ « incompatibilita » del TiO 
e del C, mediante una esperienza di laboratorio, sia pure qualitativa, ma che 
potesse avere un valore orientativo. Mi sono servito per questo scopo di un 
dispositivo di fiamma ossidrica gid usato per ottenere spettri molecolari in 
condizioni di bassa eccitazione ed ho caricato Possigeno, alimentante Ja fiamma, 
di una finissima nebbia di TiCl,. La temperatura massima raggiunta con la 
fiamma usata @ di circa 2500°K, non molto diversa dunque da quella at- 
tribuita alle stelle rosse. 

La fiamma ossidrica non caricata di sali metallici, presenta, come ho 
avuto agio di constatare in moltissime occasioni, gli spettri si pud dire com- 
pleti, delle molecole OH , CH, C,. 

Le bande dell’ossidrile vengono emesse in tutta la fiamma, quella del 
gruppo CH soltanto in una zona relativamente ristretta situata verso la base 
del dardo e quelle del dicarbonio in una zona pit ristretta ancora, situata 
pure alla base del dardo. 

La fiamma caricata di TiCl, emette oltre agli spettri sopra elencati, 
una quarantina di bande caratteristiche del monossido TiO; fra le piu intense 
ho notato le bande aA 4954, A 5167 gid osservate nelle stelle di tipo M, 
meno visibile é resultata Ja banda aA 7054 pure osservata nelle stelle ora 
ricordate. Molto brillanti sono apparsi i gruppi a 2A SAAS S590 se GIs Oe 
La banda aa 5167 del TiO é vicinissima alla banda A y1OS, del @, ucifca 
2IA, ma all’osservazione visuale, essendomi servito di uno spettroscopio 
Higer D2, ho potuto senza difficolta distinguere benissimo luna dall’altra, 
tanto pil che una di queste & sfumata verso le grandi lunghezze d’onda, 
Paltra verso le piccole. 

Osservando visualmente il dardo della fiamma nelle sue varie parti 
(proiettando cioé le varie parti del dardo stesso sulla fenditura dello spet- 
troscopio) ho notato che la banda del CH coesiste in una piccola zona con 
le bande del TiO ed in una zona piu. grande con le bande del C, mentre 
le bande del C, coesistono con quella del CH ma non con quelle del TiO 
e che infine, le bande del TiO cominciano a comparire dove finiscono quelle 
del C, e si estendono poi a tutta la fiamma. 

Le due specie molecolari considerate, manifestano dunque in una fiamma 
un comportamento paragonabile a quello presentato nelle stelle rosse. L’espe- 
rienza, come ho detto, é qualitativa. Bisogna tener presente che nella fiamma 
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la temperatura non ¢ sempre uniforme e che la composizione chimica, almeno 
in una buona parte, varia da punto a punto. In ogni modo l’esperienza lascia 
sperare che si possa trovare in laboratorio almeno un principio di spiega- 
zione del problema delle stelle rosse. 

Pel momento & prematuro dare una qualsiasi spiegazione anche del feno- 
meno osservato nella fiamma. 


) 


Chimica. — Sui prodotti di condensazione dell’ isatina con 1 
pirroli (bleu di pirrolo)’’. Nota di P. Prarest, presentata“ dal 
Socio M. Berti. | 


I coloranti bleu che l’isatina e le isatine sostituite formano col pirrolo, 
per i quali Liebermann %) propose la denominazione di bleu di pirrolo, pren- 
dono origine molto facilmente per semplice unione delle soluzioni dei due 
componenti, come gia da molto tempo Victor Meyer “) e Ciamician e Sil- 
ber) resero noto. I caratteri che queste interessanti sostanze hanno in co- 
mune con l’indaco e con altri noti prodotti di condensazione dell isatina a 
carattere indigoide, quali l’indofenina “) e il cosi detto bleu d’isatina di Schot- 
ten @, hanno richiamato gia da tempo l’attenzione dei ricercatori. 

Liebermann e Hise “) dimostrarono per primi che la reazione fra isatina 
€ pirrolo, quando venga effettuata in ambiente acquoso acido per acido sol- 
forico o in acido acetico parimenti in presenza di acido solforico, conduce 
a due diversi tipi di coloranti bleu, che essi distinsero con le lettere A e B 
e la cui separazione non € sempre facile e sicura. 

I principali caratteri di differenziazione fra questi due tipi di colorant 
sono la natura cristallina, Ja lucentezza metallica, la molto minore solubi- 
lita e la grande stabilita dei Bleu di pirrolo di tipo B in confronto a quelli 
di tipo A, che sono polveri bleu amorfe, non del tutto inalterabili all’aria. 
Le soluzioni in acido acetico bollente e in piridina dei bleu di tipo B sono 
di un bel colore bleu puro, mentre quelle dei prodotti di tipo A, negli stessi 
solventi, si alterano in breve tempo. 

In seguito Liebermann e Krauss 9) dallo studio di un maggior numero 


(1) Lavoro eseguito nell’Istituto di Chimica Organica della Technische Hochschule 
di Monaco di Baviera. 

(2) Nella seduta del 21 maggio 1933. 

(3) LieBeRMANN E HaAse, « Ber. », 38, 2847 (1905). 

(4) V. Meyer, «Ber.», 16, 2974 (1883); 17, 1034 (1884). 

(5) Cramician e SILBER, «Ber.», 17, 142 (1884). 

(6) A. Bagyer e Lazarus, «Ber.», 18, 2637 (1885). 

(7) Scnotren, « Ber.», 24, 1369 (1891). 

(8) Loc. cit., p. 2848 e sgg. 

(9) LreBerMann e Krauss, « Ber.», 40, 2492 (1907). 
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di derivati del bleu di pirrolo, che essi ottennero da pitrolo e isatine alogeno 


€ nitrosostituite come anche da N. benzoilisatina, giunsero a formulare Pequa- 
zione della formazione del bleu di pirrolo di tipo B nel seguente modo: 


(I). 2C;5H,NO, + 2C,H,N = 2H,O + C,,H,.N,O, 


I bleu di tipo A, che contengono piu ossigeno dei primi, rappresenterebbero 
prodotti di ossidazione di quelli; sarebbero quindi di origine secondaria: 


ADnG AEN Ose: (OnsCeH No: 


Percio soltanto i bleu di pirrolo cosi detti di tipo B rappresenterebbero pro- 
dotti di condensazione semplice del pirrolo con l’isatina o colle isatine sosti- 
tuite, avvenuti con eliminazione di acqua, ed é di essi che per adesso intendo 
occuparmi. Tali coloranti prenderebbero origine dal pirrolo in modo del tutto 
analogo all’indofenina dal tiofene ©): 


CsH,NO, + C,H,S = H,O + C,,H,NSO 


Sta di fatto che bleu di pirrolo e indofenina hanno molti caratteri in comune 
possedendo Ja stessa natura indigoide. 

Nella nota citata Liebermann e Krauss fecero il primo tentativo di de- 
durre la costituzione di queste interessanti sostanze. 

Per esprimere i caratteri di analogia che i prodotti di condensazione 
del pirrolo con l’isatina presentano con l’indaco, i due Autori ritennero ne- 
cessario ammettere per i primi ]a seguente costituzione: 


NH oo 
PAIS co bey 
a ME ice ~ Call, 
CFA | NX Cas OK ‘NH 
4 Se SNH 
CO | 
CH—CH 


€ per conseguenza la formula doppia, con 24 atomi di carbonio (cfr. eq. I). 
Essi giustificano tale formula in analogia con quella dell’indaco con consi- 
derazioni unicamente teoriche. Non si pud pero ammettere che nei riguardi 
della natura indigoide il doppio legame fra le due molecole di isatina esi- 
stenti nell’indaco possa in certo gual modo paragonarsi ai due «doppi le- 
gami» parachinoidi fra i due atomi di carbonio isatinici che compaiono, 
secondo i due citati Autori, nella formula precedente. Anche a voler prescin- 
dere da ogni considerazione sulla formula di struttura dell’anello pirrolico, 
quei due « doppi legami » fanno parte integrante del nucleo aromatico del 


(1) A. Bazyer e Lazarus, loc. cit., p. 2638; cfr. anche Oster, «Ber. », 37, 3348 (1904). 
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pirrolo e non possono essere considerati isolatamente alla stregua di due 
doppi legami veri e propri. 

Per Valtra considerazione svolta dai due AA., che cioé la formula pre- 
cedente tiene conto del colore bleu di queste sostanze in quanto che « il tono 
del colore s’incupisce causa la ripetizione del residuo rosso dell’isatina » come 
si verifica nei diindogenidi, si possono ripetere le obbiezioni che in base 
alla teoria dei colori Schlenk “ rivolge all’analoga formula dell’ indofenina 
(come la precedente, ma col tiofene in luogo del pirrolo) proposta pure da 
Liebermann e Krauss e per le quali rimando alla nota di detto Autore. 


Emerge chiaro il fatto che i dati sperimentali finora noti non sono suf- 
ficienti per potere assegnare con sicurezza una formula di costituzione a queste 
sostanze. 

Dato che il pirrolo presenta molteplici possibilita di reazione corrispon- 
dentemente alle diverse posizioni libere, oltre alla possibilita che esso ha di 
reagire secondo la formula pirroleninica, é anzitutto necessario stabilire in 
quale forma il pirrolo reagisce e quale posizione, o quali posizioni se pit 
d’una, vengono impegnate nella condensazione con |’isatina. 

Per risolvere questi primi quesiti bastera ricercare |’attitudine dei pirroli 
mono-bi-tri ed N-sostituiti a reagire con Visatina. In questa prima Nota 
comunico appunto i risultati delle esperienze eseguite su diversi alchilpirroli. 


L’N-metilpirrolo e ? N-fenilpirrolo in soluzione nell’acido acetico bollente 
non forniscono coll’isatina nessun prodotto di condensazione colorato in bleu; 
? N-fenilpirrolo fu sperimentato anche in acido solforico concentrato, ma 
sempre con esito negativo. 

L’N-etilpirrolo e !N-acetilpirrolo si comportano analogamente (). 

I] 2, 3-dimetilpirrolo in soluzione nell’acido acetico caldo, trattato con 
isatina, da immediatamente luogo alla formazione di un prodotto di color 
bleu, che col riposo cristallizza dalla soluzione acetica in aghetti lucenti con 
tiflessi metallici di color verde dorato. La sua pil semplice formula é: 


C,,H,,ON, 


e corrisponde quindi alla condensazione di una molecola di pirrolo, con eli- 
minazione di una molecola d’acqua : 


CyH,NO; + -CeHNe AON] ee 


Il 3-metil—4-etilpirrolo (opsopirrolo) nelle stesse condizioni fornisce un 
prodotto di condensazione cristallino con bei riflessi rosso rame, della formula: 


C, H,,ON, 


(1) ScHLENK e Bum, « Ann. », 433, 95 (1923). 
(2) LigBERMANN E Hiss, loc. cit., p. 2853. 
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formatosi secondo la equazione : 
CsH,NO, + Cen = GHRON, 3H 0 


Le sue soluzioni in acido acetico o in piridina possiedono un bel colore bleu. 
Questa sostanza bleu non é perd l’unico prodotto di reazione fra opsopirrolo 
e isatina. Insieme con essa, ma in piccole quantita, si forma una sostanza la 
cui soluzione in acido acetico o in piridina é di un bel colore violetto puro, 
Si raggiunge la separazione delle due sostanze approfittando della loro diversa 
solubilita nell’acido acetico bollente. Di questa sostanza violetta, che fu pure 
ottenuta allo stato cristallino, sara detto ulteriormente nella parte sperimentale. 

Il 2-5-dimetilpirrolo non fornisce colVisatina alcun prodotto di conden- 
sazione colorato in bleu ©), 

Fra i pirroli trisostituiti fu sperimentato il 2-4—dimetil-3—etilpirrolo (crip- 
topirrolo). Anche il criptopirrolo in soluzione acetica si condensa facilmente 
coll’isatina e il prodotto della reazione é un bleu di pirrolo del tutto analogo 
ai precedenti, avente la formula 


C,6H,6ON, 
La sua formazione si pud esprimere coll’equazione : 


CsH,NO, _ CsH,,N = C,6H,.ON, =5 i ®) 


Il 2-4-s-irimetil-3-etilpirrolo (fillopirrolo) non reagisce coll’isatina. 

Le analisi dei nuovi bleu di pirrolo furono eseguite secondo i micro- 
metodi del Prof. Pregl. Debbo rilevare il fatto che impiegando i metodi mi- 
croanalitici si eliminano quelle difficolta e quelle incertezze che i precedenti 
sperimentatori @) ebbero a incontrare coi metodi della macroanalisi, e che son 
dovute alla estrema difficolta di combustione che presentano queste sostanze. 

In una prossima nota sara discusso il risultato di queste ricerche che 
gia prospettano la questione della costituzione dei bleu di pirrolo sotto un 
punto di vista del tutto nuovo. 


Mi é& gradito porgere al Prof. Geh. Rat Hans Fischer i miei pib vivi 
ringraziamenti per l’interesse e l’appoggio che ha voluto concedere a queste 


ricerche. 
Le analisi furono gentilmente eseguite dal Dr. Joseph Unterzaucher nel 


“Laboratorio di microanalisi dell’Istituto di Chimica Organica della Technische 
Hochschule in Miinchen. 


(1) Cfr. anche Knorr, «Ber. », 18, 1566 (1885). 
(2) LIEBERMANN e Krauss, loc. cit., p. 2493. 
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PARTE SPERIMENTALE. 


Condensazione del 2—3—dimitilpirrolo colPisatina. — Gr. 2,6 di isatina 
(1 mol.) vennero sciolti nella sufficiente quantita di acido acetico glaciale 
bollente e alla soluzione quasi satura, filtrata e calda, furono aggiunti gr. 1,7 
(1 mol.) di 2-3-dimetilpirrolo sciolto in pochi cc. di acido acetico glaciale. 
Jl liquido si colora immediatamente in bleu cupo, poi in bruno. Venne man- 
tenuto alcuni minuti all’ebollizione. Col riposo di un giorno si separo da 
esso il prodotto di condensazione allo stato cristallino che, raccolto e lavato 
completamente con acido acetico, pesava gr. 0,4. Per purificarlo fu esaurito 
trattandolo tre volte con acido acetico glaciale bollente, nel quale € poco 
solubile, e infine una volta con alcool. 

I cristalli sono lucenti e presentano riflessi metallici di color verde do- 
rato. Sono insolubili nell’alcool, etere, benzolo; poco solubili nell’acido ace- 
tico e piridina caldi; perO impartiscono a queste soluzioni una bella colo- 
razione bleu puro. 

Per l’analisi la sostanza fu seccata a 120° nel vuoto su anidride fosforica 
fino a peso costante. 


mgr. 5,560 di sostanza: mgr. 15,220 CO, e mgr. 2,565 H,O 

» | A855 yt Ce. 0,542 di Nz (49°. 724 mam.) 
Trovato, CG °/> 74,83 1/209 Teo N ean seae 

Galeolato., pet Cu,» ONG@224) 49% 275300 ia eighteen ees 


Condensaxione del 3—metil—4—etilpirrolo (opsopirrolo) coll’isatiua. — Ope- 
rando esattamente come nella preparazione precedente, da gr. 3,7 di isatina 
{1 mol.) e gr. 2,7 di opsopirrolo (1 mol.) furono ottenuti gr. 4 di prodotto 
cristallizzato in microscopici bastoncini. Per distillazione nel vuoto dell’acido 
acetico dal quale furono separati i cristalli si ottiene dell’altro prodotto. II 
rendimento € quasi quantitativo. 

La sostanza che col riposo cristallizza dal liquido della reazione é un 
miscuglio di due sostanze, una bleu (il bleu di pirrolo), in quantita prepon- 
derante, e una violetta, circa un sesto dell’altra. La loro separazione si rag- 
giunge estraendo frazionatamente in apparecchio a ricadere con acido acetico 
glaciale bollente, nel quale la sostanza violetta @ molto pit solubile. Dalle 
prime porzioni dell’acido acetico impiegato nell’estrazione cristallizza col ri- 
poso la sostanza violetta in begli aghetti a riflessi metallici (gr. 0,3). Per 
distillazione completa del solvente si ottengono ancora gr. 0,3 di sostanza 
meno pura. Prolungando l’estrazione per due giorni si allontana completa- 
mente dalla miscela la sostanza violetta e si possono ottenere cosi da gr. 4 
di miscela gr. 3,3 di bleu di opsopirrolo puro. 


} 
ere aa 


Il bleu di opsopirrolo cosi ottenuto é una polvere cristallina a riflessi 
bronzei ed é senz’altro puro, come attestano le analisi eseguite su_ prodotti 
provenienti da diverse preparazioni e purificati per estrazione (analisi I e II) 
e sul prodotto ricristallizzato da molto acido acetico glaciale (analisi IIT). 
ee questo solvente il bleu di opsopirrolo cristallizza in bastoncini benissimo 
ormati. 


BP ih. =: ae 
Per Vanalisi il prodotto fu seccato nel vuoto a 120° su anidride fosfo- 
rica fino a costanza di peso. 


I. mgr. 5,160 di sostanza: mg, 14,310 CO, e mg. 2,765 H,O 

» 6,420 ye Ce 0,086.di N. (21°, 727 min) 

I]. » . 4,400 di sostanza: mg. 12,135 CO, e mg. 2,320 H,O 

III. » 5,295 di sostanza: mg. 14,710 CO, e mg. 2,835 H,O 
Calcolato per C,;H,,ON, (238) C/o 75,63 H/o’ 5,88 NJ. 11,76 
Trovato I » 75,0355) 6,00 » 11,87 

Il.» 75922 » 5,90 » = 


Ill » 7557 5399 » = 
Un’analisi della sostanza violetta dette i seguenti numeri: 
SO-9 ia Bal ea See OG SARE Eee) 


Si potrebbe forse trattare di un prodotto di condensazione fra una mo- 
lecola di opsopirrolo e 2 molecole di isatina con eliminazione di due mole- 
cole d’acqua, per il quale si calcola: 


Caccoper G.; OL Ne (367) Cie] 201H 2/463 Niet i444 


Accenno a tale ipotesi col massimo riserbo, nell’attesa di poter raccogliere 
altro materiale. 

La sostanza violetta, in piridina, presenta due bande d’assorbimento con 
i massimi a 613 wwe a 564 wu. 


Condensazione del 2-4-dimetil-3-etilpirrolo (criptopirrolo) coll’ isatina. — 
Sottoponendo al solito trattamento isatina e criptopirrolo presi in quantita 
equimolecolari. 

Appena versata la soluzione acetica del criptopirrolo in quella calda 
_ delPisatina, il liquido si colora intensamente in bruno, poiche alquanto crip- 
topirolo si altera. La separazione del prodotto di condensazione allo stato 
cristallino ha ben presto inizio con rendimenti pero assai modesti. Dopo un 
giorno la massa cristallina fu filtrata alla pompa, lavata bene con acido ace- 
tico caldo e con alcool, poi estratta 5 volte con acido acetico glaciale bol- 
lente, una volta con piridina e infine con alcool. Cosi preparato il bleu di 
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criptopirrolo si presenta come una polvere cristallina a riflessi metallici ver- 
dastri, assai poco solubile in acido acetico e piridina caldi, ai quali solventi 
impartisce una bella colorazione bleu. 

Per lanalisi fu seccato nel vuoto a 120° su anidride fosforica a co- 


stanza di peso. 


mg. 4,690 di sostanza: mg. 13,040 CO, e mg. 2,600 H,O 

» 4,292 y  t2cc. 0,439 di Na (2 1e 7a 4 sana) 
Drovato> ©}, 76 Sa Tl o/s 6,2 aN Ci aia, 
Calcolato per CigsHigO Nz (252) » 76,19 » 6,34 » i 


L’N-metil-, \’N-acetil-, ! N—fenil-pirrolo e il fillopirrolo trattati con isa- 
tina nelle stesse condizioni dei precedenti alchilpirroli, non hanno fornito 
alcun prodotto bleu. 

Ho tentato anche di stabilire direttamente la grandezza molecolare dei 
nuovi prodotti di condensazione, tanto col metodo crioscopico quanto con 
quello ebullioscopico in diversi solventi, ma i rapporti di solubilita di queste 
sostanze non sono favorevoli affinche quei metodi possano qui trovare im- 
piego. Anche il micrometodo di Rast é inapplicabile. Analogamente all’in- 
daco, ma in misura pit limitata, i migliori solventi si sono dimostrati il 
fenolo e il nitrobenzolo oltre all’acido acetico e la piridina. 

In quest’ultima il bleu di opsopirrolo si scioglie nella proporzione di 
eitcacilcd Si e5. 


Chimica. — Di un nuovo tipo di composti complessi dell’argento bivalente. 
Nota di G. A. Barsieri, presentata dal Socio M. Berti. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Chimica. — Sulle anidridi solfoniche miste. I. Preparazione delle anidridi 
acetosolfoniche. Nota di A. Baroni, presentata dal Socio G. Brunt. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Chimica (Chimica biologica). — Sull'attivitd deidrogenasica del « B. Coli 
communis » sugh acidi grassi superiori. Nota di F. P. Mazza e A. Cimino, 
presentata dal Corrisp. G. QuAGLIARIELLO. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 
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Chimica (Chimica fisica). — Sulla ricerca dell’europio ¢ sopra tre righe 
di estrema sensibilita. Nota di G. Piccarp1, presentata dal Corrisp. L. Rotta. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Chimica. Sui prodotti di condensazione dell’isatina coi pirroli (bleu di 
pirrolo). Nota If di P. Prarest, presentata dal Socio M. BErtt. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Botanica. — Lo sviluppo del gameétofito femmineo della Weddellina squa- 
mulosa Tul. (Podostemonaceae). Nota di A. CHtaRuct, presentata dal Cor- 
risp. E. Carano. : 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Botanica. — Contributo alla cariologia delle Asclepiadaceae. Nota di 
P. Parpl, presentata dal Corrisp. E. Carano. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Zoologia. — Sul comportamento di « Litlorina neritoides L. » 
mantenuta in ambiente subaereo ed in altre condizioni sperimentali “. 
Nota IJ di L. Parané, presentata® dal Socio A. Russo. 


In una Nota precedente comunicavo ) di aver potuto accertare che 
Littorina neritoides pao resistere ad un totale allontanamento dall’ambiente 
liquido per un periodo di 70-90 giorni. Individui tenuti in Laboratorio sul 
fondo di ampie bacinelle di vetro, vuote ed asciutte, dopo tale periodo di 
tempo, se immersi in acqua di mare, davano ben presto manifesti segni 
di vita. Per la migliore conoscenza della biologia di questa specie, cosi 
interessante per il suo habitat, ho voluto vedere se la sua permanenza in 
ambiente subaereo potesse essere prolungata, e se fosse capace di resistere 
ad una temporanea immersione in acqua di fonte, che rappresenta un am- 
biente ipotonico, rispetto all’acqua di mare, e in olio di vaselina, che é un 
ambiente assolutamente privo di ossigeno. 


(1) Lavoro eseguito nell’ Istituto di Zoologia, Anatomia e Fisiologia comparate della 
R. Universita di Catania, diretto dal prof. A. Russo. 

(2) Nella seduta del 21 maggio 1933. 

(3) L. Parané, Sul comportamento di « Littorina neritoides L. » mantenuta in ambiente 
subaereo, Nota I. « Boll. Accad. Gioenia Sc. Nat. Catania», fasc. 60, 1930. 
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Resistenza in ambiente subaereo e fatli correlativi. — Risulta anzitutto dalle 
nuove ricerche che Littorina neritoides pud trascorrere in ambiente subaereo 
un periodo di tempo di gran linga superiore a quello precedentemente accer- 
tato. Difatti, anche dopo circa cinque mesi di vita all’asciutto, si ¢ avuta in 
media una percentuale di individui sopravviventi del 20-30 °/,. Questi in- 
dividui, di cui si accertd la vitalita con la immersione in acqua di mare, 
furono ulteriormente assoggettati ad altri periodi, abbastanza lunghi, di vita 
in ambiente subaereo, tra i quali si intercalavano immersioni di breve du- 
rata (in genere poche ore) in acqua marina. Buon numero di essi hanno 
resistito. anche a questo trattamento sperimentale: ho ancora vivi in Labo- 
ratorio alcuni animali presi nel gennaio 1932, i quali dal momento della 
raccolta sono stati complessivamente immersi in acqua, in quattro riprese, 
solamente per giorni tre e€ mezzo circa. 

Sarebbe interessante conoscere il comportamento, in analoghe condi- 
zioni sperimentali, di altre specie, ma sulle coste del golfo, di Catania si 
rinviene solo la specie in esame. Per L. muricata della Guadalupa, che vive 
fissata a considerevole altezza sulle rocce basaltiche costiere, il Baway™ 
dice che alcuni individui hanno potuto vivere fuori dell’acqua per circa un 
anno. 

La privazione assoluta del mezzo liquido esterno, protratta per lungo 
tempo, causa in L. neritoides un graduale, progressivo indebolimento delle 
manifestazioni vitali, per cui si osserva dapprima la diminuzione, ed ulterior- 
mente la estinzione del potere reattivo verso stimoli, p. es. meccanici, fatt 
agire sullopercolo. L’animale va sempre pit ritirandosi entro la conchiglia, 
e costringe cosi l’opercolo a seguire il suo lento movimento di fetrazione. 
Questi movimenti cessano infine del tutto, ¢ l’opercolo, aderendo alla su- 
perficie del labbro columellare e del labbro esterno, isola dall’ambiente |’ani- 
male. Esso resta in tali condizioni sino a quando un nuovo contatto col 
mezzo liquido non ne causi il « risveglio ». Appena s’immerge l’animale 
nel?acqua di mare, dai margini dell’opercolo si vedono sfuggire delle bol- 
licine gassose. Dopo 1-2 minuti esso comincia ad eseguire dei movimenti, 
e spinge in fuori, dapprima in modo appena percettibile, e successivamente 
in modo sempre pit manifesto, l’opercolo. Si vede infine il corpo venir fuori 
dalla conchiglia, ed eseguire dei movimenti piuttosto vivaci in tutti i sensi, 
forse per mettersi meglio a contatto con l’acqua. Il risveglio ha luogo sempre 
entro due-tre minuti; solo in due o tre individui, fra i numerosi presi in 
esame, esso € -avvenuto dopo sei—otto minuti. 

Anche senza procedere alla immersione in acqua di mare, é possibile 
controllare se gli individui in esperimento sono ancora vitali, osservando la 
tinta che presenta l’opercolo. Questo, negli animali appena raccolti, si pre- 
senta di colore giallastro chiaro, e fino a quando essi si mantengono in vita, 


(1) A. Baway, Note sur les Littorines. « Bull. Soc. Zool. France», vol. XLV, 1920. 


Ja sua tinta non subisce variazioni notevoli, Sopraggiunta la morte, l’oper- 
colo rapidamente diventa molto pit scuro, e talvolta addirittura nerastro. In 
qualche raro caso pud accadere che un individuo con opercolo piuttosto 
scuro sia ancora in vita, mai mi @ capitato pero di osservare il fenomeno 
inverso, e cioé di individui morti, con opercolo di colorito normale. Questo 
segno opercolare, di facile apprezzamento quando si sia acquistata una certa 
familiarita con le Litforina,& molto utile nel corso delle osservazioni. Ba- 
sandosi su di esso si potra regolare Opportunamente Ja durata di un espe- 
rimento di emersione, ed essere sicuri di trovarsi in presenza di individui 
ancora vitali, specialmente nel caso in cui si vogliano eseguire delle ricerche 
istologiche. 

Gli individui che con la immersione in acqua di mare sono tornati a 
vita attiva, strisciano lentamente per qualche tempo sul fondo della bacinella, 
quindi risalgono lungo la parete, e si fermano al disopra del livello dell’acqua, 
restando attaccati per mezzo del piede, completamente estroflesso. Dopo 
qualche tempo l’animale comincia a ritirare dentro la conchiglia la regione 
cefalica, e quasi contemporaneamente si ha anche un sensibile accorciamento 
del piede, che resta cosi compreso tra la superficie interna del labbro e la 
superficie del margine columellare. La retrazione della regione cefalica fa si 
che il labbro della conchiglia, bagnato dal muco secreto dal’animale, viene 
in tutto 0 in parte a contatto col piano di sostegno. Talora poggia anche 
la parte pil. sporgente (ventre) dell’ultimo anfratto della conchiglia. Sino a 
questo momento l’animale si mantiene attaccato mediante il piede. Solidi- 
ficatosi il muco, ¢ in condizione di aderire per mezzo di esso; allora ritira’ 
completamente il piede entro la conchiglia, la cui apertura viene chiusa dal- 
Popercolo. 

Wilson ©, che ha studiato il modo con cui si fissa Littorina littorea, 
dice che l’adesione é tale che consente di sopportare solo poco pi del peso 
dell’animale. L. neritoides si fissa invece cosi saldamente, anche su una su- 
perficie liscia, quale ¢ quella di una lastra di vetro, da sopportare un peso 
di gran lunga superiore a quello proprio. Tutti gli individui, che erano stati 
indotti a salire lungo pareti di vetro verticali, si dimostrarono capaci, dopo 
24 ore dall’avvenuta fissazione, di sostenere il peso di 15 individui (circa 
gr. 1.900), ed alcuni quello di 30. Gli animali usati come carico venivano 
messi su un piattello di carta, sostenuto da un filo sottile, terminato ad 
anello, in modo da poter essere agganciato alla conchiglia dell’animale. 

Wilson ritiene inoltre che gli animali, per poter rimanere attaccati nel 
modo anzidetto ad una superficie verticale 0 quasi, devono necessariamente 
disporsi con l’apice della conchiglia in git; secondo |’A., se per caso qualche 
individuo si ferma ad apice in su, e cerca di fissarsi in tale posizione, esso- 


(1) D. P. Witson, 4 habit of the common periwinkle « Littorina littorea ». « Nature » 
(London), vol. CXXIV, 1929. 


Moe ec 
quasi costantemente precipita appena si affida al muco come sostegno. Lit- 
lorina neritoides invece, come ho potuto sperimentalmente accertare, pud 
fissarsi in qualunque posizione, nonostante quella ad apice in gil sia la pil 
frequente, dato che |’animale tende a spostarsi dal basso verso l’alto, per 
superare il livello dell’acqua. 

Alcuni individui si facevano risalire lungo lastre di vetro, tenute quasi 
verticalmente, le quali venivano ad intervalli di tempo capovolte, mentre gli 
animali erano in movimento. Come conseguenza dello spostamento della 
lastra essi eseguivano cautamente una rotazione di 180 gradi, in modo da 
tornare a disporsi con l’apice in git, cioé con il capo rivolto verso l’alto. 
Ripetendo tale operazione sino a stancarli, alcuni individui finivano per fer- 
marsi, e si fissavano nella posizione loro imposta ad apice in si. E vero che 
durante tali manovre alcuni precipitavano, ma la caduta era causata dall’af- 
frettata esecuzione del movimento di rotazione. 


a 


ak Sint 
L. neritoides che aderisce sulla lastra di L. neritoides che aderisce per il labbro e 
vetro per il labbro della conchiglia. poggia il ventre della conchiglia. 


D’altro canto la posizione della conchiglia non influisce, eccetto che in 
una sola condizione, sulla stabilita della fissazione. Infatti le Littorina quando 
si fermano su un piano verticale o quasi, o aderiscono solo con il labbro 
mediante la sostanza mucosa secreta dall’animale ‘stesso; 0 aderiscono con 
il labbro e poggiano il ventre della conchiglia; 0 aderiscono con il labbro 
e con il ventre, che ¢ pure venuto a contatto con il liquido mucoso. La 
condizione, che pit comunemente si osserva, é la prima, e benché in questo 
caso gli animali si orientino, per lo pil, con l’apice in basso, dal punto di 
vista statico ¢ perfettamente indifferente che, nel momento in cui |’animale 
lascia la presa col piede e si affida al muco come sostegno, |’apice della 
conchiglia sia rivolto in su o in gil (fig. 1). Infatti in entrambe le posizioni 
la forza di gravita ha la stessa intensita e la stessa linea di azione. L’orien- 
tamento dell’apice della conchiglia influisce invece sulla stabilita dell’animale 
quando si effettua la seconda condizione, cioé adesione con muco per il 
labbro e semplice appoggio per il ventre (fig. 2). E noto difatti che quando 
un corpo € attaccato ad una parete verticale mediante due zone, poste una 
superiormente ed una inferiormente, per effetto della forza di gravitd esso 


tende a staccarsi nella parte superiore, 0, come si dice, il suo vincolo (nel 
nostro caso il muco) subisce una sollecitazione di tensione. Nella parte in- 
feriore invece preme contro la parete, cioé il suo vincolo, se esiste, e in 
ogni caso la parete, sono soggetti ad una sollecitazione di compressione. Se 
quindi la zona labiale con muco é la pit alta (apice in gill), essa é in grado 
di resistere alla tensione per la presenza del vincolo, mentre il ventre della 
conchiglia preme sul sostegno, ed esercita quindi un’azione di sostentamento. 
Se invece l’apice si trova in si, il ventre, che si trova superiormente, non 
puo opporre resistenza alla sollecitazione di tensione per la mancanza del 
vincolo, e lo sforzo viene sostenuto esclusivamente dalla zona labiale infe- 
riore. Quando si effettua la terza condizione, cioé adesione con muco tanto 
per il labbro che per il ventre, l’orientamento della conchiglia non esercita 
alcuna influenza sulla sua stabilitt. Difatti il vincolo esiste in entrambe le 
zone di contatto con la parete, sicché quella che, per un dato orientamento, 
viene a trovarsi in alto, € sempre in grado di resistere alla sollecitazione 
di tensione, mentre l’altra preme sulla parete. E ovvio che I’ inversione del- 
Vorientamento della conchiglia non fa che invertire le due zone, le quali 
sono egualmente capaci di reagire alla sollecitazione esterna. 


Resistenza all’acqua di fonte. — Gli individui, appena raccolti, venivano 
posti in una bacinella di vetro, dentro la quale si faceva arrivare un sottile 
filo di acqua di fonte. Al primo contatto con l’acqua, la maggior parte degli 
individui ritirava rapidamente il corpo dentro la conchiglia, di cui chiudeva 
apertura mediante ]’opercolo. Solo pochi individui continuavano a muoversi 
nel nuovo mezzo liquido, ma dopo breve tempo anch’essi si ritiravano dentro 
il guscio. In tali condizioni restavano immobili; pero, durante i primi giorni, 
stimolando con un ago l’opercolo, essi reagivano con una leggera retrazione, 
analogamente agli individui tenuti in ambiente subaereo. 

Ricerche, eseguite da Kreps e Borsuk‘ su alcune specie di Cirripedi 
opercolati (Balanus balanoides e B. crenatus), avevano dimostrato che esse 
possono vivere in acqua dolce sino a tre settimane, restando pero in uno stato 
di assoluta immobilita, che gli Autori consideravano come stato ipnico. 

Pil recentemente Monterosso °) ha dimostrato che Chthamalus stellatus, 
altro Cirripede opercolato, pud vivere in acqua di fonte, e perfino distillata, 
sino a quattro mesi, riducendo perO al minimo le manifestazioni di attivita 
motoria, che si limitano a brevi e rari movimenti dell’apparato opercolare. 

Di un certo numero di individui di L. neritoides, tenuti in acqua di fonte, 
solo una piccola percentuale riesce a mantenersi in vita per un massimo 


(1) E. Kreps e Borsux, « Pfliiger’s Archiv », vol. 222, 1929. 

(2) B. Monterosso, Studi cirripedologici. Nota VI. Sul comportamento di « Chthamalus 
stellatus » in diverse condixioni sperimentali. « Atti R. Accad. Naz. Lincei» (6), vol. XI, 1930. 
Nota VII: Eurialinita ¢ anabiosi in « Chthamalus stellatus», Ibid. (6), vol. XV, 1932. 
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di 25 giorni; in generale a cominciare dal 7°-8° giorno si ha quotidiana- 
mente la morte di qualche individuo, e verso il 15° giorno la percentuale 
dei sopravviventi ¢ di circa il 50 %/o. 

Ultimamente Manigault ® ha trovato che individui di Littorina obtusata, 
immersi in acqua di mare, la cui densita era stata abbassata a 1.010 per 
aggiunta di acqua distillata, sopravvivono appena 33 ore; perché gli animali 
sopravvivessero parecchi giorni in ambiente ipotonico, era necessario che la 
densiti dell’acqua di mare non venisse portata al disotto di 1.015. Il potere 
di resistenza di questa specie in ambiente ipotonico risulta quindi di gran 
lunga inferiore a quello di L. merttoides. 


Resistenza in ambiente privo di ossigeno. — Ho cercato di vedere se la 
specie in esame € capace di vivere temporaneamente in ambiente privo di 
ossigeno. Esperimenti di tal genere sono stati eseguiti su diversi Inverte- 
brati, specialmente Vermi (Nematodi, Discofori, Lumbricidi), dopo che 
Pfliiger era riuscito, sin dal 1875, a mantenere in vita delle rane per circa 
25 ore in aria privata dell’ossigeno. 

Recentemente Monterosso @) ha dimostrato che individui di Chthamalus 
stellatus sono capaci di vivere sino a quattro mesi immersi, insieme con la 
roccia su cui stanno fissati, in olio di vaselina, che, come appunto I’A. ha 
dimostrato, non scioglie l’ossigeno. In queste condizioni l’animale « non 
risente altro effetto, oltre quello derivante dalla privazione del gas atmo- 
sferico ». 

Ho adoperato anch’io dell’olio di vaselina, previamente riscaldato per 
scacciare ogni eventuale traccia di ossigeno, in cui immergevo le Littorina. 
La durata media della sopravvivenza si aggira intorno ai 12-14 giorni, ma 
qualche individuo pud mantenersi in vita sino a 22 giorni. 

Contrariamente al comportamento presentato dalle Littorina durante le 
esperienze di immersione in acqua di fonte, gli individui in contatto con il 
liquido oleoso non si ritirano subito dentro la conchiglia. Solo dopo qualche 
tempo, e talora anche dopo un giorno, si ritraggono pur mantenendo I’oper- 
colo pit. o meno sollevato, anche per dei giorni. Ora, mentre nell’acqua di 
fonte restano perfettamente immobili, nell’olio di vaselina, fino a quando si 
mantengono vitali, eseguono dei movimenti pil o meno vivaci. 

In accordo con questo differente comportamento ¢ il fatto, rilevato 
costantemente in tutti gli esperimenti, che gli individui immersi in olio di 


(1) P. Manicautt, L’effet de variations expérimentales de salinité, de température, de 
pH sur « Littorina obtusata L.» subsp. littoralis L. « Bull. Inst. Océanogr. Monaco », n. 605, 
1932. 

(2) B. Monterosso, Studi cirripedologici, Nota VI. Sul comportamento di « Chthamalus 
stellatus » in diverse condizioni sperimentali. « Atti R. Accad. Naz. Lincei» (6), vol. XI 
1930. Nota VIII. Esperienze e¢ considerazioni sulla sopravvivenza di « Chthamalus stellatus » 
in olio di vaselina. « Atti Accad. Gioenia Sc. Nat. Catania » (5), vol. XIX, 1932. 


vaselina manifestano una sensibilita, a volte squisita, verso gli stimoli lumi- 
nosi. Concentrando un fascio di raggi di una microlampada Koristka su un 
gtuppo di individui, nei quali Popercolo chiudeva l’apertura della conchiglia, 
talvolta dopo qualche minuto, talvolta dopo pit di un quarto d’ora, si no- 
tavano dei movimenti alterni dell’opercolo, seguiti, ma non sempre, dalla 
fuoruscita del corpo. II piu delle volte, cessato lo stimolo luminoso, gli in- 
dividui continuavano a tenere il corpo parzialmente estroflesso, ma la retra- 
zione aveva luogo rapidamente, se venivano portati in un ambiente privo 
di luce. Ho osservato che in genere questo potere reattivo rispetto agli sti- 
moli luminosi persiste, ma piu modesto e pit tardo a manifestarsi, sino agli 
ultimi giorni di vita; quando esso si estingue, deve ritenersi vicina, o addi- 
rittura imminente, la morte. 

Sembra che le Littorina abbiano una speciale sensibilita verso la luce: 
secondo il Bohn) alle variazioni del grado di idratazione dei tessuti, che 
si hanno nei periodi di vita in acqua e in ambiente subaereo, corrispondono 
movimenti fototattici diretti dalla luce verso ’ombra nello stato di idrata- 
zione, € in senso inverso durante lo stato di disidratazione. 


Zoologia. — I corpi faringei degh ortotteri. - Prova sicura della esi- 


stenza di glandole endocrine negli artropodi. Nota di B. Dr Lerma, pres. dal 
Corrisp. U. Preranront. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


(1) G. Boun, L’anhydrobiose et les tropismes. « C. R. Acad. Sciences », vol. 139 
1904. 


Fisiologia (Fisiologia ostetrica). — La colina nell'utero umano 
all'infuori della gravidanza, in gravidanza, in travagho di parto, 
in puerperio. (Rapporli tra il contenuto in colina nell'utero umano 
e la contrazione uterina). Nota‘? di L. CatTTaneo, presentata 
dal Socio A. MeNozzi. 


Da quando lo Sfameni‘) ammise nelle cellule della decidua una funzione 
di secrezione interna, numerose indagini da quelle del Gentili “ a quelle di 
oggidi del Fellner ‘), conclusero in senso favorevole. E cosi avvenne per 
Ja mucosa dell’utero all’infuori dello stato gravidico e lo stesso miometrio 
in seguito alle esperienze di Schiicking ©, alle prime osservazioni istologiche 
dell’Ancel col Bouin “7 ed agli interessanti studi del Vercesi “), del For- 
nero (9), ecc. intorno alla cosidetta ghiandola endocrina miometra le. 

Il concetto quindi oggidi d’una secrezione interna dell’utero (nel suo 
insieme: endonetrio e mionetrio) sia in gravidanza, sia al di fuori di essa, 
é ammesso dalla maggioranza degli AA., tanto per i risultati delle indagini 
istologiche (esistenza della ghiandola miometrale, di glicogeno e di lipoidi 
della mucosa), quanto sopra tutto per l’esistenza nell’estratto di utero d’una 
azione che sembra specifica e dovuta ad uni secrezione interna. Infatti scrive 
Schiicking ‘'°) che, iniettando estratto di utero in coniglia, si ottiene iperemia 
dell’utero, sospensione dell’uvolazione, atrofia delle ovaie ed impossibilita al 
concepimento. Secondo Fellner, poi, gli estratti di utero “” iniettati nelle 


(1) Lavoro eseguito nella Clinica Ostetrico-Ginecologica « Luigi Mangiagalli» della 
R. Universita di Milano. 

(2) Nella seduta del 21 maggio 1933. 

(3) SraMENI, La placenta marginala e la sua genesi. « Arch. It. di Gin. », maggio 1905- 

(4) Gentitt, La decidua considerata quale ghiandola endocrina. « Ann. di Ost. e Ginec. », 
agosto 1913); Ip., Ueber die innere Sekretion der Decidua, ecc. « Ztrbl. f. Gyn. », 1914, n. 33. 

(5) FeLiner, Schollenbildung, Brunst und Menstruation. « Arch. Gyn.», 148, 336, 1932. 

(6) ScHicKinc, Ueber innere Sekretion der Ulerusschleimhaut und itber Bildung von Me- 
troxin, «Ztrbl. f. Gyn.», 1904, p. 455. 

(7) AnceL et Bouin, Sur Pexistence d’une glanle myométriale endocrine chez la lapine: 
gestante. «C, R. Assoc. d’Anat.», Paris, 1911. 

(8) Vercest, Sul tessuto interstiziale dell’utero. « Folia Gyn.», vol. X, 1915, n. I. 

(9) Forngero, Eleme iti lipoidei e mastlipoidet del miometrio umano e loro significato 
biochimico. «La Ginecologia», 1914, n. 13; Ip., Correlazioni funzionali della ghiandola a 
secrexione interna delPutero. « Ann. di Ost. e Gin.», 1920, pp. 175, 395, 459, 485, 577+ 

(10) ScHucKING, loc. cit. 

(11) O. FeLiner, Scollenbildung, Brunst u. Menstruation. « Arch. Gyn.», 148, 336, 1932- 


topine e nelle ratte impuberi, danno luogo ad un’azione luteinizzante sul 
follicolo, con formazione anche di ematomi. 

Quello che non sappiamo, ¢ in che cosa consista questa secrezione in- 
terna, e quale sia Ja sua funzione precisa. Engelhard © e Backmann ©) ci 
fanno sapere che tanto I’estratto acquoso, quanto l’estratto alcoolico di utero 
di vacca stimolano l’utero sopravvivente di coniglia e di cavia, e cosi pure 
Pintestino isolato e sopravvivente, aumentando il tono ed eccitando le con- 
trazioni. Gunther e Winkler G) avrebbero pure visto che piccole dosi di 
estratto di utero (di vacca) aumentano fortemente il tono dell’utero isolato 
€ sopravvivente, e danno luogo a contrazioni ritmiche; fatto, questo, che 
.venne notato anche da loro per quanto riguarda V’intestino isolato. Anzi 
Giinther e Winkler concludono col raccomandare « ’ormone uterino » come 
eccitante le contrazioni nel travaglio del parto, specificando che «l’estratto 
uterino » deve comprendere tanto la parte muscolare quanto la superficie 
mucosa, perché estratti di solo muscolo uterino o di sola mucosa sarebbero 
molto meno efficaci 

In quanto foi alla identificazione di questo « ormone », Gunther e 
Winkler, fondandosi su di una identita di azione del loro estratto di utero 
con quella della « Colina », pensano che il loro estratto uterino contenga 
appunto un tasso in colina. 

A questo punto io debbo dire che da tempo avevo in corso delle ri- 
cerche sul contenuto in colina dell’utero umano, poiche, fondandomi sul 
noto fatto dimostrato dal Magnus e Collaboratori (), che sull’intestino iso- 
lato di mammifero ha luogo Ja formazione di colina, la quale é la sostanza 
eccitatrice dei movimenti intestinali, avevo pensato che proprio la colina, 
nella sua qualita di ormone tipico del sistema parasimpatico, potesse avere 
un’influenza particolare sulle contrazioni uterine del travaglio. Concezione, 
questa, a cul aveva pensato anche Sievers (), ma egli si riferiva alla funzione 
della colina esistente nella placenta e non a quella eventualmente .esistente 
nell’utero. 

Invero, le ricerche su questo punto e sull’utero umano in ispecial modo, 


(1) ENcEtuarp, « Neederland. Tijdschr. Verl.», 27, 11, 1927. 

(2) Bacxmann, Ueber Erregung des tiberlebenden Uterus durch Organextrakte besonders 
aus dem Uterus. « Arch. Physiol.» 189, 261, 1921. 

(3) GinrHEer u. WINKLER, Studien tiber das Uterushormon. « Zirbl. f£. Gyn.», 1932, 
jie. BG, tsp Tel olor 

(4) A questo proposito va detto ferd che Fexiner, Ueber intravasale Gerinnungen 
nach Injektionen von Uterus—Extrakten beim Kaninchen «Ztrbl. f. Physiologie », 1909, 374, 
da tempo osservava esperimentando sugli animali che l’azione pit forte si ha, in seguito 
al’uso di estratto di muscolatura uterina libera dalla mucosa. 

(5) Vedi in Pucuiess, Fisiologia. 2° ediz., Hoepli, p. 128. 

(6) Sievers, Unlersuchungen dber die chemische Physiologie der Plazenta mit besonderer 
Beriicksichti gung des Vorkommens von Cholin in der Plazenta. «Ztschr. f. Biologie », 88, 
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sono pressoché completamente silenti: infatti, se si toglie un’unica osserva- 
zione da parte di Wrede, Strack e Bornhofen’ in cui, in un utero di donna 
in gravidanza avanzata ) non trovarono affatto colina, non abbiamo che le 
ricerche di Strack e Loeschke %), le quali perd non sono state condotte su 
materiale fresco, ed inoltre non comprendono la parte pil importante della 
questione, e precisamente cid che avviene durante il travaglio del parto. 
Nella mancanza quasi completa di prove sperimentali, mi ¢ parso quindi 

ottima cosa il far tesoro del materiale di questa Clinica, per stabilire i punti 
seguenti, ancora completamente oscuri : 

1°) Come si comporta la colina nell’utero umano all’infuori della 
gravidanza, in gravidanza, nel travaglio del parto? 

2°) Il cosidetto « ormone dell’utero» si puo identificare con la colina ? 

3°) La colina puo essere considerata quale ormone stimolante delle 
contrazioni uterine al sorgere del travaglio e durante questo, come alcuni 
Autori suppongono? 


PARTE SPERIMENTALE “*), 


Ho cosi istituito una serie di ricerche su quattro uteri all’infuori della 
gravidanza; su quattro uteri in gravidanza, a diverse epoche; su tre uteri 
in travaglio di parto; su un utero in 16* giornata di puerperio. E come 
complemento a tali indagini, ho studiato pure il contenuto in colina su tre 
placente, di cui una non ancora completamente formata perché alla fine 
del 2° mese, l’altra alla fine del 3° mese, la terza a termine di gravidanza. 

Le determinazioni vennero eseguite in parte sull’organo fresco, e in 
parte sull’organo secco. In quest’ultimo caso, previo accurato sminuzza- 
mento, l’essicamento veniva compiuto nel vuoto alla temperatura di circa 
40° C. Il dosamento della colina, previa estrazione di questa dall’organo 
fresco o secco secondo il metodo consueto, del quale daro i dettagli in 
altra sede, venne eseguito secondo le indicazioni di Kapfhammer e Bischoff (s) 
precipitando cioé la colina allo stato di Reineckato ©), 


(1) Citato da Srrack u. LogscHkE in « Hoppe Seyler’s Zeitschr. f. Physiol. Chemie», 
Bd. 194, H. 5-6, S. 269. 

(2) Cosi affermano gli Autori. 

(3) Srrack u. Logscake, loc. cit. 

(4) La parte analitica di queste ricerche, data la complessita dell’indagine e la neces- 
sita di apparecchi speciali, venne eseguita nel Laboratorio di Tecnologie Chimiche del- 
I’Istituto Superiore Agrario di Milano, diretto dal ch.mo Prof. Antoniani, che mi é grato. 
ringraziare per l’ospitalita datami e pei suggerimenti favoritimi. 

(5) KaprHammer u, Biscuorr, « Hoppe-Seyler’s Ztschr.», 191, 179, 1930. 

(6) Il reattivo: acido di Reinecke mi venne cortesemente favorito dal prof. Antoniani. 
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Consideraziont. 


Come emerge dai risultati delle esperienze, la presenza di colina nel- 
Putero gravido silente (4 osservazioni) non venne mai riscontrata. Una sola 
volta su tre osservazioni (e precisamente nel caso 9) venne trovata la co- 
lina invece nell’utero in travaglio di parto. Questo fatto della constatazione 
della presenza della colina in un solo caso, e per di piu in piccola quantita, 
non ci sembra sufficiente a fare ammettere che si possa parlare della colina come 
dell ormone della peristalsi wterina, tanto pil che essa non venne riscontrata 
nel caso 10° in travaglio di parto da circa 30 ore, e sopratutto nel caso 11° 
in periodo espulsivo da ben 10 ore e con contrazioni cosi violente da dar 
luogo alla rottura spontanea dell’utero (per macrosomia fetale, passata inos- 
servata a domicilio). 
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Ma dai risultati analitici emerge anche che neppure la colina puo es- 
sere ritenuta come costituente normale dell’utero sia in gravidanza, sia al dt 
fuori di essa in quanto otto osservazioni riuscirono costantemente negative. 
A questo riguardo, per quanto concerne l’utero al di fuori dello stato gra- 
vidico, i miei risultati appaiono in contrasto con quelli di Strack e di 
Loeschke (1), i quali riscontrarono la presenza di colina in uteri umani al 
di fuori della gestazione. A tal proposito pero credo opportuno far notare 
che detti AA., per insufficienza di materiale, furono costretti a sperimentare 
su materiale risultante da parecchi uteri riuniti dopo prolungata conservazione 
in alcool. Ora, in tali condizioni non € da escludere che abbia potuto ve-: 
rificarsi una liberazione di colina dalla lecitina. Dubbio che appare tanto 
pi fondato, in quanto, secondo Paal “) si puo avere idrolisi sensibile della 
lecitina con liberazione di colina pel solo fatto della dissoluzione della leci- 
tina in alcool. 

Secondo Sievers @), la causa dell’inizio del parto sarebbe da ricercarsi 
nella colina della placenta, la quale verrebbe ceduta ‘all’utero ed ecciterebbe 
cosi le contrazioni. A questo riguardo i miei risultati sperimentali (osser- 
vazione 14* e 15*) confermano pienamente Ja presenza di colina nella pla- 
centa umana, presenza riscontrata gia da tempo dal Decio %) in bellissime 
ricerche, che tanto mi coadiuvarono in questo studio. Basta pero questo re- 
perto positivo di colina nella placenta, a far ritenere la colina placentare 
come eccitante delle contrazioni .dell’utero gravido? 

Stando ai risultati di Wrede, Strack e Bornhofen “) la risposta sarebbe 
senz’altro negativa, poiche detti AA. riscontrarono che le placente estratte 
tanto da uteri silenti od inerti, quanto da uteri con forti contrazioni, sia nel 
parto normale, sia nel parto cesareo, presentano sempre lo stesso tenore in 
colina. Il che ¢ in armonia con le vedute del Decio ), secondo il quale la 
colina placentare non sarebbe altro che un prodotto normale d’idrolisi delle 
lecitine. 

Nel complesso, stando ai miei risultati sperimentali, I’ ipotesi secondo la 
quale la colina sarebbe da ritenere come l’ormone della peristalsi uterina non 
pare fondata. Manca infatti la constatazione sperimentale della costante pre- 
senza di essa nell’utero, sia all’infuori dello stato gravidico, che in gravi- 
danza ed in travaglio di parto. 

Si potrebbe forse obbiettare che la colina pud essere un prodotto efh- 


(1) Lozscuke, « Hoppe Seyler’s Ztschr. f£. Phys. Chemie», 194, 269, 1931. 

(1) Paat, «Bioch. Ztschr., 211, 244, 1929. 

(2) H. Stevers, Ricerche sulla fisiologia chimica della placenta, ecc. « Ztschr. f. Biol. », 
Bde SSeS 144s 61020; 

(3) Decto Cesare, La presenza e il significato della colina nel tessuto placentare « Ann. 
di Ost. e- Gin. .», 1915, vol. J, p81; 

(4) Wrepe, Srrack u. BorNHoreN, «Ztschr. f£. phys. Chemie», 183, 123, 1929. 

(5) Decro, loc. cit. 


, 


2 Niece: oxime 
mero, d’immediata elaborazione; ma, per contro, nulla vieta anche il pen- 
sare che la colina, anziché essere la causa della peristalsi, possa esserne 
invece l’effetto. Infatti, secondo le esperienze di Otto Riesser “ quelle 
di Abderhalden con S. Buadze ©), la formazione della creatina nell orga- 
nismo aumenta per introduzione di colina; non solo ma, cid che pit conta, 
secondo Abderhalden e Buadze, sarebbe possibile anche il processo con- 
trario, cioe la formazione di colina dalla creatina. Percid la piccola quantita 
di colina da me trovata nel caso 9° potrebbe avere qui la sua spiegazione, 
conoscendosi gli stretti rapporti fra ricambio della creatina e lavoro mu- 
scolare. 

E evidente come tale possibilita venga a togliere, di per st, ogni va- 
lore agli effetti della concezione che ammette la colina come ormone della 
peristalsi, anche di fronte ad eventuali reperti positivi di colina nell’ utero. 


Fisiologia (Chimica Fisiologica). — Osservazioni sul rapporto 
tra alimentazione e allattamento, “) Nota di V. ZaGami presentata “) 
dal Corrisp. S. BaGtiont. 


Esperienze gia riferite e discusse in altre Note () ci hanno dimosttato, 
che stretti rapporti esistono tra alimentazione ¢ riproduzione, potendo que- 
stultima rimanere danneggiata o compromessa sia, insieme con molte altre 
funzioni, per alterazioni complesse dell’intero organismo, determinate dalla 
deficienza o dalla assenza nella dieta di talune sostanze o fattori essenziali 
per la normale nutrizione, e sia da sola, indipendentemente da tutte le altre 
funzioni, per assenza o deficienza del fattore specifico E, la cui azione sem- 
bra elettivamente connessa con la normale spermatogenesi e con il normale 
sviluppo dell’embrione. 

Durante il corso delle esperienze su accennate altre numerose osserva- 
zioni abbiamo potuto compiere, le quali mostrano come stretti rapporti in- 
tercorrano pure tra alimentazione e allattamento della prole. Rapporti che 


(1) O. Rigsser, « Hoppe-Seiler’s Zeitschr. f. Physiol. Chemie», vol. 90, S. 221, 1914. 

(2) ARDERHALDEN u. Buapze, «Ztschr. f. Physiol. Chemie», 164, 280, 1927. 

(3) Lavoro eseguito nell’Istituto di Chimica Fisiologica della R. Universita di Roma. 

(4) Nella seduta del 21 maggio 1933. 

(5) Zacami V., Sul valore alimentare dei semi di ‘‘ Cicer arietinum L.”’, «Il Problema 
alimentare », 1931, 1, 150; Ip., Sul valore alimentare di semi di “ Lathyrus sativus L.”, «Il 
Problema alimentare» 1932, 2, 73; Ip., Alimentazione con semi di leguminose e riproduzione, 
«Rend. R. Acc. Naz. dei Lincei», 1932, 16, 279; Ip., Contributi sperimentali alla conoscenza 
del fattore E (Vitamina della feconditd), « Arch. Fisiol.», 1933, 32, 301; ZAGAMI V. e 
CuraToLo A., Sul valore alimentare dei semi di “ Ervum lens L.”, «Il Problema alimen- 
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tare» 1933, 3, ii; Licort G., Sul valore alimentare dei semi di“ Vicia faba L.,” «Riv. Pat. 
Sper.» 1932,-9, 329. 
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indubbiamente non sono solo d’indole generale, nel senso che per determinate 
diete la funzione dell’allattamento segue di pari passo |’andamento perfetto 
o meno delle altre funzioni; ma rapporti che possono altresi ritenersi d’in- 
dole del tutto particolare e specifica, nel senso che a volte l’allattamento puo 
risultare essere l’unica e sola funzione alterata, e anche notevolmente, in 
animali in cui normalissime decorrono tutte le altre, compresa quella stessa 
riproduttiva. 

Appunto i numerosi dati, da noi potuti raccogliere finora al riguardo, 
intendiamo esporre nella presente nota, cercando di trarre da essi, nonche 
da altri gia esistenti nella letteratura, quelle considerazioni, che potranno 
esserci utili nell’ulteriore studio dell’argomento, di cui ¢ evidente l’importanza, 
oltre che scientifica, anche pratica, specie se si considerino i frequenti casi 
di deficiente o mancante capacita di allattamento materno, che si verificano 
nel campo umano, e che restano purtroppo senza una precisa spiegazione 
causale, e senza la possibilita di intervenire opportunamente a scopo preven- 
tivo o curativo. 

Una prima serie di osservazioni ci € derivata dalle esperienze, eseguite 
per accertare l’effettivo valore alimentare dei semi di “ Cicer arietinum L.”, 
“Lathyrus sativus-£.”, “Ervum lens.” ¢.“ Vicia faba lL. “sunarseconda 
dalle esperienze dirette a chiarire il comportamento e l’azione del fattore E. 

Si sono adoperati per Ja prima serie di ricerche ratti albini, che veni- 
vano alimentati, a cominciare dall’epoca dello slattamento, e per lungo pe- 
tiodo di tempo (fino a un anno), esclusivamente con uno dei semi suddetti 
(I Caso), ovvero con questi mescolati, a seconda dei vari gruppi di animali, 
con caseina in ragione del 10 °/, dell’alimento totale offerto (II Caso), 0 con 
olio di ulive in ragione del 2 °/, (III Caso), o con olio di fegato di mer- 
luzzo in ragione del 2 °/., pei fattori liposolubili A e D (IV Caso), 0 con 
sali minerali — miscuglio salino di Pappenheimer, Mc Cann e Zucker — in 
ragione del 4°/, (V Caso), o con olio di fegato di merluzzo (2 °/,) e mi- 
scuglio salino (4 °/.) insieme (IV Caso). 

Per la seconda serie di esperienze si sono adoperati ugualmente atti 
albini, che venivano alimentati con dieta basale cosi composta: caseina (18 °/.), 
amido di riso (63 °/.), lardo (8 °/5), miscuglio salino di Pappenheimer, Mc 
Cann e Zucker (4°/.), lievito di birra (5 °/.), olio di fegato di merluzzo 
(2°/o) — VIL Caso ~. A questa poi si aggiungeva, a seconda dei vari gruppi 
di animali, e per lo scopo che é stato a suo tempo altrove specificato: succo 
di limone — 10 cmc. per 100 °grammi di razione — (VIII Caso), o burro — 
10 °/, — (IX. Caso); 0 .organi e tessuti di ratto — 20 °/; — (X Caso), 0 pol- 
tiglia testicolare di bovini - 20 °/, - (XI Caso), o liquido spermatico umano — 
cmc. 0,5 per animale e per giorno — (XII Caso), o infine solfato di rame 
in ragione di I mgr. di rame e acetato di zinco in ragione di 10 mgr. di 
zinco per giorno e per animale (XIII Caso). 

L’alimentazione con soli semi di leguminose (Caso I), come pure la 
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alimentazione con questi pid i correttivi indicati pel caso II, HI e IV, non 
permetteva il normale accrescimento, presentando gli animali, nei diversi 
periodi sperimentali, una mole corporea nettamente inferiore a quella nor- 
male presentata dai controlli di pari etd tenuti ad alimentazione variamente 
mista, Ciononostante Ja capacita a generare, del tutto assente negli animali 
ad alimentazione esclusiva coi semi su accennati senza aggiunta di alcun 
correttivo, cominciava a manifestarsi in quelli del caso II, II e IV, sebbene 
con andamento assai irregolare; per quanto il numero dei piccoli componenti 
le singole nidiate potesse ritenersi normale, tuttavia il peso e le dimensioni 
di essi, alla nascita, risultavano sempre in relazione con la mole della madre 
e quindi inferiore alla normale. 

Mancava pero sempre, e del tutto, la portata lattea nelle madri, e i 
piccoli morivano nel primo o nel secondo giorno di vita extra-uterina senza 
avere potuto assumere alcuna quantita di latte, come si poteva desumere, 
osservando per trasparenza, attraverso i tenui tessuti della parete addominale, 
lo stomaco che appariva persistentemente vuoto. 

L’aggiunta dei correttivi minerali indicati pel caso V ha permesso un 
discreto accrescimento degli animali, tanto che essi presentavano una mole 
corporea solo lievemente inferiore alla normale. La capacita riproduttiva po- 
teva considerarsi in questo caso normale, o quasi, per numero di gravidanze, 
numero di componenti le singole nidiate, peso e dimensioni dei piccoli alla 
nascita, Salvo rare eccezioni, l’allattamento é fallito perdO sempre; e cid é 
sembrato dipendere talora da assenza completa della secrezione lattea, talora 
invece da probabile deficienza lattea quantitativa o qualitativa. La mortalita 
dei piccoli infatti non € stata sempre cosi precoce come nei casi precedenti; 
qualche volta ¢ avvenuta dopo parecchi giorni dalla nascita, e qualche rara 
volta parte dei componenti di alcune nidiate é riuscita perfino a superare tutto 
il periodo di allattamento, e a crescere successivamente con la stessa dieta 
delle madri. 

Coi correttivi minerali e vitaminici indicati pel caso VI gli animali 
hanno presentato un accrescimento del tutto normale, e sotto nessun aspetto 
differente da quello dei controlli ad alimentazione variamente mista; norma- 
lissima si € presentata la capacita riproduttiva e normale il numero delle 
gravidanze, il numero dei piccoli per le singole nidiate, il peso e la dimen- 
sione di essi alla nascita. 

Pure in questo caso, pero, in cui gli animali hanno presentato pieno 
benessere, anche per lunghi periodi di osservazione, e in cui tutte le fun- 
zioni sembravano rispondere perfettamente, |’allattamento non é risultato del 
tutto normale, ma notevolmente precario, specie in taluni mesi dell’anno. 

Tenendo presenti tutte le numerose osservazioni compiute durante tre 
anni, si puo dire che la secrezione lattea si ¢ dimostrata quantitativamente 
e qualitativamente ben regolata omquasi durante i mesi di maggio a ottobre, 
in cui tutte o quasi tutte le nidiate poterono infatti essere bene allevate dalle 


OT 


rispettive madri (da permetterci anzi determinate esperienze attraverso ge- 
nerazioni successive sempre ugualmente alimentate); mentre invece 1 nati 
dalle stesse madri negli altri mesi dell’anno il pit delle volte morirono in 
giorni pi o meno vicini alla nascita, per secrezione lattea a volte del tutto 
assente, a volte solo deficiente. Talora la morte dei piccoli € avvenuta infatti 
nel primo enel secondo giorno di vita extra—uterina senza alcuna assunzione 
di latte; altre volte invece la vita si é potuta protrarre, con un allattamento 
senza dubbio deficiente, anche fino al 15-18° giorno. 

Uguali risultati ha ottenuto V. Famiani“ nello stesso Istituto speri- 
mentando con cereali (grano, orzo). 

La dieta sintetica del caso VII somministrata agli animali fin dall’epoca 
dello slattamento, consenti loro un perfettissimo accrescimento, e l’apparente 
normale funzionalita di tutti gli organi ed apparati; non consenti pero affatto 
la capacita riproduttiva a causa dell’assenza del fattore E; sicché le femmine 
non si mostrarono in grado di portare a termine alcuna gravidanza; pero 
se messe in esperimento, anziché all’epoca dello slattamento, a periodo pit 
inoltrato di vita (120-125° giorno), si mostrarono in grado, prima che si 
manifestassero i caratteristici disturbi della sterilita, di portare regolarmente 
a termine una, e a volte due gravidanze. Ma per cid che concerne J’allat- 
tamento solo i piccoli nati dal primo parto, e non sempre, poterono essere 
allevati; la morte colpi tutti gli altri in giorni piu o meno vicini a quello 
della nascita, e al solito, a volte per assenza assoluta, a volte per sola defi- 
cienza della portata lattea. 

Con le diete indicate per gli altri casi (VII, IX, X, XI, Xlle XIII) 
abbiamo notato parziali favorevoli successi per cid che concerne la funzione 
riproduttiva, essendo riusciti ad assicurare, a seconda delle sostanze aggiunte 
alla dieta basale, da 2 a 5 gravidanze regolarmente portate a termine. Ma 
nessun vantaggio si pote rilevare per cid che concerne l’allattamento, percheé 
tutti 1 piccoli morirono sempre, e indipendentemente dal periodo dell’anno, 
nei primissimi giorni di vita, per mancanza completa della portata lattea. 
Solo nel caso VIII e IX, dopo i primi parti, a volte poté notarsi secrezione 
lattea che consenti la sopravvivenza dei nati per diversi giorni o per tutto 
il periodo dell’allattamento. 

Generalmente nei casi in cui manco la portata lattea, le madri mostra- 
rono di trascurare la propria nidiata, invece di proteggerla assiduamente se- 
condo la normale abitudine di questi animali. Spesso inoltre queste madri 
non mangiavano, come di regola, le placente durante il parto, a volte divo- 
ravano invece i figli stessi. 


(1) Famiani V., Sugli effeltt dell’alimentazione esclusiva con alcuni cereali, « 11 Problema 
alimentare », 1931, 1,165; Ip., Sul valore alimentare del grano, «Il Problema alimentare», 


1932, 2, 55; Ip., Sul valore alimentare dei semi dt « Hordeum vulgare L.», in corso di 
pubblicazione. we 
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Nei casi poi di portata lattea solo deficiente, i piccoli morirono mal- 
grado tutte le cure delle madri, dopo aver presentato progressivo deperi- 
mento con pelle arida e secca e, a volte, tremori diffusi. 

Non ci soffermeremo a lungo a commentare lo sfavorevole esito dello 
allattamento, offerto dagli animali del caso Th, I, IV, € V.In questi, io- 
fatti, per quanto la funzione riproduttiva fosse presente — se pur non sempre 
perfetta — tuttavia lo sviluppo corporeo, come abbiamo ricordato, era in 
ogni caso pit o meno notevolmente inferiore a quello dei controlli normali 
di pari eta. Anche la mole dei piccoli alla nascita — specie nel caso II, III 
e IV — era inferiore alla normale. Invece normale era lo accrescimento degli 
animali, e normale la mole dei rispettivi piccoli nel caso VI, in cui i semi 
venivano intezrati con sali minerali e con vitamine A e D. Cid induce a 
riferire i feromeni abnormi dei casi precedenti (Il, III, IV e V) alla deficienza 
salina € vitaminica (pel caso II e III) o alla deficienza salina (pel caso IV) 
o alla deficienza vitaminica (pel caso V); di conseguenza la morte dei pic- 
coli si puo ritenere dovuta a minorata vitalita di essi, a causa delle stesse 
deficienze alimentari (saline e vitaminiche), cul puod essere attribuita anche 
la mancata secrezione lattea. . 

Ma in vista della cons2rvazione della funzione riproduttiva quando to- 
talmente difettava la funzione della ghiandola mammaria, si potrebbe pensare 
che per quest’ultima le esigenze alimentari siano per lo meno di grado di- 
verso rispetto a quelle strettamente necessarie per lo svolgimento della fun- 
zione riproduttiva. Abbiamo ragione di tenerlo presente, finché non risultera 
dimostrata anche per la secrezione lattea la esistenza di un fattore specifico 
alimentare, la cui possibile assenza nelle diete da noi adoperate certo bene 
spiegherebbe gli insuccessi osservati per l’allattamento. 

Il concetto delle diverse esigenze alimentari per la funzione mammaria 
rispetto alla funzione riproduttiva risulta largamente confermato dal complesso 
dei dati raccolti, sperimentando nelle condizioni del caso VI, VII, VIII, IX, 
X, XI, XII e XIII in cui infatti mentre si ¢ avuto normalissimo accresci- 
mento degli animali e successo favorevole (totale nel caso VI, parziale in 
tutti gli altri) per la riproduzione, l’allattamento é fallito sempre per assenza 
completa della portata lattea o per deficienza quantitativa o forse anche qua- 
litativa di essa; fa eccezione il solo caso VI per cui si é visto come in alcuni 
mesi dell’anno fu possibile anche un normale allattamento. Se sia pid esatto 
pensare ad uni deficienza quantitativa o qualitativa o mista (quantitativa e 
qualitativa insieme) della secrezione lattea non abbiamo elementi sufficienti 
per deciderlo. 

Che la morte dei piccoli sia potuta dipendere da minorata loro vitalita, 
anziche da insufficiente allattamento, non ci sembra ammissibile, poiché i 
medesimi sopravvivevano, se appena nati si facevano allattare da madri nor- 
malmente alimentate; viceversa rattini nati da queste ultime e fatti allattare 
aalle prime morivano. Inoltre quelli che riuscivano a superare il periodo di 
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allattamento crescevano poi normalmente anche se lasciati alla stessa dieta 
delie madri. 

Il fatto rilevato pel caso VI, che |’allattamento si compiva, il piu delle 
volte, normal mente durante il periodo estivo, potrebbe far pensare che l’in- 
successo negli altri periodi dell’anno fosse dovuto a cause esterne quale la 
temperatura. Invero non siamo ancora in grado di precisare quanto possa 
spettare a questa causa e con quale meccanismo essa possa avere agito tur- 
bando la funzione mammaria di animali cosi alimentati, a differenza di altri 
alimentati diversamente, e in cui, indipendentemente dalle stagioni, il com- 
portamento fu sempre normale. Ma € comunque da escludere che la detta 
causa possa avere agito direttamente sui piccoli, che cioe questi siano morti 
per freddo, perché i nostri animali in esperimento, durante il periodo in- 
vernale, venivano tenuti nello stesso ambiente riscaldato (a 15-16° C.) dove 
si tenevano pure i ratti normali di controllo che contemporaneamente allat- 
tarono sempre bene la loro prole. 

Concludendo, rileviamo che molteplici sono le cause cui potrebbe essere 
attribuito Vinsuccesso dello allattamento nei casi (VI, VII, VII, IX, X, XI, 
XII e XIL) in cui pur si ebbe normale l’accrescimento e normale la fun- 
zione riproduttiva. E il caso di invocare l’esistenza di un fattore alimentare 
— di natura vitaminica o minerale o proteica ecc. — ad azione elettiva e 
specifica per la normale funzione della ghiandola mammaria, oppure questa 
per l’espletamento della sua funzione necessita soltanto di talune delle so- 
stanze note, o di taluni dei noti fattori alimentari, ma in quantita superiore 
a quella necessaria a tutti gli altri organi per |’espletamento delle rispettive 
proprie funzioni ? La secrezione mammaria dipende solamente dalla qualita 
e quantita delle sostanze nutritive fondamentali e dei fattori vitaminici della 
nutrizione gia noti o esige qualche particolare fattore alimentare ignorato 
ad azione elettiva e specifica galattagoga ? Interviene un’alterazione quantita- 
tiva oppure un’alterazione qualitativa del latte? Difetta nell’alimento qualche 
fattore necessario, — anziche per la vera e propria attivita della ghiandola 
mammaria —, per la nutrizione dei piccoli, solo nel primo periodo di vita 
extra-uterina, ai quali perverebbe attraverso il latte materno ? 

Le ricerche esistenti nella letteratura relative agli eventuali rapporti tra 
alimentazione e secrezione lattea, se pure sono discretamente estese, non of- 
frono pero fatti del tutto convincenti e concordanti. Diversi fattori dai vari Aa. 
sono stati ritenuti responsabili degli insuccessi di allattamento osservati in 
—animali. Notevole importanza é stata attribuita alla vitamina antineuritica B, 
[Evans ®, Evans e Burr @), Rose e Mc Collum], al complesso vitami- 
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nico B (Hartwell, Sure®, Nelson e collaboratori ], alla frazione termo- 
stabile (B.) del complesso vitaminico B [Sure, Sherman e Campbell , 
Walen 6}, al fattore E [Evans e Burr, Morelle (7), al manganese [Orent 
e Mc Collum ®], a principt attivi sconosciuti [Sugiura e Benedict 9), Map- 
son ‘°)], Ma noi abbiamo voluto intanto fissare qui tutte le osservazioni per- 
sonali fatte e accennare ai principali quesiti che ne derivano riservandoci 


di ritornare a suo tempo sull’argomento per una pit ampia e dettagliata 
discussione. 
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Commemorazione 


di S. A. R. Luigi Amedeo di Savoia Duca degli Abruzzi 


letta dal Socio Giorto DAINELLI 


nella seduta a Classi riunite del 3 giugno 1933 


Compito particolarmente grave e particolarmente doloroso é quello, Col- 
leghi, che ci aduna oggi. 

Il destino umano, pur troppo, ci obbliga, assai spesso, a rivolgere il 
nostro pensiero memore e commosso ad amici e colleghi, con i quali ab- 
biamo diviso l’ansia della ricerca scientifica e che i] fato inesorabile ha tolto 
da questa nostra vita terrena. E noi, per vecchia tradizione, ne affermiamo 
Vattivita ed i meriti, ponendo, a volta a volta, come un suggello negli Atti 
della nostra Accademia, quasi a documentarne meglio ed a fissarne la lunga 
gloriosa tradizione. Compito spesso grave, si, e sempre doloroso: spesso 
grave, perché puo venir fatto, a chi sia designato a ricordare il collega scom- 
parso, di sentirsi non completamente idoneo, — se non altro per diversita di 
indirizzo e di studi, - a metterne nella dovuta luce i meriti di studioso. 
Doloroso sempre, perché, - al di 1a della amicizia e della colleganza, - ¢ 
Vattivita comune che ci lega, volta comunque al progresso del sapere e a 
conservare e a tramandare la tradizione di nobilta della scienza italiana. 

Ma oggi, Colleghi, il compito é particolarmente grave e particolarmente 
doloroso. La attivita di ognuno di noi é cosi fatta, ch’essa necessariamente 
si attacca in modo intimo e stretto a quella di quanti ci hanno preceduto, 
e necessariamente sembrera trapassare in quella dei successori: che il sapere 


difficilmente procede per salti, ma per ]a mutua fusione degli studi, delle 


ricerche, delle scoperte di tutti: e ognuno é, pil che altro, artefice, - sia 
pure mirabile talora, — cooperatore dell’opera comune, che si va costruendo 
in tutti i paesi e in tutti i tempi. Ma l’attivita di S. A. R. il Duca degli 
Abruzzi, che pur non si é rivolta allo studio ed alla soluzione di un qualche 
particolare problema della Scienza, - e tale che la Sua figura si distacca e 
si inalza, con caratteri suoi propri, sopra ogni altra; e come essa é ammi- 
rata, oggi, presso ogni gente che senta la suggestione di una vita nobilmente 
e strenuamente vissuta, cosi essa rester’ grande anche nel futuro, e sempre 
nettamente delineata, esemplare ed ammaestratrice. 

Compito particolarmente doloroso, perché verso S. A. R. il Duca degli 
Abruzzi, — posto tanto in alto, per la Sua stessa nascita, da avere solo per 
questo Vaffetto devoto di tutti i cittadini, - non andava, come spesso av- 
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viene agli studiosi che vivono la loro intensa vita in una stretta cerchia di 
colleghi, l’amicizia, sia pure piena, di pochi, ma una devozione illimitata di 
tutti, cosi di quanti rappresentano I’aristocrazia del pensiero come del popolo 
minuto, perché ogni Sua azione si imponeva a tutti, limpidamente nobile e 
grande. E cosi, nel commemorarlo, noi dobbiamo fos freno ai nostri stessi 
sentimenti, perché essi non debbano apparire come un affetto troppo intimo 
e direi troppo intimamente umano. Eccezionalmente alta nei nostri cuori era, 
e rimane, Ja personalita di S. A. R. il Duca degli Abruzzi, per Ja Sua na- 
scita sulla soglia di troni e per la Sua vita, che é stata tutta una lotta verso 
grandi mete e tutta una vittoria. 

Non @ sempre facile, a chi sia nato Principe, liberamente manifestarsi 
in quelle qualita che noi possiamo pur imaginare come connaturate perché 
debbono identificarsi nelle virth millenarie della Stirpe. Spesso, nei nostri 
tempi moderni, ¢ loccasione che manca e non permette alle qualita, pur 
pronte a coglierla, di manifestarsi. Ma questo Principe nostro non dove aspet- 
tare le occasioni offerte dalle vicende politiche o dai tempi: seppe, invece, 
rivelarsi da se, per le iniziative proprie, per la volonta fermissima, gia in 
quella eta giovanile nella quale ogni altro, - che pur non sia costretto da 
alcun legame imposto dalla propria stessa dignita, — sembra ancora come 
incerto nel muovere i primi passi nella via pur segnatagli dal destino. 

Nato a Madrid, il 29 gennaio del 1873 da S. M. Amedeo di Savoia, 
Re di Spagna, e da S. M. Maria Vittoria Dal Pozzo della Cisterna, fu dalla 
magnanima rinuncia del Padre restituito all’Italia, Principe solamente e com- 
pletamente italiano. E gli fu designata Ja via delle armi e del mare, di quel 
mare che all’Italia da poco ricostituita a dignita di Stato era confine e sem- 
brava voler aprire, in tutte le direzioni, le vie del mondo. Mozzo, a sei anni 
di eta, nella Regia Marina, — ufficiale a sedici anni, — si acquistd, giovanis- 
simo ancora, una lunga ed intensa esperienza di navigazione, a vela ed a vapore, 
in tutti i mari e gli oceani, sotto tutti i climi, approdando a terre d’ogni 
gente e d’ogni civilta. E la via del mare e delle armi, — da lui seguita con 
intima passione, con intenso sentimento del dovere, tradizionale retaggio della 
Sua Augusta Casa, con la ferma coscienza che sul mare e pel mare, special- 
mente, fossero segnate Je immancabili fortune della: patria ricostituita, - lo 
vide sempre tenace e pronto, cosi nell’obkedienza come nel comando, sino 
ai gradi supremi, amato di una devozione profonda, non soltanto per la Sua 
qualita di Principe Sabaudo, e non soltanto perché gia divenuto simbolo pu- 
rissimo ed esempio a tutti i cittadini per le Sue forti azioni e le Sue grandi 
vittorie, ma proprio per le Sue stesse qualita di uomo d’armi e di mare, 
dalla previdenza sagace e sapientemente organizzatrice e dalle audacie pronte 
ed improvvise. 

Ma per quanto grandi i suoi meriti di uomo di mare e di ammiraglio, 
- come sa chi ebbe la suprema ventura di militare ai Suoi ordini, imparando 
da Lui anche la severita di vita che la nave ed il mare e Ja guerra impon- 
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gono, onde ogni forza fisica e spirituale sia sempre pronta alla lotta e alla 
vittoria, — S. A. R. il Duca degli Abruzzi ha saputo scorgere mete e cogliere 
vittorie forse anche pil grandi, perché fuor dell’entusiasmo, anche dell’ecci- 
tazione, che in guerra pud rivelare eroe anche chi sembrava imbelle, ma 
nella calma di un periodo lungo di pace, anzi in mezzo ad un quietismo nel 
quale tutta quanta la vita del paese sembrava ristagnare senza nobilta di scopi 
e senza ideali. 

Marinaro, si: e quindi gia temprato, fin dalla prima giovinezza, alla lotta 
e alla tempesta, e conoscitore di quelle vie del mare che conducono ad ogni 
terra lontana. Ma non chiuso nella sua vita educata sul mare, che pure sa 
attanagliare a sé gli uomini con la tensione di tutti i nervi che vien dalle 
procelle, e la distensione riposante che viene dalle calme. Egli vide subito 
e subito amo il mare, certamente, non soltanto come palestra di ogni energia 
vitale, ma come via e mezzo per raggiungere e toccare le lontane terre, spe- 
cialmente quelle dove la natura € ancora primitiva e primitivi gli uomini, 
e luna e gli altri danno una sottile attrazione di sé a chi abbia il senso di 
ogni bellezza, ancora rude e selvaggia, che voglia Pimpronta di un suo primo. 
dominatore audace. E per domare le incognite delle terre lontane, delle quali 
conosceva ormai le vie, Egli venne, giovanissimo ancora, alle nostre mon- 
tagne, onde temprare ancora pit. ogni Sua maschia resistenza e la gid salda 
volonta. E divenne scalatore delle nostre Alpi, tra i pil arditi e sicuramente 
vittoriosi. Poi, parti per il mondo. 

-Appena ventiquattrenne era il Duca, quando compie la Sua prima im- 
presa: verso quel Monte Sant’Elia che due secoli or sono il navigatore russo- 
Bering aveva scoperto lungo la costa dell’Alasca, e 50 anni piu tardi Don Ales- 
sandro Malaspina riveduto legando il proprio nome all’immenso ghiacciaio 
pedemontano che dalle falde del monte si distende sino al mare. Quattro 
spedizioni, americane e inglesi, avevano tentato la conquista del monte, ri- 
nunciandovi pero dopo sforzi che parvero sovraumani. 

Non ne fu perd distolto il Principe; anzi fu certo attratto dal pensiero 
stesso della difficolta della impresa, pregustando l’intima gioia della possi- 
bilita di una vittoria, — e vittoria italiana, — 1a dove esploratori ed alpinisti 
d’altri paesi erano falliti. Falli anche quegli che, saputo dei preparativi del 
Duca, si affretto a precederlo, per strappargli la primizia della grande mon- 
tagna conquistata nella sua cima @’oltre 5500 metri. Ma il Duca con i Suoi 
compagni, — Gonella, Cagni, De Filippi, Sella, - ed un saldo manipolo di 
guide alpine della val d’Aosta,-dopo una preparazione minuziosa e sapiente 
come se fosse stato il frutto di una gid lunga esperienza esplorativa, dopo. 
i faticosi approcci alla montagna attraverso alla gran ghiacciaia pedemon- 
tana, rotta nel suoi pianori e sconvolta nei suoi crepacci, sorpassato ch’Egli 
ebbe le ultime tracce, — tracce ideali, - lasciate dai precursori, di un solo 
slancio toccd la vetta e vi piantd, vittorioso, la Sua bandiera. Nel 1897. 

Quella prima impresa deve aver dato al Duca piena coscienza delle pro~ 


prie forze, gid temprate sui mari e sopra i monti: anche, pero, dovette co- 
stituire come un esperimento del Suo spirito di organizzazione, che si dimostro 
allora, come sempre di poi, perfetto. Tutti incitamenti, questi, verso nuove 
imprese. Ed il modo stesso con il quale la Sua prima impresa esplorativa 
aveva dovuto procedere, - nei lunghi giorni faticosi e perigliosi attraverso 
al ghiacciaio Malaspina, con le slitte cariche trainate a forza di uomini, — 
dovette influire sulla scelta della meta successiva. 

Era una meta, del resto, che anche ai pavidi e agli ignari appariva come 
una meta supremamente ideale: il polo. Perché nella grande incognita palare, 
per la quale ancora si ignorava cosa fosse, — terra od oceano, bassi fondi 
od abissi marini, - oltre la gelida barriera di ghiacci che sembrava chiudere 
dogni intorno questa calotta artica, desolata e ostile contro ogni tentativo 
umano di penetrarla, la risoluzione del problema geografico sembrava quasi 
identificarsi con il raggiungimento del polo, questo punto che appariva quasi 
come il culmine, il vertice della intera Terra. E quanto pil immateriale, in 
realta, era questa meta, e quanto maggiori le difficolta e pil inaspettati i 
pericoli che la circondavano, tanto pit ideale essa appariva, e pil: nobile Ja 
gara, la competizione per raggiungerla. 

Da oltre un secolo si pud dire si fosse iniziata la gara per rivelare la 
incognita polare e toccarne la meta: da quando Phipps, nel 1773, era stato 
arrestato dai ghiacci, inesorabilmente, ad una latitudiue di 80°48’. Ma da 
allora uomini di volonta tenace, induriti ad ogni disagio, pronti ad ogni ar- 
dimento, anche alla morte nella piena solitudine della banchisa artica ingan- 
nevole con le sue alterne pressioni ed espansioni, si erano seguiti, segnando, 
con sforzi veramente sovraumani, successive conquiste nell’avvicinamento al 
polo: con le navi da prima, con lancie, con slitte, finché lultimo di tutti 
questi ardimentosi, Nansen, nel 1895, sfruttando da prima la deriva stessa 
del pack che trascino la nave verso Jatitutini non per anco raggiunte, compié 
poi la sua corsa con le slitte fino ad oltre 86°. 

La competizione era ancora aperta agli audaci, e il Duca scese in campo, 
nel 1899, con i Suoi fedeli: Cagni, Querini, Cavalli Molinelli, due marinai, 
quattro guide alpine. E dopo la perigliosa navigazione nel labirinto insulare 
della Terra di Francesco Giuseppe, ando a svernare nella Baia di Teplitz. 

Ricordiamo ancora la lunga attesa nella notte polare, con l’intenso la- 
voro per il salvamento della nave e |’allenamento degli uomini alla guida 
dei cani e al traino delle slitte. Ricordiamo anche la pericolosa avventura 
durante una di queste prove, quando una improvvisa caduta dal ghiaccio di 
terra ferma subitaneamente rotto come una muraglia sopra il ghiaccio ma- 
rino, rischid di chiudere Ja vita, giovane ma gia gloriosa, del Capo della spe- 
dizione ; e ricordiamo Ja superiorita spirituale ch’ Egli dimostrd quando le 
conseguenze di quella avventura si manifestarono con la congelazione e la 
conseguente necessaria amputazione di alcune dita delle mani, e fu forza af- 
fidare al Cagni il comando delle squadre dirette con le slitte verso il polo. 


E se fu destino che il polo non fosse ancora raggiunto, pero la ban- 
diera vittoriosa del Duca garri al vento polare ad una Jatitudine di 86° 34’, 
la massima fin allora toccata in questa gara di audacia degli uomini verso 
la grande meta ideale. 

Quello era stato fino ad allora campo per gli ardimenti soltanto delle 
genti pill settentrionali, e sembrava rifuggito dai nostri, pur usi da secoli 
alla scoperta ed alla esplorazione di ogni regione della Terra: ma il Duca 
dimostro che esso non era un campo chiuso per noi, e che l’ardimento pud, 
si, mutare mezzi ed ambiente dove manifestarsi, ma pud dovunque mani- 
festarsi ugualmente vittorioso. 

Egli dimostrd, pero, anche di pil. L’esploratore sente, solitamente, la 
nostalgia per quella parte della Terra e per quell’ambiente naturale, nel quale 
la sua attivita si ¢ gid esperimentata. Tutto cid € umano e non vale di es- 
sere analizzato. Ma il- fatto € che l’esploratore polare non si distacca dai 
ghiacci e dalle brume e dalla lunga notte, che costituiscono il ricordo acre 
delle sue lotte e delle sue esperienze passate, come l’esploratore tropicale 
non si distacca, nemmeno sentimentalmente, dalle foreste folte e dense di 
di vita, dove egli si ¢ gia aperto la sua via. 

Ma il Duca ha saputo dimostrare che la Sua passione non aveva pre- 
ferenze, che il Suo spirito organizzativo sapeva dimostrarsi perfetto per le 
pil. opposte condizioni naturali, che la Sua volonta e la Sua tenacia sapevano 
affrontare le difficolta pit varie. Era stato, con il Sant’ Elia e con la gloriosa 
corsa sopra la banchisa, esploratore polare: ebbene, volle cimentarsi anche 
nell’Africa tropicale, in condizioni di clima, di vegetazione e di vita piena- 
mente contrastanti con la gelida e desolata solitudine polare. E nel 1906 si 
diresse al Ruvenzori, con i Suoi fedeli di imprese precedenti, — Cagni, Sella, 
Cavalli, — col naturalista Roccati ed un manipolo di guide alpine della 
Val d’Aosta. 

Per quanto una antica tradizione facesse sorgere il Nilo in un alto mas- 
siccio montuoso, solo nel 1888 si pud dire che il Ruvenzori apparisse a 
Stanley, non soltanto come una visione evanescente, ma nella completezza 
della sua grande groppa innevata. Da allora i: tentativi per salirlo, per vin- 
cerlo, nelle sue sommitd molteplici, si contano a diecine: tutti pero falliti, 
perche la montagna, - vero-« Re delle Nubi», — usa avvolgersi, quasi pe- 
Tennemente, in un denso velario di nebbie o di nembi, per la sua stessa 
altezza, capace di condensare il vapore che il sole tropicale solleva dalle 
grandi distese d’acqua ai piedi della montagna. Ma dove tutti i tentativi 
precedenti erano falliti, la tenacia del Duca seppe riuscire vittoriosa : e tutte 
quante le cime, 19, del massiccio furono toccate, fin oltre i 5100 metri, 
€ la topografia della montagna riconosciuta quasi nei minimi dettagli: delle 
valli selvagge ombrate dal rigoglio della vegetazione, e delle groppe am- 
mantate di nevi e di ghiacci. 

Il Duca deve aver sentito il fascino del paesaggio tropicale unito, quasi 
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intimamente fuso, con quello della montagna alta. Pochi anni, infatti, Egli 
lasciO trascorrere, appena necessari a elaborare i resultati della Sua ultima 
impresa, — quella africana, — ché gia ne meditava un’altra. Pensarla, per la 
Sua energia volitiva, voleva quasi dire gid porla in esecuzione. Tre anni, 
infatti, non erano trascorsi, ed Egli volgeva gid verso la grande catena hi- 
malajana, che sembra quasi serrare il mondo indiano, formicolante d’uomini 
e fremente di passioni. E 14, nel Caracorim, su quel ghiacciaio Baltoro, 
che allunga la sua grande lingua tortuosa dentro la cerchia pid mirabile di 
monti che esista sulla Terra, il Duca tento il K?, il gigante fra tutti quei 
colossi, poco men alto ma ben pili aspro dell’ Everest. E il K? si dimostro 
indomabile da ogni audacia degli uomini. Ma un altro monte, il Bride, - 
mentre i compagni, Sella, Negrotto, De Filippi, eseguivano i compiti a 
ciascuno assegnati, — sollecitd la passione del Duca con le sue creste e le 
sue spalle tutte innevate. Anche esso ribelle contro l’assalto che gli veniva 
sferrato: e per difendersi incapuccid la cima di nebbia densa, che non svani, 
non ostante la paziente attesa. Ma se anche la cima non fu raggiunta, quel 
bivacco a solo r50 metri sotto di essa, segnd con i suoi 7500 metri la 
maggiore altezza fin allora raggiunta da uomini sopra una montagna. Ogni 
impresa del Duca segnava sempre una nuova vittoria. 

Poi, dopo la grande guerra, — quando il paese sembrava volesse di- 
menticare il lungo sforzo in una ubriacatura morale avvilente e rovinosa, 
dimenticando pero non soltanto il lungo sforzo e i sacrifici, le sofferenze 
e il sangue, ma pur la gloria e Ja vittoria, — il Principe lascio |’ Italia: 
non come atto di sdegno verso tutto cio che avviliva, allora, il paese, ma 
per dare un esempio, ancora, di quanto possa la volonta e l’audacia per 
raggiungere la meta vittoriosamente. E si fisso in Somalia, lungo | Uebi 
Scebeli; e li, nel silenzio, seguito da pochi fedeli, con un’opera indefessa 
e intelligente, tutto ideando e predisponendo e dirigendo da sé, con visione 
lungimirante della nieta e con generosita inusitata di mezzi, ha incanalato 
le acque del fume fin allora correnti inutilmente verso il loro ultimo de- 
stino, ha sradicato gli sterpi e la boscaglia, ha rovesciato la terra arida ed 
arsa, ha piegato le inveterate consuetudini degli abitanti indigeni, ha dato 
vita alla pil grande azienda agricola delle nostre colonie, 1a dove era steppa 
o macchia o sasseto, abbandonati fuor che da qualche mandria dei pastori 
nomadi. 

Ma il fiume, |’ Uebi, mostrava irregolarita nelle sue magre e nelle piene: 
bisognava studiarlo, correggerlo, forse sbarrarlo per lo sviluppo futuro delle 
colture nella nostra colonia dell’Oceano Indiano. Molti dei vecchi viaggia- 
tori, per Ja massima parte italiani, lo avevano raggiunto o traversato o se- 
guito in un tratto o nell’altro del suo corso superiore: ma questo, con le 
sue sorgenti, restava ancora come ignoto. Ed ecco il Duca organizzare e 
compiere, tra il 1928 e il 1929 la Sua ultima impresa, la Sua ultima spe- 
dizione: scopre, nella regione dei Sidamo, le sorgenti dell’Uebi, e segue il 


corso del fiume, di cascata in cascata, di ansa in ansa, finche esso sfocia 
nella grande pianura costiera. 

Tale, per sommi capi, l’opera di esploratore e di pioniere di S. A. R. 
il Duca degli Abruzzi. Ma Egli, perfetto nella organizzazione, come pochi 
altri sanno certamente esserlo, —- come di recente ho sentito affermare, presso 
la R. Geographical Society, da viaggiatori inglesi, che pur avevano larga 
esperienza esplorativa, — non ha mai voluto limitare le Sue imprese a scopi 
puramente alpinistici o alle pur nobili competizioni verso mete ideali, come 
erano il polo e la massima elevazione raggiunta, con le sole forze umane, 
sopra una montagna. Dalla Terra di Francesco Giuseppe, dal Ruvenzori, dal 
ghiacciaio Baltoro, dalla regione dell’ Uebi Scebeli, Egli ha voluto e saputo 
anche riportare ampia messe di osservazioni e di raccolte: rilievi topografici, 
indagini di fisica terrestre, dati meteorologici, collezioni litologiche, botaniche 
e zoologiche, che hanno costituito ass1i notevoli contributi per la conoscenza 
di parti della Terra fin allora ignote 0 comunque poco note e, in generale, 
per il progresso della Scienza. Ne fanno fede i volumi illustrativi, ai quali 
ha contribuito la esperienza di-molti nostri colleghi, e accanto ai quali i 
volumi narrativi, scritti dal viaggiatore Augusto o dai suoi compagni, appaiono 
degnissimi nella pur vasta letteratura relativa alla attivita esercitata da esplo- 
ratori d’ogni paese. 

Ma anche se noi, uomini di Scienza, non possiamo non valutare, — come 
si meritano, — questi notevolissimi contributi che S. A. R. il Duca degli 
Abruzzi ha portato al progresso del sapere, - come uomini e specialmente 
come Italiani, noi vediamo sopra tutto il complesso della Sua figura di 
esploratore, che sta e rimarra altissima nei nostri cuori, sempre devota- 
mente memori. 

Dove al Principe parve fosse un campo degno per la Sua audacia in- 
traprendente e per la Sua vittoria, 14 Egli diresse la Sua volonta cosciente 
e intelligente. E domo il Sant’Elia, nell’Alasca, gia vanamente tentato da 
altri; e raggiunse, nella secolare lotta con la sfinge polare, la pit alta lati- 
tudine fin allora raggiunta; e nell’Africa, sul Ruvenzori, - dove tanti ave- 
vano fallito, — toccd tutte quante le cime incappucciate di ghiaccio in mezzo 
alla caldura riarsa dell’equatore; e nel cuore del Caracorim, presso al tetto 
del mondo, conquisto la pit alta elevazione fin allora raggiunta dall’uomo; 
e tra Abissinia e Somalia segui tutto il corso dell’Uebi, fin allora rimasto 
quasi misterioso. Sembrava che la sua impresa fosse: « sempre pit in alto 
e sempre piu lontano ». i 

Ma sempre pit in alto e sempre pil lontano Egli non portava soltanto 
la Sua Augusta persona: portava anche il nome e la bandiera della patria. 
Ed eran tempi, quelli, nei quali la patria vivacchiava sonnecchiando, e man- 
dando pel mondo non pit che il ricordo della grandezza antica e la massa 
dei suoi figli in cerca di un pane ch’essi guadagnavano in cambio di un 
lavoro diretto a formare la grandezza e la ricchezza altrui. Sulla miseria son- 


nolente dei tempi il Principe audace e insonne si levava alto, ben alto, 
come il pil puro esempio, il simbolo pil puro di quello che la patria, |’ Italia 
avrebbe dovuto essere e compiere nel mondo. 

Sopra tutto quelli che hanno sempre amato la montagna come una 
sicura palestra per tutto l’organismo ed anche pit: per tutte le forze dello 
spirito; — quelli che hanno sempre saldamente e fedelmente creduto che 
VPaffetto per la propria casa e per la propria terra debba, non ritenere, ma 
incitare a correre il mondo e mostrare coi fatti che vi é un’Italia giovane, 
preparata, audace, e non soltanto quella delle antiche glorie lontane ; — quelli 
che hanno sempre veduto, oltre il mare, nelle colonie, una necessaria e 
sicura ragione di potenza; - quelli che hanno sempre creduto che Ja futura 
grandezza del paese sia da raggiungersi anche oltre i propri confini e le 
proprie colonie in una espansione mondiale di uomini, di oggetti, di fatti 
e di idee: oggi che vedono i loro ideali, non pit lontani come sogni ca- 
rezzevoli ma vaghi, invece divenuti realta vicina per il genio di Uno ed il 
volere di tutti, - oggi, pi che sempre, debbono in devoto raccoglimento 
volgere il loro pensiero alla memoria del Principe Augusto, che di quei 
loro ideali € apparso sempre, e sempre € stato, il pil sicuro ed il piu puro 
realizzatore, durante i tempi grigi del passato, 

Sull’esempio di Lui, e per |’Italia di tutti: sempre pit in alto e sempre 
pit. lontano! 
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Commemorazione 


del Presidente dell’Accademia Antonio Garbasso 


letta dal Socio Luici-PUucctanTI 


nella seduta a Classi riunite del 3 giugno 1933 


ANTONIO GaRBasso nacque a Vercelli il 16 aprile 1871. Studio Fisica 
a Torino, avendo per maestro Andrea Naccari e si laured nel 1892. L’anno 
successivo fece studi di perfezionamento in Germania, un semestre a Bonn, 
ove accolse gli ultimi insegnamenti di Enrico Hertz, il quale mori appunto 
il primo giorno dell’anno 1894. Quale alunno, pur per breve tempo, egli 
fosse di quell’insigne maestro, lo fa sentire gid la bella necrologia che egli 
ne scrisse, e lo mostrano i lavori in cui egli poi ne continuo l’opera. Dopo la 
morte di Hertz fu un semestre a Berlino presso Helmoltz. Tornato in Italia, 
ottenuta la libera docenza prima in Fisica Sperimentale (che esercitd in To- 
rino) poi in Fisica Matematica, fu incaricato di questa disciplina nell’Uni- 
versita di Pisa. 

In Pisa oltre a quell’insegnamento teorico, nel quale giovanissimo si af- 
fermava gia con la efficacia di un provetto insegnante, egli si dedicd appas- 
sionatamente agli esperimenti. Era sempre nell’Istituto di Fisica, nel quale 
Angelo Battelli aveva suscitato una fervidissima attivita, e quivi a noi, allora 
laureandi, fu maestro non meno che nelle aule della Sapienza. Maestro quasi 
coetaneo, per il quale fu parimenti grande in noi il rispetto e la confidente 
familiarita, vivissimo un affetto presto nato dall’ammirazione per la sua sa- 
pienza e dalla gratitudine fer la sua benevolenza. 

La sua figura si impresse allora nella nostra anima e vi rimase inde- 
lebile, e aumentd poi ogni volta la gioia del ritrovarsi con lui; perche lo 
ritrovammo (mi si permetta lespressione barbaramente scientifica) quantita- 
tivamente cresciuto ma qualitativamente immutato. Egli si mantenne sempre 
giovane. Fin @allora ebbe e sempre conservé inalterata: signoriliti composta 
fusa con cordialit’ espansiva, sicurezza di st che non somigliava neanche 
lontanamente a superbia, serenita imperturbabile, cultura facile e varia, che 
ando sempre allargandosi, e una inesauribile vena di umorismo finissimo, 
che ne rendeva la conversazione non meno dilettevole di quanto fosse istrut- 
tiva; € sopratutto una grande fraterna bonta, per cui gli era gioia giovare 
altrui. 

Tale lo amammo in quella quotidiana consuetudine di Pisa che durd 
poco piu di due anni, tale rimase sempre. 


ar Ot tn - 


Lascid Pisa per Torino, ove insegno alcuni anni, finché nel 1903 Oc- 
cupo la cattedra di Fisica Sperimentale nella R. Universit) di Genova, ove 
trovo un gabinetto inservibile, che si sforzd senza mezzi adeguati di ridurre 
tale da rendere appena possibile un qualche lavoro sperimentale; cosicché 
Yopera da lui compiuta in tali condizioni ci appare doppiamente ammire- 
vole, € ci appare meraviglioso che in dieci anni la fede e i] coraggio non 
Pabbandonassero, mentre solo sulla carta si costruiva il nuovo Istituto che 
fu costruito di pietra e mattoni solo molti anni dopo. 

Nel 1913 fu chiamato a succedere ad Antonio Roiti nell’allora Istituto 
di Studi Superiori in Firenze, ove invece subito si disegno, e rapidamente fu 
costruito secondo le personali e geniali indicazioni dello stesso Garbasso il 
bellissimo Istituto di Arcetri. 

Egli nel frattempo si mise al lavoro nel gabinetto che, in modesti locali, 
Antonio Roiti aveva per molti anni Sapientemente e amorosamente curato 
€ guarnito, e nel quale insomma si poteva lavorare. 

Per Vattivita sperimentale di A. Garbasso si inizid cosi un nuovo periodo 
sotto i migliori auspici, nella apparente serenitd e pace generale di quel tempo: 
alcuni Javori datati da Firenze mostrano come egli, pur fra molte e varie 
cure, non perdesse neanche un minuto di tempo. 

Ma fu solo Vinizio, perché ben presto i problemi che s’imponevano non 
erano piu quelli della spettroscopia né quelli della erezione del nuovo Isti- 
tuto in Arcetri, ma invece quelli del rilievo acustico dei cannoni: urgeva 
istituire la Fonotelemetria ; quanto alla collina di Arcetri, essa divenue campo 
di esercitazioni di tiro a segno, al quale il Tenente del Genio A. Garbasso 
si dedicava con i suoi commilitoni. 

Ben presto i primi apparecchi fonotelemetrici e il primo fonotelemetrista 
partirono per il fronte, dove quel servizio ebbe per Opera Sua grande ed 
utile sviluppo durante tutta la guerra, e a Firenze Garbasso appariva fuga- 
cemente in brevi licenze per dare un’occhiata ai lavori dell’istituto e visi- 
tare in fretta i suoi cari; ma quel soggiorno di poco pit di un anno era 
bastato perché Firenze e Garbasso si comprendessero, e si stringesse fra quel- 
Puomo e quella citta nobilissimi un vincolo che nessuna forza avrebbe mai 
potuto disciogliere. 

Al suo ritorno dalla guerra, il Maggiore del Genio A. Garbasso non 
ritrovo nel suo nuovo Istituto i problemi spettroscopici che vi aveva lasciato: 
altri ormai erano i problemi scientifici, alla cui soluzione egli, da allora, 
indirizzo, animo, aiuto i giovani che ebbe con sé; ancor piu. diversi i pro- 
blemi che si presentavano a lui personalmente. 

Era il problema di Firenze, era il problema dell’Italia ; Purgente gene- 
rale problema del dopo-guerra con i suoi innumerevoli aspetti e problemi 
particolari. Sindaco, Fascista, Senatore, Podesta, finalmente Presidente della 
C. N. per le A. S. egli si dedicd con tutta la sua opera perseverante e pa- 
ziente alla soluzione di quei problemi. 


Delle Sue benemerenze come Sindaco e Podesta fa testimonianza l’af- 
fetto con cui tutta Firenze custodisce la Sua memoria; di quelle come Presi- 
dente della Cassa Nazionale & testimone il Suo successore S. E. Prof. Giu- 
seppe Bottai, e rimarra perpetuo ricordo nella intitolazione al Suo nome 
dell’Istituto Sanatoriale di Arezzo. Ma in questa nostra Sede si deve ricordare 
in modo speciale un’altra Sua benemerenza verso |’Economia, la Tecnica 
e la Scienza Italiana: la creazione (cui cooperd il compianto Generale Ni- 
cola Vacchelli) dell’Istituto Nazionale d’Ottica, studio, scuola, officina che si 
va sempre sviluppando sulla collina di Arcetri, sacra a quel Grande cui la 
luce fu, pit’ che agli altri mortali, fecondissimo dono del cielo, poi amaris- 
simo rimpianto. Intanto la sua parola continud sempre con guel suo ritmo 
misurato ma rapido, con quel suo tono preciso e alto, con quella sua magnifica 
voce virile e armoniosa, a illustrare la scienza dalla cattedra, la nostra civilta 
Italiana e Toscana in ogni luogo, in ogni occasione. Nella nostra Accademia 
Egli e Vittorio Scialoia, alternandosi nelle cariche di Vice—Presidente e di 
Presidente, furono l’espressione viva dei nuovi tempi e l’incarnazione del 
titolo « Nazionale ». 

Morte precoce ci ha rapito il nostro Presidente il 14 Marzo di quest’anno : 
il suo corpo ora riposa sui monti della Verna ove il pit Italiano dei Santi 
«da Cristo prese Vultimo sigillo »; il suo spirito sia ancora tra noi per ammo- 
nirci e guidarci. 

Questa in poche parole la successione, anzi la fuga (che ora tale ci 
appare) degli eventi; ma non ancora la sua vera vita, voglio dire la pro- 
fonda ragione, lo sviluppo logico e necessario traverso le contingenze esteriori 
della sua personalita. 

La linea assiale di questo sviluppo spero poter segnare con semplice 
fedelta prendendo le mosse da un sommario esame della sua opera scientifica, 
nella quale si riconoscono i caratteri peculiari del suo intelletto. 

L’opera scientifica di A. Garbasso procede, come ho gia accennato, da 
quella di Enrico Hertz. Ma nel suo sviluppo condotto secondo il metodo 
galileiano (cioé simultaneamente sperimentale e matematico) acquista via via 
nuovi caratteri personali. 

Ma se il generale metodo non poteva essere che questo uno, le prin- 
cipali linee secondo cui si poteva procedere erano due: lo studio delle onde 
‘in se stesse, quello delle onde in rapporto con i corpi ossia det corpi per 
mezzo delle onde che essi emettono, trasmettono, assorbono. Questa seconda 
linea di ricerca attrasse il giovanissimo scienziato, perché era la pit difficile. 
D’altra parte di solito sono le strade pil difficile a percorrere quelle che 
offrono i panorami pit vasti. Ben presto egli ottenne alcuni resultati_ impor- 
tanti: la dispersione delle onde elettriche per mezzo di un prisma pieno di 
risonatori che sperimento insieme con Asckinas a Berlino; la riflessione selet- 
tiva su uno schermo piano sparso di risonatori, da lui prevista e verificata 
per onde emesse da un oscillatore hertziano. Questa esperienza ebbe un 


grande seguito, perché ripetuta dal Rubens per onde prodotte da corpi caldi 
(onde dell’estremo ultra-rosso), poi da Wood per onde visibili, forni la pit 
semplice e suggestiva dimostrazione della identit, qualitativa delle onde lumi- 
nose e delle onde elettriche, che in certo modo si. traduce nelle posteriori 
teorie come principio di corrispondenza. Le osservazioni sperimentali della 
birifrangenza di cristalli per le onde hertziane e della polarizzazione rotatoria 
sono due punti di contatto fra le due linee or ora dette, perché hanno grande 
interesse anche per la vera e propria ottica delle oscillazioni elettriche. 

Ma A. Garbasso riprende di nuovo la strada sua che traverso un am- 
piamento della elettrodinamica tende alla Spettroscopia. Ed eccolo impegnato 
a fondo in ricerche teoriche e, per quanto gli é possibile, sperimentali di 
elettrodinamica, le quali del resto rispondono anche ad altri fini essendo ricche 
di interesse sotto altri aspetti. 

L’elettrodinamica, seguendo esempio di Maxwell, si tratta con Vausilio 
dei modelli meccanici, e gid A. Garbasso, mentre svolgeva la teoria nelle 
lezioni matematiche di Pisa, aveva costruito modelli meccanici piu completi 
di quello di Ebert. Le sue ricerche teoriche sono cos nella essenza mate- 
matica ricerche di meccanica generale; e sotto questo aspetto eeli vede il 
problema della interazione tra elettricita e materia, che. tenta anche speri- 
mentalmente nel geniale suo lavoro sulla funzione Tue di Maxwell. Ho 
segnalato la parte importante che questa concezione dei modelli ha nell’opera 
scientifica del Garbasso perché, come vedremo, la critica gnoseologica, che 
egli in un secondo tempo porto a tale concezione, ebbe importanza decisiva per 
il suo definitivo orientamento filosofico di cui dovro parlare tra breve. Intanto. 
per i risultati e per il metodo debbo segnalare tra i lavori elettrodinamici 
quello, che forse é@ il suo capolavoro, « Sulle correnti di scarica di un con- 
densatore secondo due circuiti derivati». In esso un problema che aveva 
occupato vari fisici dal punto di vista sperimentale e da quello matematico 
con resultati interessanti si ma particolarissimi, é totalmente risoluto e di- 
scusso dal punto di vista teorico generale, non senza verificazioni sperimentali, 

Con tale potente armamento elettrodinamico egli attacca finalmente il 
problema centrale della spettroscopia in vari lavori, specialmente nei due 
« Teoria elettrodinamica dell’emissione della luce » e « Sulla struttura degli 
atomi materiali». E finalmente raccoglie tutto il suo poderoso lavoro armo- 
nizzandolo anche con quello di altri ricercatori e corredandolo dei necessari 
preliminari matematici e sperimentali in un libro intitolato « Vorlesungen 
iiber theoretische Spektroskopie »; scritto e stampato dunque in tedesco, 
perché nessun editore italiano nel 1905 avrebbe avuto il coraggio di stampare 
un libro intitolato « Lezioni sulla spettroscopia teorica ». 

Ora sappiamo tutti che il potente armamento dell’elettrodinamica clas- 
sica non aveva la capacita di portare un attacco risolutivo verso il punto 
centrale della spettroscopia; che ci volevano altri mezzie che anche i par- 
ticolari risultati, non pochi ne di scarso interesse, ottenuti con mezzi classici 
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dovevano essere ripresi in considerazione da un altro punto di vista, quello 
della meccanica quantistica. : 

Ma al Garbasso resta il grande merito di avere in primo luogo sentito 
e fatto sentire il bisogno di una generale teoria veramente scientifica, cioe 
matematica, dei fenomeni spettroscopici; di avere posto alcuni problemi in 
termini veramente scientifici; di avere mostrato in alcuni casi fino a qual 
punto si potesse arrivare con i mezzi classici, di avere anche stabilito dei 
concetti, i quali conveniertemente modificati si ritrovano nelle teorie quan- 
tistiche, ad esempio quello di attribuire alle energie mutue lo sdoppiamento 
per lui allora delle righe ora pil propriamente dei‘termini spettroscopici. 

Parallelamente a questi saggi teorici egli fece anche delle esperienze 
spettroscopiche assai significative, che confermavano ed estendevano impor- 
tanti risultati del Lenard. : 

Assai dopo, in Firenze, egli riprese la sua linea principale di ricerche, 
afferrando subito due novita, una sperimentale e l’altra teorica, e mettendole 
in relazione tra loro. 

Nell’ Istituto che egli venne a dirigere trovd Antonina Lo Surdo in- 
tento alle sue esperienze dell’effetto del campo elettrico sulle righe spettro- 
scopiche, mentre proprio allora era uscita la celebre memoria di Bohr. 

Egli, senza spaventarsi di quel nuovo modo ardito di teorizzare su ipo- 
tesi contrastanti con cid che si sapeva o si credeva sapere, vide subito che 
al campo elettrico poteva attribuirsi lo sdoppiamento dei livelli quantici, e 
calcold in una Nota sommaria, sia pure in modo semplicistico, l’ordine di 
erandezza dell’effetto osservato da Lo Surdo. ‘ 

Dire questo é dire che Ja ricerca scientifica di A. Garbasso fu troncata 
dalla guerra nel punto pit bello, quand’egli entrava fra i primi, in quel mo- 
vimento scientifico grandioso che ora ammiriamo. 

Ho voluto senza legarmi all’ordine cronologico riunire sommariamente 
quei lavori che si ordinano lungo la principale linea della sua ricerca. 

Ma la sua larga cultura e la sua squisita sensibilita per ogni problema 
che vien posto alla nostra mente dall’osservazione dei fatti, lo porto ai mar- 
gini ed anche assai al di fuori detla principale strada percorsa nella sua 
ricerca ad altri non pochi lavori, tra i quali ¢ da segnalare quello impor- 
tantissimo del miraggio, nel quale questo sorprendente fenomeno naturale 
trovo finalmente la sua esauriente rappresentazione matematica in. stretta 
unione con la sua artificiale imitazione. 

E accennero fugacemente ai lavori sui gas come elettroliti, a esperienze 
compiute a Genova sul movimento degli ioni nell’aria in collaborazione al- 
Vamico Giovanni Vacca, a ricerche teoriche sulla luce bianca, a svariate 
esperienze didattiche, senza parlare per ora di molti scritti di. contenuto non 
propriamente. scientifico. | 

Ma torniamo alla concezione dei modelli. E noto come essa sia stret- 
tamente connessa con ]a concezione stessa della spiegazione scientifica dei 
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fenomeni naturali, in quanto che spiegare un fenomeno fisico si ritenne 
Significasse senz’altro trovarne un modello meccanico. E pur noto un celebre 
teorema di Poincaré, che mostra la infinita arbitrarieta della soluzione di 
questo problema derivante dalla arbitrarieta delle masse che sono inaccessibili 
all’esperienza diretta. 

Tale teorema pud condurre a un agnosticismo scientifico. Si domanda: 
quale tra gli infiniti modelli sara quello da scegliere, quale cioé fra le infinite 
spiegazioni quella vera? E si puo rispondere: tutte sono egualmente vere: 
il che significa anche: nessuna é proprio vera. E si pud arrivare a con- 
cludere che la scienza non ha un valore conoscitivo ma un valore pratico. 
E cid ripugna a tutti gli alti spiriti che la coltivano come filosofia naturale. 

Ma gia Hertz aveva fatto delle riserve su questa scofinata arbitrarieta, 
e Garbasso giunse a negarla addirittura. Le masse sono quelle che sono, e 
che via via cadono sotto la nostra esperienza, tra gli infiniti modelli uno é 
quello vero, cioé é il fenomeno stesso. 

Ed egli amava ripetere con entusiasmo la celebre frase di Galileo della 
prima lettera a M. Velseri « la vera costituzione dell’ universo, poiché tale 
costituzione ¢, ed & in un modo solo, vero, reale e impossibile ad esser 
altra mente ». 

Questa fu la posizione realistica definitiva del suo spirito di fronte al 
problema del Cosmo, alla quale giunse dopo una lunga elaborazione, mas- 
simamente dopo il meraviglioso sviluppo della fisica sperimentale, che ini- 
ziatosi al principio del secolo ha dato recentemente ancor piu. sorprendenti 
resultati; infatti tale sviluppo porta progressivamente sotto la nostra diretta 
esperienza quelle masse che prima ipoteticamente si sognavano, 0 meglio, al 
loro luogo quelle che realmente ci sono. 

Ed a proposito di questa lenta e progressiva maturazione di idee gene- 
rali la mia personale incompetenza in problemi filosofici non mi esime dal- 
Paccennare al libro che ne esprime genialmente la lunga elaborazione « Fisica 
d’oggi, Filosofia di domani ». . 

Non si tratta affatto, come questo titolo potrebbe far pensare a chi non 
conoscesse l’autore, di un saggio sulla linea del cosidetto positivismo. Basta 
leggere un periodo della prefazione: « Ma, poiché sembra che le grandi asso- 
ciazioni umane non possano vivere senza una filosofia, i problemi elevati, 
che i fisici ed i matematici non comprendevano piu, vanno a cadere, in quel 
breve medio evo del secolo scorso, fra le mani dei naturalisti ¢ dei biologi 
in particolare. Come questi abbiano adempiuto alla nobile missione come, 
a furia di generalizzazioni premature abbiano compromesso il vocabolo me- 


desimo e la dignita della scienza, come siano scesi di mano in mano piu 


in basso, fino al materialismo infantile del Buechner ¢ del Moleschott, come 
abbiano dato origine a quel curioso viluppo di fatti male connessi e di ra- 
gionamenti analogici, che é la cosidetta filosofia spenceriana, non é qui il 
caso di ficordare. 
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« Fortunatamente con Maxwell, gii nominato, e con Lord Kelvin in 
Inghilterra, con Clausius e Helmholtz e Hertz in Germania, con Gibbs in 
America, ricomincia un periodo di speculazione piu sana ». 

Del resto la valutazione intrinseca del libro ricco di erudizione profonda 
antica, medioevale e moderna, non é condizionata affatto all’accettazione com- 
pleta delle idee che vi sono propugnate. Anche chi avesse idee opposte puo 
leggerlo con grande interesse e profitto, capovolgendone, se gli piace, il titolo 
cosi « Filosofia di ieri, Fisica d’oggi » perché in esso & mirabilmente mo- 
strato lo sviluppo di concetti generali: tempo, spazio, etere........ dalle 
intuizioni geniali e vaghe degli antichi filosofi alla determinatezza scientifica 
moderna. 

Veramente A. Garbasso era dotato di un alto e squisito senso storico, 
e questo deve attrarre su lui la simpatia e l’ammirazione di qualunque uomo 
colto, al di sopra di qualunque divisione di scuole. 

Questo vivo senso storico per lungo tempo - tempo passato — lo con- 
forto nella sua scontentezza della vita Italiana culturale e politica di allora, 
che argutamentesbersaglid nel discorso inaugurale di Genova « Scienza e 
Civilth » paragonandola a quella cinese, perché traverso il presente di allora 
vide sempre nel grande passato quelle capacita del genio nazionale che ora 
sono in pieno sviluppo. E a questo sviluppo quanto egli stesso ha contri~- 
buito col senno, con la parola, con lopera, in pace e in guerra! 

Combattente sempre, combattente anche in pace, contro qualunque av- 
versario, non mai con acredine di rivale o di nemico, anzi sempre cavalle- 
resco e sereno, ma veramente combattente, intransigente e ardito, tenace da 
buon piemontese, per la sua fede nazionale, per la sua idea realista. 

E se pensiamo ancora che quel senso storico si univa ad una squisita 
sensibilita del bello naturale ed artistico ecco che ci appare logico l’aver visto 
questo piemontese primo cittadino di Firenze. E quando questo senso storico 
egli fisico matematico applicd alla Scienza, ne nacquero quei gioielli che 
sono le letture sull’Accademia del Cimento, su Federico Cesi e la voce 
« Fisica » della. Enciclopedia Italiana. 

La linea di sviluppo della sua interiore personalita ci appare ora diritta 
€ precisa. 

Il punto di partenza é nella fusione di due elementi fondamentali del 
suo spirito: il sentimento con cui esso riceve l’impressione del mondo che 
lo circonda, che @ religioso e gli presenta la Natura, il Cosmo come Creato, 
come opera di Dio; il carattere peculiare del suo ingegno che é la pre- 
cisione. 

Egli dunque é per se stesso portato a rappresentare a se stesso ed agli 
altri la realta esteriore nella forma pil netta e precisa, e cosi € sopratutto 
e prima di tutto fisico, sperimentatore e matematico insieme. Ma mentre 
egli attua questo processo scientifico di rappresentazione, corrispondente al 
suo indirizzo personale, non esclude l’altro, quello artistico, che egli anzi 
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ritiene non sostanzialmente diverso; egli lo ammira ed intende; e preferisce 
naturalmente quell’arte che fu per eccellenza definita, equilibrata, sincera espres- 
sione della realta, l’Arte Toscana. 

Cosi senza perdere le sue tradizionali virtu. piemontesi diviene toscano, 
piu che per elezione, per necessita; e proprio mentre trova l’« ubi consistam » 
della sua gnoseologia nel realismo, trova nella tradizione toscana e fiorentina 
il punto di partenza per il nuovo cammino dell’ Italia. 

Si ribella dunque alle troppo risolutive distinzioni tra le varie attivit) 
dello spirito: non ammette compartimenti stagni entro V’anima umana; egli, 
che si sente tutto intero in ogni sua parte, che porta sempre tutto se stesso 
in ogni suo pensiero, in ogni sua azione. 

Nella sua polemica, che & insieme culturale e nazionale, egli non cerca 
alleati, perché sintesi e connessione non é per la sua mente precisa, confu- 
sione di elementi solo apparentemente vicini; € nemmeno pensa di poter 
giovare al suo paese traverso la politica dei vecchi partiti. 

Cosi la sua religiosita cattolica (un realista non puo essere protestante) 
non l’accosta al clericalismo, né il suo senso di autonomia personale e di 
liberta Jo accosta al liberalismo o all’individualismo, la sua simpatia per le 
arti, 1 mestieri e tutti quelli che lavorano e sanno lavorare non lo accosta 
al socialismo. Egli ha anzi in dispregio il parlamentarismo pil o meno de- 
mocratico. Non c’era che una porta per la quale egli potesse entrare nella 
vita pubblica, e per Ja quale entrd spinto non dall’ambizione ma dal dovere: 
la guerra. La guerra che egli aveva fatto da fisico, ma nella zona del fuoco; 
che egli aveva sentito come lotta totale di tutta la civilt) Italiana contro le 
forze e anche le idee che le si contrapponevano, cosicché poteva essere con- 
temporaneamente nominato Maggiore dell’ Esercito Italiano e Corrispondente 
dell’Accademia della Crusca, conservatrice della nostra nazionalita nella lingua. 
Isidoro Del Lungo lo avena compreso. 

E dopo la guerra, nella laboriosa e travagliata ricostituzione nazionale, 
tutto cio che credeva e pensava, tutto cid che affermava o negava lo porta 
naturalmente al Fascismo antiparlamentaristico, nazionale, realizzatore, tota- 
litario. Tale egli entrd nel Senato del Regno, e anche nel suo ultimo ufficio 
pubblico di Presidente della Cassa Nazionale di Assicurazioni Sociali trovo 
un campo di azione conforme alla sua vecchia idea della Scienza esatta rego- 
Jatrice delle opere Statali. La sepoltura, che volle alla Verna, consacra la 
sua predilezione per il Santo Italiano che amo fraternamente Ja realtd in tutte 
le creature. 

Questa pienezza ed armonia noi ammirammo e amammo, ora amara- 
mente rimpiangiamo, nel nostro Presidente, che appartenendogalla categoria. 
« Fisica, Chimica e applicazione » dopo avere appartenuto a quella « Mate- 
mutica, Meccanica e applicazione » ben poteva rappresentare tutta l’Acca- 
demia: eminente scienziato, autentico Italiano, uomo grande e buono. 
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Commemorazione del Socio Enrico d’ Ovidio 


letta dal Corrisp. Gino Lorta nella seduta del 2 giugno 1933 


Signort, 


Verso la seconda meta dello scorso sécolo la Scuola fondata da Nicola 
Fergola — scuola di somma importanza scientifica e nazionale per avere posta 
in meridiana luce l’attitudine dei napoletani alla ricerca matematica - era ormai 
caduta in completa rovina; un discepolo, esagerando e deformando le sane 
idee del maestro, aveva esercitata un’azione nefasta, disperdendo la bella coorte 
di studiosi cheene calcavano le orme gloriose, e facendo scorgere un gruppo 
di pensatori indipendenti, che, pure ammirando il passato, guardavano all’av- 
venire. Una matematica disfida — lultima che la storia abbia registrata - 
destinata a riporre sugli altari |’antica geometria, era tornata a disdoro di 
chi l’aveva promossa. La gioventu, sballottata fra queste opposte tendenze, 
cercava indarno nella languente Universita napoletana persone ed ordinamenti 
capaci di guidarla, epperd si volgeva all’insegnamento privato, per tradizione 
sviluppatissimo ai piedi del Vesuvio. Fu la spada di Garibaldi che determi- 
nando la fine di un governo ben a ragione designato come «negazione di 
Dio», apri un’éra del tutto nuova, non soltanto dal punto di vista politico. 
Giacché fra gli atti del Dittatore emerge per saggezza quello che provvide 
di eminenti insegnanti |’Ateneo napoletano. Fra essi Giuseppe Battaglini e 
fra i primi accorsi ad ascoltare la parola del giovane, ma gia provetto inse- 
enante, fu Enrico d’Ovidio, il quale, cosi si presenta in prima linea fra 1 
Meridionali che provvidero a che la nuova Italia, sorta sulle rovine di di- 
nastie straniere o sol di nome nazionali, occupasse stabilmente il posto emi- 
nente a cui le davano diritto Je sue secolari tradizioni matematiche. 

Il diciassettenne studente (egli era nato l’r1 agosto 1843, da famiglia 
di prette convinzioni antiborboniche) aveva da poco lasciata la natia Campo- 
basso per avviarsi all’avvocatura ed alla magistratura; ma, subendo lirresi- 
stibile influenza di un famoso insegnante (parlo del suo zio e cognato Achille 
Sannia), aveva ben presto dato un definitivo addio a Giustiniano per Euclide 
ed erasi deciso di prender parte al concorso di ammissione a quella Scuola 
di Ponti e Strade. Superfluo dire che usci vittorioso nella non facile prova, 
ma va rilevato che nel medesimo tempo vinceva il concorso per esami a 
cattedre di matematica nei RR. Licei delle Provincie Meridionali; di questo 
trionfo non poté perd cogliere alcun frutto, una legge del tempo vietando 
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Pingresso in una scuola media a chi fosse ancora minorenne. Non potendo 
vestire la toga del maestro, continud gli studi, sotto la guida, non solo del 
Battaglini e del Sannia, ma anche di Fortunato Padula e di Emanuele Fer- 
gola; toccati appena vent’anni fu chiamato ad insegnare nella R. Scuola di 
Marina di Napoli, con tanto buon successo che uomini i quali raggiunsero 
i pil alti gradi nella gerarchia marinara, anche in eta avanzata, ricordavano 
con affettuosa stima chi, ancora imberbe, aveva loro insegnata V algebra 
superiore. 

Nel medesimo anno 1863 il Battaglini fondava il Giornale di Matema- 
tiche ad uso degli Siudenti delle Université Italiane, tacito invito alla gioventt 
studiosa di partcipare alle lotte per la scoperta del vero matematico. Enrico 
d’Ovidio si distinse fra i primi collaboratori; percid sino da quel momento 
l’Italia lo annovero fra coloro sui quali la nostra scienza poteva fare sicuro 
assegnamento. 

Non mi attarderd ad enumerare i vari uffici disimpegnati in scuole se- 
condarie di Napoli, solo rilevando che Achille Sannia, nel momento di lasciare 
il celebre studio che aveva creato, ne aflido a lui Ja direzione. Della estima- 
zione di cui egli godeva in Napoli, quale insegnante e quale studioso, é docu- 
mento il fatto che l’Ateneo napoletano prese a suo favore una deliberazione 
di carattere eccezionale, conferendogli (7 aprile 1868) la laurea in matema- 
tiche pura, con dispensa da ogni prova d’esame. Tre anni piu: tardi conse- 
guiva la libera docenza in algebra complementare. Che siffatti riconoscimenti 
ufficiali siano stati pienamente giustificati é provato dalla produzione mate- 
matica del neo-dottore, ché ivi (per non parlare d’altro) s’incontra) Ja 
prima dimostrazione elementare di quella generalizzazione della formola del 
binomio data da Abel, misteriosa nel contenuto perche racchiude un elemento 
totalmente arbitrario, misteriosa nella genesi in quanto il sommo matema- 
tico norvergese si é limitato a verificarla ricorrendo alla induzione completa, 
misteriosa infine per la posizione isolata che essa occupa tuttora nell’ analisi. 


Mentre Enrico d’Ovidio dedicava tanta parte della sua giovanile energia 
a perfezionare le parti pit elevate della scienza, non era insensibile ai bisogni 
dell’istruzione secondaria. Si ricordi che allora per V'insegnamento della geo- 
metria correvano nelle scuole italiane gli Elementi recanti il nome di Legendre, 
ma raffazzonati in modo che suonava offesa al celebre matematico francese. 
Per ovviare ai risultanti gravissimi inconvenienti il Governo del tempo, acco- 
gliendo il saggio consiglio di Francesco Brioschi e Luigi Cremona, Impose 
il ritorno ad Euclide; ma, quasi a documentare la transitorieti di tale prov-» 
vedimento legislative, annunciava un concorso a premio per un trattato ine- 
dito di quella disciplina. A tale implicita esortazione non rimase sordo il gio- 


(1) V. il lavoro contrassegnato col n. 12 nell’ « Elenco delle Pubblicazioni di Enrico 
d’ Ovip10 » pubblicato al termine della presente Commemorazione. 


RENDICONTI, 1933, Vol. XVII. 66 


vane matematico di cui ragioniamo, a cui la permanenza in varie scuole medie 
aveva fatto conquistare una preparazione sufliciente per l’ardua prova. Exehe 
egli non presumesse troppo di se accingendovisi ¢ dimostrato da quegli Ele- 
menti di Geometria da lui composti, ove accanto al nome del vero autore leg- 
gesi quello di Achille Sannia, aggiunto per volere del d’ Ovidio come dichia- 
razione che al Sannia egli era debitore di tutto il proprio sapere geometrico ; 
prova di una gentilezza e di una elevazione di sentimenti di cui gli esempi 
furono e sono estremamente rari. A quest’ opera arrise il pil lusinghiero suc- 
cesso, non soltanto al suo apparire, ma anche quando dovette subire il para- 
gone con altre egregie pubblicazioni congeneri posteriori; ne sono prova le 
numerose edizioni che ne furono fatte nel corso di mezzo secolo, edizioni 
sempre migliori, perché continuamente aggiornate tenendo conto dei pro- 
gtessi che andavano facendo la scienza e la didattica matematica; con essa 
si inizia la completa emancipazione da libri di testo stranieri che, grazie ad 
una schiera di eminenti professori universitari, pud oggi dirsi ormai felice- 
mente raggiunta. 


Un radicale mutamento nella esistenza di Enrico d’Ovidio fu determi- 
nato dalla vittoria da lui conseguita quando, per suggerimento di Eugenio 
Beltrami, egli partecipO al concorso per professore di algebra complemen- 
tare e geometria analitica nell’ Universita di Torino. Per effetto del Decreto 
17 novembre 1872 egli abbandono definitivamente Napoli e |’insegnamento 
secondario. A Torino fu accolto festosamente da colleghi degni di lui, quali 
Angelo Genocchi, Francesco Siacci, Giuseppe Bruno, mentre nel cenacolo 
letterario in cui brillavano Edmondo de Amicis e Giuseppe Giacosa, trovo 
campo ove poteva far ammirare ]a sua estesa coltura letteraria e le attitudini 
al poetare manifestatasi negli anni giovanili‘ e che i severi studi non erano 
riusciti a soffocare. 


(1) Ne @ documento il seguente sonetto ispirato nel 1858 dalla morte di Ferdinando 
di Borbone, re di Napoli: 


Ov’e? Spari! Troppo del Ciel quell’ empio 
La pietade stancd, troppo d’un regno 

I dritti conculcd. Fino a qual segno 

Di noi far presumea macello e scempio? 


Borbone, di squallor tu festi tempio 

Il nostro suol di miglior sorte degno. 
Tiranno, € giusto il Cielo; ed or sei pegno 
Di sua giustizia, ed ai tuoi pari esemipio. 
Non sempre ad un infame il fato arride, 
Ed un serto di sangue oggi bagnato 
Diman disperso ai venti andar si vide. 

E Dio lo disse: Vidi l’empio a sera 

Sovra i cedri del Libano innalzato; 
Ritornai la dimane e pit non era. 
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S’inizid allora per lui anche i! periodo di una pit intensa produzione 
scientifica, per giudicare la quale fa mestieri tenere presenti alcune circostanze 
veramente decisive nella storia della nostra scienza. 

Nel 1868 veniva pubblicata la Memoria di Riemann Ueber die Hypothesen 
welche der Geometrie zu Grunde liegen, subito seguita dall’oginale commento 
datole da Eugenio Beltrami con la sua Teoria fondamentale degli spazi a cur- 
vatura costante; in conseguenza, malgrado le voci di alcuni misoneisti intran- 
sigenti gridanti allo scandalo, gli spazi a pil dimensioni venivano accolti nella 
matematica e nuovi sconfinati campi d’indagine si offrivano ai geometri pit 
animosi. 

Nel medesimo anno e nel successivo vedeva la luce la Newe Geometrie 
des Raumes del Plicker, grazie a cui la geometria arricchivasi di una pro- 
vincia del tutto nuova, la geometria retta. 

Nel 1871 Felice Klein inseriva nel periodico Mathematische Annalen la 
prima delle sue Memorie Ueber die sogenannte nicht-euklidische Geometrie, per 
effetto della quale costituivasi un tutto organico mediante le ricerche pret- 
tamente geometriche di Bolyai e Lobacefskij e quelle algebriche di Cayley; 
si affaccid in conseguenza ai matematici il poliedrico problema di determi- 
nare quelle proposizioni projettive che si identificano ai teoremi classici della 
geometria, supponendo che 1’« assoluto » cayleyano riducasi ad una coppia 
di punti o ad una conica. Appunto allora il Cayley si spinse a proclamare 
« projective geometry is all geometry ». 

Finalmente nel 1872 il Clebsch licenziaxa quella Theorie cer bindren al- 
gebraischen Formen che, mentte oggi ancora, alla distanza di sessant’ anni, 
appare insuperato trattato sull’argomento, invitava i contemporanei ed i po- 
steri a proseguire in una direzione tanto piena di seducenti promesse. 

Orbene, Signori, geometria a piu. dimensioni, geometria della retta, geo- 
metria non euclidea, e poi teoria delle forme algebriche, ecco i campi nei 
quali, per circa un trentennio si svolse l’attivita del matematico che qui con- 
venimmo ad onorare; in buona parte grazie alla sua influenza eli oprositori 
alle nuove vedute finirono per dichiararsi vinti e i cultori delle teorie di 
recente conio non tardarono a divenite legione. 


La presente occasione non consentendo un’ analisi esauriente dei suoi 
scritti, limitiamoci ad ammirare la rapidita con cui egli sepre assimilare le 
nuove vedute e la varieta delle applicazioni da lui svolte. Ma un cenno va 
fatto riguardo all’estesa Memoria intitolata Le fungzioni metriche fondamentali 
negli spaxi a quante si vogliono dimensioni e di curvalura costante che la nostra 
Accademia accolse nei propri atti“), Per determinarne il valore e 'importanza, 
meglio che a noi, in cui la possibilita di un’ equa valutazione é ostacolata 
dai successivi orientamenti dell’indagine matematica, giova ricorrere ad un 


(1) V. n. 35, del citato «Elenco». 
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giudice di indiscutibile ed indiscussa competenza, Felice Klein: ora gli e per 
volere suo che quel lavoro fu tradotto in francese e pubblicato nel grande 
periodico da lui diretto “. 

Quella Memoria rappresenta il coronamento degli studi compiuti dal 
d’ Ovidio durante gli anni 1873-1877 ; ma alla geometria metrico—projettiva 
egli ritornd pid tardi, applicandone i concetti fondamentali ai complessi lineari 
ed alle sezioni coniche®; d’altronde furono appunto i suoi studi iperspaziali 
che lo condussero a ricerche prettamente algebriche, sopra i sistemi di equa- 
zioni lineari e sui determinanti di determinanti %). 

Ancora pil numerosi sono gli scritti del Nostro sulla teoria delle forme 
algebriche i quali abbracciano il.periodo 1877-1893 ed ove si trovano for- 
mole e risultati che presero posto stabile nella scienza. Emerge fra essi, per 
ampiezza ed importanza, la Memoria sulle cubiche gobbe “, a cui la Societa 
dei XL conferi nel 1879 la propria annuale medaglia d’oro, ed alla quale 
porge un notevole complemento una Nota pubblicata in onore dei Chelini 


Allorquando vide la luce l’ultimo degli scritti di questo brillante gruppo, 
Enrico d’Ovidio era nel fiore della sua maturita; Ja sua perizia nel servirsi 
del calcolo simbolico era tale che nessuno poteva contendergliene il primato; 
perch, dunque, egli si arresto, rinunciando a proseguire in una via che 
gli si parava innanzi esente da gravi ostacoli? Alcuni possono spiegare tal 
fatto con la stanchezza, quasi noia, che assale chi a lungo medito sul me- 
desimo soggetto; altri ricorreranno ai molti uffici pubblici che gli vennero afh- 
dati da colleghi o governanti; ed altri alla complicazione a cui si va incontro 
sforzandosi di applicare i metodi di Clebsch a forme di gradi molto elevati, 
© con numero cospicuo di variabili. Mentre riguardo alle due prime spie- 
gazioni conviene riconoscere che certamente contengono almeno una parte di 
vero, molte riserve debbono farsi riguardo all’accettazione dell’ultima, giacche 
la storia insegna come appunto le imperfezioni e le manchevolezze dei me- 
todi in uso, appunto la loro incapacita di risolvere nuovi problemi, sogliono 
spingere gli investigatori animosi ed audaci ad immaginare nuovi espedienti. 
Cosi l’algebra venne in soccorso ai risolutori di problemi aritmetici com- 
plicati; cosi l’algoritmo infinitesimale esonero dal ricorrere al faticoso me- 
todo di esaustione; cosi il metodo della notazione simbolica rese possibile 
di raggiungere vette a cui l’algebra ordinaria non era in grado di traspor- 
tare. D’altronde la grande scoperta fatta dall’ Hilbert nel 1890, relativa alla 
finitezza del sistema delle forme invariantive di un sistema qualunque di forme 
algebriche, scambio di allontanare, doveva sospingere a -ricerche che si era 


(Gi) Veonee 30: 

(2) V. nn. 26, 47, 64-66, 75. 
Gi eV otis 285533 econ. 

(4) V. n. 40. 

(5) V. n. 48. 
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ormai certi conducevano ad un risultato, mentre prima la ricerca dei sistemi 
completi poteva in certi casi apparire come il vano inseguimento di un in- 
gannevole fantasma. 


Perché dunque Enrico d’QOvidio abbandond le ricerche che avevangli 
assicurata un’invidiabile rinomanza? Tale fatto é probabilmente da attribuirsi 
alla fine del periodo storico in cui Je trasformazioni proiettive informavano 
tutte le ricerche di geometria algebrica. La scoperta delle trasformazioni 
che a ragione recano il nome di Luigi Cremona, facendo apparire quelle li- 
neari come primo elemento di tutta una serie di Operazioni geometriche, fece 
Sorgere il vasto problema di determinare le proprieta non infinitesimali delle 
figure che le trasformazioni cremoniane non hanno la forza di alterare; in 
conseguenza, la tendenza alla generalizzazione che costituisce uno degli sti- 
moli pid possenti all’ investigazione matematica, fece apparire di mediocre 
interesse il proseguire nelle vie aperte da Poncelet, Chasles, Steiner, e si 
ritenne non opportuno il perfezionare ulteriormente quei metodi algebrici che 
avevano permesso sino a quel giorno di percorrerle con sicurezza. 

Ora Enrico d’Ovidio, la cui sensibilita e sicurezza nel determinare la 
direzione in cui progrediva la ricerca matematica si rivelarono sin dall’i- 
nizio della sua carriera scientifica, quando scelse come eu'de Riemann e 
Pliicker, Klein e Clebsch, senti che l’epicentro del movimento matematico 
€ra stato spostato e cedette all’influeuza di quell’agente che potrebbe ben 
dirsi “ moda” se fosse lecito usare questo termine per indicare che la nostra 
scienza, nell’eterna sua corsa, si era imbattuta in una svolta di decisiva impor- 
tanza. Ma, Signori, nell’impero matematico nessuna regione viene mai colpita 
da insanabile sterilita; al contrario tutta la sua storia sta a dimostrare come 
provincie momentaneamente abbandonate, coltivate da uomini di genio con 
procedimenti di nuovo tipo, manifestarono una fertilita inaspettata ed am- 
miranda. Percio nulla vieta di supporre che cid accada in un giorno pill o 
meno lontano per la geometria projettiva, anzi é presumibile (e fors’ anche 
augurabile) che i matematici, senza abbandonare un ordine di ricerche in 
cui la Patria nostra & a ragione salutata antesignana e maestra, siano nuo- 
vamente attratti dallo studio delle prerogative delle figure geometriche che 
non si perdono per proiezione e, per scoprirle, chiedano il possente aiuto 
dell’algebra. In quel giorno si riprendera lo studio delle funzioni algebriche 
dotate di prerogative invariantive e, per conoscere l’ultima stazione di arrivo 
€ determinare la stazione di partenza per un nuovo viagelo, Si trarranno 
preziosi insegnamenti nelle memorie surricordate di Enrico d’ Ovidio. 


Nel mentre il Nostro lacrimato consocio dava opera assidua al progresso 
della scienza, non trascurava i propri doveri d’insegnante e come tale non 
tardO a venire proclamato a nessun secondo. Per non parlare di alcuni suoi 
Scritti, evidentemente ispirati dalle sue lezioni di superiore Analisi supe- 
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riore (*) (materia di cui tenne l’incarico dal 1888 al 1907 ®), ricorderd l’im- 
portante volume Geometria analitica), frutto delle sue dotte ed accurate le- 
zioni su questa materia e sintesi di tre opuscoli pubblicati anteriormente “. La 
chiarezza del dettato, l’eleganza dei calcoli e la generalita delle formole, lo 
fecero e fanno giudicare uno dei migliori fra i mille trattati sulla materia; 
anzi, ancora oggi chi vuole servirsi di coordinate oblique nulla ha di meglio 
del ricorrere a quest’opera, ove la geniale introduzione di speciali forme 
quadratiche ausiliari, fa assumere alle formole tutta la semplicita conciliabile 
con la complicazione inevitabile in siffatto argomento. Ne va taciuto che la 
presenza di considerazioni di spettanza alla geometria projettiva fa si che essa, 
con aggiunte poco rilevanti, pud essere adottata quale libro di testo per un 
corso di geometria analitica e projettiva. Infine meritano di essere ricordate 
con plauso alcune modificazioni alla nomenclatura prima usata per effetto 
dell’allora imperante influenza francese, modificazioni talmente ragionevoli 
che furono adottate in tutta Italia; cito ad esempio i] vocabolo « birapporto » 
in luogo dell’infelice termine tecnico suggerito da Chasles. Quattro edizioni 
stanno a provare che i pregi di quest’opera furono generalmente riconosciuti. 


Il costante e fattivo interesse manifestato da Enrico d’Ovidio per tutto 
quanto concerne il pubblico insegnamento, nonché la stima e ]a simpatia di 
cui lo circondavano i colleghi, lo designarono ben presto come persona da 
natura chiamata ad uffici direttivi. Nessuna meraviglia pertanto se la Facolta 
a cui apparteneva lo chiamo all’ufficio di preside e l’intero corpo accade- 
mico torinese lo volle rettore. &) Che di tale alta manifestazione di stima egli 
non siasi mostrato indegno é dimostrato dall’opera da lui spiegata per do- 
tare !Universita di nuovi edifici e nel fondare tre nuove biblioteche, nelle 
Facolta di matematica, di Giurisprudenza e di Lettere e filosofia; tre riele- 
zioni mostrano che le sue benemerenze furono dai colleghi debitamente ri- 
conosciute. 


GQ We ONIN FOr Be WC 
(2) Prima, a partire dal 1876, aveva avuto l’incarico della Geometria Superiore, a 
cui rinuncid spontaneamente per agevolare la carriera del diletto discepolo Corrado Segre. 
G)yVeEN a2: 
(QW. NN...325 505051. 
(5) Per chi desidera pit precise notizie intorno alla carriera accademica del Nostro 
aggiungiamo i dati seguenti: 
Nominato professore straordinario di Algebra complementare dal 1° dicembre 1872. 
Nominato professore ordinario di Algebra complementare e geometria analitica il 
novembre 1874. 
Nominato Rettore dal 1° novembre 1880 al 26 aprile 1885. 
Nominato Preside della Facolta di Scienze dal 1° novembre 1901 al 1907. 
Nominato R. Commissario nel R. Politecnico di Torino il 17 gennaio 1907. 
Nominato Direttore del R. Politecnico di Torino il 27 ottobre 1907. 
Collocato a riposo per limiti di eta P11 agosto 1918. 
Nominato Professore emerito della Facolta di Scienze 11 agosto 1918. 
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Gli anni in cui d’Ovidio resse I’ Ateneo torinese sono contrassegnat 
da incessanti agitazioni studentesche; Guglielmo Oberdan, facendo gettito 
della sua nobile vita, introducendosi in Austria — come egli ebbe a dire — 
«non per uccidere ma per farsi uccidere », aveva profondamente scossa la 
gioventu e fatto salire al calor bianco il suo ardore irredentista. I] Rettore 
del tempo, antico e provato liberale, pur condividendo nel fondo del suo 
animo i generosi propositi degli studenti, sentiva il dovere di mantenerne 
le manifestazioni entro i limiti imposti dalla Triplice Alleanza. A cid bastava 
lascendente di cui godeva e l’autorita accordatagli dalle leggi e che egli eser- 
citava con Ja signorilita a Jui innata e che non lo abbandonava in alcuna 
contingenza della vita. Tutfivia qualche maligno sparse fra gli studenti la 
notizia che egli li sorvegliasse nascostamente col mezzo di tutori dell’ordine 
pubblico «sotto mentite spoglie »; ora coloro che mi fanno l’onore di ascol- 
tarmi, la maggior parte dei quali occuparono o tengono tuttora cattedra in 
qualche Universita italiana, ben conoscono Ja morbosa insofferenza delle nostre 
scolaresche di trovare al proprio fianco persone non inscritte nell’Annuario 
dell’educazione nazionale; niuna meraviglia pertanto se quella voce sia stata 
sufficiente a far divampare un vero incendio. Ebbene, sia lecito a me, che 
in quell’epoca mi trovavo a collaborare col mio antico maestro, di affer- 
mare che quella voce era del tutto calunniosa; per il modesto ufficio di 
assistente che io allora ricoprivo, io ero meglio di qualunque altro in grado 
di distinguere uno studente da chiunque studente non fosse, la tavola nera 
mi offriva per cid un mezzo infallibile; ora a questo procedimento discri- 
minatore io mai ebbi occasione di ricorrere, grazia all’assenza di individui 
sospetti nelle aule ove insegnavo. 

Malgrado la totale mancanza di base dell’accusa di connivenza con |’au- 
torita politica, Enrico d’Ovidio, che nella sua austera coscienza anteponeva 
l’interesse dell’insegnamento a qualunque considerazione personale, abbandono 
spontaneamente il non chiesto ufficio. Lo lascio a testa alta, circondato dalla 
medesima estimazione che lo aveva elevato alla pid alta carica universitaria. 


Le prove non tardarono a rendersi manifeste. Mentre le pid celebri 
Accademie italiane lo chiamavano nel proprio seno, “ egli (1892) veniva 
nominato membro del Consiglio Superiore della Pubblica Istruzione come 
successore di Giuseppe Battaglini. Dieci anni pid tardi l’Accademia delle Scienze 
di Torino lo volle suo presidente e per ben tre volte gli confermava questa 
prova di fiduciosa stima. In conseguenza il Governo del tempo chiamava a 
sedere nella Camera vitalizia colui che aveva avuto il delicato compito di 


(1) Appartenne all’Accademia Pontaniana dal 9 giugno 1872, a quella delle Scienze 
di Torino dal 29 dicembre 1878, al R. Istituto Lombardo dal 10 febbraio 1881, all’ Acca- 
demia dei Lincei come corrispondente dal 31 dicembre 1883 e come socio nazionale dal 
7 novembre 1893; alla Societa dei XL dal dicembre 1884; finalmente dal 12 giugno 1909 fu 
membro ordinario non residente della R. Accademia di Napoli. 
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istruire il Duca degli Abruzzi nel momento in cui si preparava agli esami 
di ammissione all’Accademia Navale di Livorno. Nella qualita di senatore 
egli partecipd alla discussione della Legge che diede vita al Politecnico di 
Torino. E quando si affaccio la questione di scegliere Ja persona da porsi 
alla testa del nuovo grande istituto di istruzione, non si tardo a riconoscere 
che, per competenza amministrativa e didattica, nessuno presentava garanzie 
superiori a quelle offerte da Enrico d’ Ovidio; e che tale apprezzamento fosse 
del tutto conforme al vero é documentato dal fatto che egli fu ritenuto degno 
di occupare quell’ alta carica per quattro anni dopo che una legge inelut- 
tabile avevalo costretto ad abbandonare il pubblico insegnamento. 
% 

Fu detto, non senza fondamento, che il lungo esercizio del potere sciupa 
le persone, in quanto le leggi di nuovo tipo bene spesso trasformano in 
nemici dei governanti coloro che si sentono danneggiati da insolite dispo- 
sizioni legislative; forse, con altrettanto fondamento, si potrebbe dire che 
egual sorte € riserbata a coloro che per lungo tempo occupano una cattedra, 
glinsuccessi scolastici non essendo sempre riconosciuti per atti di giustizia 
da parte di coloro che ne sono vittime. Ora se tale é la regola governatrice 
dei rapporti fra maestri e discepoli, si pud asserire, senza tema di smentita, 
che Enrico d’Ovidio rappresenta una splendida eccezione, ché puo ben dirsi 
che egli non ebbe nemici. Lo ricordano con venerazione i suoi antichi alunni 
tanto per le sue dotte e brillanti lezioni, quanto per la benevolenza che ispi- 
raya tutti 1 suoi atti; un congenere sentimento conservano i suoi assistenti 
(e ne ebbe non meno di ventitré) a cui egli non chiese mai una collabo- 
razione superiore a quanto imponevano le esigenze dell’insegnamento ea cui 
mai negava gli appoggi atti ad agevolarne la carriera; e che cosa deve dirsi 
dei colleghi, molti dei quali erano stati un tempo suoi discepoli, i quali mai 
ebbero da lamentare un atto che ricordasse la sua antica superiorita gerarchica? 

Di tali sentimenti di generale affetto si ebbe una manifestazione solenne 
nella cerimonia avvenuta nella grand’Aula della Universith di Torino addi 
18 novembre 1918, intesa a dare un addio a chi era costretto ad abbando- 
mare una cattedra da lui illustrata durante quarantasei anni. 

Il progettare una tale manifestazione nell’epoca tragica in cui I’ Italia, 
sforzandosi di limitare le conseguenze di un doloroso rovescio militare, si 
preparava alla gloria di Vittorio Veneto, fu giudicato da alcuno come atto 
di colpevole audacia, Ma i fatti dimostrarono che coloro che l’avevano con- 
cepita e preparata erano ben certi di rendersi interpreti di un sentimento 
generale: giacche le fervide adesioni ad essi pervenute, persino da ancor fu- 
manti trincee (e fra esse giova rilevare quella di S. A. R. il Duca degli 
Abruzzi), sono altrettanti titoli di gloria per Enrico d’Ovidio. © 


(1) A perenne ricordo di questa cerimonia stanno le due seguenti pubblicazioni: 
Scritti matematici offerti ad Enrico a’ Ovidio in occasione del suo LXXV genetliaco, 11 agosto 
1918, dai professori E. Almansi, G. Berardi, M, Bottasso, F. Castellano, G. Fano, G. Fubini, 
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Ora questa commovente unanimitd di consensi si é rinnovata non appena 
il 21 marzo ultimo scorso, si sparse l’inattesa notizia che egli aveva intra- 
preso il suo ultimo viaggio, ché onore di pianto venne a lui tributato da 
tutti coloro che lo avevano conosciuto e avvicinato, ammirato ed amato. 
E allorquando, essendo stata la sua lacrimata salma esposta nel cortile del- 
PAteneo ove la sua voce era stata lungamente ascoltata, in conformita del 
tito decretato dal Partito nazionale a cui Egli da tempo aveva fatto cor- 
diale adesione, il suo nome fu chiamato in supremo appello, parve a tutti 
che il grido PRESENTE della folla che assisteva alla mesta cerimonia, tro- 
vasse unanime rispondenza in ogni angolo d'Italia, nelle Universita, ove in 
grande numero insegnano suoi discepoli, nelle scuole di ogni grado, in cui 
la sua influenza si fa sentire per interposta persona, nelle fucine stridenti 
capitanate da ingegneri usciti dal Politecnico da lui lungamente governato. 
Si, 0 caro indimenticabile Maestro, PRESENTE nel nostro cuore e nel nostro 
spirito sino allultimo dei nostri giorni ! 


ELENCO DELLE PUBBLICAZIONI DI ENRICO D’ OVIDIO. 


1863. 


. Dimostrazione di un teorema del capitano Faure. « Giorn. di Matem. », I. 
. Due teoremi di determinanti. Ivi. 

. Nota sopra un problema di geometria. Ivi. 

. Alcune locali. Ivi. 

. Altra dimostrazione dei teoremi provati a p. 160. Ivi. 
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1864. 


6. Problemi sulle coniche. « Giorn. di Matem.», II. 
. Soluzione della questione 26. Ivi. 
. Soluzioni delle questioni 40, 41, 42. Ivi. 


con 


1865. 


g. Teoremi sulle superficie sviluppabili di 5° ordine enunciati dal prof. Cremona. 
«Giorn. di Matem. », III. 
10. Soluzione della questione 32. Ivi. 


1866. 


tr. Soluzione della questione 45. «Giornale di Matem. », IV. 


F. Gerbaldi G. Giambelli, N. Jadanza, E. Laura, B. Levi, L. Lombardi, G. Loria, G. Peano, 
A. Pensa, G. Sannia, C. Segre, F. Severi, A. Terracini, E. G. Togliatti e pubblicati per cura 
di Francesco Gerbaldi e Gino Loria (Torino, Bocca, 1918). 

Onoranze al sen. Enrico d’Ovidio professore nella R. Universita e direttore del R. Po- 
lilecnico di Torino-XVIL Novembre MCMXVIII, (Campobasso 1920). 
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1868. 


12. Nuova dimostrazione di una formola di Abel. « Giorn. di Matem.», VI. 
13. Nuova esposizione della teoria generale delle curve di 2° ordine in coordinate 


trilineari. «Giorn. di Matem.», VI e VII. 


1869. 
14. Nota sopra due teoremi del sig. Mannheim. «Giorn. di Matem.», VII. 
15. Elementi di geometria di A. Sannia ed E. d’ Ovidio; I ed. Napoli, 1869; XIV ed. 
Napoli, 1918. 
1870. 


16. Nota sui punti, piani rette in coordinate omogenee. « Giorn. di Matem. », VIII. 


1871. 


17. Nota sul libro XII di Euclide e sul trattato di Archimede relativo alla misura 
del circolo e dei corpi rotondi. « Giorn. di Matem,», IX. 
18. Alcune relazioni fra.le mutue distanze di pit punti. Ivi. 


1872. 


19. Sopra aleune formole in coordinate di rette. «Giorn. di Matem.», X. 

20. Sulle linee e superficie di 2° ordine rispetto a cui due date linee o superficie di 
2° ordine sono polari reciproche. lvi. 

21. Sulle curve del terz’ordine circoscritte ad un quadrilatero completo. Ivi. 

22. Solution de la question 990. « Nouv. Ann. de Mathém.», 2* ser. to. XI. 


1873. 


23. Sulle relazioni metriche in coordinate omogenee. « Giorn. di Matem.», XI. 
24. Studio sulla geometria proiettiva. « Ann. di Matem.», 2° ser., VI. 


1874. 


25. I complessi e le congruenze lineari nella geometria proiettiva. « Ann. di Matem. » , 
Deasenne VII 
1875. 
26. Sopra alcuni luoghi ed inviluppi di primo e secondo grado in geometria proiet- 
tiva. «Rend. della R. Acc. di Napoli», XIV, oppure «Giorn. di Matem. », XIII. 


1876. : 


27. Sulle proiezioni ortogonali nella geometria metrico-proiettiva. « Atti R. Accad. 
Torino», XI, oppure « Giorn. di Matem.», XIII. 

28. Nota sui determinanti. « AttiR. Acc. Torino», XI. 

29. Sulle reti di complessi lineari nella geometria metrico-proiettiva. « Rend. Acc. 
Lincei », ser. II, to. III. 

30. Alcune proprieta metriche dei complessi e delle cougruenze lineari in geometria 
proiettiva. Ivi. 

31. Le serie triple e quadruple di complessi lineari nella geometria metrico-proiet- 
tiva. Ivi. y 

32. Le proprieta fondamentali delle curve di second’ordine studiate sulla equazione 
generale di secondo grado in coordinate cartesiane. Torino, 1876; II ed Ivi 1873. 


1877. 


33- Addizioni alla Nota sui determinanti di determinanti. « Atti R. Acc. Torino », XII. 
34. Ricerche sui sistemi indeterminati di equazioni lineari. Ivi, XII. 
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35. Le funzioni metriche fondamentali negli spazi di quante si vogliono dimensioni 
e di curvatura costante. « Mem. R. Acc. Lincei », ser. II, to. I, anche « Transunti », vol. I. 

36. Les fonctions métriques fondamentales dans un espace de plusieurs dimensions 
et de courbure costante. « Mathem. Annalen Denali 

37- Sopra un teorema fondamentale della teoria degli invarianti. « Giorn. di Mate- 
matica», XV. 

38. Teoremi sui sistemi di superficie di secondo grado. « Atti R. Acc. Torino», XIV. 

39. Estensione di alcuni teoremi sulle forme binarie. Ivi. 

40. Studio sulle cubiche gobbe mediante la notazione simbolica delle forme binarie. 
«Mem. R. Acc. Torino», IL ser., XXXII, «Giorn. di Matem. », XVIT. 

41. Sui covarianti lineari fondamentali di due cubiche binarie. « Atti R. Accad. To- 
rino», XV. 


42. Sopra due covarianti simultanei di due forme binarie biquadratiche. Ivi. 


1880. 


43. Il risultante di due forme binarie biquadratiche espresso mediante i loro invariati 
fondamentali. « Atti R. Acc. Torino», XV. 

44. La relazione fra gli otto invarianti fondamentali di due forme binarie biquadra- 
tiche. Ivi. 

45. Nota sulle forme binarie del 5° ordine. Ivi. 


1881. 


46. Nota sulle proprieta fondamentali dei complessi lineari. « Atti R. Accademia To- 
rino», XVI. 

47. Teoremi sui complessi lineari nella metrica proiettiva. « Rend. R. Ist. Lomb. », 
iser, XLVe 

48. Nota sopra alcuni iperboloidi annessi alla cubica gobba. « Collectanea Math. in 
-memoriam D. Chelini». Milano. 

49. Sopra alcuni invarianti di due forme binarie degli ordini 5 e 2 0 5 e 3, e in 
particolare sul risultante di esse. « Mem. Soc.», XL, 3° ser., IV. 


1883. 
50. Le proprieta fondamentali delle superficie di second’ordine studiate sull’equazione 
generale di secondo grado in coordinate cartesiane. Torino. 
1885. 
51. Teoria analitica delle forme geometriche fondamentali. Torino. 
52. Geometria analitica. Torino, 1885, IV ed., ivi, 1919. 
1887. 


53. Biografie di Chelini, Tortolini, Bellavitis e Plana. « Mem. Soz.», XL, 3? ser., VI. 

54. Sopra due punti della « Theorie der binaren algebraischen Formen » del Clebsch. 
«Atti R. Acc. Torino», XXII. 

55- Il 1° Libro d’Euclide esposto da E. d’Ovidio, Napoli, 1887, III ed., 1894. 

56. Sopra alcuni invarianti di due forme binarie degli ordini 5 e 4 e sul risultante 
dimessencc Mem. Ra Acc. Lincei», IV, ser. IV. 


1888. 


57. Francesco Faa di Bruno. « Annuario R. Univ. Torino», 1888-8 9. 
58. Il covariante steineriano di una forma binaria del 6° ordine. « Atti R. Accad. 


Torino, XXIV. 


— 1008 '— 


1889. 


59. Il Libro 2° di Euclide esposto da E. d’ Ovidio, Napoli, 1889. 

60. Uno sguardo alle origini e allo sviluppo della matematica pura. Discorso letto 
il 4 novembre 1889 in occasione della solenne apertura degli studi nella R. Universita di 
Torino. « Annuar. Univ.», Torino, 1889-90. 

61. Cenno sulla Nota del prof. E. Beltrami « Un precursore italiano di Legendre e 
di Lobatschewsky ». « Atti R. Acc. Torino», XXIV. 


1890. 


62. Felice Casorati. Cenno necrologico. « Atti R. Acc. Torino », XXVI. 
63. Altra addizione alla nota: «Sui determinanti di determinanti ». Ivi. 


1891. 


64. Le proprieta focali delle coniche nella metrica proiettiva. Ivi. 
65. Sulle coniche confocali nella metrica proiettiva. Ivi. 
66. Teoremi sulle coniche nella metrica proiettiva. 


1892. 


67. Teorema sulle forme algebriche con applicazione alla binarie di 6° ordine. « Rend. 
Circolo Matem.», Palermo, VI. 


68. Formole relative alla forma binaria del 6° ordine. « Atti R. Accad. Torino » 
XXVII. 

69. Cenno necrologico di A. De Gasparis. Ivi. 

70. Discorso in commemorazione di Ange’o Genocchi pronunziato nella inaugurazione 
di un busto marmoreo presso la R. Acc. di Torino, addi 26 giugno 1892. Ivi. 

71. Di alcuni invarianti simultanei ed in particolare del risultante di due forme binarie 
degli ordini 6° e 3°. « Atti R. Acc. Torino», XXVII[, 


72. Nuove sigizie per la forma binaria del 6° ordine ottenute con l operazione di 
Aronhold. Ivi. 


) 


1893. 
73- Applicazione di un teorema sulle fornie algebriche alle binarie di quinto ordine 
«Rend. Circolo Matem. Palermo», VII: 
74. Sopra alcune classi di sigizie binarie, « Atti R. Acc. Torino », XVIIL. 
75. Su varie questioni di metrica proiettiva. Ivi. 
76. Postilla ad uno scritto di F. Casorati. Ivi. 
77- Cenno sulla memoria del Colonnello di Tilly « Essai de géométrie analytique 
générale». Ivi. 
1894. 
78. Per Giuseppe Batraglini. Parole commemorative. « Atti R. Acc. Torino», XXIX, 
79. Sulle funzioni Thetafuchsiane. Ivi. 


1895. 
80. Commemorazicne del Socio Giuseppe Battaglini. « Mem. R. Accadem. Lincei », 
AGS erie lle 
1897. 
81. Breve commemorazione di Carlo Weierstrass e Giacomo Sylvester. « Atti R. Acc. 
Torino», XXII. 


82. Francesco Brioschi. Brevi parole di commemorazione. « Atti R. Accadem. To- 
rino », XXXIII. 
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1899. 


83. Compendio di Algebra complementare. Lezioni litografale. Torino. 


1900. 


84. Eugenio Beltrami « Atti R. Acc. Torino», XXXV, «Boll. Bibl. Loria Deu 
85. Giuseppe Beltrami. Brevi parole di commemorazione. Ivi. 


1901. 


86. Carlo Hermite. « Atti R. Acc. Torino », XXXVI. 


87. Su alcune successioni di medie crocs geometriche ed armoniche. Ivi. 


88. Sui summultipli delle grandezze di 1° 2° e 3° genere. « Period. di Matemat. », 
Reser, HLT. 


1903. 
89. Luigi Cremona. « Atti R. Acc. Torino», XXXVIII. 


1914. 
go. Cenno necrologico di Placido Tardy. « Atti R. Acc. Torino Deal 


1915. 
gi. Per Emanuele Fergola. « Atti R. Acc. Torino», L 


N. B. — Si omettono varie Relazioni all’Accademia delle Scienze di Torino ed ai 
Lincei; qualche discorso pronunziato in Senato; e molte allocuzioni per inaugurazioni di 
scuole e di monumenti, per funerali, pel Penfenmcnt6 di Jauree d’onore a studenti morti 
in guerra, pronunziate in qualita di Rettore dell’ Universita, o di Presidente dell’ Accademia 
delle Scienze, o di Direttore del Politecnico di Torino, ecc. 
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Commemorazione del Socio Corrispondente Secondo Franchi 


letta dal Corrisp. Aucusto Sretta nella seduta del 7 maggio 1933. 


Se € vero anche per i cultori della Scienza il motto « chi pil arde piu 
splende» esso & tanto pil vero per il geologo chiamato allo studio e al 
rilevamento del suolo nazionale. Egli deve avere il « fuoco sacro » della sua 
missione spesso dura anche materialmente; sicché per assolverlo con_pie- 
nezza gli & necessaria, oltre alla preparazione e attitudine scientifica, la pre- 
stanza fisica che lo sorregga nel quotidiano arduo lavoro. 

Queste doti insieme riunite possedeva in sommo grado l’ingegnere 
Secondo Franchi; doti che per oltre un quarantennio egli profuse indefes- 
samente e gloriosamente in servizio del rilevamento geologico di Stato. E 
se il contributo importantissimo da lui dato alla conoscenza geologica del 
nostro paese e delle Alpi in particolare gli & da tutti riconosciuto, soltanto 
chi, come me, ha avuto con lui lunga comunione di lavoro pud bene apprez- 
zare l’immensa energia spesa per giungere a quei risultati. 

Nato nell’Astigiana a Castellalfero nell’ ottobre del 1859 e laureato inge- 
gnere a Torino, il Franchi entrd brillantemente per concorso nel R. Corpo 
delle Miniere nel 1884; e inviato a Parigi per studi di perfezionamento in 
quella celebre Ecole des mines si dedicd con passione alle discipline geolo- 
gico-mineralogiche e specialmente alla petrografia microscopica, ramo di 
scienza che allora sorgeva e nella quale ebbe la ventura di avere per guida 
un grande maestro come Michel Levy. Al suo ritorno dall’ estero egli fu, 
come desiderava, destinato al R. Ufficio Geologico, dove rimase fedele al 
suo posto di geologo operatore fino alla vigilia, si pud dire, della sua morte 
avvenuta nel maggio dell’altro anno. 

Secondo Franchi non cercd mai né cariche née onori; l’alto valore del- 
opera sua gli fu riconosciuto dal governo, dai colleghi, da societa e acca- 
demie scientifiche. Lo vollero socio la Reale Accademia delle Scienze di 
Torino, la Accademia di Agricoltura pure di Torino, e la nostra Accademia 
dei Lincei. 

L’ingresso del Franchi nell’Ufficio Geologico, allora in pieno fecondo 
sviluppo, coincide con I’ inizio dei rilevamenti geologici sistematici delle Alpi 
occidentali che vennero affidati a luie a un gruppo di colleghi. Fu un ven- 
tennio di assiduo concorde lavoro di campagna e di laboratorio, i cui risul- 
tati sono si pud dire sintetizzati nella carta geologica delle Alpi occidentali 
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pubblicata nel 1908. Se quella carta geologica per unanime consenso del 
mondo scientifico ha rappresentato e rappresenta una pietra miliare nel cam- 
mino della geologia alpina, si deve riconoscere al Franchi il contributo molto 
importante portato al ventennale lavoro, e la parte preminente che gli spetta 
nella profonda innovazione della cronologia stratigrafica di quei terreni cristal- 
lini prima ritenuti arcaici. 

I primi studi del Franchi si svolsero nelle Alpi Maritime, dove egli 
sagacemente districava la stratigrafia di quei terreni giuresi, cretacei, ed 
eocenici. Seguendo questi ultimi da S. Remo oltre il confine francese egli 
fu in grado di parallelizzare fin d’ allora ai nostri terreni arenacei dell’ eocene 
il cosidetto « gres di Annot » tanto controverso, e riconosciuto ora eocenico 
anche dai colleghi francesi. 

Dalle Alpi Marittime egli passava allo studio delle Cozie e pit tardi 
delle Alpi Graie e Pennine; e fin dal principio le sue osservazioni acute 
furono feconde di risultati inattesi. 

Il fortunato ritrovamento di fossili mesozoici nelle Alpi Cozie meridio- 
nali sia nei calcari che nei calcescisti della « zona delle pietre verdi » da lui 
annunciato in una prima Nota del 1896, fu il punto di partenza- di una 
nuova concezione geologica della famosa zona da lui minutamente studiata 
in quella regione. Il coordinamento di quei dati preziosi con quelli dei colleghi 
gli consentiva fin dal 1898 la redazione di uma cartina geologica delle Alpi 
Cozie radicalmente differente dalle precedenti, che insieme a numerose se- 
zioni geologiche e documentazioni fotografiche accompagna la sua si pud 
dire classica memoria « Sulla et’ mesozoica della zona delle pietre verdi ». 

La prosecuzione dei rilievi geologici confermava i nuovi concetti e la 
loro estensione sia verso Nord nelle. Alpi Graie, sia verso Sud nelle Alpi 
Marittime e Liguri. E questi risultati il Franchi documentava in diverse 
Note successive, e infine riassumeva in una laboriosa Memoria del 1910, 
la quale testimonia non meno la sua perspicuita di geologo che Ja sua grande 
lealta ed onesta scientifica. In quella Memoria egli dopo avere esposti e 
illustrati gli argomenti stratigrafici, paleontologici, tettonici della assegna- 
zione cronologica della zona delle pietre verdi, o meglio dei « terreni a 
facies piemontese, volle aggiungere una appendice di bibliografia ragionata 
delle pubblicazioni tutte riguardanti |’argomento; appendice nella quale egli 
non manco di porre in evidenza la parte spettante ai predecessori e colleghi 
geole gi nella evoluzione di quell’annoso problema di geologia alpina. 

Contemporaneamente il Franchi pubblicava diverse interessanti memorie 
monografiche su zone pid importanti delle regioni studiate. Notevole special- 
mente la memoria sui monti di Bussoleno, sui dintorni di Pinerolo, sulla 
zona diorito—kinzigitica Ivrea—Verbano, sul massiccio cristallino del Savo- 
nese; infine la monografia sui giacimenti di antracite della Valle d’Aosta 
stesa in collaborazione con me, e che divenne la base delle ulteriori ricerche 
e coltivazioni nel singolare bacino antracitico della Thuile. 
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Alpi Occidentali, richiedeva una minuziosa diagnosi delle svariatissime forme 
petrografiche collo indispensabile sussidio dell’esame microscopico. Anche in 
questo campo il Franchi si porto in prima linea, dando contributi originali 
ein parte nuovi, che furono oggetto di numerose sue pubblicazioni. 

Notevoli soprattutto le diverse Note dedicate alla metarnorfosi delle 
roccie alpine gabbrodiabasiche, che lo portarono anche a identificare il nuovo 
minerale lawsonite nelle roccie prasinitiche e anfiboliche da quelle derivate ; 
inoltre, a precisare la derivazione della glaucofane dai pirosseni sodici ; infine 
a dimostrare il fenomeno interessante della felspatizzazione concomitante alla 
uralitizzazione dei pirosseni sodico alluminiferi. 

Importante poi, anche per l’alto interesse archeologico, il contributo 
dato alla scoperta della diffusione inaspettata delle roccie giadeitiche nelle 
pietre verdi alpine, constatate in numerose localita dal Franchi, dal Novarese 
e da me, affatto uguali alle giade'ti da lui stesso identificate in molti manu- 
fatti di stazioni neolitiche italiane. 

Il geologo rilevatore delle Alpi occidentali doveva naturalmente di pari 
passo con le determinazioni litologiche e stratigrafiche occuparsi e preoccu- 
parsi della struttura tettonica della catena, che si rivelava sempre pill com- 
plicata ai suoi scrutatori anche al di la del nostro confine; e anzi li portava 
a nuove ardite e talora audaci concezicni tettoniche. Né manco al Franchi 
Voccasione e la lena di affrontare quei problemi con |’usato fervore, ma 
colla oggettivita pi che mai necessaria. 

Gid il primo suo campo di studi nelle Alpi Marittime e Liguri aveva 
rivelato notevolissime dislocazioni, la cui traccia appare fin dal 1908 nella 
nostra Carta geologica delle Alpi Occidentali con la indicazione di importanti 
linee di contatto anormale tra zolle di terreni straordinariamente ripiegate, in 
parte rovesciate e le une sulle altre carreggiate. Questi fenomeni egli pre- 
ciso pill tardi dietro accurata revisione sul terreno, documentandoli magistral- 
mente in Note successive comunicate alla ‘nostra Accademia dal 1924 al 1929. 

Egli anzi volle anche studiare il fenomeno del grande carreggiamento 
nel gruppo dei Monti Ausoni e Lepini accennato gid dal Gribowski nello 
studio della Walle Latina, fenomeno che acquista tanta importanza per le 
ricerche petrolifere. 

Fenomeni tettonici altrettanto complicati osservati dai geologi nelle Alpi 
Francesi e Svizzere, avevano indotto alcuni di essi ad inquadrarli tutti in 
uno schema unitario di ultrapieghe con carreggiamenti, applicandolo anche 
al nostro sistema alpino occidentale: schema grandioso e seducente, varia- 
mente sviluppato dai colleghi d’oltr’Alpe, ma ritenuto da noi troppo sempli- 
cista, e pur perd degno di un attento esame. A un tale esame approfondito 
si accinse il Franchi specialmente per quanto riguarda le Alpi Cozie, ripren- 
dendo cosi l’argomento di una sua precedente pubblicazione « sulla tettonica 
della zona del Piemonte » (1906). 
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Questo riesame laborioso costituisce Vargomento di parecchie sue Note 
speciali pubblicate in quest’ultimo decennio: note in certo modo riassunte 
e coordinate in una poderosa Memoria del 1929 sulla « tettonica delle Alpi 
Cozie italiane». E questo l’ultimo tributo prezioso da lui dato alla geolo- 
gia alpina poco prima che si aggravasse il male che doveva purtroppo ob- 
bligarlo al riposo forzato dalla sua vita’ di geologo attivo, e poco di poi 
condurlo al riposo eterno. ’ 

In quella Memoria il Franchi ha documentato da par suo ampiamente 
con molte sezioni, fotografie e schizzi le sue osservazioni, le quali lo porta- 
rono a ritenere destituite di fondamento le ipotesi delle due grandi falde di 
carreggiamento dette del Monte Rosa e del Gran San Bernardo. Queste 
conclusioni egli fonda sulla generale persistenza di contatti normali. fra i 
calcescisti e i sottostanti terreni permiani; sulla continuita della zona assiale 
permocarbonifera ; e sui contatti normali di questa col micascisti sottostanti; 
finalmente sul generale rovesciamento delle formazioni tutte verso l’interno 
dell’ arco alpino. 

L’alta competenza del Franchi nelle questioni geologiche, gli procuro 
molti importanti incarichi speciali riguardanti problemi di geologia applicata 
problemi di materiali utili, di acque sotterranee, di frane, di tracciati ferroviari. 

Specialmente notevoli furono gli studi da lui pubblicati sulle condizioni' 
geognostiche della zona su cui doveva risorgere la citta di Messina dopo 
il disastroso terremoto del 1908; e gli altri studi sul giacimento di mine- 
rale di ferro della Nurra in Sardegna, e sulle miniere di carbon fossile di 
Eraclea dell’Asia Minore. Altamente apprezzata fu poi l’opera del Franchi 
nello studio geognostico e idrologico della Tripolitania, dove egli fu ripetuta- 
mente membro di missioni tecnico-scientifiche col’ mandate dal Governo. 

Del modo con cui egli assolse il compito difficile e talora pericoloso 
sono testimoni i volumi pubblicati dalle singole Missioni con la sua larga 
collaborazione. . 

Povero amico: io ricordo il nostro incontro sulle alture del Garian 
allora appena conquistate dal valore dei nostri soldati; e l’ansia della ricerca 
che leggevo negli occhi dolci e profondi del tuo volto maschio e sereno. 
E ricordo ancora una notte delle molte passate sulle Alpi sotto la tenda del 
geologo: fu un altro incontro, cui tu hai voluto accennare nostalgicamente 
nell’ultima tua memoria sulle Alpi Cozie. Giungesti, ansiosamente aspettato, 
al’attendamento del Colle Longet presso il confine francese a sera gia inol- 
trata dopo una troppo lunga escursione. Io ti rivedo ancora intento a rior- 
dinare, stanco com’eri, le tue annotazioni alla luce della lampada alpina prima 
di darti il desiderato riposo., 

‘Tale era Secondo Franchi: sempre appassionatamente operoso con l’alto 
ingegno elo spirito alacre di scienziato ed insieme di artista innamorato. 
della montagna. La geologia alpina fu e rimase la piti grande passione; in 
essa egli ha lasciato una traccia profonda che certamente non andra cancellata. 
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NOB AUCs 
DELLE PUBBLICAZIONI DELL’ ING. SECONDO FRANCHI DAL 1890 AL 1930. 


(Anni 1890-1900) 


1. Anomalie della declinazione magnetica in rapporto con grandi masse serpentinose. 
(Estratto « Boll. R. Com. Geol. d’Italia», anno 1890, nn. 1-2, pp. 3-7, tav. 1). 

2. Il Giuraliasico ed il Cretaceo nei dintorni di Tenda, Briga Marittima e Triora nelle 
Alpi Marittime. (Come sopra, anno 1891, fasc. 4°, pp. 3-16). 

3. Sul limite fra le Alpi e gli Appennini. (Estratto da « La Geografia per tutti », 
anno II, n. 13, 1892, pp. 1-8). 

4. Nota preliminare sulla formazione gneissica e sulle roccie granitiche del Massiccio 

cristallino ligure. (Estratto « Boll. R. Com. Geol. d’Italia », anno 1893, n. 1, pp. 3-29). 
5. Sul magnetismo di monte. (Estratto da « Gli Annali dell’ Uffi. Centrale di Meteorol. 
e Geodinamica», vol. VII, parte I, anno 1890, pp. 1-17). 

6. Contribuzione allo studio del Titonico e del Cretaceo nelle Alpi Marittime Ita- 
liane. (Estratto « Boll. R. Com. Geol. d'Italia», anno 1894, n. 1, pp. I-55). 

7- Relazione sui principali risultati del rilevamento geologico nelle Alpi Marittime 
eseguito nelle campagne 1891-93. (Come sopra, anno 1894, n. 3, pp. I-30). 

8. Sulla presenza della « Structure Vermiculée (Michel Lévy)» nello gneiss centrale. 
(Estratto « Boll. Soc. Geol. It., vol. XIII, 1894, fasc. 1°, pp. 3-6). 

g. Notizie sopra alcune metamorfosi di eufotidi e diabasi nelle Alpi Occidentali. 
(Estratto « Boll. R. Com. Geol. d’Italia», anno 1895, n. 2, pp. 1-26). 

10. Appunti geologici e petrografici sui dintorni di Pinerolo. (Come sopra, 1895, n. 4, 
pp: 1-47): 

11. Prasiniti ed anfiboliti sodiche provenienti dalla metamorfosi di roccie diabasiche 
presso Pegli, alle Isole Giglio e Gorgona ed al Capo Argentario. (Estratto « Boll. Soc. Geol. 
Ital.», vol. XV, 1896, fasc. 2°, pp. 3-13). 

12. Sull’eta di alcuni calcari e calcescisti fossiliferi delle valli Grana e Maira nelle Alpi 
Cozie. (Estratto « Boll. R. Com. Geol.», 1896, n. 2, pp. 3-12). 

13. Appunti geologici e petrografici sui Monti di Bussoleno nel versante destro della 
Dora Riparia. (Come sopra, anno 1897, n. 2, pp. 1-46). 

14. Sulla presenza del nuovo minerale lawsonite come elemento costituente in alcune 
roccie italiane. (Estratto dagli « Atti della R. Acc. delle Scienze di Torino », vol. XXXII, 
27-12-1896, pp. 3-7). 

15. Sopra alcuni nuovi giacimenti di roccie a lawsonite. (Estratto « Boll. Soc. Geol. 
Ital.», vol. XVI, 1897, fasc. 1°, pp. 3-6). 

16. Sulla geologia di alcuni punti delle Alpi Marittime e Cozie. (Come sopra, vol. X VII, 
1898, fasc. 4°, pp. 3-13). 

17. Sull’eta mesozoica della zona delle pietre verdi nelle Alpi occidentali. (Estratto 
« Boll. R. Com. Geol. d'Italia», 1898, nn. 3 e€ 4, pp. 3-236). 

18. Nuove localita con fossili mesozoici nella zona delle pietre verdi presso il Colle 
del Piccolo San Bernardo (Valle d’Aosta). (Come sopra, anno 1899, n. 4, pp. 3-23). 

19. Studio geologico della galleria del Colle di Tenda (linea Cuneo-Ventimiglia), 
(Come sopra, anno 1900, n. I, pp. 3-57). 

20. Analisi microscopica oh alcuni esemplari di trachite. (Estratto « Boll. Soc, Geol. 
Ital., vol. XIX, 1900, fasc. 1°, pp. 37-40). 

21. Sopra alcuni giacimenti di roccie giadeitiche nelle Alpi occidentali e nell’ A ppen- 
nino ligure. (Estratto « Boll. R. Com. Geol. d’ Italia», anno 1900, n. 2, pp. 3-42). 
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(Anni rgor-1918). 


- Sulla dispersione nei pirosseni allumino-ferrico-sodici di alcune roccie cristalline 
delle ae occidentali. (Estratto dal « Boll. R. Com. Geol. d’ Italia », 190I, n. 4, pp. 3-8). 

2. Ueber Feldspath-Uralitisirung der Natron-Thonerde- Behe aus ia ‘Gia 
tischen ee der Gebirge von Biella (Graiische Alpen). (« Neues Jahrb. £ Min., 
Geol. u. Palaeon. », 1902, vol. 2°, Stuttgart, 1902). 

3. Contribuzione allo Studio delle roccie a glaucofane e del metamorfismo onde eb- 
bero origine nella regione ligure-alpina occidentale. (Estratto « Boll. R. Com. Geol. d’ Italia >», 
1902, n. 4, pp. 3-66 con aggiunta di 2 tavole). 

4. Nuovi giacimenti di roccie giadeitiche in Piemonte. (Estratto dal «Boll. Soc. 
Geolog. Italian.», vol. XXII (1903), fasc. 1°, in collaborazione Franchi-Novarese-Stella, 
Pp. 3-15). 

gy Ancora sulla dispersione dei pirosseni cloromelanitici (2° risposta al dott. L. Co- 
lomba). (Estratto dalla « Rivista di Mineral. e Cristall. Ital. », vol. XXIX, gennaio 1903, 
es a 

6. Nuovi affioramenti di Trias e di Lias in Valsesia nel Biellese. (Estratto « Boll. 
R. Com. Geolog. d'Italia». anno 1903, n. 4, pp. 3-20, con aggiunta una tavola). 

7- Ancora sull’eta mesozoica della zona delle pietre verdi nelle Alpi occidentali. 
(Estratto « Boll. R. Com. Geol. d’ltal.», 1904, fasc. 2°, pp. 3-56, con 2 tavole). 

8. Le pietre da coti di Villa del Bosco, nel Biellese. (Estratto dalla « Rassegna Mi- 
neraria», vol. XXI, n. 3, 21 luglio 1904, pp. 3-12). 

g. I giacimenti alpini ed appenninici di roccie giadeitiche ed i manufatti di alcune 
stazioni neolitiche italiane. (Estratto « Atti del Congresso internazionale Scienze storiche » 
(Roma, 1903), vol. V, sezione IV: Archeologia, pp. 3-17). 

10. A proposito della riunione in Torino della Societa geologica di Francia, nel set- 
tembre 1905. (Estratto « Boll. R. Comitato Geolog. d’ Italia », vol. XXXVI, fasc. 4°, 1905, 
pp- I-15). 

11. Appunti geologici sulla zona diorito—kinzigitica Ivrea—Verbano e sulle formazioni 
adiacenti. (Come sopra, pp. 3-30, novembre 1905). 

12. La zona delle pietre verdi fra lEllero e la Bormida e la sua continuita fra il 
gruppo di Voltri e le Alpi Cozie. (Come sopra, ser. 4°, vol. VII, n. 2, pp. 3-31, giugno 1906). 

(II) - Sulla tettonica della zona del Piemonte. (Seguito pp. 33-60, con una 
tavola). 

13. Il Trias a facies mista con calcescisti e pietre verdi nel versante padano delle 
Alpi liguri. (Estratto dal « Bollet. Societa Geologica Italiana», vol. XXV (1906), fase. 1°, 
pp. 128-132). 

14. Sulla scoperta di roccie nefritiche nella Liguria orientale. (Come sopra, vol. XX VI, 
fasc. 1° (1907), pp. XXX-XXXIII). 

15. Escursioni in Valle d’Aosta (12-13 settembre 1907). (Estratto dal « Boll. Soc. 
Geol. Ital.», vol. XXVI 1907, fasc. 2°, pp. 157-187, due tavole e un profilo). 

16. Osservazioni sopra recenti lavori sulla geologia delle Alpi Marittime. (Estratto 
« Boll. R. Com. Geol. d’ Italia», 1907, fasc. 3°, pp. 3-29, tre tavole). 

17. Il terremoto del 28 dicembre 1908 a Messina, in rapporto alla natura del terreno 
ed alla riedificazione della citta. (Estratto « Boll. R. Com. Geol. d’ Italia», 1909, fasc. 2°, 
pp. 3-48: tavole e fotografie), 

18. I terreni secondari a «facies piemontese » ed i calcari cristallini a crinoidi inter- 
calati nei calcescisti presso Villaneuve, in Valle d’Aosta. Bibliografia ragionata dei prin- 
cipali lavori concernenti la cronologia dei terreni a « facies piemontese » (zona delle pietre 
verdi, schistes lustrés, Biindnerschiefer, Schieferhiille). (Estratto « Boll. R. Comitato Geo- 
logico d’ Italia», 1909, fasc. 4°, pp. 3-68 e tre tavole). 
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19. Sui giacimenti di minerale di ferro leptocloritico con struttura oolitica della Nurra 
in Sardegna. (Come sopra, vol. XLI, anno 1910, fasc. 2°, pp. 3-34 e due tavole). 

20. Revisioni eseguite nelle valli delle Dore Riparia e Baltea nella campagna 1910. 
(Dalla relazione della Direzione al R. Comitato geolog., « Boll. R. Com. Geol. d'Italia », 
vol. XLII, fasc. 2°, p. 1, pp. 1-4). ts 

21. Augusto Michel-Lévy (1844-1911). (Estratto dalla « Rassegna Miner., Metallurg. 
e Chimica», vol. XXXV, n. 14, Ir novembre 1911, pp. 3-5). 

22. Appunti sulle ricognizioni geologiche eseguite nel nord della Sardegna nel mag- 
gio 1908. (Estratto dal « Boll. R. Comitato Geolog. d’ Italia », vol. XLI, 1910, fasc. 3°, 
pp. 3-35 e tre tavole). 

23. L’eta e la struttura della sinclinale piemontese dopo la scoperta del retico nel- 
Valta Valle di Susa. (Come sopra, vol. XLII, fasc. 2°, 1910, pp. 3-19 e una tavola). 

24. Notizie preliminari sulla geologia dell’Alta Valtellina, (Estratto dal «Boll. Soc. 
Geol. Ital. », rgr1, vol. XXX, pp. 497-517). 

25. Il Retico quale zona di transazione fra la Dolomia principale ed il Lias a « facies 
piemontese » — calcescisti con Belemniti e pietre verdi — nell’alta valle di Susa. (Estratto 
dal « Boll. R. Com. Geol. d'Italia », vol. XLI, anno 1910, fasc. 3°, pp. 1-37). 

26. Sulla distinzione fra graniti e gneiss dal punto di vista tecnico-industriale. (Estratto 
dal « Boll. Soc. Geol. Ital. », vol. XXX, anno 1911, pp. 1051-1067). 

27. Relazione preliminare sulla campagna geologica dell’anno 1911. - Appenino Li- 
gure — Alta valle di Susa - Valle Sesia e Biellese. (Estratto dal « Boll. R. Comit. Geol. 
d'Italia», vol. XLII, anno 1912, fasc. 1°, pp. 1-22). 

28. Sulla serie dei terreni:-della Tripolitania settentrionale. (Estratto dal « Boll. Soc. 
Geol. Ital.», vol. XXXVI, anno 1913, pp. 497-502). 

29. Osservazioni sulla geologia della Liguria fatte nella riunione iemale della Societa, 
tenata in Roma, il 28 marzo 1915. (Come sopra, vol. XXXIV, 1915, pp. 297-310). 

30. Se Eoceoe sia rappresentato nella sinclinale di Courmayeur. (Come sopra, 
vol. XXXV, anno 1916, pp. 45-47). 

31. Le «arenarie di Annot» e la «zona ad helminthoida » nell’ Eocene delle Alpi 
Marittime e dell’Appennino Genovese. (Estratto dal «Boll. R. Com. Geol. d’Italia >», 
vol. XLV, fasc. 3-4, pp. 233-333, tav. 4). 

32. Alcuni nuovi lembi di oligocene nei dintorni di Isoverde nel gruppo di Voltri 
(Appennino Genovese). (Estratto «Boll. Soc. Geol. Ital. », vol. XXXVI, anno 1917, 
PP. 35-37): 

33- Osservazioni sui quarzi adatti per mattoni silicei altamente refrattari o « Dinas». 
(Estratto dalla Rivista « L’ Industria Chimica, Mineraria e Metallurgica », anno IV, n. 14, 
pp. 1-26). 

34. Traccie glaciali nell’alta Valle del Liri. (Estratto « Boll. Soc. Geologica. Ital. », 
vol. XXXVII, 1918, pp. 41-44). 

35+ I supposti ricoprimenti nel Massiccio Cristallino Savonese. (Come sopra, vo- 
lume XXXVII, 1918, pp. 31-38). 

36. Nuovi giacimenti di minerali refrattari e di corindone in Valle Sesia. (Estratto 
da «La Miniera Italiana», anno II, n. 7> PP. 241-245). 

37. I Giacimenti di Antracite della Valle di Aosta (in collaborazione con A. Stella). 
Memorie descritte della « Carta Geologica d’Italia», vol. XII, 1902. 


(Anni 1919-1930). 
1. Alcuni dati sul ghiacciaio wurmiano della Valle Sesia. (Estratto dal « Boll. Soc. Geol. 
Ital.», 1919, vol. XXXVIII, pp. 64-70). 


2. Dati e quesiti sul plistocene della Stura di Cuneo. (Estratto dal « Boll. Soc. Geol. 
Ital. », vol. XXXVIII, anno 1919, pp. 70-73). 
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3. Le risorse minerarie della Dalmazia e dell’Istria. (Estratto dalla « Miniera Ital. », 
n. 12, dicembre 1918, pp. 3-20). 

4. Sul grande sviluppo dei ghiacciai plistocenici della Majella. (Estratto dal volume 
XXVIII, serie 5°, 2° semestre, fasc. 4°, « Rendiconti » R. Accad. Naz. dei Lincei). 

5. A proposito della Nota del prof. G. Rovereto « Ancora della zona di ricopri- 
mento del Savonese ». (Estratto dal « Boll. Soc. Geol. Ital. », anno 1919, vol. XXXVIII, 
pp. 132-140). 

6. Di un eclogite in filoni nella Iherzolite nei dintorni di Voltaggio. (Estratto dal 
« Boll. Soc. Geol. Ital. », vol. XXXIX, anno 1920, pp. 32-34). 

7- Sviluppo relativo dei ghiacciai plistocenici nei Monti Simbruini e nell’adiacente 
Appennino Abruzzese. (Estratto dal « Boll. del R. Com. Geol. d’Italia », vol. XLVII, fase, 1°- 
4°, Pp. 229-257). 

8. Tipi di roccie sodalitiche e melilitiche in scorie di forni da vetro presso Sestri 
Ponente. (Estratto dal « Boll. Soc. Geol. Ital. », vol. XXXIX, anno 1920, pp. 50-56). 

9. Sulla divisibilita globulare delle masse di roccie diabasiche in colate nel Cretaceo 
medio del bacino di Eraclea. (Estratto dal «Boll. Soc. Geol. Ital. », vol. XL, anno 1921, 
Pp- 29-30). 

10. Ancora sull’eta dei terreni cristallino-metamorfici del gruppo di Voltri nell’Appen- 
nino ligure. (Estratto dal « Boll. Soc. Geol. Ital.», vol. XL, anno 1921, pp. 107-114). 

11. Notizie sopra alcune interessanti formazioni del Supracretaceo del bacino di Era- 
clea, nell’Asia Minore. (Estratto dal vol. XXX, serie 5", 2° semestre fasc. men Sos LO lin 
dei «Rendiconti» della R. Accad. Naz. dei Lincei, pp. 280-282, 332-335). 

12. Alcuni chiarimenti di cronologia bibliografica sul glaciale dell’Abruzzo. (Estratto 
dal « Boll. Soc. Geol. Ital. », vol. XL, 1921, pp. 24-27). 

13. Singolare forma di erosione di un blocco di arenaria presso Bersezio in Val Stura 
di Cuneo. (Estratto dal « Boll. Soc. Geol. Ital.», vol. XLI, 1922, pp. 49-50). 

14. L’albite colla geminazione del « Roc Tourné» nelle varie zone di terreni secon- 
dari delle Alpi Cozie e Marittime. (Estratto dal «Boll. Soc. Geol. Ital.», vol. MILI, OPA, 
pp. 70-72). 

15. Sulla presenza di banchi calcari con scutelle-e con « Amphistegina Niasi» e di 
sedimenti planctonici nella formazione marnoso-arenacea della Valle del Liri. (Estratto dal 
Boll. della «Soc. Geol. Ital.», vol. XLI, 1921, pp. 100-104). 

16. Alcuni fatti ¢ documentazione dei carreggiamenti della Valle del Liri. (Estratto 
dal «R, Com. Geol. d'Italia», vol. XLVII, anno 1920-21, n, 9). 

17. Nuove osservazioni sul giacimento di minerale radifero (autunite) di Lurisia. 
(Estratto dalla Rivista «La Miniera Italiana»). Anno 1923, pp. 1-9, anno VII, n. 1). 

18. Osservazioni sulla seduta di chiusura del Congresso Geologico di Piacenza. (Estratto 
dal « Boll. della Soc. Geol. Ital.», vol. XLII, 1923, fasc. 2°, pp. 43-47). 

19. Il grande «slittamento» delle masse calcaree secondarie dei monti Ausoni e Le- 
pini sui terreni miocenici della Valle del Liri e della Valle Latina. (Estratto dai « Rendi- 
conti» della R. Accad. Naz. dei Lincei, vol. XXXIU, serie 5*, 1° sem., fasc. 2°, pp. 60-66). 

Nuove osservazioni sulle falde di ricoprimento dei monti Ausoni e Lepini e del 
Preapennino campano-laziale. (Estratto dai « Rendiconti» della R. Accad. Naz. dei Lincei, 
vol. XXXIII, serie 5*, 1° sem., fasc. 2°, pp. 167-172). 

20. Il carreggiamento di Permiano sul Cretaceo nel contrafforte orientale del monte 
Antoroto, nell’alta Valle del Tanaro. (Estratto dai « Rendiconti» della R. Accad. Naz. dei 
Lincei, vol. XXXII, serie 57, 2° sem., fasc. 12°, pp. 537-541): 

21. Ciottoli deformati nei conglomerati del Miocene della Valle del Liri. (Estratto 
dal « Boll. Soc. Geol. Ital.», vol. XLUI, 1924, fasc. 1°, pp. 38-40). 

22. La morfologia e la genesi dei giacimenti di bausite dell’Istria. (Estratto dal « Boll. 
Soc. Geol. Ital. », vol. XLII, 1924, fasc. 1°, pp. 97-100). 
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23. Ancora sulla tettonica di alcune regioni petrolifere italiane. (Estratto dalla Rivista 
«La Miniera Italiana», n. 11, novembre 1924, pp. 20-21). 

24. Nuove traccie di carreggiamenti nelle Alpi occidentali. (Estratto dai «Rendiconti» 
della R. Accad. Naz. dei Lincei, vol. XXXIII, serie 5°, 2° sem., fasc. 11°, pp. 459-464). 

25. Nuove osservazioni sul grande carreggiamento Ausonio-Lepino. (Estratto dai 
«Rendiconti» della R. Accad. Naz. dei Lincei, vol. I, serie 6%, 1° sem., fasc. 3°, 1925, 
pp. 110-115). 

26. La serie secondaria capovolta e i grandi carreggiamenti nei monti di Albenga 
nelle Alpi Liguri. (Estratto dai « Rendiconti» della R. Accad. Naz. dei Lincei, vol. I, serie 6, 
1° semestre, fasc. 5°, 1925, pp. 193-200). 

27. Di alcuni quesiti geologici nelle Alpi franco-italiane. (Estratto dai « Rendiconti » 
della R. Accad. Naz. dei Lincei, vol. II, serie 6°, 2° sem., fasc. 10°, 1925, pp. 383-387). 

28. (I) I dati stratigrafici e paleontologici fondamentali per l’eta secondaria dei cal- 
cescisti e lPipotesi di un grande carreggiamento della massa di questi, nelle Alpi franco- 
italiane. (Estratto dai « Rendiconti» della R. Accad. Naz. dei Lincei, vol. I, serie 6*, 1° sem., 
fasc. 6-8, 1925, pp. 283-291). 

(J) Sulla grande varieta dei complessi litologici del « Trias metamorfico» nelle 
Alpi occidentali. (Come sopra, pp. 423-429). 

29. Le scoperte di foraminifere priaboniane nelle «arenarie di Taveyannaz» confer- 
manti Veta eocenica delle «arenarie di Annot», dimostrata nel 1916. (Estratto dai « Ren- 
diconti» della R. Accad. Naz. dei Lincei, vol. III, ser. 6%, 1° sem,, fasc. 4°, 1926, pp. 60-65). 

30. Passaggi graduali a forme cristalline, calcescistose e marmoree, del Nummilitico 
e del Cretaceo fossiliferi, nelle Valli del Gesso e della Stura di Cuneo. (Estratto dai «Ren- 
diconti» della R. Accad. Naz. dei Lincei, vol. III, serie 6", 1° sem., fasc. 5°, 1926, pp. 257-261). 

31. Sui risultati scientifici di alcune escursioni geologiche fatte nelle Alpi Cozie con 
P, Termier e W. Kilian. (Estratto dal « Boll. Soc. Geol. Ital.», vol. XLV, 1926, fase. I, 
pp. 45-48). 

32. Quesiti geologici nelle Alpi Cozie franco-italiane. (Estratto dal «Boll. R. Uff. 
Geol. Ital.», vol. XLI, 1926, n. 7, pp. 1-19). 

33. Presentazione di documenti fotografici di carreggiamenti delle Alpi e della Valle 
Latina. (Estratto dal « Boll. Soc. Geol. Ital.», vol. XLV, 1926, fasc. 1°, pp. 37-44). 

34. Sopra una probabile «finestra tettonica» attraverso il carreggiamento ausonio 
lepino presso Vallecorsa. (Estratto dal « Boll. Soc. Geol. Ital.», vol. XLV, £926, fase. 19) 
pp. 79-80). 

35. Principali risultati scientifici delle escursioni geologiche fatte nelle Alpi Cozie con 
P. Termier e W. Kilian. (Estratto dal « Boll. R. Uff. Geol. Ital. », vol. XLI, 1926, n. 14, 
pp. 1-16). 

36. Ancora sull’eta degli scisti argillosi ofiolitiferi della Riviera Occidentale e della 
Lunigiana. (Estratto dal « Boll. Soc. Geol. Ital.», vol. XLVI, 1927, fasc. 1°, pp. 78-8 4). 

37. I nuovi dati per la tettonica del massiccio cristallino savonese. (Come sopra 
pp: 85-90). 

38. La « falda di ricoprimento del Monte Rosa» di Emil Argan, e l’anticlinale permo- 
triasica Acceglio-Col Longet, nelle Alpi Cozie meridionali. (Estratto dai « Rendiconti» della 
R. Accad. Naz. dei Lincei, vol. V, serie 6*, fasc 9°, 1927, pp. 628-630). 

39. Enigmi tettonici nei monti di Valdieri e lungo le Valli del Gesso, della Stura e 
della Vermenagna. (Estratto dai «Rendiconti» della R. Accad. Naz. dei Lincei, vol. WA 
serie 6*, 2° sem., fasc. 10°, pp. 370-376, anno 1927), 

40. Sui profili geologici attraverso la zona di Courmayeur e la supposta falda di ri- 
coprimento del Gran San Bernardo. (Estratto dal « Boll. Soc. Geol. Ital. », vol. XLVI, 
1927, fasc. 2°, pp. 201-208). 

41. Enigma tettonico dei Monti di Valdieri. (Estratto dal « Boll. Soc. Geol. Ital. », 
vol. XLVII 1928, fasc. 1°, pp. 24-26). 
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42. La serie dei terreni dal Priaboniano al Norico nei dintorni di Albenga. (Estratto 
dai «Rendiconti» della R. Accad. Naz. dei Lincei », vol. VII, serie 6*, 1° sem., fase. 19, 
1928, pp. 26-31). 

43. Un eccezionale filone di porfirite augitica nelle dolomie triasiche dell’alta valle 
della Neva (Alpi Liguri) Come sopra, fasc. 3° 1928, pp. 192-194). 

44. La piti giusta denominazione e la cartografia del massiccio cristallino sul quale 
€, in parte, fondata la citta di Savona. (Come sopra, fasc. 6° (1928), pp. 453-457). 

45. ll riconoscimento dell’eta eocenica dei «grés d’Annot» fatto da P. Termier. 
(Estratto dal « Boll. Soc. Geol. Ital.», vol. XLVII 1928, fasc. 1°, pp. 10-16). 

46. Un caratteristico paesaggio della zona ad «helminthoida labyrinthica». (Come sopra, 
yok XLVI, 1929, fase: 1°). 

47. La inesistenza delle grandi falde dette « nappe du Mont Rose» e « nappe du 
Gran Saint Bernard» nelle Alpi occidentali. (Estratto dai « Rendiconti» della R. Accad. 
Naz. dei Lincei, vol. IX, serie 67, 1° sem., fasc. 2°, gennaio 1929, pp. 134-136). 

48. Sul confine franco-italiano tra il Colle del Piccolo S. Bernardo ed il Colle della 
Seigne, a sud del Monte Bianco, (Estratto dai «Rendiconti» della R. Accad. Naz. dei 
Lincei, vol. X, serie 6*, 2° sem., fasc. 12°, dicembre 1929, pp. 617-621). 

49. Il rafhoramento lontano e a grande altezza della sinclinale nummilitica capovolta 
di Valdieri. (Estratto dai « Rendiconti» della R. Accad. Naz. dei Lincei, vol. IX, serie 62, 
1° sem., fasc. 1°, gennaio 1929, pp. 35-39). 

50. Sulla tettonica delle Alpi Cozie franco-italiane. (Estratto dalle « Memorie descrit- 
tive della Carta geologica d'Italia», vol. XXII, R. Uff. Geolog., pp. 5-62, con 9 tavole). 

51. Un primo lavoro riconoscente |’eta eocenica dei «Gres d’Annot» dopo la esau- 
riente confutazione della loro eta oligocenica da me data nel 1916. (Estratto dal « Boll. 
Soc. Geol. Ital.», vol. XLVI, 1929, fasc. 1°, pp. 65-70). 

52. Il raffioramento lontano e a grande altezza in Valle Stura di Cuneo della sin- 
clinale nummilitica di Valdieri. (Estratto dal « Boll. Soc. Geol. Ital.», vol. XLVIII, 1929, 
fasc. 1°, pp. 63-64). 

53. Impressioni sul Congresso geologico di Larderello e osservazioni sull’eta del ter- 
reno da cui si sprigionano i soffioni boraciferi, (Estratto dal « Boll. Soc. Geol. Ital. », vo- 
lume XLVII, 1928, fasc. 2°, pp. CXXVI-CXxxlI). 

54. La inesistenza nelle Alpi occidentali delle «nappe du Mont Rose et du Grand 
Saint Bernard» di M. Lugeon e di E. Argand. (Estratto dal «Boll. Soc. Geol. Ital. », 
vol. XLVIII, 1929, fasc. 1°, pp. 90-92). 

55- Osservazioni critiche sull’eta di alcune zone di terreni circuenti a S-SE il Mas- 
siccio del Monte Bianco, nella carta geologica della Savoia, stampata da L. Moret. (Estratto 
dal « Boll. Soc. Geol. Ital.», vol. XLIX, 1930, fasc. 1°, pp. 102-104). 

56. La inesistenza della «nappe de |’Embrunais » in territorio italiano, indicata, a 
sud del Monte Bianco, in una carta geologica da Léon Moret. (Estratto dai « Rendiconti » 
della R. Accad. Naz. dei Lincei, vol. XI, serie 6*, 1° sem., fasc. 9°, maggio 1930, pp. 780-782). 

57. Uniformita di caratteri della zona ad «Helminthoida Jabyrinthica» dall’ Ubaye 
alle Alpi e alle Riviere liguri, e conseguente suo grande valore cronologico. (Estratto dai 
« Rendiconti» della R. Accad. Naz. dei Lincei, vol. IX, serie 6*, 1° sem., fasc. 119, 
maggio 1930, pp. 935-940). 

58. Ricerche e studi sulla Tripolitania settentrionale, La zona di Tripoli, capitoli geo- 
logici e idrologici de!la Relazione della Commissione ministeriale. Bergamo, I. 1. A. G., 1912. 

59. La Tripolitania settentrionale, vol. I e I di Relazione della Commissione Mi- 
nisteriale del 1913. Tip. Naz. Bertero, Roma. 
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PERSONALE ACCADEMICO 


Il Corrisp. G. Loria pronuncia una elevata commemorazione del Socio 
D’ Ovipio. 

Il PresipenTe ringrazia il Socio Lorta per la bella e affettuosa com- 
memorazione fatta dello Scomparso, 


PRESENTAZIONE DI LIBRI 


Il Corrisp. G. ABerri presenta i fascicoli 50 e 51 delle «Osservazioni e 
Memorie del R. Osservatorio Astrofisico di Arcetri » con le seguenti parole: 

« Ho Vonore di presentare all’Accademia le Pubblicazioni dell’Osserva- 
torio di Arcetri uscite in quest’ anno accademico. Oltre alle usuali osser- 
vazioni di Sole i fascicoli 50 e 51 contengono ricerche spettrofotometriche 
su alcune Cefeidi, eseguite dal dott. Colacevich, a seguito dei lavori iniziati 
gia da qualche anno in Arcetri su questo tipo di variabili. Lo scopo di queste 
ricerche e di stabilire, per Cefeidi.di diverso periodo, le variazioni che subisce 
il loro spettro continuo e le righe di assorbimento in esso presenti durante 
le diverse fasi della loro curva di luce, essendo ancora molto scarse ed in- 
complete le precise determinazioni di questo genere. 

« Nel fascicolo 50 si trova anche una ricerca sistematica, che ho ese- 
guito durante l’ultimo massimo di attivita solare, sui moti dei vapori me- 
tallici nelle macchie del Sole, per stabilire specialmente le relazioni che 
passano fra i moti radiali e vorticosi a diversi livelli dell’atmosfera solare. 
Nel fascicolo 51 € data fra Valtro relazione di una ricerca del dott. G. Ri- 
ghini per stabilire, in una limitata regione dello spettro solare, le variazioni 
di intensita che subiscono le righe di Fraunhofer nel passare dal centro al 
lembo del Sole». 

I] Socio Sacco presenta in omaggio due suoi studi dal titolo rispet- 
tivamente «fl Glacialismo nelle Alpi Marittime italiane » e « Schema geo- 
logico del Parco Nazionale del Gran Paradiso ». 


Il Socio Levi Giuseppe presenta in omaggio il suo studio sulla « Fisio- 
patologia della vecchiaia ». 
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L’ Accademico Segretario Parravano presenta le opere giunte in dono 
segnalando gli Atti del « Congres national d’Astronomie » tenutosi a Parigi 
dal 21 al 23 luglio 1932; « Problemi della Agricoltura italiana» a cura di 
G. Tassinari; « Dieci anni di attivith sindacale » (1922-1932) a cura della 
Confederazione nazionale fascista degli Agricoltori; gli Atti del « Ile Con- 
gresso internazionale del Carbone carburante » tenutosi a Milano dal 1 al 
5 ottobre 1932; eli Atti del « Convegno di Fisica nucleare » indetto dalla 


R. Accademia d'Italia (ottobre 1931), il vol. III della « Storia delle mate- 
matiche » del Socio G. Lorra. 


RELAZIONI DI COMMISSION] 


Il Socio CastELNuoyvo legge, anche a nome del Socio AMALpI, la rela- 
zione con la quale si propone la stampa della memoria del dr. G. Cimmino 
«Sui sistemi di infinite equazioni differenziali linear con infinite funzioni 
incognite ». 

L’Assemblea approva. 


PRESENTAZIONE DI NOTE E MEMORIE 


Presentano note per l’inserzione nei Rendiconti i Soci ABETTI, ARMEL- 
LINI, Berrt, Corstno, Lo Surpo, Perri, Rorta, Severt, SomMIGLIANA. 


Sinica SyiKk rome 
lesrqiaeen sith % ; 
tre toads 


bf iBul es 


— 1023 — 


OPERE PERVENUTE IN DONO ALL’ACCADEMIA 


presentate nella seduta del 2 giugno 1933 


Reale Accademia d’ltalia. — Conve: 
gno di fisica nucleare, ottobre 1931-1x 
(Fondazione Alessandro Volta. Atti dei 
convegni, I). Roma, 1932. 8°, pp. 1-172. 

Atti del VI Congresso Nazionale delle acque 
tenutosi a Cremona dal 29 maggio al 
§ giugno 1932. (Associazione idrotecnica 
italiana) Cremona, 1933. 4°, pp. 1-260 

Brown Roranp W. Fossil plantes from the 
Aspen Shale of South Western Wyo- 
ming. (From the « Proceedings of the 
United States National Museum ». Vol. 
82). Washington, 1933. 8°, pp. I-10. 

Confederazione Nazionale Fascista degli 
Agricoltori. — Dieci anni di attivita 
sindacale 1922-1932. Roma, 1933. 8°, 
pp- I-XVI, 1-434. 

IIl° Congrés international du carbone car- 
burant. — Milan (Touring Club Italiano) 
1-5 octobre 1932. Milano, 1933. 8°, 
PPE 35: 

Congrés National d’astronomie des 21-22- 
23 juillet 1932. (Comité national fran- 
cais d’ astronomie). Laval, 1932. 8°, pp. 
I-X, 1-203. 

CusHMAN R. A. — Descriptions of new 
Ichneumon-flies, with taxonomic notes. 
(From the « Proceedings of the United 
States National Museum ». Vol. 82). 
Washington, 1933. 8°, pp. 1-16. 

De Marcui L. — Controverses sur l’isostase. 
(Extr. de «Scientia». 1933, pp. 109-143). 
Milano, 1933. 8°. 

Duarte F. J. — Nouvelles tables logarith- 
miques a 36 décimales. Paris, Editeur 
Gauthier Villars, 1933. 8°, pp. I-xxvn, 
1-128. 

Fontana ZANcO Fanny e Casratpi Luici. 
— Bibliografia Zoologica sarda. (“Atti 


della societa fra i cultori delle scienze 
mediche e naturali in Cagliari”, Anno 
XXXV, n. 2). Cagliari, 1933. 8°, pp. 1- 
CXVII. 

FRIEDMANN Herpest. — A collection of birds 
from Great Namaqualand, Southwest 
Africa, (From the « Proceedinges of the 
United States National Museum». Vol. 82) 
Washington, 1933. 8°, pp. 1-12. 

Futvio Epmonpo. — II problema della di- 
visione della circonferenza in parti e- 
guali. Cagliari, 1933. 8°, pp. 1-5. 

Garpasso ANTONIO. — In memoria di A. 
Garbasso l|’Istituto naz. Fascista della 
Previdenza Sociale. (Estr. dalla « Rivista 
Le assicurazioni sociali»). sd. t. 8°, pp. 
I-14. 

GitmorrE CuarLtes W. — A new species of 
extinct turtle from the upper Pliocene 
of Idaho. (From the «Proceedings of 
the United States National Museum ». 
Vol. 82). Washington, 1933. 8°, pp. 1-3 

HoimBerG Arne. — Bibliographie de J. J. 
Berzelius publieé au nom de Il’ Académie 
Royale de Science de Suéde. Partie Iére. 
Stockholm, 1933. 8°, pp. I-XH, 1-152. 

Levi G., Pepere A., ViALE G. — Fisiopa- 
tologia della vecchiaia, Vol. I. Milano, 
1933. 8°, pp. I-xl, 1-374. 

Loria Gino. — Storia delle matematiche. 
Vol. III, Torino, Soc. Editr. Nazionale, 
1933. 8°, pp. 1-607. 

MarsHatt WitiiamM B, — New fresh-water 
Gastropod Molluscks of the genus Chi- 
lina of South America. (From the 
« Proceedinges of the United Stades Na- 
tional Museum ». Vol. 82), Washington, 
1933. 8°, pp. 1-6. 

Monret PauLt. — Legons sur les fonctions 
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univalentes ou multivalentes. Paris, Edi- 
teur Gauthier Villars, 1933. 8°, pp. I-IV, 
1-159. 

Perraroya Lupovico, — Il sistema atomico 
dell’ Universo. Teoria fisica. Fasc. 1. 
Portici, 1933. 8°, pp. 1-64. 


Picone Mauro. — L’Istituto ‘per le applica-’ 


zioni del calcolo del Consiglio Nazionale 
delle Ricerche. (Estr. dalla « Rassegna 
delle Poste, dei Telegrafi e dei Telefoni», 
1933, 0. 1, 2). Roma, 1933. 4°, pp. 1-13 

Roir Bruno. — The diurnal inequalities of 
horizontal force at Abisko and at So- 
dankyla (From « Terrestrial Magnetison 
and Atmospheric Electricity ». 1933, 
pp. 17-30). Stockholm, 1933. 8°. 

RUEDEMANN RUDOLF. — Camptostroma, a 
Lower Cambrian floating Hydrozoan. 
(From the « Proceedings of the United 
States National Museum». Vol. 82). 

~ Washington, 1933. 8°, pp. 1-8. 

Sacco Feprrico. — II glacialismo nelle Alpi 
Marittime Italiane (Ministero dei Lavori 
Pubblici. Servizio Idrografico). Roma, 
1932. 8°, pp. 1-41. 

Sacco FEDERICO. — Schema geologico del 
parco nazionale del Gran Paradiso e 
delle regioni adiacenti. (Estr. da «Il 
Parco nazionale’ del Gran Paradiso ». 
Vol. If). Torino, 1932. 4°, pp. 1-25. 

Satrr M. — Di alcuni Ortetteri raccolti in 
Somalia (Estr. del «Bollettino del La- 
boratorio di Zoologia generale ed agraria 
del R, Istituto superiore agrario di Por- 


tici ». Vol. XX VII, pp. 219-221). Spoleto, 
1933. 8° 
SiLvestTRI Fitippo. — Rapporto tra insetti di 


piante spontanee e piante coltivate. Lotta 
biologica contro piante dannose (Estr. 
da « Italia Agricola ». Anno 70, pp. 91- 
t19). Roma, 1933. 8°. 

TassINari Giuseppe. — Problemi della agri- 
coltura italiana. Roma, 1933, 8°, pp. 
1-162. 

VoLTrerrA Vitro. — Le calcul des variations, 
son éyolution et ses progrés, son role 
dans la physique mathématique. (Con- 
férences faites en 1931 a la Faculté des 
Sciences de Il’ Université Charles a Praha 
et a 1’ Universite Masaryk a Brno). 
Praha-Brno, 1932. 8°. pp. 1-54. 

Votro Luci. — Le stelle. (Discorso letto 
il 5 novembre 1930 nell’ Aula Magna 
della R. Universita di Torino per l’inau- 
gurazione dell’anno Accademico). To- 
rino, 1933. 8°, pp. I-31. 

Wortron A. C. — Two new nematodes, 
and notes on new findings of nematodes 
parasitic in amphibia. (From the « Pro- 
ceedings of the United States National 
Museum ». Vol. 82). Washington, 1933. 


Pye 


8°, pp. 1-5. 
Woop Horace E_mer. — A fossil Rhino- 
ceros (Diceratherium armatum 


Marsh) from Gallatin County, Montana. 
(From the « Proceedings of the United 
States National Museum». Vol. 82). 
Washington, 1933. 8°, pp. 1-4. 
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RENDICONTI 


DELLE SEDUTE 


DELLA REALE ACCADEMIA NAZIONALE 
PE LaaEN CBI 


Classe di Scienze fisiche, matematiche e naturali 


Fascicolo del 18 giugno 1933 (anno XI) 


MEMORIE E NOTE DI SOCI 


Astronomia. — Correnti stellari attorno a 13 AR + 52’ Decl. 
Nota“ del Corrisp. A. Bemporap. 


Accertato coll’ultima Nota in argomento®) che nel regime delle correnti 
stellari subentrano cambiamenti essenziali dopo 15" AR (deviazione della risul- 
tante di 95° e distribuzione quasi uniforme nei vari quadranti) occorreva pro- 
curarsi qualche conferma del fenomeno prima di procedere innanzi. Siamo 
passati quindi alla zona limitrofa + 52° e da questa abbiamo ottenuto, con 
materiale interamente diverso da quello gia adoperato, la piena conferma dei 
risultati esposti nella nostra prima nota (zona + 54° da 124 a 1324™). 

Sulle 8 lastre della zona + 52° da 1280™ a 13%24™ sono contenute I19 
stelle di AG Cambr. Mass. tra cui 17 qui sotto elencate presentano, dal con- 
fronto con Yale IV o con AG, un moto proprio dell’ ordine di 0.100 0 su- 
periore: il peso P risulta dal numero delle lastre contenenti la stella (al 
massimo 4) e dalla posizione pi o meno favorevole (peso 2 0 1) delle im- 
magini su ciascuna lastra. Si aggiungono altre 9 stelle i cui MP, pur non 
raggiungendo il suddetto importo, risultano in ottimo accordo con Yale. 


(1) Presentata nella seduta del 18 giugno 1933, 
(2) Correnti stellari attorno a 16h AR + 542 Decl. Questi « Rendiconti», vol. XVII, 


fasc, 11, p. 882. 


RENDICONTI. 1933, Vol. XVII 68 


et 


. z 
— 1026 — ‘A 
AG £ MP Catania MP Yale 
Cbr. Mass. 
Ne tho | ve) Wu | M7 [La Ss 
3971 — 0.077 | + 0.079 Asoo 2 — 0.070 | + 0''081 (1) 
O72 Nn 200A eas 346 2 “165 ve eos 
3996 — 20} — 19 28 4 _ 17 | — 21 
4021 = Vika beeie I 79 4 =r HEP ae 4 
4061 —- 3) — 102 102 5 — 65 | — 53 
4018 — 81 —- 6 81 5 = — (2) 
4019 oe as we 56 59 5 ee = 
4076 _ 135 32 139 4 — 126 | + Bt 
4077 er Sv 21 119 4 = [= 2 (3) 
4089 ca ee Re (itenr 20 313 4 seems 0 to 5 5 (4) 
4092 oe 2454 175 301 4 = 245 | — 192 
4099 — 80 | — 14 81 4 _- 100 | — 11 (5) 
4133 see CG Pe tea taaalti Vi 449 4 —  367|/— 174(6) 
4138 — 85 Pe I 85 4 = La i ce 7 
4142 — 29 | — 3 29 A — 22 | — 2 
ALSOP i 52 4a 41 66 5 = ie ee © 
4213 — 43 — 29) 48 2) — 45 | — 21 
4215 = [2a 23 76 4 = 75j\ = eeeees 
4229 + Te — 21 24 3 + 17 | — 24 
4244) + Nive: go 125 5 + 107} — 106 
4249 aoe 420) = 3 42 . = a) 
4256 oo 120 ao 16 121 3 = 99 | — 18 
4257 = 113 ria 21 115 3 — 84) + 48 
4315 “= LO 8 41 4 — 47 | — Gy 
433 Seah See 9 99 4 = 3) ea 
TRNE ON Tce By Sete 23 41 4 _ 32 | “F a5) 


(1) Cbr. Mass. — 0’".1 


(2) Ni 2083 
questa stella e per 
(3) Cbr. Mass. — 0/’.107, 
(4) Boss. 3261 — 0/7.275 + o!.015. 
(5) Cbr. Mass. — 0//.0 


(6) 


=, of” 


la seguente non risulta 


31 + o!.068. 
6 


— Il common PM accennato in Barnard (General Catalogue) per 


fo 
Ci 18 1618 — 0’’.430 — 0/’,187. 
(7) Doppia stretta, che pero nel CA non si distingue all’aspetto dalle stelle semplici. I] MP é 
stato dedotto dal confronto di tre lastre con AG Cbr., previa riduzione di questa al sistema di Yale. 
8) Grb. 2018 — 0/”.018 — 0!’.012. 

(9) Grb. 2027 —o’’.040 + 0/.015. 


confermato. I relativi MP sono dedotti dal cfr. con AG 


Eccettuate due o tre stelle (3972, 4061, 4331) per tutte le altre l’ac- 
cordo fra Catania e Yale puo considerarsi come ottimo. Le lacune per 4018, 
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4019, 4249 dipendono dalla impossibilita di separare collo strumento di Yale 
coppie piuttosto strette. 

Estendendo la ricerca a tutte le stelle, fra le dette 1 19, con MP = 0’.040, 
incluse le precedenti, e distribuendo in gruppi i valori di pe di « (angolo 
d’orientamento contato da S verso W) si ottengono i risultati seguenti : 


AG AG AG 
Cbr. Mass. u od Cbr. Mass. u om Cbr. Mass. U. ea 
N° N° Ne 
4002 0’’.090 | 344°0 4233 Oy Sil | Paty s AO] 0mm |Ona 13028323 
4061 LOD eas G28 . 4159 66 | 218.3 4223 61 | 288.1 
4097 Slee OLO 3971 Dist e227. 4281 48 | 290.7 
4047 69 | 4 4282 84 | 233-7 4133 449 | 293.2 
4040 76 14.4 4332 AN DRS 66) 4261 88 | 294.2 
4006 64 15.3 3974 52m 236.0 4213 Aon |e2O7er 
4019 59 16.9 4272 62 | 2381 4004 84 | 297.8 
4113 81 73 4234 go | 240.1 4121 45 | 304.0 
4152 |) 3OSn5 
4253 4I 43.0 4135 64 | 249.9 4092 301 | 305-5 
4244 125 44.0 4215 WO I) Ayes 
3987 48 46.7 4196 95 | 253-5 3998 74 | 305.6 
4155 85 50.7 4189 Sal 25760 3970 89 | 310.0 
4204 25 50.9 4257 ITS | 259-7 3996 27a pio) 
4162 37 57-6 4077 119 | 259.8 4154 PPh BuGdS 
3972 346 59:6 4018 81 | 265.8 4104 88 | 318.7 
4290 124 | 65.3 4249 42 | 265.9 4237 65 | 319.4 
4089 213 )| 266.3 4108 AY | 327.9 
4205 30 76.4 4288 91 | 266.9 4201 46 | 330.1 
4029 56 Wien 4138 85° | 269.3 4011 70 | 332.7 
4280 63 83.7 
4194 42 87.3 4021 79 | 269.3 
4101 79 87.8 4218 86 | 274.0 
4331 DON 2722 
4175 48 | 122.4 4142 29) 275-4 
4245 44 | 129.5 4256 2 e270 
4064 SI | 133-4 4099 81 | 279-9 
3981 43 | 180.0 4279 57 | 280.1 
4344 41 | 180.0 4315 Aye || aXSsio’y 
4275 047 | 209.3 4119 6 |), Desens 
4286 TAT Spe OOr3 4090 94 | 281.7 
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I valori scritti in corsivo sono rimasti esclusi dall’aggruppamento in 
medie, perché troppo distaccati in « Raccogliendo in medie i rimanenti va- 
lori di we di a, si ottengono i risultati seguenti riprodotti nella fig. t. 
L’ultima colonna contiene la divergenza massima tra le direzioni dei MP 


raccolti in medie. 


‘ 
2 


MP Direzione 
Corrente oe medio media 

Yo a, 
a 8 0'".074 6°r 
b 8 108 5202 
C 5 54 82.6 
d 10 78 226.2 
e II 103 260.6 
rh 10 f 277-6 
g 10 133 295-9 
h 9 69 319.3 


In perfetto accordo colla prima Nota in argomento “) mancano anche 
qui completamente correnti apprezzabili nel secondo quadrante e si ha un 
massimo di frequenza nel quarto. La media pesata delle componenti di questi 


(1) Questi « Rendiconti», vol. XVII, fasc. 7, p. 497. 
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MP medi fornisce per la velocita risultante e per la relativa direzione i se- 
guenti valori accanto ai quali riportiamo quelli ottenuti nella nota precedente 
per le 8 lastre contigue della zona -- i 32s 


Decl. Stelle n° Velocita risultante Direzione risultante 
++ 52° 71 0’ .046 296°8 
Se 54 0''.057 305.0 


Si notera P accordo ottimo fra i due valori della direzione dell’ apice, 
mentre non puo pretendersi un accordo ugualmente soddisfacente fra i valori 
della velocita risultante, perché avendo qui considerato un maggior numero 
di stelle, si ha anche un maggior numero di correnti, 8 in luogo di 5, che 
tendono a farsi equilibrio, senza dire che basta talvolta un solo valore ecce- 
zionale di w per alterare considerevolmente la media ©), 


La frequenza dei MP per ordine di grandezza e per le varie direzioni 
risulta dalla seguente tabella e dalle figure (2) e (3). 


(1) Cfr. ad es. il MP medio della corrente g che da 0,’’133 si abbasserebbe a 0’’.098 » 


qualora si escludesse la stella n. 4133. 
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i nee ee 
FREQUENZA DEI MOTI PROPRI 


Per grandezza Per direzione 
MP Stelle n. || Da S per W | Stelle n°] Da S per W_ | Stelle n° 
Be ee eee 
Oi = OmO2 21 O°) =5n20% 9 180° - 200° I 
0 .02 - 0 .04 25 20 = 40 4 200 — 220 7 
O .04 - O .06 24 40 - 60 9 220 - 240 5 
© 06 — © .08 18 60 — 80 2 240 — 260 10 
© .08 - O .10 16 80 - 100 9 260 — 280 12 
OM LOOM. 12 5 100 - 120 3 280 - 300 16 
O .12 - 0 .I4 5 120 — 140 4 300 - 320 It 
© .14 - O .16 I 140 - 160 3 320 — 340 6 
-- — 160 —- 180 I 340 - 360 7 
© .30 — O .40 3 
See : Somma eA 44 75 


La curva di frequenza della grandezza dei MP (fig. 2), meno acumi- 
nata di quella ottenuta nella prima nota, presenta il massimo in leggero an- 
ticipo (0”.o10) e il flesso in ritardo (0”.025) fenomeni certamente connessi 
colla maggiore grandezza media (0’’.089 contro 0’’.079) dei MP delle varie 
correnti e quindi colla parallasse media delle stelle in questione. 


a 60° 420° 480° U0? 300° 360° 
Pigs 3. 


La curva di frequenza delle direzioni (fig. 3) risulta del tutto somigliante 
a quella della prima nota, come puo giudicarsi dai seguenti elementi, lul- 
timo dei quali si riferisce al rapporto fra i numeri di MP diretti nel 3° e 
4° quadrante e di quelli compresi nei primi due. 
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Zona + 54° Zona ++ 52° 
Massimo assoluto di frequenza 245° 290° 
Minimo » » » 195 190 
Minimo secondario » » 105 110 
Massimo» » » 75() 90 
Rapporto di frequenza 1.55 1.59 


Lievissime divergenze tra le figure e le tabelle, dipendenti da errori di 
graficismo, non alterano menomamente le conclusioni precedenti basate, com’é 
OVVi0, sui dati numerici. 


Fisica (Fisica matematica). — Sulle deformazioni delle piastre 
elastiche. Nota VII del Socio E. ALMANSI. 


1. Nella Nota IV si é veduto che dato un sistema di sollecitazioni 
fz, mx, my, la decomposizione di esso in due sistemi, il primo dei quali 
corrisponda ad una deformazione (B), il secondo verifichi le condizioni (K.), 
porta a determinare nell’area o una funzione biarmonica U (x,y) che sul 
contorno soddisfi le condizioni 


oo @ % 
(1) ea aa a 5 = say HOH 1)AU. Cos ke 


ove E; ed Ex sono quantita dipendenti dalle sollecitazioni date. Vogliamo 
qui far vedere che la deformazione (B) (assunta poi come deformazione 
principale, Nota V) esiste ed & unica. 


2. A tal fine consideriamo l’integrale 
sleet ae CE d AU \2 
(2) K = || (2u¥—1) apne? te 3y do, 


dove U rappresenta una funzione regolare di x ed y nell’area o. 

Diamo ad U un incremento 8U =e-V, ¢ denotando una costante 
infinitesima, V una funzione regolare dix ed y; e calcoliamo V’incremento 
dK di K. Troveremo 


sk = 2eK’, 


ove 


(3) ae) 


(1) Presentata nella seduta del 2 giugno 1933. 


ae any aAU  aAV | 


+2 3y com (do. 


(2 —1) 
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Trasformiamo K’. Mediante integrazioni per parte avremo: 


(4) ee Bae 
dove: : 
d? AU 
() ENC Wise p ate cody See 3y2 
aAU a AU 
(6) ¢ = 21) pe dee Abra oct 
Si ha pol: 


ee Hee Ves tae Vds; 


quindi, sostituendo nella (4): 
oe eV op 
(7) K =— [ap Vdo— fp Saas + [vars fgavas. 


3. Per l’uso che dobbiamo fare di queste formule conviene esaminare 
il caso che la funzione p sia armonica. Poniamo 


op’ 
pis ox.” 
con p’ pure armonica. Si ha 
op dap’ 2 ap" 
on. On) =OOxté<‘t;:éiS*SC*S oy ? 
are ae op’ oaV 
ds By i he ae 


A) , 
onde la (7), facendo Ap =0,p = <I » tenendo conto dell’ultima formula, 
e raccogliendo nel 2° membro i tre integrali in un solo, diverra: 


Be yep d eV) ee toe 
_ a saint =i +a AV (as. 


Ma 
ws op’ aV op’ aV 


Ox on oy os 


2: eee, oV op’ / aV oV 
aa (= a+ 8) 42 ay (> Y ibaa \= 


— 1033 — 
alse Lap! ap’ .\ av ap’ ap’ .\ aV 
e ay ae tet ae el 
Spi Ph ee ce 8 
a on. ax | as oy 
Quindi: 
Pe ieee ak op’ oV | 
K = || eee 
Ora poniamo 
: oa A) Ve 2 
Dane edie 
p” essendo un/’altra funzione armonica. Sara 
op’ A) op’’ p) op’” 
on on sOOX ee Oy? 


€ percio 


a op’ oV a op” oV 
ol Gee ee 


da cui, mediante integrazioni per parti, si ha: 


4. L’integrale K, dato dalla formula (2) si ottiene, formalmente, dal- 
Vintegrale K’, dato dalla (3), facendo V =U. Potremo quindi eseguire 
sullintegrale K trasiormazioni analoghe a quelle eseguite sull’integrale K’. 

Supponiamo che la funzione U sia biarmonica 

La formula (5), che possiamo scrivere 


_. (#AU | 2 AU\ 2 AU 


92 x2? 
diverra 
0? AU 
p nae Ox? Es 

La funzione p € pertanto armonica. Ora poniamo p” = —AU, 

oh 92 p" op’ 
p= - Anche p’ e p’” saranno armoniche. Inoltre p = ee wen 
entre owe armoniche p,p’,p’’ sono dunque legate, come nel § prec., 

’ A) , Z) ay 

dalle relazioni p = a p= a= - E per conseguenza potremo dare al- 


lintegrale K un’espressione analoga all’espressione (8) di K’ sostituendo nel 
secondo membro V con U. Onde avremo: 


op’ 2 2 ot Op» 0. a8 
(9) Kk=[|—4 mare — ‘= By +qAU(ds. 


ox Ox os 


Riprendiamo ora le formule (1), nelle quali, come in quest’ultima, la U. 


€ una funzione biarmonica. Supponiamo nulle le sollecitazioni, quindi 
Es = En = 0. Vogliamo dimostrare che la deformazione (B) (§ 1) é nulla. 
Dalle formule (1), facendo E; = Ex = 0, avremo: 


a oU o oU 
(10) = vitae US ? Ben Syed ee ee 
: a oU eo ol ee 
Sostituendo nella (9) a Ge oe aaa a le loro espressioni 


date da queste ultime formule e dalla (6), e ponendo AU a fattor comune, 
avremo: 


op” op’ 0 AU 
k= [JF op pat u—y a -at 
+ 2y—5> p( AUds, 


ovvero, raccogliendo i termini che contengono il fattore 24—1, e oN Vee 


«J 


Oo re) 
@u—1) 5 ("+ AU) +2 + 2 (y+ AU). pl AUds. 


Ma p” = — AU, quindi K = 0; e per la formula (2) 
dAU \ dAU \? 
fjon—o(222Y +f aa 


: ee I : 
Ora i coefficienti 2u—1 e 2u, essendo bare A compreso fra 


— I € —, sono positivi. Dunque la funzione sotto il segno d’integrazione 


2AU _. aAU _ 


dovra esser nulla. Sara percid, in tutta Varea OF oo 
x ) 


O, 


ossia 


(rr) AU = cr=cost; 


Ls ey 


oe 


Ss NOES 


e) aU 
; é é : Seer 
L’equazione - = 0, che possiamo scrivere A eg Oy Ch dice 


che la funzione 


ez \cer dalla: (x 1); 


€ armonica. Si ha poi sul contorno, dalla prima delle 


da o0U ox 
a en a 
e integrando: 
aU , v 
(12) Gan a 2X He (c#S= cost): 


} 
Per essere — e 2ucx +c’ armoniche, questa formula varrd in tutta 
Ox ‘ 


ites von 

Ricordiamo ora le formule (16) e (11) della Nota IV, mediante le 
quali dalla funzione U si passa alla funzione W, da cui dipende la defor- 
mazione (B) (Nota II): 


= eU | ow 


ox 


Per Ja prima di esse, ¢ la’ (12) di questa Nota, sara W’ = 2pcx + 0’; 
ow : 
per ja-secondae la (11) # = pe, per la terza —— = [LC. Da quest’ultima 
x 


si deduce w = wcx + f(y), ove la f(y) dovra essere armonica come la w 
e la wcex, quindi lineare. La W’ e la w sono dunque funzioni lineari. Sara 
percio lineare anche la funzione W = W’ —w; nel qual caso, come sap- 
piamo (IL5), la corrispondente deformazione (B) ¢€ nulla: cio che volevamo 
dimostrare. 

Ne consegue che, date le sollecitazioni f; , mx, my, la def. (B) (dovuta 
al primo dei due sistemi di sollecitazioni in cui viene decomposto il sistema 
dato), se esiste, & unica 


5. Per dimostrare l’esistenza della def. (B), ammetteremo l’esistenza di 
una funzione U, regolare in o, che verifica sul contorno le condizioni (1), 
e rende minimo l’integrale K. 

Dovra essere allora SK =o per ogni variazione infinitesima 8 U della 
funzione U, compatibile colle condizioni (1). 

Posto 85U=e-V (con « costante, V funzione regolare di x ed y), 
la V sul contorno dovra verificare le condizioni che si ottengono differen- 
ziando col simbolo 8 le (1); ossia, tolto il fattore e: 


a av d ov 
Cy fe = 2 AV, A soap Sen? coe) ae 
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Si € poi veduto che 8K = 2e- K’. Dovra quindi essere K’ = 0 per 
ogni V regolare in o che verifica sul contorno le condizioni (13); ed espri- 
mendo K’ colla formula (7): 


oV op 
(14) — [Ap - Vado — [p= a + | Bva + [9AVds =o, 


la p e la g essendo date dalle formule (5) e (6). 

Assumiamo come funzione V una funzione che sul contorno si annulla 
insieme alle sue derivate prime e seconde. Le condizioni (13) saranno ve- 
rificate; e la formula (14) diverra: 


[ar- Vado =o. 


oO 


Supponiamo poi che in o la V abbia ovunque lo stesso segno di Ap. 
Per l’equazione precedente dovra essere in cAp = 0, ossia la funzione p 
dovra essere armonica. 

Introdotte allora due nuove funzioni armoniche p’,p”, legate alla p 
dalle relazioni 


op’ op’ 
(15) a, ? P =’, 


Ox 


varra la formula (8); dovra quindi essere: 


bcc OP" Oe On, ep Biv aN" 
/ a. oe, 


/ oy os ox Ox co AE 


Ss 


per qualunque V regolare, che verifica sul contorno le condizioni (13 
Tenendo conto di queste formule, l’equazione precedente diverra: 


| 


s 


op” op" 
+~—.2 2u—I)- =0. 
sy HB + 5 Guta tg AVds =o 

Questa condizione dovra essere verificata per qualunque funzione AV 
di s, potendosi sempre, assegnata ad arbitrio AV sul contorno s di o, sod- 
disfare le condizioni (13). Si dovra quindi avere sul contorno: 


op" 
"aye ee ay (24—1)*a+q=0; 


€ sostituendo a q la sua espressione (6): 


Op!’ On”’ oAU 
Feb + S-Op— at uae. 


a 


a 


o 


Ovvero: 


ae MO 


(16) @u—NS ("+ AU)-a +24 = (p" + AU) B=, 


Essendo p'’ armonica, si avra identicamente: 


Ma per le 


Gee 


ox? 
” 


=p; quindi: 


= ee 


a ae 0? p”” eS 
Bye Tokay it 
= tee Os, 


€ sostituendo a p la sua espressione (5): 


(2u—1) so (0" +AU) +20 


Poniamo 


(17) 


p oe AU 


Mr 


= 0. 


=i. 


Avremo in o, per |’equazione precedente, 


(18) 


e sul contorno, 


(19) 
Ora 


oO 


Cy) 


@? 


per la (16): 


oh 
Cyp—i)a--a42 


! 


rere 


=| 


o+ 


ah 
oy B=o. 


aes 


oh 


dat [eu nae et Heme 


Per le formule (18) e (19) il 2? membro é nullo; quindi anche il 1°. 


Tatne oD ie k oh oh 
Essendo positivi i coeficienti 2u—1 e 2y, dovra essere Tee AOE ai On 
quindi / costante, in tutta l’area o. 
2 ie 


Derivando la 


avremo : 


a2AU 
ale cea 


(17) rispetto ad x due volte, e ricordando che ae =e 


ds. 
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e sostituendo a p la sua espressione data dalla (5): 


a? AU o? AU o? AU 
Uo) seat Eon ee 


ossia 


6? AU 2? AU 
Greet ei 


e togliendo il fattore 2p: 


27 AU o? AU 
haere gp ee 


S gy = AAU =o. 


Una funzione U, regolare in 6, che verifica sul contorno le condi- 
zioni (1), e rende minimo l’integrale K - funzione di cui abbiamo ammesso 
Pesistenza - ¢ dunque biarmonica; vale a dire: esistono funzioni biarmo- 
niche U, regolari in o, che verificano sul contorno le condizioni (1); e per 
conseguenza esiste la deformazione (B). Le funzioni U, a causa della arbi- 
trarieta delle costanti c,c’ (§ 4) sono infinite; ma la corrispondente defor- 


\ 


mazione (B), come si é veduto (ib.) & unica. 


Geologia. — Suill’eta del calcare bianco della Montagna del 
Casale presso Palermo. Nota “ del Corrisp. P. Vinassa DE Reeny. 


La Montagna del Casale é celebre pei suoi fossili contenuti a migliaia 
in alcuni spuntoni e pareti, che sporgono da una copertura di scisti, argille 
€ arenarie con tipico aspetto di Flysch. 

I fossili, magistralmente descritti dal principe dei geologi e paleonto- 
logi siciliani G. G. Gemmellaro, vennero da questi riferiti al Lias inferiore, 
e come tali sono rimasti sempre nella letteratura, caposaldo pacifico e indi- 
ScussO, a CUl 1 Successivi ricercatori si sono sempre riferiti nello studio di 
faune analoghe: cito ad esempio il Fucini nella sua Memoria sulla fauna del 
M. Rotondo presso Pisa. 

Nel 1909, in occasione del Congresso della Societa Geologica italiana, 
tenuto a Palermo sotto la presidenza del prof. Di-Stefano, ebbi occasione di 
visitare i giacimenti del Casale. 

Il Di-Stefano, appunto a provare l’errore di cui erano incorsi taluni 
geotettonici circa supposti carreggiamenti, pote chiaramente mostrare come 
le arenarie, le argille ecc. a tipo di Flysch fossero terziarie e trasgressive 
attorno agli spuntoni calcarei mesozoici, e quindi come fosse erroneo par- 
lare di un Secondario carreggiato sul Terziario. 


(1) Presentata nella seduta del 18 giugno 1933. 
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Essendo allora andato, per mio conto, verso la contrada Pirrello potei 
pero, con meraviglia, constatare come qui precisamente il tipo di Flysch, di 
apparenza terziaria, andasse nettamente e decisamente sotto ai calcari_ meso- 
zOici, prospettandomi cosi un problema, che appariva a prima vista di ben 
difficile soluzione. Questa pero mi si paleso facilissima quando, facendo ri- 
cerche in questa roccia, che sembrava cos\ uguale a quella terziaria circo- 
stante, ebbi la ventura di trovare subito una bella impronta di Trachyceras. 

Dato il momento e i miei devoti ed amichevoli rapporti col Di-Stefano, 
quando fui raggiunto dagli altri congressisti, non feci parola della cosa, ma 
a mezzo dell’amico carissimo Mariano Gemmellaro feci avere al Presidente 
il pezzo, dird cosi, rivoluzionario. 

E inutile che parli del seguito della cosa, che non ha interesse: quanto 
ho scritto non ha altro valore che quello di spiegare I’ inciso contenuto nella 
relazione del prof. Merciai“: « Nella regione Pirrello appare, sotto il Lias 
inferiore, una formazione di marne ed argille, con arenarie e strati calcarei 
a cefalopodi certamente triassica (Gemmellaro, Di-Stefano). Essa é litologi- 
camente identica al prossimo Flysch eocenico e miocenico ». 

Come si vede, sarebbe stato pit regolare mettere tra parentesi (Vinassa, 
Gemmellaro M., Di-Stefano). 

Dopo questa breve notizia, non si parlo pit della scoperta, alla quale, 
a mio parere, si sarebbe forse dovuto dare una maggiore importanza; née, 
per quanto mi risulta, furono poi fatti studi e ricerche sulla localiti da parte 
dei geologi palermitani. Per mio conto ero allora a Catania, e non era il 
caso che mi occupassi di una questione che non rientrava nella mia perti- 
nenza. : 

Per quanto ne potei giudicare durante la breve visita, constatai che gli 
strati arenaceo-argillosi di Pirrello sottostavano regolarmente alla massa dei 
calcari bianchi, ritenuti eoliassici. Cid che faceva supporre una strana lacuna 
melen| f12, 

Accantonai, diro cosi, queste constatazioni, che accrescevano i dubbi che 
gia, da anni, mi erano sorti, quando al museo di Pisa assistevo allo snoc- 
ciolamento dei fossili del Casale e del M. Pisano, la cui somiglianza con quelli 
di Esino mi aveva fortemente colpito ®). 

Finalmente Jo studio della analoga fauna del M. Pisano, che ogei, sia 
per ragioni stratigrafiche sia per ragioni paleontologiche, ho potuto decisa- 
mente far passare al Trias, mi ha fatto riprendere in esame anche la que- 
stione del Casale. Per questo nelle mie Note ho sempre escluso, dat confronto 
colla fauna del M. Pisano, la fauna del Casale. Ma abbastanza chiaramente 
ho fatto intendere come ritenessi triassica anche la fauna siciliana. 


(1) Merctat G., Escursione alla Montagna della Ficuzza. « Boll. Soc. Geol. Ital. », 1919, 
p- CLXVII. 
(2) Sull’eta dei calcari bianchi marmorei del M. Pisano. Questi « Rendiconti», XVII, 


Gly Gy fs BHM 


1? 


— 1040 — 


Per cortesia del collega prof. Fabiani ho potuto avere alcuni esemplari 
di Cefalopodi del Casale, e in modo particolare due esemplari di quel Phyl- 
loceras cylindricum citato da tutti gli autori che si sono occupati del giaci- 
mento, e che deve considerarsi il fossile caratteristico del Lias inferiore. 

Posso oggi render conto dello studio di questa specie, alla quale per il 
momento mi limito. 


Fig. 1. — Procladiscites cfr. Fucinii Vinas. Fig. 2 Phylloceras cylindricum Sow. sp. 
(M. d. Casale). (Bellolampo) 


AE Won 


Fig. 3. — Lobi di Procladiscites cfr. Fucinii Vinas. 
a 14 mm. di altezza di giro, 


Come risulta dalla figura 1, che rappresenta un esemplare di 19 mil- 
limetri di diametro, e pit. ancora come risulta dall’ingrandimento dei lobi 
della figura 3, rilevati da un esemplare maggiore, ogni riferimento non solo 
al cylindricum ma anche al genere Phylloceras & escluso. 

Quei lobi sono caratteristici dei Procladiscites triassici: ed anzi il crederei 
di dover riferire questo cosidetto Phylloceras cylindricum del Casale al Procla- 
discites Fucinit Vinas. del M. Pisano. Il quale, come ho dimostrato nella mia 
Nota“), venne appunto erroneamente considerato come un Ph. cylindricum. 

Posso gia avvertire anche come taluni ritenuti Arietites del Casale, ana- 
logamente a quelli pur ritenuti tali del M. Pisano, delle Apuane, dal Senese, 
sono dei Tyropiceltites triassici. 

Ritengo quindi che il giacimento del Casale sia da togliere dal Lias 
inferiore e da ascrivere invece al Trias, e con tutta probabilitd all’orizzonte 


(1) I fossili e Veti del calcare marmoreo del M. Rotondo. «Boll. Soc. Geol. Ital. »; 
1933, I, p. 187. 


po 
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di Esino, analogamente a quello che & accaduto ora pei calcari_ marmorei 
della Toscana e delle Apuane. 


Invece un esemplare di Bellolampo, pure favoritomi dal prof. Fabiani, 
sembra essere un vero Phylloceras cylindricum, come risulta dalla figura 2, 
nella quale ho rappresentato un esemplare della stessa dimensione di quello 
del Casale, e che mostra lobi ben diversi e tipicamente di Phylloceras. Un 
confronto tra le due figure, rappresentanti due esemplari alle stesse dimen- 
sioni, prova senza spender parole la diversita della specie. 

I due giacimenti di Bellolampo e del Casale, sinora ritenuti coevi, sem- 
brano dunque appartenere a due diversi orizzonti: liassico il primo, triassico 
il secondo. 

Le condizioni di giacitura confermano questa opinione. A Bellolampo 
si tratta di Lias inferiore, che sottosta regolarmente ai giacimenti di Lias 
medio e superiore. Al Casale si tratta di Trias, che sta regolarmente sopra 
ai giacimenti, forse anisici, con Trachyceras. 


Biologia. — L’azione ionizzante delle poltiglie fresche di tessuti 
vegelali e le radiazioni mitogenetiche. Nota del Corrisp. L. Petri ©, 


Ho gia riferito in precedenti Note) che le poltiglie di tessuti vegetali, 
specialmente di quelli embrionali, immediatamente dopo la loro preparazione 
e per breve tempo, determinano una lieve ionizzazione dell’aria entro la ca- 
mera d’ionizzazione di un microelettroscopio molto sensibileG). Ho ammesso 
sino dal 1922 che tale ionizzazione avvenisse in relazione all’attiviti enzi- 
matica dei tessuti vegetali ridotti in poltiglia, giaccht l’azione del calore 
(100° C.) distrugge il potere ionizzante. Ho ammesso inoltre che questa 
proprieta oltre che all’azione stessa degli enzimi provenisse anche da pro- 
cessi di ossidazione che gli stessi enzimi subiscono a contatto dell’ossigeno 
dell’aria. Riesaminando oggi i risultati di quelle mie esperienze non posso 
non riconoscere che essi si ricollegano direttamente alle nozioni odierne sulle 


(1) Presentata nella seduta del 2 giugno 1933. 

(2) L. Perri, Azione ionizzante devli enzimi « Rend. R. Acc. Lincei», Cl. Fis. Mat. e 
Nat., vol. XXXI, 19223; Ip., Esiste una bioradioattivita? « Riv. di Biol.», vol. IV, 1922, 
p. 457; Ip., Sopra le radiazioni mitogenetiche del Gurwitsch., «Rend. R. Acc. Lincei», Cl, 
Semis. Matsrel Nat. sero") vol VIL 1928; 

(3) Un risultato negativo hanno avuto le esperienze eseguite a questo riguardo dal 
Dr. A. Vaccari (« Arch. di Fisiologia», Vol. XXX, 1932). Come ho avuto occasione di 
far osservare nelle Note sopracitate, gli elettroscopi che si trovano in commercio non pos- 
siedono i requisiti necessari per simili ricerche. Occorre che l’apparecchio da usarsi possa 
permettere di svelare e di misurare la radioattivita del potassio, 


RENDICONTI. 1933, Vol. XVII. 69 
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radiazioni mitogenetiche, intese queste come una manifestazione di una che- 
moluminescenza, cio una emissione di radiazioni di breve lunghezza d’onda 
e di minima intensita (circa 2000 quanta per cm. e per sec.) durante pro- 
cessi di ossidazione o di scissione molecolare per un’azione fermentativa 
(proteolisi, glicolisi e probabilmente altri processi enzimatici idrolitici)™. 

I risultati negativi di alcuni sperimentatori che hanno adoperato il me- 
todo fotoelettrico (Schneiber e Friedrich, Vaccari, Seyfert) per porre in evi- 
denza le radiazioni mitogenetiche, non possono far rigettare senz’altro questo 
metodo che al contrario, offre le maggiori speranze di fornire un mezzo 
sicuro, del tutto obbiettivo, per rivelare e studiare tali radiazioni in molti 
processi dell’attivita vitale degli organismi. E col metodo fotoelettrico che 
ho potuto eseguire recentemente diverse determinazioni comparative sull’e- 
missione di radiazioni mitogenetiche da poltiglie di tessuti vegetali o da 
organi vegetali posti in condizione di subire processi ossidativi. 

E noto che in seguito a ferite, tutti i tessuti vegetali, che vengono 
posti a contatto dell’ ossigeno atmosferico subiscono rapidamente un’ossida- 
zione e che sono i prodotti di questo processo chimico che si diffondono 
verso il tessuto sano ad agire come stimolanti la reazione di questo con la 
formazione di fellogeno%). In molti casi intervengono in tale processo os- 
sidativo delle ossidasi e perossidasi per cui luccisione col calore del tessuto 
porta a una notevolmente minore intensita con cui l’ossidazione si compie. 

Nella seguente tabella sono indicati i risultati ottenuti in alcune espe- 
rienze eseguite con tuberi di patata e con la loro poltiglia. Questi risultati 
presentano un parallelismo con quelli che si ottengono con lo stesso mate- 
tiale usato come agente di ionizzazione. Risultati analoghi ho pure ottenuto 
con carta da filtro imbevuta di una soluzione di acido pirogallico su cui ve- 
niva fatta cadere lentamente una soluzione di potassa caustica. 


(1) I processi di autolisi naturalmente devono esser compresi fra quelli capaci di pre- 
sentare una chemoluminescenza dovuta a reazioni chimiche diverse, ma principalmente a 
processi di ossidazione e a processi fermentativi idrolitici. Non vi é alcuna ragione per 
designare con un nome diverso simili radiazioni che sono della stessa natura di quelle 
mitogenetiche e che Lepeschkin crede di chiamare raggi necrobiotici (in « Ber. d. Deutsch. 
Bot. Ges.», Bd. 50, 1932, p. 367). 

(2) Circa il metodo da me usato se ne veda la descrizione particolareggiata in « Pro- 
toplasma », Bd. XVIII, 1933, n.° di giugno in corso di stampa. 

(3) Cfr. Perri L., Esperienze sulla formazione del sughero delle ferite, « Boll. R. Sta- 
zione Pat. Veg.», anno IX, 1929. 


=) or, = P ~ 7 = : -* SF tts 


Velocita di scarica del microfotoelettroscopio 
misurata in divisioni della scala del micromeiro oculare in un’ora. 


Tuberi tagliati(r) Tuberi cotti tagliati di oes Scarica spontanea 
div. 0.89 div. 0.60 div. 0.80 div. 0.55 
» 0.85 » 0.58 » 0 82 Ong 
» 0.86 YY Oni » 0.80 » 0.56 
» 0.86 » 0.56 » 0.81 » 0.56 
» 0.88 S- O57 » 0.85 » 0.55 
» 0.84 » 0.56 » 0.83 » 0.54 
» 0.87 » 0.59 >» 0.81 » 0.55 
DE OLOS » 0.55 » 0.82 » 0.53 
» 0.86 » 0.57 » 0.80 0555 


(1) La superficie del taglio era di cm.2 36. 


Come puo rilevarsi da questi risultati, la emissione di radiazioni mito- 
genetiche cessa del tutto nei tuberi cotti ed in questi anche il processo di 
ossidazione € estremamente ridotto, mentre é attivissimo nei tuberi vivi per 
la presenza di enzimi ossidanti. 


MEMORIE E NOTE PRESENTATE DA SOCI 


Matematica. — Su una disuguaglianza di Jensen®, Nota di 
A. Det Curaro, presentata® dal Corrisp. L. Tone tt. 


In una Memoria Sur les fonctions convexes et les inegalités entre les va- 
leurs moyennes il Jensen 3) ha dimostrato che: 

«se p(x) e f(x) sono delle funzioni limitate e integrabili (secondo 
Riemann) nell’intervallo (a,b) e p(x) & costantemente positiva; se Y (y) 
é una funzione continua e convessa “) nell’ intervallo (u,v), essendo wu e 
v i limiti inferiore e superiore della funzione f(x) nell’ intervallo (a, 6), 
si ha 


fPr@sfear\ [pe ¥UG@) ax 


I We = r dk, 
©) [ e@)ax [° p(x) dx 


a 


Il Polya‘) ha mostrato poi che «se p(x) & una funzione essenzial- 
mente positiva e continua per a= x =), se f(x) econtinuaedu< f(x)<v 
per a=x—=b,ese V(y) & una funzione avente la derivata seconda ¥” (y) 
sempre positiva, il segno di uguaglianza nella (1) vale allora e allora sol- 
EAtitowse eat {X) == (00st. 

Nella presente Nota, seguendo un procedimento completamente diverso 
da quelli del Jensen e del Pdlya, daremo una estensione ai risultati prece- 
denti, dimostrando il seguente teorema: 

Sia p(x) una funzione integrabile (nel senso del Lebesgue) nell’intervallo 
(a,b) ed iwi quasi dappertutto maggiore di zero; sia f(x) una funzione quasi 


(1) Lavoro eseguito nel Seminario Matematico della R. Scuola Normale Superiore 
di Pisa. 

(2) Nella seduta del 2 giugno 1933. 

(3) J. L. W. V. JENsEN, Sur les fonctions convexes etc., « Acta Math.», to. 30, 1906, 
Pp: 175-193. 

(4) Il Jensen, loc. cit. (3), n. 1, definisce le funzioni conyesse nella maniera se- 
guente: Si dice che una funzione W(x), reale, finita e uniforme, della variabile reale x , 
€ convessa in un certo intervallo, quando soddisfa, in esso, alla disuguaglianza 


¥)+¥O)=2¥ (EE2). 


(5) G, Potya, « Aufgabe, Archiv der Math. und Physik», 3 Reihe, Bd. 21, 1913, 
Pp. 370-371. 


continua (nel senso di Tonelli) ® in (a,b) e tale che in tale intervallo risulti 
integrabile il prodotto p(x) f(x); sia, infine, F(z) una funzione continua e 
concava verso l'alio ) nell’intervallo (m,M), dove me M sono rispettivamente 
i limiti inferiore e superiore (finiti o no) della f(x) in (a,b). Ammesso che 
il prodotio p(x) WY (f(x)) risulti integrabile in (a,b), vale la disuguaglianza 


[PCS@)dx\ fp) PCO) de 
(2) SM be : ; 


fe@de Jf pear 


a 


Se, inoltre, si suppone che la derivata " (x), considerata soltanto 14 dove esiste 
finita, sia, in (m,M), sempre crescente, e che la f(x) non coincida, quasi dap- 
pertutto in (a,b), con una costante, nella (2) vale il segnodi<. 


1. Se la f(x) coincide quasi dappertutto in (a, b) con una costante c, 
la (2) si riduce alla 


¥ (ce) = (0) 


ed € percio provata (e in essa vale il Seono. = ): 

Supponiamo allora, in tutto cid che segue, che la f(x) non coincida 
quasi dappertutto in (a,b) con una costante. 

Potra darsi che la f(x) coincida con una costante quasi dappertutto in 
un intervallo @,b') con axl’ <b. Indichiamo allora con a, il limite 
superiore di tutti i possibili ’. Dovra essere a=a.<be sara ag =a se 
non esiste nessuno degli intervalli (a,b) indicati. Per ogni a’ tale che 
ao< a =), in (a,a’) la f(x) non potra coincidere quasi dappertutto con 
una costante. 


2. Poniamo, per acc z=), 
[oP @ SQ) dx 


[@)=—_——_ 
G) Sor 


@  F@=(/ P@s)¥F@)—[ ro) ¥U@)«&. 


Per qualsiasi a’ tale ch aa<a’ <b, nell’ intervallo (a’, b) la GO) 
funzione continua. Dico che é anche assolutamente continua. Ed infatti, in 


(1) Oppure misurabile. 
(2) Vale a dire convessa secondo il Jensen. 
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(a’,b), la f(z) & una funzione assolutamente continua, ed i suoi estremi m’ 
e M’ sono entrambi finiti e tali che 


m—m —=M=M. 


Se fosse m’ = M’, la f(z) sarebbe costante in tutto (a’,b) e in tale 
intervallo la F(z) risulterebbe senz’altro assolutamente continua. Se é, in- 
vece, m’ << M’, osserviamo che la (x) risulta in (m’, M’) assolutamente 
continua ‘), e che non puo essere ne m =m’, ne M = MY, perche, in caso 
contrario, la f(x) risulterebbe uguale ad una costante (m o M) quasi dap- 
pertutto in (a,a’), il che non puo essere, come pit sopra si é detto. Do- 
vendo dunque essere, nel caso attuale, m< mm’ <M’ <M, la ¥(z) risulta 
a rapporto incrementale limitato in (m’,M’), perché essa, essendo continua 
e concava verso l’alto in tutto (m,M), ha quasi dappertutto, in questo 
intervallo, derivata Y” (z) finita, la quale, considerata la dove esiste finita, 
é non decrescente, e risulta perciO limitata in (m’,M’). Da cio segue 
che ¥(f(z)) & funzione assolutamente continua in (a,b); e tale & allora 
in tutti i casi anche la F(z). Quasi dappertutto avremo percid, in (a’, dD), 


PSL p(x) dx —p(@) [* p() F(@) ax 


FP) = p@ PPR) +P FQ) [pc )d 


—P@) FU), 


(6) P@)=P2QUFU@)—FU®@)) +P F@)(f@O—f@)). 

Se & f(x) =f(x), risulta F’(z) = 0. In caso contrario, puo scriversi 
Piette, ieee PUG) = GG eases 

6 F ee = v oe : 

(6) (x) = PR) LF) —F)} Tae PF R))}5 

ma per essere la (7) concava verso l’alto, 


(7) HOCUS oy) 
Fie eeh 


risulta = oppure = di Y’ (f(z)) secondo che é f(z) >> oppure < di FCO: 


ne segue percio 


(8) F (oe 


(1) Cfr. S. Crnquint, Sopra un recente teorema di derivazione per serie del prof. To- 
nelli. « Rendiconti del R. Istituto Lombardo di Scienze e Lettere Ole EX Vietascum cls 
XV, 1931; si veda il lemma 3). 

(2) Cfr. L. Toner, Fondamenti di calcolo delle variazioni, vol. I, p. 64. 


€ questa disuguaglianza vale, pertanto, quasi dappertutto in (a’, #). Conclu- 
diamo adunque che la F(z) é, im (a’, b), una funzione assolutamente con- 
tinua e non crescente. 


3. Se € a) >a, si ha F(a.) =0, e la F(z) risulta continua e non 
crescente in tutto (a,b). Da cid segue 


F(b) =o, 
vale a dire la (2), la quale risulta cosi dimostrata se ¢ a, >a. 


4. Supponiamo da) = a, e consideriamo, in primo luogo, il caso in cui 
la f() sia limitata in (a,b). Allora f(z) risulta inferiore in modulo ad un 
numero fisso per tutti gli x >>a e non superiori a b; e siccome F(z) é 
non crescente per tutti gli x tali che a<cx=/, c’e il limite di F(z) per 
x—>a +0, e questo limite, per la (4), & zero, restando Y(f(z)) inferiore, 
in modulo, ad un numero fisso. Se ne conclude, che é 


F(b) =o, 
vale a dire che quando la f(x) é limitata vale sempre la (2): 


5. Sempre supponendo a, =a, consideriamo il caso della f(x) illimi- 
mitata, e fissato un valore yw finito compreso fra me M, poniamo, per 
1 (a — if 5 2 5 Oy 


f@=sf*) , dovee |f@)|=n, 
jpop : dove & 4F(x)| =n. 
Risulta sempre, in (2,0), 


m <fu(x) =M; 


e, di pit, la fx(x) é limitata. Dunque, per quello che si ¢ dimostrato nel 


i. 4, per la f,(x) vale la (2) e c1oe 
[PG fee) dx\ fp) ¥Cfa(@)) ax 
fe@a | fp@ax 


(9) 


E siccome & sempre, per tutti gli x di (a,b) e per tutti gli a, 
P(x) fo) | = (PO) F@)| + PO) #| 
|p) F (fo (2))| =P) FCF) + [PCO FO) 
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si ha, per la continuita della ‘Y(z), e per un noto teorema di integrazione 
per serie, 


fim | PCM) dx = | fo (x) f(@) de, 


tim [ PO) ¥ UH) ax = | PO) UO) de. 


Dalla (9), passando al limite per »—> co, otteniamo cosi Ja (2), la 
quale resta percio dimostrata in tutti i casi. 


6. Supponiamo ora che la ¥’ (x), considerata soltanto la dove esiste 
finita, sia, in (m,M) sempre crescente. 

La (8), dimostrata quasi dappertutto in (a’,b), vale quasi dappertutto 
anche in (a. ,b), perché a’ & un qualunque numero tale che a<ca’ <<). 
Nell’ ipotesi qui fatta, il rapporto (7) & >> oppure < di ¥’(f(z)) secondo 
che & f(x) > oppure < di f(x). Percid, quasi dappertutto in (a, by age 
€ f(Q=FLR), & 

F’'()<o. 


Dico che, in (a,b), non pud essere quasi dappertutto f(z) = f(z). 
Ed infatti, supposto il contrario, siccome da (3) segue, quasi dapper- 
tutto in (a, 6), 
r@ QW POLe® 
| p@)asx 


si avrebbe, quasi dappertutto in (a,,b), f’ (x) =o e quindi, per aa<c x= b, 
f(x) =f =cost., 


e la f(x) coinciderebbe con la costante ¢, quasi dappertutto in (do 58)’ 
Dovrebbe allora essere ap >>a, e poiché in (a,a,) la f(x) coincide quasi 
dappertutto con una costante c, da (3) seguirebbe 


cf p(x) dx + c [ p(x) dx 
lp) dx 


— 


> 


donde ¢ =c, valea dire la f(x) coinciderebbe con una stessa costante quasi 
dappertutto in (a,b), contro quanto abbiamo detto di supporre all’ inizio 
delin, 1. 


Concludiamo che non pud essere, quasi dappertutto in (aa, b) fay=f@), 
€ quindi neppure F’(z) = 0. Ed allora, se & a, >a, avendosi F(a.) = 0 
avremo, per la (8) (valida quasi dappertutto in (a, , b)), 


Eye" 0. 


b) 


Se poi é a, Si scelto un a’ tale che a,<a’'<b e chein (a’ , b) esi- 
stano punti in cui ¢ F’ (z)<0, avremo 


F (b)< F(a’) 


con F(a’) =o, perché la (2) vale anche se al posto di b mettiamo a’. 
Dunque, nell’ ipotesi ammessa sulla YW’ (x), nel presente n., é sempre 


PW) <205 


vale a dire nella (2) si ha il segno di <, quando, come si & detto sin 
dall’ inizio, la f(x) non coincida, quasi dappertutto in (a,b), con una co- 
stante. 


Matematica. — Sulle funzioni biarmoniche, come prodotti ana- 
logn ai prodotti di Lamé, ¢ sulle linee di forza dei campi New- 
tomnant. Nota I, di J. Opatowskt, presentata “ dal Socio C. So- 
MIGLIANA. 


I. LE LINEE DI FORZA CORRISPONDENTI AI PRODOTTI DI Lam&. — Sieno 

0150253 ? parametri termometrici di un sistema triplamente ortogonale di coor- 
° ~ 2 * . . 

dinate nello spazio. Ponendo h, =: grad ep: & grad pi (i = 1 , 2, 3) e indicando 


con k; una funzione indipendente da o;, si ha @): 


on I ge a peat 
() era Se ae Se 
32 V 32 V o V 
2 AV = fh — + Ff — +h —=0 § (equazione di Laplace) ). 
K ) I 207 ap 2 30. 3 op. (eq av p ) 


SerV- un prodoito di-Lamé, cioé V = Fy (9;)-> F (e2) + F; (9;) dove 
F; dipende soltanto da p;, allora ponendo questa espressione di V nella (2), 
si ottiene 


(1) Nella seduta del 2 giugno 1933. 

(2) Darzoux, Lecons sur les systémes orthogonaux. 2° ed., Paris, 1910, p. 217; oppure 
Lameé, Legons sur les coordonnées curvilignes. Paris, 1859, p. 95- 

(3) LAME, op. cit., p. 33- 

(4) Cfr. DaRBOUX, op. cit., pp. 221-222. 
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oF, Su pat EG uae snc aa a os 
(3) de =f; (e,) - F; > de? = fo (P2) + Fa > dp? = f; (@;) F, 


dove fi dipende soltanto da p;, ed inoltre: 


(4) if ee ees 
La (4) si puo scrivere per cffetto delle (1): 
(5) ki fit he fths fj =0.- 


La relazione di ortogonalita fra due schiere di superfici: V = cost e 
W = cost é 
1 aVISOW da PON EW Soraya 
| Gp, 6p: * Spx Ops, 2 Bp, SP 


oppure 


(6) { 
de, dp, 
ev iy ov i oV 
* OR; * OP, * Op, 


Ponendo nella seconda di queste V = F, F, F,, essa si puo scrivere 


let F, F 
Jia oPi Jase OP: is OP, 
(Sg 2 a es Les — Be 
cee) TORRES, bay vg TA Re 


dove gli apici indicano le derivate. 
Per effetto della (4) e nulla la somma dei tre denominatori di questa 
relazione, deve essere quindi nulla anche la somma dei numeratori; inte- 


grandola e tenendo conto che in virtu delle (3): [s dp: = lg F;, si ot- 


tiene lequazione di una schiera di superfici ortogonali alle superfici equipoten- 
Rig No BaP et cOsts 


dF dF dF 
= as 3 a = IeOSte 
7) dp. doe, dp; 


La verifica € immediata introducendo la W nella prima delle (6) e ri- 
cordando la (3) e la (4). La W risulta prodotto di tre funzioni ciascuna delle 
quali dipende da wna variabile sola ed ¢ Punica funzione di questo tipo che 
soddisfi alla (6) (nella quale V = F, F, F,). Difatti, introducendo nella prima 
delle (6) W = Q, (9,) - ®, (e,) - ®; (p;) dove ®; & una certa funzione di p;, 
e ponendo al posto di p, e p, due valori costanti arbitrari, si deduce che 
®, (e;) deve verificare un’equazione differenziale di primo ordine e quindi 
F, 


de, 


coincide necessariamente con 


- Analogamente per,®, e ®,. 
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Per individuare le linee di forza occorre ancora wna schiera di super fici 
ortogonali a V = cost. Essa si trova col metodo di Jacobi), La formula 
generale @) 


(8) u=|- 


diventa nel nostro caso 


h, ov pe SON. 
h, 9p, 


ii 
oW 
op; 


I FE; F. 
(9) U =|} (i en doe, — ae dex) = cost 
dove gli apici indicano le derivate rispetto a g;(i = 1,2), e nelle espres- 
k, k 


sioni —~ e — vien eliminata la variabile e, per mezzo della GaE 


f 3 


Osservazione. La resuppone che nessuna delle F; sia identicamente 
“ 

costante, cioé che la V sia effettivamente funzione di tre variabili. Cid ri- 
chiede che tutte le fi sieno diverse da zero. 


2. BIARMONICITA DELLA FUNZIONE W. — Le funzioni F; = 7 ~ che com- 
Qi 
pongono la W soddisfano ad un’equazione analoga alle (3), e precisamente: 
B28; ieee, 
(10) Neonat : bee (@=1,2,3)5 
t 


dove le nuove variabili 6; sono definite dalla relazione: o; =) dGprtea 
W =F, FF, soddisfa per effetto delle (10) e della (4) ad un’equazione ana- 
loga a quella (2) di Laplace: 


Bee 9a We os 
ie ere + 7 a6? =O 


(4%) DW =f 


Pye 
co. 


dove si ¢ posto /’ = grad oi & grado: = h’ f?. Dal confronto della (11) con 


la (2) si deduce 


(12) AW = DW + grad lg (f, fp ff) & grad W 


la quale applicata a W= FF’ FE! da per effetto delle (3), della (4) e 
della (11) 9): 


(1) Jacost, Vorlesungen iiber Dynamik. Berlin, 1866, pp. 78-79. F 

(2) Berti, Teorica delle forze newtoniane. Pisa, 1879, p. 154. Marutev, Théorie du 
potentiel. Paris, 1885, I vol., p. 166. 

(3) Nell’esecuzione dei calcoli é utile servirsi della formula: A (ab) =aAb+bAa+ 
+ 2erada x gradb raggruppando in a tutte le F; e le Be e in D gli altri fattori cioe 


Me fie is (gli apici indicano dappertutto le derivate rispetto a p;). 
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AA (F'F,F/) =2A. Stel gee gh ae: 7 2 Cr BEE 


(SE SHES 5-0, Sp) = eee 
dove 

| : 2) ae \ ae Be Misia he @) 

A= = ee Es con = Daz —(h; Ji) 

B= 1? RUE +s SAS Ts = Aor » Aas + grad or X 

(13) Se grad Ao; — ie Os SC a Ao; 
(Cr 
=AER) =a on C= = he (b? f’); 

\ oppure C, = Ado,. 


Nel § 3 dimostrerO che A,B: e C; sono identicamente nulle. Ne con- 
segue la biarmonicita della funzione W = F' F! F, @), la quale quindi rappre- 
senta un prodotto analogo a quello di Lamé ma epee alla doppia equa- 
zione di Laplace AAW =o. 


3. DIMosTRAZIONE CHE LE A,B, e C; sono NULLE. — Ponendo 


9 lg ki o? lo k; Oa; 
aij a 5 Day = APS —- A 
ay o0; Ry 
e introducendo nelle sei equazioni di Lamé G) H, = aS Jks ki si ottengono 
(G 


le seguenti relazioni (dove con M; e N, sono indicati i rispettivi membri a 
sinistra) : 


| My = as: ats — Ars Ast — Ari Ais = O 


eo { 
( 4) | Ny = ki bys + ks bys + = (k, Air Asy — Rs Ais Ars — ky Ast Art) = 0. 


a) Derivando la (5) rispetto a g,, dividendo ambo i membri della 
relazione cosi ottenuta per ksk:, e derivando ancora una volta rispetto a p,, 
si ottiene: 


e) 2) fs t 
Br cn (4, ty = (asr air — Bsr) She + (asr Oi — bn) Ee (r hs 5 ae t) x 


(1) Si tenga conto delle (1). 


(2) Se pr, 2,3 sono coordinate cartesiane la W diventa semplicemente una fun- 
zione armonica. 

(3) Biancul, Geometria differenziale. Pisa, 1903, II vol., p. 479. DarBoux, Ops cits. 
p. 189. Lame, op. cit., pp. 76-78. 


I NOS 3 = 


Introducendo questa nell’ultimo termine della prima delle (13) si ot- 
tiene : 
(15) A SAMA EAA TAM 
dove 


Ar = ks (ars Ais — bys) + ki (ar (isso bri) ‘ 


DalPidentita N, = N, = N, (v. la (14)) si deduce immediatamente che 
A, = A, = A,. Allora dalla (15) si conclude che A’ ¢ identicamente zero, 
avendo un fattore eguale al primo membro della (4). Quindi anche A =o 


(cfr. la prima delle (13)). 


b) Dividendo la (5) per k: e derivando ambo i membri rispetto a 9, 
(O rispetto a es) si ottiene: 


A ks $ ky 
ky ee ee a ees oe (air— dsr) fs 3 f, = ais fo + a (ais — ars) fr 


le quali sostituite nella seconda delle (13) al posto di f’ e f’ danno 
B, = bh? bh? f, fs Ms, quindi, per effetto della prima delle (14), B: é identica- 


mente ON 


c) Derivando rispetto ap, la relazione 2 ki; —— 20 <= (Bf i) = = 0 dimo- 


strata in a) (cfr. le (13)) si ha: 


i 


he OL) = ee GR + > iA) 


la quale introdotta in C’ (v. la terza delle (13) ada: 
nhl eae’s. ad o (1 Ol fe One ies 
Ch Paes : “atl 02 be ele ) 
A) 6 Ca ae 
P20, he ep: ) 


D’altra parte derivando la (5) rispetto a pe, si ottiene 


D I ‘ 
fy = ay hs ase fs + br er fi) (r Bese! Fa NN He Car Rs 22) 
- 
Introducendo queste espressioni di f/ , f; , f; nel secondo membro di C’ e 
sped oM, 3M, 
tenendo conto delle relazioni M, =o ; M.=—0 ; ape o = aos OF 
2 a 


(le ultime due si deducono derivando la prima delle (14)), si ricava: 


2)| i. 


afm 


C=D- kf, +|D hy a(S 


C) 
+[D—ha,.( ~ 
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dove 
D = (a.: — 53) [R, (O12 — G12 G32) — Ry (b13 — ay; 22;)] — 
oa oa 
— ky dy, — —hk, a = 
ee op. ees 
1° caso: Supponiamo d,; = a;;. Essendo a,, indipendente da ep, si 
oa oa : 
ha allora ies LESS o. Analogamente mE = 0. Inoltre da M, =o (vedi 
£P2 3 
la (14) )-si- trae -A,, dy =O» Dunque:” Seva. == 0 oc -auCiic meee come 
OM, 


ie == 0: 0 d,, =='0. If Opmincase + Q2; 02; = 0. 


P3 
2° (050; Ga; ==dz1. La prima delle (16) applicataa 7—1 5 — 240 = 


da 
(17) ks Cf, — dys fr) + bs (Gar — ays) fs = 0. 


Dividiamola per k, (a,: — a;:)==0 e deriviamo la relazione cosi ot- 
tenuta rispetto a e,. Otteniamo: 


3 ky 
a CRE) 


= 0. 


Se supponiamo qui f/—a;,f:=0, allora dalla (17) segue che 
k, Ce pers 31) fr =O), 

Essendo, in virti dell’osservazione al § 1, f, =- 0 e non potendo essere 
k, =O(v. le (1)), dev’essere a,: = a3,, il che & assurdo, poiché secondo 
Vipotesi fatta a, == ay, . 

ky 

203 hs (ax — sr) 
e tenendo conto di M, =o (v. la (14)) si deduce ancora la formula gia 
dimostrata nel 1° caso, e cioé: 


Dev’essere quindi = 0; allora, eseguendo la derivata 


MA, 

2p; 

Ma di qui segue immediatamente che nell’espressione di C’ il coeffi- 
ciente di hb? f, ¢ eguale a quello di h?f,. Analogamente si dimostrerebbe 
che pure il coefficiente di h? f; & eguale a quello di #? f,. Quindi, per ef- 
fetto della (4), C, (e in generale C’, e percid anche C,, cfr. le (13)) é iden- 


“F d.: 03; == Or 


ticamente nullo ). 
(1) Le Az si possono esprimere facilmente per mezzo delle curvature principali = — 
“4 


delle superficie coordinate. Posto Hi = \- Oc Vez, dalla relazione (cfr. Darsoux, 


z 
F Soe! Tools Tie ted yeas sate ; 
OPMCIt, ep TO2)c Reh ES 6oo GOO 5a: si trae (moltiplicando primo oa 
Pultimo membro per Q: e derivando la relazione cosi ottenuta rispetto a pr): = 
Pr 
A1g Rsz dls Sia he I 1 oOlgQ: 
= ——_]1 — 2 as 
Bo a quale sostituita in Re Fen oa} da 
dlg Rs 
ne ae (res 47). 


‘ AMD or 
Ra 
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Matematica. — Un teorema sugl integrali doppi di Abel- 
Laplace. Nota di J. C. Vicnaux, presentata dal Socio S. Pry- 
CHERLE. 


Nella presente Nota dimostro un teorema fondamentale relativo all’in- 
tegrale doppio del tipo 


be w= f om e(x,ardy =L@ 


analogo all’integrale semplice di Abel-Laplace. 
Sia p(x ,y) una funzione integrabile in tutto il rettangolo R(o=x =p, 
a= | 


o@.d=f [es aray. 


Se esiste ed € finito il doppio limite della funzione ®(p,q) quando p e 
g—co simultaneamente ed indipendentemente, diro che |’integrale doppia 


(1) ff ee navay 


é convergente nel senso di Pringsheim, ed il numero 


S= lim ®(p,9), 
big—>oo 

si chiamera valore dell integrale (1). L’integrale doppio (1) ¢ divergente se 
S = + co 0 —oo, ed indeterminato se il detto limite non esiste, ne finito 
né infinito®. Siano R ed R’ due rettangoli limitati rispettivamente dalle 
fren 0, X=, Y= 0, aged (¥ =O k= fy 0, Y= 7) 
con (O<p<(p’) (O<q<’); chiameremo D,,, al dominio finito com- 
preso fra questi due rettangoli. 

La condizione necessaria e sufficiente perché Tintegrale (1) sta convergente 


é che 
[[ eG.» deay +o 


Dog 


(1) Nella seduta del 23 aprile 1933. 
(2) Queste definizioni sono analoghe a quelle proposte da M. PrincsueiM per le serie 
doppie. « Sitzungsberichte d. Bager. Akad. d. Wiss., Math.-phys. Kl.», 7, 1897. 
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per p e€ g-—>oo simultaneamente ed indipendentemente. La dimostrazione 
€ immediata. 


3. Teorema. Se lintegrale doppio 


O- [[reneaes 


é convergente, col valore S, ed é, M essendo un numero positivo, 
bre ps | 
(2) | f ecard <m, 
per ogni coppia (x==0, y=0), allora Pintegrale doppio 
Oo co 
G3) a(u.B)—= | f @—Po(x,y)dedy 
é convergente per ogni sistema di valori (x>>0, B>0) ede 
lumpie tar, Bv=as5': 
a,pB—->o 
Consideriamo infatti l’ integrale doppio 


|] ce eC, 9) ded 
Pps 
esteso al dominio D,,, testé definito. Siccome Dp, , Si compone di rettan- 


goli: D: (p,p’,0,9),D.(0,p,9,4) e D;(p,p',9¢,9’) risulta dunque 


© rll 


Applicando il secondo teorema della media ad ognuno degli integrali 
che figurano nel secondo membro, si ha: 


se pacha 
I se aah hones ada Hed 
(1) | p-dxdy=e p- dx dy ieee ae 
(11) Lt aes: Xan ee Ae fee - dx dy ess! 
lls 9 at | 


veep 
(IID) jpeaepe: dx d mt tifeale dx d / , 
‘ wine Re 


SLOG 


La disuguaglianza (4) pud scriversi, avendo presente Je (ho Ghyre(bs 


E y Nr Sr 
[feoroaeay) cea ff eddy) beef [raed + 
D p ° q (o) 
f2 7 Nes | | 
hd pdr 
4 q 


Pg 


+ e— % — Bg 


e secondo la condizione (2) risulta 


[feerP ods dy | << lae O? M -- e—Ba M + e—°>—Bq M 
LDisg 
= M (e240 261), 


Dato un ¢>>0 arbitrario, si pud determinare due numeri positivi P 


e Q, tali che 
Mites Se tpn. p= PS 7 =O 
dove (2 >>0, B > 0); poi risulta 


[[em-Preds dy ee 


1 Dp, g 


per tutto («>0, B>>0) e p=P, g=Q, cid che assicura la conver- 
genza dell’ integrale doppio 


() e(@,6)=[ [ o—medrdy 


per ogni coppia di valori (« >>0, B>>0). 
D’altronde, |’ integrale doppio 


(6) [ [eww ards Ser, B > 0) 


€ assolutamente convergente per (1 >>0, B>>0). Moltiplicando gl integrali 
(5) € (6), si ha, avendo presente le (1) e (2) 


if if eax —By dx ay | / e—Y—PLo-dy dy — 
700 poo x Py 


RENDICONTI. 1933, Vol. XVII. 70 
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e l’integrale doppio del secondo membro & pure convergente, secondo un 
teorema analogo a quello di Mertens “?. 


L’uguaglianza precedente puo scriversi 


o(a.e)= apf f ee-o(] | oG.n adn) 


e dell’ identita 


(7) S = ap | / Sits Pee ay (4 >0, $0) 
risulta, deducendosi la (7) dalla (6), 


CO pc 
S—o(0,0) =a f me-P F,y)dedy 


dove 


e 


F@w,y)=S—] | e(ey)dedy. 


Dall’ ipotesi 
er S 
| | e€.m&ass per x,y—- oo, 


segue che, dato un ¢ >0 arbitrario, esistono due numeri positivi A ed B, 
tali che 


x ey 
(8) s—f | 06.1) thin <e 
per ogni x=A, y=B. 


(1) Chiameremo prodotto di due integrali doppi 


©0 oo ©0 poo 
/ i w(x,y)dx dy ed | / u(x ,¥) dx dy, 
(3) fe) ie) fe) 


co 7CO 
lintegrale doppio i / w(x ,¥) dx dy 
19) oO 
dove 


x ry 
w(x a)— | / u(&,n)v(x—&,y—7) db dn. 


Sussistono per gl’integrali doppi teoremi analoghi a quelli di Cauchy, Abel, Mer- 
teus...., dati da G. Harpy per gl’integrali semplici (The multiplication of condicionelly 
convergente serie, « Lond. Math. Soc. Proc.», 2, 6, 1908, p. 410); con la condizione (2). 
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Daltra parte, si ha 
A pB CO OO 
(9) | Soa, 0) <oa [ i! Co Pee Wary) +ap | i Cries Panay 
} ° A B 


PA pCO »B pc@O 
+6 | | e— 88 |E| de dy + 28 | | eo —Py Fl dy dy, 
° B to) A 


Poi risulta P 


oA 7B A pB 
a8 | | Bie ere EN ai id ee of f |Fl dx dy = «BP, 
dove P é il valore dell’ultimo integrale. Dalla condizione (8) risulta che 
he Or Neo) 200 7 CO 
28 | | e—%—By |E] dx dy < af | / eo —By dx dy 
Ass <B ae 


= eer PR ee sy, 


e da (2) risulta che |S|< M e 


sat 
Se | p dv dy| << 2M; 


si ha 
pA pCO aA (ee) A 
28 | [ eB Fld dy<2Map | a ds | e— By y<2Ma| C= Ps 
oO B oO B 1) 


= 2M (1 —e-A) 
e nello stesso modo 


B noo 
“af | e—9*—By | F| dx dy < 2M (1 — e788), 
Co) A 


Avendo presenti queste quattro ultime disuguaglianze, la (9) ci da 
|IS—a(a, B)])<coBP + 2M (1 —e-*4) + 2M(x —e—8B) + «, 


Fissato il numero ¢>>0, si pud determinare due numeri positivi $ 
et tali- che 


BP + 2M(1—e—*) + 2M(1 —eP) ve 
per tutto (0O< a<-3, 0< P<). Dunque risulta 
|S—o(a,B)|< 2e 
Per tuttomOi<eg<- 0, 0< P<), onde 


lin 610,56 a= Ore 
a,B—>o 
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Meccanica. — Sul moto di un sistema planetario di (n + 1) 
corpi. rigidi. Suoi aspetti limiti stazionari. Nota di G. Kratt, 
presentata “) dal Socio, T. Levi-CrvitTa. 


* 


§ 1. — EsrrEMO CONDIZIONATO DELL’ENERGIA TOTALE [es 


Riprendiamo gli intenti perseguiti in uma precedente Nota @) e comin- 
ciamo a ricercare le soluzioni estremanti, compatibilmente con |’invariante 
momento delle quantita di moto, l’energia totale di un sistema planetario 
di corpi celesti di dimensioni finite ed aventi struttura qualunque. 


\ 


Sostanzialmente il problema é@ ricondotto a trovare il minimo della 
* * e * 
H =E data dalla (6) della precedente Nota subordinatamente a K = cost. 
* - * 
cioé compatibilmente con le tre equazioni scalari K, = cost., K, = cost., 


K, = cost. che si ottengono proiettando il vettore momento delle quantita 
di moto sui tre assi fissi. 

Le condizioni di estremo sono senz’altro fornite dalla (1) della Nota cit. 
in cui la Z rappresenti ordinatamente |’insieme delle coppie coniugate (x, pi) , 
(yi, 92), (z:, 71)3 gli angoli 0:,.,¢9: 1 corrispondenti momenti po, , Py; » Pe; 
che intervengono implicitamente nelle espressioni dei momenti K:. Gli angoli 
Aik, ik, Vik 3 Aki, Lei, Ver SONO, come si & detto, dipendenti dagli angoli 
d@’Eulero 0;, bi, 9: € 9%, be, or e di cid, a priori, va tenuto debito conto. 

ben ovvio che poco arride rendere esplicite siffatte equazioni, meno 
ancora il discuterle. 

Perd é possibile arrivare a caratterizzare le condizioni dell’estremo per 
via piu. spedita in base a tre semplici osservazioni. 

Precisamente: 

a) Si tratti di trovare il minimo ©®,;, di una funzione ® di n va- 
riabilif, ,€. ,- ++, Gn subordinatamente ad m <n condizioni f,=0,(j=1, 
2 sh m) } 

Si trascurino m’<(m delle m e si cerchi il minimo ®);, della © 
subordinatamente alle (m—m’) condizioni restanti. Evidentemente sara 
Dirin = Opin; percio, se la mpl ae, --+,0, per cui O=@);, soddisfa 
tutte le m condizioni fj = 0 sara Doin = Dyin - 


(1) Nella seduta del 2 giugno 1933. 
(2) G. Kraxy, Sul moto di un sistema planetario di (n + 1) corpi rigidi. Questi « Ren- 
diconti», fasc. precedente. 
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b) Si tratti di trovare il minimo ®,,, d@’una ® somma di due (o pit) 
funzioni ®, e ®,. Poiché in ogni caso Din =O; min + O, min, Ove la nel 
eee: i Bite Se aes ete 
CO a CO? per cui la ®, & minima coincida con la mle 6, 7... *¢? 
per cui la ®, & minima (0, pil generalmente, non si abbiano incompati- 
Diliaetranie Cert) sara On, — ©.7, + Oran 

c) Si tratti di trovare il minimo ©,,, d@una funzione ® di n varia- 
bili indipendenti €, ,@.,-++,Gn e di m variabili o, »%,°°*,6m% funzioni 
Gia-4.6 c) delle” ¢,. 

Si consideri il minimo ©®,;, della ® in cui, oltre alla © tutte le o si 

trattano come indipendenti. Sara in ogni caso, corrispondentemente ad una 

. . , . . . 
determinazione @,o’ delle € e delle 6, Onin = ®,;,. Per cui, ove si dia la 
F - , 
circostanza o = o(C’), sara senz’altro O.;, = Onin « 


Vediamo ora di trar partito da queste circostanze per gli intenti pre- 
fissati. 


Incominciamo con il separare la funzione da minimizzare, precisamente 


* 3 * 4 
la H+ Y,o;K;, in due funzioni ®, e ®, cosi definite: 
j J J? 
i 


@) ®=H+ DA+ Doky , ©,=—U" 


essendosi posto, con riferimento alle specificazioni della precedente Nota, 
H=H—U’. 


Sfruttando Vosservazione b) preoccupiamoci separataménte dei minimi 
di ®, e ®, alla stregua della osservazione a). 

Incominciamo da ®,. Evidentemente questo minimo si ha, a meno che 
non risulti r, = co (il che é da escludere, come in seguito si puo constatare) 


per AX B<C quando 


TT TT 
NO 5 De A a. 
(2) 
TT TT 
Au = 0 5 SE ee - eee 


Salvo a verificare che siffatte determinazioni, esprimenti che gli assi minimi 
e medi degli ellissoidi d’inerzia sono normali ai raggi riz, e che gli assi 
maggiori coincidono coi raggi suddetti (il che non sara possibile che a patto 
di un allineamento di codesti assi!) sono conformi alle determinazioni delle 
variabili concorrenti al minimo di ®,, passiamo senz’altro a caratterizzarlo. 

E qui cominciamo a sfruttare i] lemma a). All’uopo orientiamo la terna 


* . . ° . 
fissa cosi che l’asse z coincida con K (che ¢ invariante nello spazio). Risulta 


Koa 6 Kaeo an 
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Prescindiamo, con riferimento all’osservazione a), dalle due condizioni 
* * . . . . . 
K, =o, K, =0 e poniamo, per sole ragioni formali, o, = —w (i mol- 
. s . . 
tiplicatori w, ed w, essendo esclusi dal concorso). 

La ®, diviene (si ricordi la (8) della Nota precedente), 


®,=H ey Ae (K cos B + Dts cosa} 


e si tratta di applicare ormai le condizioni di stazionarieta 


Per semplificare quanto possibile il calcolo, anziché esplicitarle in blocco, 
conviene distinguerle in gruppi, cominciando coll’assumere come argomento 
OD ee 
B si riduce semplicemente a 


@ Kesin B= 0., 


Vangolo ®. La condizione che si annulli 


ossia (siccome supponiamo K ed-w essenzialmente diversi da zero) sinB =o. 
Cio val quanto dire che il vettore K deve essere (nello stato limite che 
stiamo caratterizzando) parallelo a K. Con cid Passe x, che abbiamo in 
principio di questo paragrafo supposto parallelo a K , Tiesce necessariamente 
parallelo a K e quindi sussistono le formule (7a) della Nota citata. 

Cid posto, soffermiamoci sul gruppo di equazioni che risultano dall’iden- 
tificare la ¢ con-le variabili canoniche (x, pi); (yi, 9:1); (%,7i)- 

Otteniamo anzitutto: 


3) 3H ee a oh ‘ oH 

3 ian @ Yi : a Xj : aa ae 
3U 3U 3U 

(4) Fie 2 a ee 3 ia 

con Ce U-LU 


Or troviamo in base alle equazioni canoniche 
dx; 0H dy; oH dz; ae 
dt - Opi . dt a ogi } di. ho 


e quindi in luogo delle (3) le 
ax; dy; 


G3 ) dt a te: ’ is = WX; > %i = cost. 


L’interpretazione ne ¢ immediata; tutti i punti ruotano intorno al punto 
centrale P, con la medesima velocita angolare » in piani invariabili nor- 


mali a K. Questi piani, anzi, coincidono con uno unico, passante per il 
baricentro G del sistema. 
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Invero, le 
aU 


==".0 
e) 


Ri 
del gruppo (4) non possono essere soddisfatte che a patto sieno tutte 


eguali le x; = cost. Se cosi non fosse, la componente secondo Rucellattha: 
; aU 
zione, precisamente la Se non potrebbe annullarsi per ogni punto, indistin- 


tamente. 


_ Senza passare all’ ulteriore discussione delle (3), (4), le quali in so- 
stanza esprimono nient’altro che una condizione finale di equilibrio relativo 
nel caso piano di m + 1 corpi, possiamo affermare intanto che, immobile 
essendo il baricentro G, le orbite saranno cerchi con centro in G percorse 
tutte con lo stesso periodo. 

Trovate le soluzioni stazionarie pel moto dei baricentri, coincidenti con 
quelle gia trovate in precedenti Note, salvo a porre U in luogo di U, 
passiamo a identificare le ¢ che intervengono nella ®, addirittura con le k;, 


* 


le 0;; ed infine con gli angoli «; di inclinazione dei vettori k; su K 
tando queste variabili come indipendenti. 
Otteniamo immediatamente 


>» tate 


(5) wk; sina; = 0 


sin? 0; sin? ); — sin? 0; cos? p; — cos? 0; 
(6) ( Ai is B; e (Se 


)=ecosa = 0. 


sin? 


A 


ar 


(7) kj | sin 0; cos | cos? *) __ sin 8; cos 8; | 


B; C; \ 


Poiché non si annulla k; e nemmeno w come segue facilmente da una 
ispezione generale dei risultati che cosi si conseguono, si trae dalla (5) 


si_os—- 0, dalla (7) 0; = 0 escludendosi-0;— = che darebbe rotazioni 


* 
instalili, Rimane con cid provato il parallelismo di A; con K e la fine di 
ogni moto relativo al baricentro che non sia una rotazione, essendosi anche 
aU” AU” ALO? 
Oh Cli Osiy 


annullata ognuna delle coppie col porre in base alle (2), 


AY 7 ¥. 
per rendere U’’ minimo, senz’ altro Ax = 0, wir = Vik ee Quella posi- 


* 
zione appare ora giustificata in quanto, dire che &; si pone paralleloa K , 


* . . . . . . 
poiche K é normale al piano del moto (quindi a tutti i vettori rj in esso 


(1) G. Krati, Mete lontane del moto di un sistema planetario. Questi « Rendiconti », 
aprile 1932. 
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contenuti) significa, trattandosi di rotazioni, che l’asse minore dell’ ellis- 
soide si pone normale al piano suddetto in conformita con le (5). Infine, 
Pesser tutti gli assi maggiori coincidenti con le congiungenti i baricentri é 
possibile, come abbiamo detto, solo a patto che i corpi risultino allineati. 
Cid € compatibile con le soluzioni stazionarie fornite dalle (3), ene 
caso limite in cui il poligono rigido si riduce ad una retta. (Soluzione d’equi- 
librio relativo nel problema dei 3 corpi gid nota a Lagrange, per gli m corpi 
studiata, con riferimento a leggi qualunque, da Andojer). Dall’esser cos 0; = 1 
scende per le (6) 


. . k; 1 rN 
ed in conformita, poiché a precessione annullata “! & Ja velocit) ango- 


G 
lare di rotazione, l’eguaglianza, per tutti i corpi, della*medesima con quella 
comune di rivoluzione dei baricentri posta in luce dalle (3 2), il che & con- 
forme con la coincidenza degli assi degli ellissoidi con la retta rotante su 
Cul guesti si sono asintoticamente infilati. 

Siamo ormai alla fine della nostra ricerca. Il risultato enunciato al- 
Pinizio della Nota precedente rimane dunque dimostrato: J corpi celesti aventi 
Struttura qualunque (sia agli effetti cinetici che di quell della mutua attraxgione) di 
un sistema planetario, soggetto a maree o qualswvogliono axioni dissipative interne, 
tendono a portare i loro baricentri su una retta rotante con velocita uniforme 
attorno il baricentro comune, in un piano ben determinato dai dati tniziali (nor- 
male al momento K). 

Su questa retta essi adageranno gli assi maggiori dei loro ellissoidi di inerZia, 
mentre quelli minori, attorno cui a loro volta roteranno (cos! da mostrarsi 


sempre la stessa faccia come fa la Luna alla Terra) si porranno ad essa 
normalmente. 


* 


Discutero in una prossima brevissima Nota la condizione in cui K é 
nullo. Essa implica lammassamento, conseguente ad wrt, di tutti i corpi in 
uno unico, in quiete relativa al baricentro. 

Abbiamo ripetuto, salvo un inciso, l’enunciato gid dato nella Nota pre- 
cedente perché risultino manifeste le compatibilita sotto cui sussistono i 
lemmi a), 5), c), di cui abbiamo fatto tanto uso, esplicitamente e tacitamente, 
onde avere ragione, nel modo pi. speditivo, di questo problema che il 
prof. Levi-Civita, in una sua conferenza d’America, chiama «tra i piu af- 
fascinanti_ problemi integrabili della meccanica celeste ». 

L’idea feconda con cui lord Kelvin ha tratto Peguaglianza tra i pe- 
riodi di rotazione e rivoluzione della Luna trova cosi, nella pit generale 
impostazione imaginabile, il definitivo coronamento, 
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Astronomia (Astrofisica). — Eccesso di colore e riga K del 
Calcio nell’assorbimento interstellare®, Nota di A. COLACEVICH, pre- 
sentata © dal Corrisp. G. Apert, 


E oramai ammessa l’esistenza di materia diffusa nello spaz1o, e principal- 
mente in tutto il piano della via Lattea. Essa si rivela negli spettri stellari 
in due modi: 

a) lo spettro continuo viene indebolito tanto piu quanto minore é la 
lunghezza d’onda G). L’indebolimento dello spettro continuo provoca una de- 
viazione dell’indice di colore dal suo valore normale, cioé quello che si chiama 
un eccesso di colore (EC). 

b) lo spettro presenta righe di origine interstellare, notoriamente le 
righe H e K del Call e D del Na. Queste righe si distinguono dalle altre 
a mezzo principalmente dell’effetto Doppler. La riga meglio osservabile é la 
la riga K del Call nelle stelle di tipo O a B3 circa. 

Tanto Vintensita della riga K che gli EC sono funzioni della distanza 
dell’astro, o meglio della quantita di materia interstellare attraversata, fun- 
zioni dipendenti inoltre dalla latitudine galattica come risulta da quanto si é 
gia detto. Sembra pero che mentre gli EC sono maggiori li dove specialmente 
risulta da fotografie la presenza di nebulose oscure , l’intensita della riga K 
del Call non si comporta nello stesso modo 4), 

Sono state gia ricavate da diversi autori relazioni tra gli EC e la distanza 
e intensita della riga K e distanza. Scopo di questa Nota é di determinare 
la relazione tra gli EC e lintensita della riga K come risulta sulla base dei 
dati forniti da cataloghi recentemente apparsi. 

Per gli EC si hanno le seguenti fonti: 

a) W. Becker, Lichtelektrische Farbenindizes von 738 Sternen © 

Queste determinazioni sono state eseguite a Berlino successivamente in 
due volte, la prima nel 1920-22 da K. F. Bottlinger e da altri collabora- 


(1) Lavoro eseguito nel R. Osservatorio Astrofisico di Arcetri - Firenze. 

(2) Nella seduta del 2 giugno 1933. 

G) R. J. Trumpcer, Spectrophotometric Measures of Interstellar Light Absorption. «Publ. 
Astr. Soc. of Pacific», 42, 267; W. GretssBerc, Farbenexzesse und interstellare Streuung des 
Sternlichis. « A. N.», 248, 18. 

(4) C. T. Etvey and T. G. Meaty, Photoelectric Colors of Stars of Early Type in 


; Cepheus. « Aph. J.», 75, 354. 


(5) J. S. Peasxerr and J. A. Pearce, The problems of the Diffuse Matter in the Galaxy. 
«Publ. Dominion Obs. Victoria B. C.», 5, 3. 

(6) W. Becker, Lichtelektrische Farbenindizes von 738 Sternen (I. Beobachtungen und 
Katalog). « Veroff. Universitatssternwarte Berlin-Babelsberg », 10, 3. 
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tori) con celle fotoelettriche di vario tipo e due filtri, uno giallo e l’altro 
blu. Le osservazioni furono continuate da, W. Becker nel 1930-31 con una 
cella fotoelettrica Potassio-Argo e pure con due filtri. Egli ridusse inoltre 
tutte le osservazioni ad un unico sistema. L’errore medio del catalogo va da 
+ o".012 a + 0™.006 a seconda del numero di osservazioni eseguite su 
ogni singola stella. 

b) C. T. Etvey, Photo-electric Colors of Stars of Early Type ©). 

L’A. uso a Yerkes una cellula di quarzo al potassio %) coi soliti due filtri 
giallo e blu per 154 stelle. 

c) C. T, Ervey and T, G. Meutin, Photoelectric Colors of Stars of 
Early Type in Cepheus . 

Determinazioni eseguite collo stesso strumento usato nelle precedenti 
misure e due filtri differenti. L’errore medio delle determinazioni di Elvey 
é di + o™.009. La deviazione media delle misure fatte a Berlino da quelle 
eseguite a Yerkes ¢, espressa in unita della scala di Becker, di + o™.o0r5 “), 
Questo errore medio ¢ dovuto principalmente alla variabilita della traspa- 
renza del cielo. 

L’intensita della riga K del Call interstellare sono state prese da: 

a) J. S, Praskerr and J. A. Pearce, The problems of the Diffuse Matter 
in the Galaxy‘), 
’ Liintensita della riga del Call interstellare venne determinata mediante 
confronti a vista con una serie di righe artificiali. 
b) O. Srruve, The determination of Stellar Distances from Intensities 
of the Detached Line k ©, 

Anche Struve usa una scala arbitraria di intensiti. L’? accordo tra le 
misure di Plaskett e Pearce e quelle di Struve & buono per piccoli valori 
delPintensita, la dispersione diviene notevole per i valori piu. grandi ©, 

Si pud dire in complesso che tanto le misure di EC come quelle del- 
Pintensita della riga K presentano ancora delle incertezze, ma non tali da 
rendere dubbiosi sulla realta dei risultati che qui ricaveremo. 

La ricerca della relazione tra EC e intensita della riga K & stata gia eseguita 
da C. T. Elvey e T. G. Mehlin da una parte ®) e W. Becker dall’altra ©). 


(1) K. F. Borrrincer, Lichtelektrische Farbenindizes von 459 Sternen. « Veroff. Uni- 
versitatssternwarte Berlin-Babelsberg », 3, 4. 

(2) C. T. Exvey, Photo-electric Colors of Stars of Early Type. « Aph. J. », 74, 229. 

(3) J.Sressins, The Photoelectric Photometer of the Yerkes Observatory. «Aph. J.», 74,289. 

(4) C. T. Ervey and T. G. Meuin, loc. cit. 

(5) J. S. PLaskerr and J. A. Pearce, loc. cit. 

(6) O. Srruve, The determination of Stellar Distances from Intensities of the Detached 
Line K. «M. N.», 89, 567. 

(7) J. S. Prasketr and J. A. Pearce, loc. cit. 

(8) C. T. Ervey and T. G. Meutin, loc. cit. 

(9) W. Becker, Statistische Untersuchungen auf Grund lichtelektrischer Farbenindizes 
von 738 Sternen. «Z. S. f. Astrophys. », 5, 101. 


— 1067 — 


Essi non riuscirono a trovare una relazione ben definita tra le due quantita. 
W. Becker trova dapprima, coi dati di O. Struve, una relazione del tipo: 


P= IASC EC 9216 


dove PEC, scala di Becker, & espresso in grandezze stellari ed I é l’intensitd della 
tiga K. Pero un esame critico gli fece concludere che l’aumento dell’EC col 
rinforzarsi dell’intensita della riga K non era che dovuto al caso. 

Essendo ora il numero dei dati divenuto quasi doppio di quello adope- 
rato dal Becker, un nuovo tentativo di correlazione presenta un certo inte- 
resse. A questo scopo bisogna in primo luogo ridurre le determinazioni di 
indici di colore e di intensita della riga K a scale comuni: a tal uopo si 
sono scelte per gli indici quella di W. Becker e per l’intensit’ quella di Plaskett 
come pit. abbondanti di dati. 

Indicando con B i dati del Becker, con E, i dati di Elvey nella pubbli- 
cazione b e con E, quelli nella pubblicazione c, si ha: 


= 0.34 E, 
De O.L00R 


L’accordo interno dei risultati ¢ abbastanza buono. 
Indicando con P i dati di Plaskett e Pearce e con S quelli di Struve si ha: 


Per ricavare dagli indici di colore gli EC, si @ usata la tabella data 
da Becker“), Facendo la media dei valori di EC, ottenuti da pit di un ca- 
talogo per la medesima stella, si sono potuti trovare 152 valori di EC a cui 
corrispondono nei cataloghi di Plaskett e di Struve altrettanti valori dell’inten- 
sita della riga K. Distribuite le stelle secondo le loro coordinate si é seguito 
il metodo di Becker nella ricerca analoga, dividendo il cielo in zone con EC 
positivo, negativo e misto. Data Ja scarsita delle stelle in considerazione, ¢ 
risultata Ja divisione del cielo in tre parti: 


Zona del Ceteo, EC positivo,.36 stelle, EC =:-+ 0.073-, l= 5:4. 


Zona in Orione, EC negativo, 21 stelle, EC =— 0.052, ] = 2.6. 


; ) ; 
Altre 94 stelle sparse nel cielo con EC a carattere misto. La stella 41 9 
Orionis, che appartiene alla zona di Orione, é¢ stata scartata perché risultava 


Be -+..0,029,, E,.=.-+ 0.253. 


(1) Becker, «Z. S. f. Astrophys. », 5, 101. 
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Le 94 stelle trattate col metodo dei minimi quadrati hanno dato: 
L=15 EG@4 47. 


La dispersione dei risultati & notevole: soluzioni grafiche dell’insieme 
dei dati portano ad un valore maggiore della costante moltiplicativa. 

Le due determinazioni per il gruppo di stelle in Cefeo e in Orione 
portano al risultato: 


I = 27 EC + 4.0. 


Secondo le investigazioni fatte da Becker il raggruppare gli EC positivi 
e negativi porta ad un valore della costante moltiplicativa maggiore di quello 
reale; si puO quindi prendere come formula definitiva di questa Nota: 


L=-20 EC-A.4. 


Questo risultato si puo confrontare con quello che si puo ottenere dai 
risultati ottenuti da Becker“) e da Plaskett e Pearce @. Essi danno la di- 
tanza in parsec e Si possono riassumere cos!: 


Di=S300 BE 100 
D239) 


e quindi: 


P= 32 BC a9 


La costante addittiva in questa formula ha un peso minore di quella 
moltiplicativa, mentre il contrario risulta nella formula precedentemente tro- 
vata dal confronto diretto delle osservazioni; il suo valore si pud fissare con 
molta probabilita attorno a 4. La costante moltiplicativa é sufficentemente 
vicina al valore qui determinato data la difficolta di una determinazione pre- 
cisa, questo accordo rende pit certi che la determinazione della distanza fatta 
coi due metodi ha un reale significato fisico e che le scale son abbastanza 
ben appropriate. La differenza tra il mio resultato e quello dato, e poi scar- 
tato, dal Becker, ¢ da imputarsi quasi totalmente alla mancanza di osserva- 
zioni. Il risultato qui raggiunto vuole soltanto dimostrare che esiste veramente 
una relazione tra EC e intensita della riga K. Per un collegamento definitivo 
della intensita della riga K all EC, occorre un confronto con materiali pit 
abbondanti e precisi, sopratutto per gli EC. 

Gli EC per quanto riguarda la determinazione della distanza presentano 
lo svantaggio di dipendere anche da caratteristiche fisiche della stella singola 


(1) W. Becksr, «Z. S. f, Astrophys. », 5, 101. 
(2) J. S. PLasxerr and J. A. Pearce, loc. cit, 
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presa in esame, quindi esso pud portare a determinazioni erronee specialmente 
quando € piccolo in valore assoluto. Esso & poi, come é stato gia detto, sensibile 
maggiormente agli addensamenti di materia che si rivelano da fotografie di- 
rette della via Lattea ) e quindi si dovrebbe dividere il cielo in regioni di- 
stinte a seconda dell’addensamento di materia e determinarne per ciascuna 
la variazione dell’EC colla distanza. 

L'intensita della riga K del Call dovrebbe dipendere inyece soltanto dalla 
quantita di Call interposta tra noi e la stella e se, come sembra essere se- 
condo Plaskett e Pearce, detta quantita ¢ ugualmente distribuita lungo la via 
Lattea dovrebbe fornire un metodo per la misura della distanza degli astri 
esaminati. 


Fisica. — Sull impiego dell aria liquida per la purificazione della 
emanazione di radio Nota di Netra Mortara, presentata © dal 
Socio O. M. Corsino. 


E noto che uno dei metodi pit usati per la purificazione della ema- 
nazione di radio consiste nel far passare la miscela di gas contenenti la 
emanazione (dopo averla privata dei gas pil facilmente liquefacibili, come 
il vapor d’acqua, l’anidride carbonica e l’acido cloridrico) in un tubo ad U, 
immerso nell’aria liquida. Sulle pareti interne di questo tubo si condensa 


lemanazione, mentre gli altri gas (ozono, idrogeno, elio e tracce d’aria) 
rimangono allo stato gassoso e possono essere facilmente aspirati da una 
pompa. 

(1) E. E. Barnarp, A Photographic Atlas of Selected Regions of the Milky Way. 

(2) Lavoro eseguito nel Laboratorio Fisico della Sanita Pu bblica. 

(3) Nella seduta del 2 giugno 1933. 
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Da alcune anomalie riguardanti la quantita di emanazione ricavata da 
un apparecchio di purificazione, si era avuto il sospetto che la quantita di 
emanazione che rimaneva condensata nel tubo immerso nell’aria liquida non 
fosse sempre la stessa; e cid per il fatto che la temperatura dell’aria stessa 
puo variare da quella dell’azoto liquido (77,5 gradi assoluti) a quella del- 
lossigeno liquido (90,96 gradi assoluti). 

Allo scopo di chiarire quali conseguenze potesse portare la diversa 
temperatura del tubo, che, in ogni caso, rimane assai al di sotto della tempe- 
ratura di condensazione della emanazione (121 gradi assoluti), si sono eseguite 
delle misure di confronto, sperimentando nel seguente modo. 

Due coppie di tubi ad U (fig. 1), immersi in vasi Dewar, partono da 
due palloni S, e S,, comunicanti con l’esterno per mezzo di due rubinetti 
R; e R.. Le due coppie di tubi ad U, A—A’,O—A”, si riuniscono 
in un unico tubo, munito di un rubinetto R,, che fa capo alle pompe. 

Nei fori dei rubinetti R, ed R, sono stati introdotti due « aghi » di 
vetro, contenenti la stessa quantita (12 millicurie circa) di emanazione di 
radio purificata; quindi si é chiuso alla Jampada il tubo comunicante con 
Yatmosfera. I tubi A, A’, A’, sono stati immersi in aria liquida’ preparata 
di fresco, il tubo O nell’ossigeno liquido; per mezzo di una pompa si é 
portata la pressione nell’interno dei tubi a circa 3 centimetri di mercurio; 
dopo di che si & chiuso il rubinetto R,. 

A questo punto, girando i rubinetti R, ed R., si sono spezzati gli aghi 
contenenti l’emanazione, la quale si é diffusa nei palloni S, ed S,, conden- 
sandosi poi nei tubi A ed O. Dopo aver atteso un tempo press’a poco eguale 
a quello che normalmente si impiega nell’apparecchio di purificazione del- 
lemanazione, si é riaperto il rubinetto R,;, avendo prima messo in azione 
la pompa a diffusione; con cid si é stabilita (come avviene nell’apparecchio 
di purificazione) una corrente di gas attraverso i quattro tubi ad U, pro- 
veniente dai due palloni; a questi si € avuto cura di dare un volume para- 
gonabile a quello dei recipienti che precedono il tubo ad U nell’apparecchio, 
all’atto del funzionamento della pompa a diffusione. Raggiunto il pit alto 
vuoto possibile con la pompa (mm. 10~§ circa), si é chiuso il rubinetto Ras 
e, lasciando i tubi sempre immersi nei gas liquefatti, si é tagliato con la 
lampada nei punti 1,2,3,4,5,6, gid preparati in precedenza con una 
Opportuna sfilatura. 

Dopo avere atteso un tempo sufficiente perché l’emanazione distribuita 
nei sei pezzi si fosse messa in equilibrio con i suoi prodotti, si & proceduto 
alla misura dell’attivita di ciascuno di essi, col metodo dei raggi y. A questo 
scopo ha servito bene una grande camera di ionizzazione @, la quale, avendo 
una notevole estensione, da risultati paragonabili anche se, come in questo 
caso, le dimensioni delle varie sorgenti sono diverse. 


(1) V. Morrara, « Rivista di Radiologia e Fisica medica», 1933, [Dy steko 
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I risultati delle misure eseguite sono riassunti nella seguente tabella: 


Ramo Aria-aria Ramo ossigeno-aria 
Emanazione introdotta mC. ETs9 Emanazione introdotta mC. 12.8 
Residuo nel pallone S, » 0.9 Residuo nel pallone S, » 0.6 
Emanazione condensata Emanazione condensata 

HelstubOe AST? .32h "45 9.9 neletuborOr ver ee ey eeecan 
Emanazione condensata Emanazione condensata 

HObUIDO BANS b cn ei SOs) mel tubOyAY’ Se. ean s ate) aie Ay, 
Lotale ricuperato-.:-... mC, 11.6 ‘Potale-ricupefato...,, «mC. a2 
Emanazione condensata nel primo Emanazione condensata nel primo 

tubo(aria) 90°/o. (1) tubo(ossigeno) 58.2 °/o. 


Si vede pertanto che, sebbene la differenza fra la temperatura dell’aria 
liquida preparata di fresco e quella dell’ossigeno liquido sia di pochi gradi, 
si ha una notevole perdita di emanazione, se si usa quest’ultimo, senza 
particolari avvertenze. 

Questa perdita € dovuta al fatto che, quando funziona la pompa a dif- 
fusione, i gas contenuti nei recipienti che precedono il tubo ad U passano 
sopra lemanazione condensata, trascinandone via una parte tanto pil: grande 
quanto maggiore € la quantita di emanazione condensata sulle pareti del 
tubo stesso. In questo caso ha naturalmente una notevole influenza la tem- 
peratura della parete del tubo, cosicche ne viene asportata pil dal lato del- 
Possigeno che da quello dell’aria. 

Per le considerazioni esposte, si dovranno, nell’usare l’apparecchio per 
la purificazione, avere alcune avvertenze. 

Una prima avvertenza consiste nel limitare allo stretto necessario il 
funzionamento della pompa a diffusione. 

Una seconda avvertenza da usare, per diminuire la perdita di emana- 
zione, consiste nel modificare il tubo ad U, raddoppiandolo: in modo che 
il gas, dopo avere attraversato il primo tubo, ne incontri un secondo, il 
quale avra indubbiamente maggiore efficacia del primo. 

Si & percio ripetuta la precedente esperienza, usando un doppio tubo 
ad U, che veniva immerso nell’ossigeno liquido; la percentuale della emana- 
zione fermata dall’ossigeno si ¢ in questa esperienza (condotta come la pre- 
cedente) avvicinata assai a quella che pud essere fermata dall’aria. 


(1) Percentuali calcolate detraendo dalle quantita di emanazione introdotte quelle 
rimaste nei palloni S; e Sp. 


Non ¢’é perd dubbio che, quando sia possibile avere aria liquida pre- 
parata di fresco, 0, meglio ancora, azoto liquido, il rendimento dell’appa- 
recchio aumenta assai; e si puo addirittura rendere trascurabile la quantita 
di emanazione perduta, adoperando anche in questi casi un tubo doppio, come 
sopra si é detto. Il tubo a doppio U é molto pit vantaggioso di un ser- 
pentino, anche.se questo si possa fare molto pit lungo; infatti e facile os- 
servare che la emanazione si condensa principalmente nelle regioni dove il 
liquido refrigerante evapora e che sono perciO a temperatura pill bassa; e 
evidente che, con l’uso del doppio U, esse sono in numero doppio. 

Poiché la quantita di gas liquefatto che occorre é assai poca, conviene, 
per essere certi di lavorare nelle migliori condizioni possibili, prepararlo 
al momento di fare la purificazione della emanazione; servendosi di uno di 
quei piccoli liquefattori, che si connettono direttamente-alle bombole di gas 
compresso del commercio. ‘Disponendo di una bombola di aria,‘o meglio di 
azoto, compresso a 120 atmosfere, e circondando di anidride carbonica solida 
il serpentino del liquefattore, destinato al raffredamento preliminare del gas, 
Si puo, in quattro o cinque minuti, avere la quantita necessaria di gas lique- 
fatto. La spesa per la provvista delle bombole non é eccessiva, se si pensa 
che, per ottenere la stessa quantita di gas liquefatto da una ordinaria instal- 
lazione per la liquefazione, occorre tenere in funzione un complesso mac- 
chinario per oltre venti minuti; ed ¢ largamente compensata dalla como- 
dita e sicurezza con la quale, in qualunque momento e senza l’assistenza di 
meccanici, si puo preparare il piccolo quantitativo di gas liquido che occorre 
per la purificazione della emanazione. 

In ogni modo, ¢ da scartarsi l’impiego, almeno col semplice tubo ad U, 
dell’aria liquida del commercio, che, essendo quasi completamente costituita 
da ossigeno, da luogo agli inconvenienti di cui si é parlato. 

Mi sia permesso di rivolgere i piu vivi ringraziamenti al prof. Trabacchi, 
che mi ha guidato in queste ricerche, e che ha messo gentilmente a mia di- 
sposizione gli apparecchi ed il materiale del suo laboratorio. 


Ss NOU = 


Fisica. — Sulla disintegrazione del piombo per effetto della 


radiazione penetrante. Nota di B. Rossi, presentata“ dal Corrisp. 
E. Fermi.” 


1. In una serie di esperienze eseguite col metodo delle coincidenze 
fra gli impulsi di contatori non allineati@ ho dimostrato che la radiazione 
penetrante genera nella materia una radiazione corpuscolare secondaria ed 
ho studiato le principali proprieta di questa radiazione. Recentemente, d’altra 
parte, Blackett e Occhialini%) hanno fotografato colla camera di Wilson 
gruppi di corpuscoli provenienti, con ogni probabilita, da disintegrazioni 
nucleari provocate dalla radiazione penetrante. Era naturale porre in rela- 
zione i due fenomeni ed ammettere che i corpuscoli secondari da me os- 


servati fossero da identificarsi con i frantumi di nuclei fotografati da Bla- 
ckett e Occhialini. 


Per controllare questa ipotesi, ho disposto tre contatori C,,C.,C; 
(2.5 cm di diametro, 25 cm di lunghezza) nel modo indicato dalla fig. 1 
ed ho contato le coincidenze triple fra i loro impulsi collocando schermi 


(1) Nella seduta del 2 giugno 1933. 

(2) «Phys. Z.S.», 33, 304, 1932; «Rend. Lincei », ry, 734, 1932; « Ricerca Scient. », 3 
CDs BAR, UORAS we, Be 3h IOS Dy, Gey SG We) 5 

(3) P. M. S. Bracxerr e G. P. S. Occurazini, « Proc. Roy. Soc. », 139, 699, 1933- 
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di piombo di vario spessore in posizione tale che un medesimo corpuscolo 
uscente dal piombo non potesse attraversare due contatori. In queste con- 
dizioni lo schermo pud dar luogo a coincidenze triple supplementari sol- 
tanto se da esso emergono contemporaneamente tre corpuscoli. 

I risultati delle misure sono riassunti nella Tabella I. 


TaBELia I. 
Spessore dello schermo 
iba EHO Bg Bo a ) Wh 14 21 28 35 HERS 
Durata dell’esperienza . SUS aT a lasers CoN eMart Re AB Lia ype ee UN TRS josie Biss || sez pyre 
Coincidenze osservate . 132 256 365 384 5 Sloe (290 199 
Coincidenze per ora. . | 8.8-- 0 76|17.9 -E 1.1/25.0 + 1.3/26.6 + 1.4 24.6 +> 1.3|20.8 4- 1.2] 13.8 -- 1 


Si riconosce anzitutto che la presenza dello schermo aumenta effetti- 
vamente di molto la frequenza delle coincidenze triple (quelle osservate 
senza schermo sono dovute in parte ai raggi pressoché orizzontali, che 
attraversano tutti tre i contatori, in parte, probabilmente, a corpuscoli secon- 
dari provenienti dalla disintegrazione delle pareti di zinco dei contatori). Sia 
per quel che riguarda la dipendenza del numero delle coincidenze dallo 
spessore dello schermo, sia per quel che riguarda il valore assoluto di 
questo numero, 1 risultati ora ottenuti sono inoltre molto vicini a quelli 
di una precedente esperienza‘) eseguita in condizioni analoghe, ma con i 
contatori disposti in modo che fosse sufficiente l’arrivo simultaneo di due 
corpuscoli per provocare una coincidenza tripla. Si deve dunque concludere 
che l’arrivo simultaneo di tre corpuscoli non rappresenta un fenomeno 
molto pil raro che l’arrivo simultaneo di due soli corpuscoli. 

Questa conclusione viene confermata dal risultato di un’esperienza 
eseguita contando le coincidenze doppie fra gli impulsi dei contatori 
C, e C; (cfr. fig. 1) alternativamente senza piombo e collo schermo di 
piombo di 21 g/cm?. Senza piombo vennero osservate 54 + 2.5 coincidenze 
all’ora; con 21 g/cm? di piombo 84.5 + 3 coincidenze all’ora. Lo schermo 
di piombo da Inogo quindi a 30.5 + 4 coincidenze doppie supplementari 
al?ora. Come abbiamo veduto (cfr. Tabella 1), il medesimo schermo, nella 
medesima posizione, da luogo, ogni ora, a_ 18.8 + 1.6 coincidenze triple 
supplementari. Tenuto conto che la sensibilita di un contatore (come é 
stato direttamente controllato anche nel presente caso) é circa dell’80°/,, 


(1) Cfr. B. Rosst, «Rend. Lincei», 15, 734, 1932. 
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possiamo concludere che quando due corpuscoli emergenti dal piombo col- 
piscono C, e C;, vi é quasi sempre anche un corpuscolo, che colpisce C, . 
Cid significa che, per la massima parte almeno, i corpuscoli secondari os- 
servati col metodo delle coincidenze non prendono origine singolarmente 
(come avverrebbe per l’urto di un corpuscolo cosmico con un elettrone 
estranucleare) ma a gruppi di parecchie particelle in una volta. Essi dunque 
debbono venir generati in quelle medesime esplosioni nucleari, che sono 
state fotografate da Blackett e Occhialini. 


2. Possiamo ora utilizzare le nostre esperienze sulla radiazione secon- 


daria per trarre alcune conclusioni sul fenomeno della disintegrazione del 
piombo e sulle proprieta della radiazione che lo produce. 


°o $s 10 45 10 cm. 


Risulta anzitutto da precedenti misure e viene confermato da quelle 
piu sopra riportate che la penetrazione media dei corpuscoli secondari é di 
circa due centimetri di piombo. II valor medio della loro energia deve 
quindi aggirarsi intorno ai 100 milioni di volt-e, secondo i calcoli di Hei- 
senberg “) sul rapporto fra penetrazione ed energia dei corpuscoli assai 
veloci. Le esperienze di Blackett e Occhialini sono in accordo con questa 
valutazione. Ammettendo che in ogni processo di disintegrazione nucleare 
prendano origine da 10 a 20 corpuscoli secondari, lenergia totale di tutti 
i corpuscoli generati in un singolo processo elementare deve essere del- 
Vordine di grandezza del miliardo di volt-e. Poiché non si vede come una 
cosi grande quantita di energia possa essere immagazzinata in un nucleo 
di piombo, dobbiamo concludere che essa deriva, per la massima parte 
almeno, dal raggio primario che provoca la disintegrazione. Questa con- 
clusione viene confermata dalla circostanza che i frantumi di nuclei sono 
proiettati di preferenza verso il basso, come indicano le fotografie di Bla- 
ckett e Occhialini e come & dimostrato dal fatto che mettendo il piombo 
al di sotto dei contatori si osservano assai meno coincidenze triple che non 


(1) W. HetsenperG, «Ann. d. Phys.», 13, 430, 1932. 
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mettendo il piombo al di sopra di essi. La radiazione che provoca le disin- 
tegrazioni nucleari deve dunque avere un’energia di un’ordine di grandezza 
non inferiore al miliardo di volt-e. 

La frequenza delle coincidenze triple (cfr. p. e. la Tabella I), rag- 
giunto il massimo per circa 2 cm di piombo, torna poi a diminuire, per 
lassorbimento della’ radiazione primaria, quando si aumenta ulteriormente 
lo spessore dello schermo. La diminuzione ¢ assai rapida fin verso i 10 cm, 
ma poi diviene lentissima, come mostrano le misure riassunte nella Ta- 
bella II. Esse vennero eseguite col dispositivo schematicamente rappresen- 
tato nella fig. 2, ponendo schermi di piombo di vario spessore al di sopra 
del sistema dei tre contatori C; C, e C, (2.5 cm di diametro, 25 cm di 
lunghezza) e misurando la corrispondente frequenza delle coincidenze triple. 
(Lo schermo di 24.5 g/cm? era lungo 50 cm e largo 21; gli altri schermi 
erano lunghi 52.5 cm e larghi 45). 


TaBELLa II. 
eee 
Spessore dello schermo in 

Bi Ciaeae erat. eran ieee ) 24.5 113.6 227.2 340 8 
Durata dell’esperienza . . 16h 4om 12h 30m 16h 4o™ 16h 4o™ 16h 4o™ 
Coincidenze osservate . . 207 847 476 446 427 
Coincidenze per ora. . . | 12.4-+ 0.9] 67.8 + 2.3 | 28.6 =F 1.3 | 26.8 + 1.3 | 25.64 1.2 


La rapida diminuzione nella frequenza delle coincidenze, che si ve- 
rifica per spessori di piombo non molto superiori a 2 cm, prova che le 
disintegrazioni nucleari non sono prodotte (o almeno non sono prodotte 
solamente) dalla radiazione penetrante primaria, la quale subisce in’ pochi cen- 
timetri di piombo un assorbimento appena sensibile. L’ipotesi pik semplice 
per spiegare i fenomeni osservati sembra essere quella di ammettere che le 
disintegrazioni nucleari siano dovute ad una radiazione secondaria, generata 
nella materia dalla radiazione penetrante. Questa radiazione secondaria do- 
vrebbe essere, in condizione di equilibrio, pi abbondante nei mezzi di basso 
numero atomico che in quelli di numero atomico elevato e diminuire quindi 
rapidamente di intensitd nel passaggio dall’aria al piomboa fino a che sia 
compiuta la transizione dallo stato di equilibrio relativo all’aria allo stato 
di equilibrio relativo al piombo. 

Qualunque sia l’origine della radiazione che provoca le disintegrazioni 
nucleari, rimane comunque stabilito che essa, pur possedendo un’energia 
non inferiore, anzi probabilmente Superiore al miliardo di volt-e, viene assai 


Date 


f 


TOR] — 


fortemente ridotta di intensita da pochi centimetri di piombo. Con ogni 
probabilita, il forte assorbimento che questa radiazione subisce nel piombo 
€ da porsi in relazione appunto colla sua attitudine a disintegrarne i nuclei; 
tanto pil che riuscirebbe assai difficile spiegarlo mediante un’azione sugli 
elettroni estranucleari. Giungiamo cos) a rappresentarci la causa delle disin- 
tegrazioni osservate come una radiazione, la quale viene essenzialmente 
assorbita dai nuclei stessi, che disintegra. Queste disintegrazioni nucleari, 
in altre parole, non rappresenterebbero per la radiazione in questione un 
fenomeno occasionale (come p. e. il fenomeno analogo per le particelle «), 
ma l’aspetto normale della sua azione sulla materia. 

Noto a questo proposito che anche Blackett e Occchialini, dalla rela- 
tiva frequenza con cui si presentano simultaneamente due disintegrazioni 
nucleari, sono condotti ad ammettere l’esistenza di una radiazione avente 
una forte probabilita di provocare le disintegrazioni stesse. 

Da precedenti esperienze dell’A. si deduce che la probabilita di disin- 
tegrazione diminuisce al diminuire del numero atomico del mezzo disin- 
tegrato; 1 mezzi di basso numero atomico debbono guindi assorbire la ra- 
diazione, che proyoca le disintegrazioni, meno fortemente che i mezzi di 
numero atomico elevato (a parita di massa superticiale). A favore di questa 
deduzione parla la circostanza che l’intensita di tale radiazione sembra essere 
maggiore (come abbiamo veduto) nei mezzi di basso numero atomico. Essa 
spiega pure il fatto osservato dall’A. che il massimo della frequenza delle 
coincidenze triple si presenta col ferro per una massa superficiale maggiore 
che non col piombo, senza che cid possa attribuirsi ad una minor pene- 
trazione dei corpuscoli secondari generati nel piombo. Per una data penetra- 
zione della radiazione secondaria la posizione de! massimo risulta infatti 
evidentemente tanto pi spostata verso i piccoli spessori, quanto pit forte- 
mente la radiazione primaria rimane assorbita. 

Ringrazio vivamente il sig. Curiel, che mi ha aiutato nel montaggio 
degli apparecchi, ed i dottori Bottecchia ed Alocco, che hanno eseguito gran 
parte delle osservazioni. 


Fisica. — Sulle dilatazioni superficiali dei solidi elastici. Nota di D. Pa- 
LERMO, presentata dal Corrisp. G. Scorza. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 
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Chimica. — Di un nuovo tipo di composi complessi del- 
largento bivalente“?. Nota di G. A. Barsreri, presentata™ dal 
Socio M. Berri. 


Fra i capitoli della Chimica inorganica uno dei pit poveri di composti 


€ quello dell’Argento bivalente. 
II 
AlVossido argentico AgO corrispondono, oltre all’acetato argentico %) 


heCCECOOS, soltanto alcuni composti complessi che appartengono tutti 
alla classe delle metallammine, e hanno in comune la seguente formula ge- 
nerale 
ll B = piridina 
[AgB,]X. B, = a, a—dipiridile; o—fenantrolina. 

Allo scopo di aumentare le nostre conoscenze, ancor troppo scarse, sui 
composti dell’argento bivalente, e nella previsione che prendendo di mira 
altri tipi di composti complessi, si sarebbero forse potute realizzare le 
condizioni opportune per ottenere nuovi composti dell’argento bivalente, se 
non del tutto stabili, almeno isolabili allo stato solido, ho intrapreso alcune 
ricerche di cui riferisco qui brevemente i primi risultati che mi sembrano 
assai promettenti. 

L’analogia dell’argento col rame che si manifesta, oltre che nella forma 
monovalente, anche nella forma bivalente, come ebbi occasione di mettere 
in luce fin dal 1912,“ mi ha condotto anzitutto ad eseguire alcune espe- 
rienze dirette ad ottenere con l’argento bivalente dei sali complessi interni 
sul genere di quelli che sono forniti dal rame e da molti altri elementi, e 
Ja cui struttura fu chiarita da G. Bruni“) e da H. Ley ©. 

I tentativi con gli ammino-acidi non ebbero alcun successo. 

Una soluzione di nitrato d@’argento e glicocolla, resa alcalina con soda 
caustica e addizionata con persolfato potassico, si colora in bruno per la 
formazione di ossido argentico colloidale. 


(1) Lavoro eseguito nel Laboratorio di Chimica del R. Istituto Superiore Agrario di 
Bologna. 


(2) Nella seduta del 2 giugno 1933. 

(3) C. Scuatt, W. Mewzer, « Zeitschr. f. Elektrochemie», 28, p- 476 (1922). 
(4) «Rend. Accad. Lincei», 5, XXI, I° sem., p. 560 (1912). 

(5) «Rend. Accad. Lincei», (5), 13, Il, p. 26 (1904). 

(6) «Z. f. Elektrochemie », 10, p. 954 (1904). 


= NOG) 


Sostituendo alla glicocolla la diacetildiossima, si ottiene per ageiunta 
a freddo di persolfato potassico, una intensissima colorazione rosso-sangue 
che € certamente dovuta alla formazione di un composto in cui l’argento é 
in una forma di combinazione superiore alla monovalente, giacché detta co- 
lorazione scompare per aggiunta di riducenti, e non prende origine se alla 
soda caustica si sostituisce l’ammoniaca. Si tratta perd di un composto molto 
labile che non poté venir isolato. Dopo pochi minuti la colorazione rosso— 
sangue si attenua e finisce col diventar gialla. 

Risultati molto pit: soddisfacenti vennero ottenuti ossidando con perso!- 
fato di potassio o per via elettrolitica il sale di argento dell’acido picolinico. 

E noto dalle ricerche di Ley che il picolinato rameico Cu(C,H,NCOO), - 
-2H,O ¢ un sale complesso interno in cui l’atomo di rame non soltanto 
sostituisce gli idrogeni di due carbossili, ma si lega per valenze secondarie 
agli azoti dei due anelli eterociclici. 

Il composto corrispondente dell’argento bivalente venne da me ottenuto 
operando come segue. 

Una soluzione di nitrato d’argento (gr. 1,7 di AgNO, in 50 cc. di 
acqua) venne addizionata con una soluzione di acido -picolinico (gr. 3,7 in 
50 cc. di acqua); si formo un precipitato bianco, caseoso, che si ridisciolse 
per aggiunta di gr. 2,5 di carbonato sodico in sostanza. La soluzione cost 
ottenuta che aveva reazione nettamente alcalina e conteneva picolinato di 
argento e picolinato di sodio, venne addizionata a freddo con una soluzione 
di persolfato potassico (gr. 2 di K,S,Og in 60 cc. di acqua); si formo 
dapprima un’intensissima colorazione rosso-aranciata, e dopo pochi minuti © 
si separd una sostanza cristallina in aghi rosso-aranciati, mentre |’acqua 
madre restava appena gialla. 

La sostanza cosi ottenuta venne separata per filtrazione alla pompa, 
lavata con poca acqua, seccata nel vuoto su cloruro di calcio. 

Essa @ pochissimo solubile in acqua; nell’acido nitrico concentrato si 
scioglie con colorazione nero-seppia; con acido cloridrico da cloruro di argento 
con svolgimento di cloro; con ammoniaca da soluzione incolora con svol- 
gimento di azoto; dall’acqua ossigenata viene pure decolorata con sviluppo di 
ossigeno. 

Queste reazioni stanno a provare che nel composto l’argento & con- 
tenuto in una forma di combinazione superiore alla monovalente. 

Il composto rosso non contiene acido solforico; calcinato, da un residuo 
costituito soltanto da argento. 

Allanalisi quantitativa diede i seguenti risultati: 


Trovato Calcolato per Ag(C;H,NCOO)2 
Ag 30.78 °/. 30.66%. 
N 8.02 » 7.96 » 


O attivo 2.28 » (dos. jodometrico) 227e> 
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Il composto ¢ abbastanza stabile purché sia conservato all’oscuro: alla 
luce si decolora rapidamente; pud essere lavato con alcool e seccato fra 
carta senza che subisca una sensibile alterazione. 

Per spiegare la singolare stabilita di questo composto non é sufficiente 
la sua insolubilita in acqua; bisogna ammettere che si tratti di un composto 
complesso interno, nel quale - come nel sale corrispondente di rame — esi- 
stano dei legami tra l’argento bivalente e |’azoto degli anelli eterociclici. 

| 


\ 
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A conferma di cio si prepararono cristalli misti del sale rameico col 
sale dell’argento bivalente. Una soluzione di picolinato sodico resa alcalina 
con bicarbonato sodico venne saturata a freddo con picolinato di rame, poi, 
dopo filtrazione, si aggiunse nitrato d’argento e infine persolfato potassico. 
La sostanza cristallina che si formd era di color rosso mattone. 

Esaminata al microscopio risulto costituita da bei prismi omogenei. 

Nell’ammoniaca si sciolse con svolgimento di azoto e con colorazione 
turchina. 

AlVanalisi, il prodotto risulto contenere 26.84 °/. di Ag: in base a questa 
percentuale si sono calcolate le percentuali di rame e di azoto dei cristalli 
mist. 


Calcolato per Agyo.s6)Cu(o.14)C5H4(NO2), Trovato 
Cu Pd 2.90 6 
N 8.10 » 8.22 » 


Nei trattati il picolinato di rame e descritto come anidro; H. Ley © 
riconobbe che contiene due molecole di acqua di cristallizzazione che perde 
sopra i 100 gradi. Siccome il picolinato argentico € certamente anidro, bi- 
sogna ammettere che il picolinato di rame, entrando in soluzione solida nel 
composto argentico, possa anch’esso cristallizzare anidro. 

L’ossidazione del picolinato d’argento oltre che mediante persolfato, pud 
venir eseguita per via elettrolitica. 

A gr. 5 di acido picolinico sciolto in acqua, si aggiunsero gr. 5 di bicar- 
bonato sodico, poi gr. 2.5 di nitrato d’argento, e si scaldd fino a soluzione 
del precipitato prima formatosi. Il volume della soluzione venne portato a 
100 cc. Di questa soluzione 80 cc. vennero messi in una capsula di platino 
semisferica della capacita di circa 250 cc. che fungeva da anodo; gli altri 
20 cc. contenuti in un piccolo vaso poroso immerso nel liquido anodico, 


(1) « Berichte », 50, p. 1132 (1917). 
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vennero impiegati come liquido catodico; il catodo era costituito da un grosso 
filo di platino piegato e spirale. L’elettrolisi venne eseguita con una corrente 
di 8 volt e 2-4 ampére. Appena si chiuse il citcuito, il liquido anodico si 
coloro in giallo, poi in rosso, e dopo alcuni minuti il fondo della capsula 
bagnato dal liquido comincio a tappezzarsi di un rivestimento molto aderente 
di cristalli. Esaminati al microscopio, mostrarono un aspetto perfettamente 
simile a quelli ottenuti col persolfato. Anche l’analisi confermo che si trat- 
tava dello stesso composto argentico. 


Chimica. — Sulle anidridi solfoniche miste. 1. Preparazione 
delle anidridi acetosolfoniche. Nota“) di A. Baront, presentata® dal 
Socio G. Bruni. . 


In un precedente lavoro) ho preparato le anidridi miste di alcuni acidi 
grassi ed aromatici e studiata la loro decomposizione con l’acido H e con 
Palcool etilico e cioé con sostanze contenenti i gruppi NH, ed OH ed ho 
stabilito che Pazione su questi gruppi avviene in funzione della forza dei 
radicali acidi che costituiscono le anidridi miste. 

Mi é sembrato interessante intraprendere lo studio anche delle anidridi 
miste di acidi solfonici con acidi grassi ed aromatici, che non mi risultano 
fino ad ora note, per vedere se anche con esse si verifichi la stessa decom- 
posizione data dalle anidridi miste di acidi organici ordinari o se in questo 
caso possa verificarsi un comportamento diverso derivante dalla sostituzione 
di un gruppo CO con un gruppo SO,,. 

_ La preparazione delle anidridi solfoniche miste € pit difficile di quella 
delle anidridi miste ordinarie, cid che era del resto prevedibile anche dalla 
difficolta di preparazione delle anidridi solfoniche semplici. I] primo che abbia 
studiato queste ultime é stato J. Rosenberg“ che per azione dell’acido piro- 
solforico fuso sugli alogeni derivati del tiofene ha ottenuto le corrispondenti 
anidridi, per es. l’anidride tribromotiofensolfonica (C,Br,S-SO.,) ,O che 
fonde a 115°-116° e |’anidride triclorotiofelsolfonica che non mostra un 
punto di fusione determinato. Egli ha fatto reagire l’acido pirosolforico anche 
sui derivati polialogenati del benzolo, per es. sul p—dibromobenzolo e sul 
tribromobenzolo ottenendo le anidridi p—dibromotiofensolfonica e tribromo- 
tiofensolfonica che non presentano un punto di fusione determinato e per 


(1) Lavoro eseguito nell’Istituto di Chimica Generale e Chimica Fisica della R. Uni- 
versita di Milano. 

(2) Nella seduta del 2 giugno 1933. 

(3) «Gazzetta Chimica», 63, p. 23 (1933). 

(4) «Berichte», 17, 1773 (1885); 18, 650, 652 (1886). 
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riscaldamento in tubo capillare rammolliscono a 170° colorandosi in bruno 
e non sono ancora fuse a 250°. 

Billiter “) ha preparato le anidridi solfoniche per azione del cianato di 
argento sui solfocloruri. Cosi mescolando cianato di argento col metilsolfo- 
cloruro in quantita equimolecolari e riscaldando la miscela a 120° ha avuto 
una reazione violenta con sviluppo di vapori pungenti che presentano odore 
di mercaptano ed ha ottenuto un prodotto giallo solido che non contiene 
traccia di cianato ed é costituito da anidride metansolfonica come ha potuto 
stabilire mediante decomposizione con alcool. L’anidride cosi ottenuta non 
& pura; allo stato puro l’ha potuta ottenere per riscaldamento a 160° pet 
tre ore del benzensolfonato di argento col benzensolfocloruro e successiva 
distillazione del prodotto di reazione nel vuoto. L’ anidride metansolfonica 
fonde a 71° e distilla a 138° a 10 mm. 

Per azione del cianato di argento sul benzensolfocloruro a 140° questo 
Autore ha ottenuto l’anidride benzensolfonica che fonde a 92° e distilla con 
forte decomposizione a 240° a 10 mm. I suoi risultati sono in disaccordo 
con quelli di Abrahall@) che ha preparato l’ anidride benzensolfonica per 
azione del benzensolfocloruro sul benzensolfonato di argento ed estrazione 
del prodotto di reazione con cloroformio, perché infatti la sua anidride fon- 
derebbe a 52°; e da quelli di Hubner ) il quale ha ottenuto questa anidride 
sotto forma di grossi cristalli da soluzioni eteree, questi cristalli si decom- 
pongono pero in pochi giorni e si sciolgono nuovamente in etere. Secondo 
Billiter questi risultati discordanti si spiegano col fatto che Hiibner ha usato 
etere commerciale che contiene sempre dell’acqua che agisce col tempo de- 
componendo |’anidride ed Abrahall ha usato cloroformio commerciale che 
contiene sempre dell’alcool. In questo modo egli ha ottenuto invece dell’a- 
nidride !’acido libero che possiede infatti le caratteristiche dell’anidride di 
Abrahall . 

Le anidridi solfoniche sono state preparate anche da Meyer e Schlegl 
che hanno studiato l’azione del cloruro di tionile sugli acidi solfonici aro- 
matici, azione che puo essere rappresentata dalle equazioni: 


R-SO,;H + SOCI, = R-SO, Ci + SO, + HCl 
2R-SO3H + SOC = R-SQ,-0°S07. Re SO aac 


In questa reazione si osserva un comportamento caratteristico degli acidi 
aromatici, perché gli Autori hanno trovato che gli acidi che allo stato libero 
danno per azione del cloruro di tionile Panidride corrispondente, non rea- 


(1) «Berichte», 38, 2014, 2018 (1905). 

(2) «Journ. Chem. Soc. », 26, 606. 

(3) «Ann. der Chemie», 123, 244. 

(4) Vedi: Krarrr e Wixkg, « Berichte», 33, 3207 (1900). 

(5) «Monatshefte fiir Chemie», 34, 561, (1912); «Zentralblatt», 1913, I, 2116. 
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giscono sotto forma dei loro sali alcalini e invece gli acidi che danno allo 
stato libero il cloruro acido corrispondente, danno l’anidride quando si fanno 
reagire sotto forma di sali alcalini col cloruro di tionile. In queste reazioni 
si forma sempre una quantita maggiore o minore di cloruro acido che si 
ottiene per azione del cloruro di tionile sull’anidride che si ¢ formata in un 
primo tempo, il che starebbe a dimostrare una azione anidrificante di questa 
sostanza superiore all’azione clorurante. 

Nella reazione fra i solfocloruri e i sali di argento o di sodio di acidi 
grassi od aromatici si nota una notevole differenza di comportamento fra le 
anidridi ordinarie e quelle solfoniche. Infatti come ha dimostrato Anthoine® 
e€ come € stato confermato anche da me®) se si fa agire un cloruro acido 
su un sale alcalino o di argento di un acido diverso si ottiene sempre una 
miscela di anidride semplice e mista; nel caso di acidi solfonici non si ot- 
tiene invece in queste condizioni che o l’anidride semplice o l’anidride mista 
a seconda che si fa agire un cloruro acido su un sale dello stesso acido o 
di un acido diverso. Inoltre mentre le anidridi ordinarie semplici e miste si 
possono ottenere per riscaldamento di un acido con una anidride, quelle di 
acidi solfonici non si possono ottenere con questo metodo a causa della 
maggior stabilita del gruppo SO,H rispetto al carbossile. 

Io ho studiato la preparazione delle anidridi miste dell’acido acetico con 
acidi solfonici attraverso l’azione dei cloruri di questi acidi sull’acetato di 
argento e sull’acetato di sodio secco. Con l’acetato di argento i cloruri degli 
acidi solfonici reagiscono a temperature di 120°-150° dando reazioni vivaci 
fortemente esotermiche e formando le corrispondenti anidridi miste con ren- 
dimenti che variano con la durata del riscaldamento e che per riscaldamenti 
di circa tre ore possono raggiungere i! 40 °/,. Con Vacetato di sodio secco 
le reazioni avvengono solo a temperature piu elevate e molto lentamente ; 
i rendimenti anche con riscaldamenti a 200° prolungati per otto o dieci ore 
sono sempre bassi. I rendimenti per le anidridi miste dell’acido acetico con 
acidi solfonici grassi sono superiori a quelli delle anidridi miste dell’acido 
acetico con acidi solfonici aromatici. 

Ho cercato anche di preparare queste anidridi miste per azione del clo- 
ruro di acetile sui sali di argento degli acidi solfonici, ma non mi é stato 
possibile ottenerle probabilmente per il basso punto di ebollizione del clo- 
ruro di acetile e quindi per la difficolta di poter raggiungere la temperatura 
necessaria all’andamento delle reazioni stesse. 


PARTE SPERIMENTALE. 


Preparazione dell’anidride mista acetobenzensoifonica. — Questa anidride 
& stata da me ottenuta per riscaldamento a 150° di 17,6 gr. di benzensol- 


(1) «Journ. Pharm. Chim. », (5), 8, 417-420. ‘ 
(2) liste, Cite 


— 1084 — 


focloruro con 16,7 gr. di acetato di argento secco. Il riscaldamento é stato 
fatto in un pallone munito di refrigerante a ricadere ed in bagno d’olio a 
150° per tre ore. Dopo raffreddamento il prodotto é stato estratto con etere 
distillato su sodio; per evaporazione dell’etere e successiva distillazione del- 
Polio residuo nel vuoto (20 mm.) ho ottenuto una prima frazione a 135° 
che € costituita da benzensolfocloruro ed una seconda frazione a 160° (gr. 8) 
che é anidride acetobenzensolfonica. Il rendimento é quindi del 40 °/,. Ho 
cercato di migliorare questo rendimento aumentando la durata di riscalda- 
mento ad otto ore e triplicando la quantita di benzensolfocloruro rispetto al 
teorico, ma senza alcun risultato. 

In successive preparazioni ho fatto reagire nel modo detto sopra gr. 17,6 
di benzensolfocloruro con gr. 8,2 di acetato di sodio secco. Nella distilla- 
zione del prodotto estratto con etere ho ottenuto gr. 1,2 di anidride aceto- 
benzensolfonica con un rendimento quindi del 6°/,. Per migliorare il ren- 
dimento ho aumentato anche qui notevolmente il tempo di riscaldamento; 
con un riscaldamento a 150° per dodici ore ho ottenuto gr. 2,6 di questa 
anidride. Il rendimento € quindi del 13 °/5. Anche aumentando la tempera- 
tura di riscaldamento a 200° il rendimento aumenta di poco e difatti con 
un riscaldamento di dieci ore ho ottenuto solo gr. 3 di anidride acetoben- 
zensolfonica con un rendimento del 15 °/,. Nella preparazione delle anidridi 
miste acetosolfoniche si osserva cosi una reattivita molto minore dei sali 
alcalini rispetto a quella dei sali di argento. 

L’anidride mista acetobenzensolfonica é stata da me analizzata in micro 
Carius dosando lo zolfo come BaSQ,. I risultati analitici sono i seguenti : 


sostanza pesata BaSO, pesato >) of @askovato S°/, teorico 
0.004200 0.0048 33 15.80 16.02 
0.006004 0.005483 15.76 16.02 


Preparazione dell’anidride aceto—p—toluensolfonica. — L’anidride aceto-p— 
toluensolfonica € stata preparata facendo reagire nel modo detto sopra er. 19 
di p-toluensolfocloruro con g. 8,2 di acetato di sodio secco a 200° per 
dieci ore. Ho cosi ottenuto gr. 3,6 di questa anidride che distilla a 186° 
188° a 20 mm.; il rendimento & quindi del 16 °/,. Anche questa anidride 
& stata da me analizzata dosando con micro Carius lo zolfo come BaSO, 
coi seguenti risultati: 


sostanza pesata BaSO, pesato S°/, trovato S°/, teorico 
0.005642 0.006041 14.70 14.98 
0.003 624 0.003914 14.83 14.98 


Preparaxione dell’ anidride acetometansolfonica. — L’ anidride acetometan- 
solfonica & stata da me preparata per riscaldamento di gr. 11,5 di cloruro 
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dell’acido metansolfonico con gr. 8,2 di acetato di sodio secco in tubo chiuso 
e in bagno d’olio a 200° per cinque ore. Alla successiva distillazione a pres- 
sione ridotta (20 mm.) ho ottenuto gt. 2 di anidride mista acetometansol- 
fonica che bolle a 100°-102°, Aumentando il tempo di riscaldamento a dieci 
ore alla stessa temperatura e con le stesse quantita ho ottenuto gr. 3,3 di 
anidride acetometansolfonica. I] rendimento in questo caso ¢€ quindi del 25 °/, 
mentre nella preparazione precedente é invece del 14,5 °/o. All’analisi, deter- 
minando lo zolfo come BaSO,, ho avuto i seguenti risultati: 


sostanza pesata BaSQ, pesato S°/, trovato S°/, teorico 
0.005 423 0.009082 23.00 25329 
0.004831 0.008 266 DES Ly 23.22 


Preparazione dell’ anidride aceloetansolfonica. — Anche nella preparazione 
di questa anidride ho avuto rendimenti dello stesso ordine di quelli ottenuti 
nella preparazione dell’anidride acetometansolfonica. Infatti riscaldando in tubo 
chiuso ed in bagno d’olio a 200° per cingue ore gr. 12,8 di cloruro del- 
Vacido etansolfonico con gr. 8,2 di acetato di sodio secco ho ottenuto gr. 3,4 
di anidride acetoetansolfonica (rend. 22 °/,) che bolle a r15°=1 17° a 20 mm. 
L’analisi di questo composto ha dato i seguenti risultati: 


sostanza pesata BaSO, pesato S °/, trovato S°/, teorico 
0.004423 0.006698 20.80. 21.05 
0.003206 0.004871 20.87 21.05 


Decomposizione dell’ anidride mista acetometansolfonica con T acido H. — 
Ho eseguito una prova qualitativa di decomposizione dell’anidride acetome- 
tansolfonica con l’acido H. Per copulazione del prodotto acetilato con diazo 
di anilina, ho avuto un colore di tono nettamente diverso da quello che si 
ottiene copulando il diazo di anilina con l’acido acetil H. La decomposi- 
zione della anidride mista sembra quindi essere avvenuta con lo stesso mec- 
canismo delle anidridi ordinarie, cioé in funzione della forza dei radicali 
acidi che costituiscono l’anidride mista. Sono ancora in corso le prove quan- 
titative per verificare cid anche per le altre anidridi miste, e di esse verra 
riferito in una nota successiva. 


Riassumendo: 


a) Vengono preparate le anidridi miste dell’acido acetico con gli acidi 
metansolfonico, etansolfonico, benzensolfonico e p-toluensolfonico, non an- 
cora note, per azione dei cloruri di questi acidi solfonici sull’acetato di argento 
e sull’acetato di sodio secco e ne vengono determinati i punti di ebollizione 
a 20 mm. che sono riuniti nella seguente tabella: 
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p. eb. a 20 mm. 


anidride acetometansolfonica 100°—102° 
» acetoetansolfonica II5°-117° 
» acetobenzensolfonica 160°—-1 61° 
»  aceto-p-toluensolfonica 186°-188° 


b) Il meccanismo di decomposizione di queste anidridi sembra essere 
dello stesso tipo di quello trovato precedentemente da me per le anidridi 
miste degli acidi organici ordinari. 


Chimica (Chimica Biologica). — Sull’attivita deidrogenasica 
del « B. Coli communis » sugli acidi grassi superiori.“ Nota di 
F. P. Mazza e A. Cimmino, presentata™ dal Corrisp. G, QUAGLIA- 


RIELLO. 


Le belle ricerche del Quastel e della sua scuola hanno dimostrato che 
nei batteri esistono deidrogenasi capaci di attivare substrati di natura diver- 
sissima. G) Avendo uno di noi (M.), insieme a Stolfi, dimostrato |’ esistenza 
nel fegato di una deidrogenasi capace di attivare gli acidi grassi superiori (4) 
e che, verosimilmente, ha una parte importante nel metabolismo dei grassi, 
ci & sembrato interessante ricercare se anche nei batteri esistessero enzimi 
di questo tipo. In verita, le ricerche della scuola del Quastel hanno dimo- 
strato che alcuni acidi grassi della serie formica sono attivati dal sistema 
deidrogenasico del B. Coli communis; ma, ad eccezione dell’ac. formico, il 
quale é uno dei migliori donatori di idrogeno in presenza di batteri, (coef 
ficiente 700, facendo = 100 l’attivazione dell’ac. succinico), gli altri acidi 
studiati (acetico, propionico, butirrico, valerianico, caproico, caprilico, eptilico, 
nonilico), vengono solo debolmente deidrogenati (coefficiente minore di 1)&). 

Ma per quanto ci é stato possibile ricercare nella letteratura, non ab- 
biamo trovato cenno di esperienze condotte cogli acidi grassi superiori, seb- 
bene si sappia che nel metabolismo di certi batteri essi vengono ossidati ©. 

Ci siamo serviti per le nostre esperienze di B, Coli communis di 24 ore 
di sviluppo su agar. Le ricerche sono state eseguite aerobicamente, colla 
tecnica manometrica di Barcroft-Warburg, ossia con accettore O, (aria atmo- 
sferica). 


(1) Lavoro eseguito nell’Istituto di Chimica Biologica della R. Universita di Napoli. 

(2) Nella seduta del 2 giugno 1933. 

(3) QuasreL, Bacterial Enzyme Reactions, in « Ergebnisse d. Enzymforschung », 1932, 
I, 209. 

(4) Mazza e Srotr1, «Rend. Acc. Lincei», 1933, 17, 476. 

(5) QuasreL e WootripcE, « Biochem. J.», 1925, 19, 652. 

(6) STEPHENSON e WuHETHAM, «Proc. Roy Soc. B.», 1922, 93, 262; 1923, 95, 200. 
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Le prime esperienze sono state condotte con sospensione di batteri vivi 
in soluzione fisiologica, preparate all’ 1°/, circa per pesata diretta di patina 
batterica umida da agar—culture. 

La composizione delle miscele introdotte nei vasi di Warburg era: sospen- 
sione batterica cc 3; puffer di fosfati a pH 7,5, cc 1; soluzione del dona- 
tore od acqua cc 1. La temperatura delle esperienze é stata sempre 37°. 

Da donatori fungevano soluzioni di stearato, palmitato od oleato sodico 
0,01 M circa, Le misure si eseguivano in due serie di vasi, una delle quali 
era munita di serbatoio contenente cc 0,2 di KOH al 30°/., per determinare 
se, contemporaneamente all’assorbimento di O., avvenisse formazione di CO,. 
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1. Batteri 1,5°/, cc 3; palmitato sodico o,o1 M cc 1; puffer di fosfati o,2 m a pH 7,5 cc 1. 
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Si sono eseguite numerose esperienze in doppio, i cui resultati medi sono 
espressi dalle grafiche seguenti (fig. 1), le quali dimostrano che avviene una 
rapida ossidazione dell’acido grasso. I germi uccisi mediante il riscaldamento 
a 100° non presentavano pil azione di sorta. La conta dei batteri, eseguita 
prima e dopo V’esperienza, ha dimostrato che il numero di microorganismi 


restava praticamente costante. 
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Si vede dalle grafiche che la velocita del processo deidrogenativo € mas- 
sima per l’acido stearico; segue poi l’acido oleico e poi, a piccola distanza, 
il palmitico. 

Dalie curve pud rilevarsi che Passorbimento di O, da parte dei bat- 
teri, aumenta nei primi 20", e poi diviene costante, conformemente ai 
resultati di Cook ed Haldane, mentre le curve corrispondenti ai batteri 
addizionati della soluzione dei substrati presentano una concavita in alto, a 
partire dal 40™°—60™° minuto, vale a dire il consumo di O, cresce col tempo, 
per poi divenire, probabilmente, costante. La ragione di questo comporta- 
mento ¢€ chiara: l’acido grasso viene deidrogenato e durante questo processo 
Yassorbimento di O, deve restare costante; ma i batteri vivi ossidano il pro- 
dotto della deidrogenazione. Consideriamo, infatti, una sostanza ossidata con 
la velocita costante A, e che produce un’altra sostanza, in concentrazione 


x, ossidata, secondo l’equazione di Henri, con una velocita: — Seve 
la velocita complessiva del fenomeno, si ha: 
) == A + ae We AT oe 
dove at = O, x = O. Eliminando x ed integrando, si ha: 
(A—B)?1 (A—B) (v—A) A (A+ B—v) 
SABKO Se Bee Bop) 8 are a 


Ora, se A> B, il valore finale di B ¢ A + B, mentre la concentrazione x 
del prodotto intermedio cresce indefinitamente. Se B > 4, il valore finale 
di v € 24, e quello di x = AK/(B-A). E che solo dopo un’ora divenga 
notevole l’aumento della velocita di ossidazione deve spiegarsi probabilmente 
col fatto che, come avviene per |’ acido succinico (vedi Cook e Haldane |. c.), 
Yacido desaturato deve subire una trasformazione, verosimilmente una idra- 
tazione ad ossiacido, prima di essere ulteriormente ossidato, di modo che, 
solo quando si & accumulata una certa quantita del prodotto intermedio, au- 
menta l’assorbimento di O,. 

Durante la prima ora, infatti, ’ossidazione decorre senza produzione di 
CO,; essa é, quindi, una vera e propria deidrogenazione. 

Uno di noi (M.), inoltre, in esperienze eseguite insieme con E. Michaelis, 
ha osservato che soluzioni di a-B-oleato sodico non assorbono O, in pre- 
senza del B. Coli; l’acido, ossia, non viene deidrogenato perché nella sua 
molecola esiste gia un legame etilenico in «-8: solo dopo 30™ incomincia 
a consumarsi O,, il che conferma l’ipotesi precedentemente formulata; che 
si debba, cioe, addizionare acqua al doppio legame prima che la ossidazione 
possa procedere oltre, e fa ritenere che il primo punto in cui la molecola 


(1) Cook e Harpang, « Biochem. J.» 1931, 25, 880. 
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dell’acido grisso é attaccata dalla deidrogenasi siano i metileni in « e 8, con- 
forme alla classica teoria di Knoop ed a quanto avviene nella ossidazione 
biologica dell’acido succinico. 

Il comportamento dell’ acido a--oleico permette, inoltre, di escludere 
che i fenomeni osservati con gli altri acidi grassi possano essere attribuiti 
a semplici azioni superficiali esercitate dai saponi. 

In posteriori esperienze, invece delle sospensioni di batteri vivi, ci siamo 
serviti di sospensioni batteriche trattate con toluolo, E noto, infatti, che l’azione 
del toluolo uccide rapidamente i batteri, mentre non sempre distrugge il po- 
tere che essi presentano di attivare certi substrati. Mentre, ad esempio, 5 
minuti di esposizione al toluolo bastano a distruggere nel B. Coli la facolta 
di deidrogenare i monosi, persiste intatta la attivazione dell’ac. formico, dell’a. 
succinico ecc. L’attivazione degli acidi grassi inferiori viene totalmente eli- 
minata ‘*), Noi abbiamo trattato Je sospensioni di germi, in liquido di Ringer 
per invertebrati, con qualche cc di toluolo, per 15-30 minuti, agitando ogni 
5 minuti. Si separava, poi, lo strato acquoso e si allestivano esperienze ana- 
loghe a quelle eseguite con i germi vivi. Abbiamo, in tal maniera, potuto 
ossetvare che il sistema attivatore degli acidi grassi superiori, a differenza 
di quanto avviene con gli acidi inferiori, resiste abbastanza bene alla azione 
dell’idrocarburo, la quale solo dopo 14, almeno, Vinattiva completamente. I 
batteri, tuttavia, sono uccisi dal trattamento con toluolo, come abbiamo di- 
mostrato insemenzando su agar 1 cc della sospensione  batterica, dopo il trat- 
tamento con l’idrocarburo. Queste sospensioni di batteri uccisi presentano 
il vantaggio di costituire sistemi che possono considerarsi come un vero e 
proprio catalizzatore non vivente. 

Le grafiche della fig. 2 dimostrano l’azione dei germi trattati con toluolo 
sul palmitato e sul succinato sodico. 


20 40 
eee, Dy 


1. Batteri 1°/, trattati con toluolo per 15 min. cc 3; succinato sodico o,o1 M cc 1; 
LOStatiocnmrl7,5 cen 1. 

2. Batteri idem cc 3; palmitato sodico 0,01 M cc 1; fosfati cc 1. 

ae Batten ddemiicc 3; HO cout; tosfati ce 1. 


(1) QuasTEL e WooLrinGE, « Biochem. J.» 1927, 12, 148, 1224. 


RENDICONTI, 1933, Vol. XVII. 72 
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Dalle curve si rileva che i batteri uccisi con toluolo continuano ad as- 
sorbire piccole quantita di O,: cio dipende dalla ossidazione dei donatori propri 
che essi contengono. 

La forma delle curve é, tuttavia, completamente diversa da quella delle 
curve ottenute con i germi vivi: esse presentano una concavita in basso. 

Cio & dovuto, probabilmente, al fatto che il prodotto di desaturazione 
dell’acido grasso non viene ulteriormente ossidato dai germi morti: mentre 
il meccanismo attivatore dell’acido saturo resiste al trattamento con toluolo, 
restano distrutti per azione dell’idrocarburo i meccanismi che producono la 
pit completa ossidazione. Anche in questo caso non si € osservato produ- 
zione di CO,. 

Comparando la velocita di ossidazione dell’acido palmitico con quella 
dell’acido succinico, si vede che la prima raggiunge il 30°/, circa della se- 
conda; é assai interessante il fenomeno che l’acido grasso superiore, a dif- 
ferenza degli inferiori, sia tanto facilmente attivato dai B. Coli. 

La velocita di deidrogenazione degli acidi grassi, quindi, va diminuendo 
coll’aumentare del peso molecolare dall’acido formico, all’acetico, al butirrico 
ai termini compresi fra Cs e C,, per poi risalire sempre pil col peso mo- 
lecolare pei termini superiori. 

Abbiamo voluto ricercare se il sistema deidrogenasico degli acidi grassi 
superiori contenuto nel B. Coli, come avviene per la maggior parte degli 
enzimi di questo tipo, fosse inibibile dai cianuri e dai fluoruri, se richie- 
desse, cioé, una contemporanea attivazione dell’ossigeno. Infatti, i cianuri, 
gia a concentrazione 0,001 M. inibiscono totalmente l’assorbimento di O,, 
mentre i fluoruri, alla concentrazione 0,02 M. lo inibiscono parzialmente, 
delin6s°/Gs circa: 

‘Anche da questo punto di vista, quindi, l’enzima batterico si comporta 
come la deidrogenasi degli acidi grassi superiori contenuta nel fegato. 

La concentrazione dei batteri presenta una notevole influenza sulla velo- 
cita della deidrogenazione: come si rileva dalla grafica 3, vi é una stretta 
proporzionalita tra quantita di batteri e velocita di deidrogenazione: 


mm” 0» ito SO) 44s) abra) 


Eigemer. 
Batteri trattati con toluolo per 15 min. cc 3; palmitato sodico 0,01 M cc 1; fosfati a pH 
7,5 cc 1 (Detratto 1’O2 consumato dai batteri soli). 


tivitad cessa ee un tempo oe breve rida 50 a 70 ‘minuti: non 


: es possiamo distinguere se cid dipenda dallulteriore azione del toluolo, oppure a i Bee: 
____ dall’esaurimento dell’enzima. Rees 
_——— Abbiamo, finalmente, studiato Pinfluenza del pH sulla velocita di dei- “ts 


drogenazione: i 1 risultati ottenuti sono compendiati nella grafica 4: i ea 


Fig. 4. so 
Batteri 1 °/, trattati con toluolo per 15 min. cc 3; palmitato poceea OOie INE er a6 puffer 1 
di veronal cc 1. (Detratto il consumo di O, dei batteri soli). <)> i Canes 


La curva, come ayviene in generale per le deidrogenasi, presenta una _ ee 
rapida ascesa dal lato acido, e un ripiano nella zona alcalina. Anche in cid cian 
il comportamento della deidrogenasi del B. ei concorda con quella del {ae 
fegato. ae ve A 
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Chimica (Chimica-Fisica). — Sulla ricerca dell’ Europio e sopra 
tre righe di estrema sensibilita“, Nota di G. Piccarp1 presentata” 
dal Corrisp. L. Roxta. 


Per la ricerca dell’ Eu, in base agli spettri ottici di emissione, sono assai 
indicate alcune righe che si dimostrano notevolmente intense sia nell’arco 
che nella scintillaG: 


r r 
6645,20 4129,72 
4661,90 3971595 
4627,08 3930,51 
4594,07 3907,10 
45 22,56 3819,64 
4435554 3724597 
4205,03 3668,42 


due delle quali, la 4129 e la 4205, sono state segnalate dal De Gramont 
come righe ultime; la piu persistente, ¢ la 4129. Queste righe ultime sono 


vicinissime a due righe del Gd, dalle quali non differiscono che per frazioni 
di unita IA.: 


intensita | intensita 
dr oe r 
arco scintilla arco | scintilla 
Eu 4129,72 10 IO Eu 4205,03 10 | 10 
Gd 4150,39 10 10 Gd 4204,84 4 | 3 
Ai = — 0,67 Aik = +0,19 | 
| 


La ricerca di traccie di Eu, in base allo spettro di scintilla, pud percid 
esser ostacolata dalla presenza del Gd, se non si dispone di apparecchi ad 
alto potere risolvente. 


(1) Lavoro eseguito nell’ Istituto di Chimica Generale della R. Universita di Firenze. 

(2) Nella seduta del 2 giugno 1933. 

(3) Per le misure di lunghezza d’onda, vedi: J. M. Eber, « Wiener Ber. », 126, (I1°), 
473, (1917); F. Exner e E. Hascueck, Die Spektren der Elemente bei normalem Druck, 
Leipzig, 1912; P. De Rusies, «C. R.», 183, 385, (1926); 184, 87, (1927); Mc DonaLp, 
« Trans. Roy. Soc. », Canada, 21, 223, (1927); A. S. Kine, « Astr. Jour.», 72, 221 (1930). 

(4) A. De Gramont, «C. R.», 107, 1106, (1920). 
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Non € forse inutile precisare che la ricerca delle righe ultime é stata 
eseguita dal De Gramont in base a spettri di scintilla ottenuti, col processo 
dei sali fusi, su silicati e niobati minerali; gli ossidi delle terre rare preci- 
pitati non hanno dato al De Gramont buoni resultati. 

In questi ultimi tempi, studiando i monossidi degli elementi delle terre 
rare, ho notato negli spettri di fiamma di alcune miscele Nd—Sa—Gd-Eu tre 
righe equidistanti, di notevole intensita, situate nella regione azzurra dello 
spettro. Poiche gli spettri di fiamma degli elementi delle terre rare sono, si 
puo dire, spettri di sole bande (le poche righe presenti sono quelle inevi- 
tabili del Na e del Ca) necessitava in primo luogo, chiarire la provenienza 
delle tre righe apparse; dopo accurate misure di lunghezza d’onda, ho rico- 
nosciuto nelle tre righe incognite tre righe dell’ Eu, 4 4461, A 4627, A 4594. 
Nessuna altra riga dell’Eu ¢ apparsa negli spetiri, almeno nella regione visibile. 

Questa constatazione mi ha un poco sorpreso (quantunque non potessi 
avere alcun dubbio sull’identificazione fatta) perche le tre righe in parola sono 
catalogate fra le righe intense degli spettri d’arco e di scintilla, ma non sono le 
pitt intense e nemmeno sono righe ultime o di grande sensibilitd. D’ altra parte 
le miscele esaminate non contenevano che tracce minime di Eu oppure non 
rivelavano affatto, con altri mezzi, Ja presenza di questo elemento. In un cam- 
pione di Sa, ritenuto praticamente puro, ho potuto ottenere, sia pure molto 
deboli, le tre righe ora elencate. 

Questo gruppo di radiazioni dell’ Eu si dimostra di una estrema sensibi- 
lita, quando si operi a bassa temperatura. D’altra parte, da un punto di vista 
analitico, € molto importante che per Eu si ottenga uno spettro di righe e 
che per gli elementi che lo accompagnano si ottenga invece uno spettro di 
bande; la ricerca dell’Eu in condizioni di bassa eccitazione viene ad esser di 
un assoluto rigore e non puod dar luogo ad alcun equivoco. I] gruppo delle 
tre righe, esattamente equidistanti, (33,0 IA. fra una riga e l’altra) isolato 
nella regione azzurra dello spettro, ¢ anche da un punto di vista tecnico— 
spettroscopico, assolutamente caratteristico ed inconfondibile. 

Una volta chiarita la provenienza delle tre radiazioni, andava chiarita 
anche la natura delle radiazioni stesse, per potersi spiegare il fenomeno os- 
servato, e, per fortuna, ho potuto senz’altro trovare una ragione esauriente 
nelle esperienze condotte alla fornace elettrica dal King. 

In uno dei suoi recenti ed ormai classici lavori il King“ ha classifi- 
cato le righe dell’ Eu, comprese fra 4700 e 3850 IA., nei riguardi della tem- 
peratura. Le righe ultime 4129 e 4205 formano con le righe 4522, 4435, 
3971, il gruppo di bassa eccitazione dell’atomo ionizzato Eu. Cio spiega 
la loro persistenza nello spettro di scintilla. Dell’Eu neutro, il King “ segnala 
tre righe di bassissima eccitazione, che sono precisamente le tre righe da me 
osservate, le quali, pii che il carattere di righe d’arco presentano quello di 


(1) A. S. Kine, « Astr. Jour.», 72, 221 (1930). 
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righe di fiamma. Esse sono infatti largamente invertite nell’arco e nella for- 
nace ad alta temperatura, si allargano enormemente se |’abbondanza del va- 
pore di Eu é grande, divengono sottilissime se il vapore € molto rarefatto 
e non scompaiono, né si indeboliscono, per aggiunta di Cs o di altro ele- 
mento a basso potenziale di ionizzazione. Le altre righe attribuibili all’atomo 
neutro sono pochissimo intense in condizioni di bassa eccitazione. Cio spiega 
Passenza di ogni altra radiazione negli spettri di fiamma. Per questo loro 
carattere le tre righe in parola, sono paragonabili alle righe D del Na ed alla 
4227 del Ca ecc. e possono percio esser considerate come righe di grande 
persistenza dell’ Eu neutro. 


Geologia. — Sui presunti carreggiamenti del Monte Pisano e delle Alpi 
Apuane. Nota di R. Repini, presentata dal Corrisp. P. Vinassa DE REGny. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Geologia. — Affioramento cenomaniano nell’alto vallone del fiume Salso. 
Nota di S. SorreNnTINO, presentata dal Socio A. MarTELLt. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Botanica (Embriologia vegetale). — Lo sviluppo del gametofito 


femmineo della « Weddellina squamulosa Tul. ». (Podostemonaceae). 
Nota di A. Cararuct, presentata® dal Corrisp. E. Carano. 


Le Podostemonaceae, che tanto interessano il naturalista per l’ambiente 
eccezionale nel quale vivono (roccie delle cascate e delle rapide dei fiumi 
tropicali) e per l’organografia dell’apparato vegetativo, presentano speciali ca- 
ratteristiche anche dal lato embriologico per il notevole grado di riduzione 
dei gametofiti femminei. 

In seguito alle ricerche del Went) e del Macnus“ é noto che in questa 
famiglia il tipo di costruzione dei gametofiti remminei € disporiale e che i 
tipi di sviluppo piu comunemente seguiti, oltre il tipo Dicraea del tutto ec- 
cezionale, sono specialmente due: ‘) 

1° Tipo Oenone, 4-nucleato, nel quale soltanto il nucleo micropilare 
della diade megasporiale calazale partecipa per mezzo di due divisioni cario- 
cinetiche, dopo le due meiotiche, alla formazione dei nuclei dell’oangio (le 
due sinergidi, l’oosfera e il nucleo polare superiore), mentre il nucleo me- 
gasporiale calazale degenera precocemente, pure essendo i suoi resti visibili 
per lungo tempo all’estremita del gametofito; é questo il tipo di cui si co- 
noscono, per merito del Went, il maggior numero di esempi, perche ¢€ se- 
guito da diverse specie dei generi Oenone, Rhyncolacis, Apinagia, Lophogyne, 
Mourera, Cladopus della sottofamiglia delle Podostemonoideae, e del genere 
Tristicha della sottofamiglia delle Tristichoideae: in quest’ultima sottofa- 
miglia, € conosciuta, per merito del Macnus, una interessante modificazione, 
che rappresenta un termine di passaggio tra il tipo Nipa e il tipo Oenone: 
nella Lawia zeylandica il nucleo megasporiale calazale subisce un leggero 


(1) Lavoro eseguito nell’ Istituto Botanico della R. Universita di Pisa. 

(2) Nella seduta del 2 giugno 1933. 

(3) Went F. A. F. C., The development of the ovule, embryosac and egg in Podoste- 
monaceae (« Recueil des Travaux Botaniques Néerlandais », V, pp. 1-16, 1908); Ip., Unter- 
suchungen iiber Podostemonaceen (« Verhandelingen der Kon. Akad. van’ Wetensch.», 
Amsterdam, 2? sect., XVI, n. 1, 1910); Ip., Untersuchungen tiber Podostemonaceen. I. 
(« Verhandelingen der Kon. Akad. van Wetensch.», Amsterdam, 2* sect., XXV, n. 2, 
1912); Ip., Untersuchungen itber Podostemonaceen. IIL. (« Verhandelingen der Kon. Akad. van 
Wetensch.», Amsterdam, 2* sect., XXV, n. I, 1926). 

(4) Macnus W., Die atypische Embryonalentwicklung der Podostemonaceen. (« Flora», 
Bd. 105, pp. 275-326, Taf. XI-XIV, 1913). 

(5) Cutaruci A., I] gametofito femmineo delle Angiospermae net suot vari tipi di co- 
struzione e di sviluppo (« Nuovo Giornale Botanico Italiano», n. s., vol. XXXIV, pp. 5- 


133, 1927). 
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grado d’involuzione, senza perd degenerare come nel tipo Oenone ; persiste 
invece fino alla fecondazione e diventa, come nel tipo Nipa, nucleo polare 
inferiore, accollandosi a quello superiore. 

2°. Tipo Podostemon, 4—-nucleato, nel quale ambedue i nuclei della diade 
megasporiale calazale partecipano per mezzo di una sola divisione carioci- 
netica, dopo le due divisioni meiotiche, alla formazione dei nuclei dell’oangio 
(le due sinergidi, l’oosfera e il nucleo polare superiore), il quale é l’unico co- 
stituente di tutto il gametofito; questo tipo é assai pil raro del precedente, 
perche € noto, per merito del Macnus, soltanto di Podostemon subulatus, di 
Zeylanidium (Hydrobium) olivaceum e forse anche di Farmeria metz gerioides, 
tutte specie asiatiche appartenenti alla sottofamiglia delle Podostemo- 
noideae. 

Sono ora in grado di aggiungere all’elenco delle specie suddette la Wed- 
dellina squamulosa Tulasne, nella quale ho osservato anche alcune partico- 
larit’ di sviluppo importanti, perche permettono di meglio interpretare il 
significato. morfologico del tipo Podostemon, che ¢ uno dei piu aberranti ri- 
spetto a quello Normale e che, dalla descrizione e dalle figure che ne dette 
il Macnus, fin’ora male s’inquadrava nello schema di una interpretazione 
generale della morfologia del gametofito femmineo delle Angiospermae. 

La Weddellina squamulosa Tul. che ha servito a questo studio fu rac- 
colta nella Guiana Britannica sulle rapide del Marlissa (Berbice) il 29 di- 
cembre 1931, insieme alla Tristicha hypnoides Spreng. e alla Rbyncolacis 
hydrocichorium Tul.“, dal prof. Netto Beccart Direttore dell’Istituto di Ana- 
tomia Comparata della R. Universita di Firenze. Egli, in occasione del suo 
recente viaggio in quella regione, gentilmente aderendo alla mia preghiera, 
raccolse abbondante materiale di Podostemonaceae, convenientemente fis- 
sato per studi embriologici e citologici. Mi é grato rinnovare qui a Lui i 
miei pil. vivi ringraziamenti per il prezioso materiale che Egli mi ha for- 
nito e del quale la specie che ora illustro é una delle piu interessanti. In- 
fatti il genere Weddellina, che con le due specie W. squamulosa Tul. e 
W. uaupunensis Benth. @ limitato ai fiumi della Guiana, é il solo rappre- 
sentante della sottofamiglia delle Weddellinoideae, unica sottofamiglia delle 
Podostemonaceae che era rimasta fin’ora embriologicamente inesplorata. 

La cellula archisporiale (fig. r), che ben si distingue nel megasporotecio 
quando appena cominciano ad accennarsi i due tegumenti, diventa diretta- 
mente la cellula madre delle megaspore, essendo la nucella di tipo sinder- 
male. Dopo essere passato per lo stadio di sinapsi (fig. 2) e i susseguenti 
stadi della profase eterotipica, il nucleo della cellula madre entra nello stadio 
di diacinesi: la nucella e la cellula madre hanno gia raggiunto presso a poco le 
dimensioni definitive, corrispondenti a quelle del gametofito a perfetto sviluppo, 
che nelle Podostemonaceae presenta sempre dimensioni eccezionalmente pic- 


(1) In questa specie ho riscontrato il tipo Oenone. 
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cole. Il tegumento interno riveste soltanto una parte della meta calazale della 
nucella, sul contorno della quale ¢ nettamente visibile il punto al quale arriva. 

Durante lo stadio di diacinesi si possono contare venti cromosomi ge- 
mini (figg. 3, 4 e 5): il numero aploide » = 20 della Weddellina squamulosa 
© in armonia con i reperti del Magnus su Lawia zeylandica (n = 10) e su 
Podostemon subulatus (n = ca*20). 


Fig. 1: Cellula archisporiale. - Fig. 2: Cellula madre in sinapasi. - Figg. 3-4: Cellula madre delle 
megaspore in diacinesi. - Ingr. goo diam., ripr. x 1/,. 

Fig. 5 a e 6: Nucleo di cellula madre delle megaspore in diacinesi con 20 cromosomi gemini. - 
Ingr. 2500 diam., ripr. xX 1/,. 


Durante la divisione eterotipica (figg. 6 e 7) la cellula madre appare 
gia nettamente polarizzata, essendo il fuso cariocinetico localizzato nella meta 
micropilare della cellula madre. In seguito alla prima divisione meiotica si 
formano due cellule sovrapposte (fig. 8), di cui la superiore, piu piccola, va 
subito a male, rimanendo visibili i suoi resti a forma di semiluna fino allo 
stadio di gametofito adulto (fig. 9 e segg.). 

In conseguenza della posizione assunta dal fuso eterotipico il nucleo 
della cellula inferiore, fertile, si trova gia spostato nella meta micropilare 
della cellula: compare nella meta calazale un grosso vacuolo che accentua 
la polarizzazione della cellula, e poi si compie la seconda divisione meio- 
tica (fig. 9), per mezzo di un fuso orientato longitudinalmente. 

Fra i due nuclei megasporiali non si forma fragmoplasto, in modo che 
ambedue partecipano alla costruzione del gametofito; permangono anzi fra 
loro, almeno per un certo tempo, sottili fibrille acromatiche. Segue la divi- 
sione simultanea dei due nuclei; quello micropilare si divide con un fuso 
orientato trasversalmente, quello calazale con un fuso orientato longitudi- 
nalmente (fig. 10-11); al di sotto di quest’ultimo ¢ sempre visibile il grosso 
vacuolo che occupa la meta calazale del gametofito. I nuclei figli del fuso 
micropilare, che diventano i nuclei delle due sinergidi, sono per tutto il pe- 
tiodo della telofase costantemente riuniti da fibrille acromatiche al nucleo 
micropilare del fuso calazale, che diventa il nucleo dell’oosfera (fg. 11-14), 
nel mentre fra i quattro nuclei si delineano i limiti dei rispettivi territori 
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citoplasmatici (figg. 12-14). Si costituisce cosi il gametofito adulto (fig. 15) 
con due sinergidi giustapposte, fra di loro sorelle, Poosfera, e la cellula proen- 
dospermatica. Quest’ultima contiene il solo nucleo polare superiore, fratello 
del nucleo dell’oosfera, e il vacuolo calazale. 


Figg. 6-7: Prima divisione meiotica (eterotipica). - Fig. 8: Intercinesi etero-omeotipica (diade); 
inizio della vacuolizzazione calazale, che completa la polarizzazione del gametofito. - Fig. 9: Seconda 
divisione meiotica (omeotipica), la quale inizia la costruzione dell’oangio. - Fig. 10: Terza e ultima di- 
visione, costruttrice dell’oangio e del gametofito. - Fig. 11: Comparsa delle fibrille acromatiche di col- 
legamento fra i due fusi cariocinetici. - Figg. 12-13: Collegamento acromatico fra i quattro nuclei 
dell’oangio: inizio della formazione del fragmoplasto sul piano equatoriale dei due fusi. - Fig. 14: In- 
dividualizzazione dei territori citoplasmatici fra i quattro nuclei dell’oangio. Fig. 15: Gametofito adulto 
4-nucleato, costituito dal solo oangio. - Ingr. 900 diam., ripr. x1/,. 


Dalla descrizione e dalle figure risulta ben chiaro che, delle tre divi- 
sioni con le quali viene costruito il gametofito femmineo della Weddellina 
squamulosa, Vultima presenta tutte le caratteristiche della quinta divisione 
del tipo Normale, cio® della seconda divisione gametogenica, con la quale 
Si costruisce l’oangio fertile del gametofito femmineo delle Angiospermae. 
In particolare risulta ben chiaro che nel tipo Podostemon della Weddellina 
Voosfera ha origine micropilare: il sovradescritto collegamento delle fibrille 
acromatiche del nucleo dell’oosfera con i nuclei delle sinergidi, e la posi- 
zione reciproca dei quattro nuclei, sia fra loro, sia rispetto al vacuolo ca- 
lazale, non lasciano alcun dubbio in proposito. 

La costante origine micropilare dell’oosfera fappresenta uno dei capo- 
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saldi essenziali per lo schema dell’ interpretazione generale del gametofito 
femmineo delle Angiospermae che proposi nel 1927 ), 

Il dubbio @una ofigine calazale dell’oosfera poteva sempre sussistere per 
il tipo Podostemon, quale si presenta in Podostemon subulatus e in Leylanidium 
(Hydrobium) olivaceum, secondo la descrizione del Macnus, percheé in queste 
specie non compare il vacuolo calazale e non si manifesta durante Vultima 
divisione il collegamento acromatico fra i nuclei figli della penultima divi- 
sione. La mancanza di un qualsiasi evidente fenomeno di polarizzazione ren- 
deva oscura l’interpretazione del gametofito ©: per omologarlo nel suo com- 
plesso ad un unico oangio e considerare percio l’oosfera d’origine micropilare, 
bisognava supporre che la polarizzazione fosse determinata dalla influenza 
delle cellule nucellari sottostanti che costruiscono lo « pseudo sacco embrio- 
nale »: tale influenza puo infatti manifestarsi tanto nel tipo Podostemon quanto 
nel tipo Oenone, nel quale per altro a determinare la polarizzazione concorre 
anche la presenza del nucleo megasporiale calazale degenerante. 

Ma ora, conoscendo le particolarit’ di sviluppo del gametofito della 
Weddellina, non vi & pit alcun dubbio che l’oangio disporiale del tipo Po- 
dostemon si costruisce nel medesimo modo dell’oangio disporiale del tipo 
Adoxa, dell’oangio monosporiale del tipo Oenothera, dell’oangio emisporiale 
del tipo Normale, e costituisce, al pari di questi, un’unita morfologica. 

Il tipo Podostemon in tal modo, lungi dall’infirmare la validita generale 
dell’ interpretazione da me proposta, ne costituisce invece uno dei pil va- 
lidi appoggi. 

Se la terza divisione con la quale viene costruito il tipo Podostemon si 
puo considerare equivalente alla quinta divisione del tipo Normale, la seconda 
divisione, quella omeotipica, presenta contemporaneameite anche tutti 1 ca- 
ratteri della prima divisione gametogenica, cioe della quarta divisione del 
tipo Normale, quella che inizia la costruzione dell’oangio separando il nucleo 
padre delle due sinergidi da quello padre dell’oosfera e del nucleo polare 
superiore. 

L’accelerazione dello sviluppo, che é una caratteristica fondamentale di 
tutti i tipi pil aberranti di gametofiti femminei, porta a compenetrarsi fra 
loro il termine della fase della sporogenesi e il principio della fase della ga- 
metogenesi. La seconda divisione meiotica compie gia le funzioni della prima 
divisione gametogenica. 

La somatogenesi, dopo la soppressione della terza divisione dalla quale 
essa  rappresentata nel tipo Normale, ¢ ancora riconoscibile in molti tipi 


(1) Per questa ragione il tipo Cypripedium quale era descritto da Pacs, con Voosfera 
dorigine calazale, appariva a priori incongruente; infatti PRANCINI nell’eseguirne la revi- 
sione critica ha sempre osservato che loostera si origina da uno dei nuclei micropilart; 
(Francini E., Ricerche embriologiche e cariologiche sul genere Cypripedium s. 1. « Nuovo Gior- 
nale Botanico Italiano», n. s., vol. XXXVII, pp. 155-212, 135 figg., 1931). 

(2) CutaruGi A., op. cit., pp. 95-57. 
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di sviluppo accelerati come una fase di accrescimento del gametofito, ben 
distinta, intercalata fra l’ultima divisione meiotica e la prima, gametogenica: 
fra queste due divisioni c’é sempre una lunga pausa Occupata dalla fase della 
vacuolizzazione e polarizzazione simultanea, che sono l’ultimo residuo della 
somatogenesi. Cio ¢, per es., ben evidente nel tipo Ocnothera che, per essere 
4-nucleato con un grosso vacuolo alla calaza, pit si avvicina nell’aspetto 
dello stadio adulto al caso di Weddellina. Nel tipo Podostemon, quale ci é 
rappresentato dalla Weddellina, la somatogenesi ¢ tuttora riconoscibile nello 
sviluppo del vacuolo calazale e nella polarizzazione del gametofito: perd 
questa funzione non si compie pit in un periodo di tempo suo proprio, 
durante una pausa fra le divisioni sporogeniche e quelle gametogeniche: si 
compie anch’essa in quella fase che gid rappresenta una compenetrazione 
dell’inizio della gametogenesi con il termine della sporogenesi. 

Nel tipo Podostemon, quale ci & rappresentato da Podostemon subulatus 
e Zeylanidium olivaceum, si pud dire invece che anche quest’ultimo residuo 
della somatogenesi sia del tutto scomparso. 

Nelle modalita di sviluppo del tipo Podostemon possiamo percio osser- 
vare dettagliatamente lo svolgimento della penultima tappa dell’evoluzione 
della meiosi da intermedia a terminale, quando la seconda divisione meiotica 
coincide gia con la prima divisione della gametogenesi: ancora un ultimo 
passo innanzi e la spora diventerebbe senz’altro il gamete. 

E essenziale mettere in rilievo come dalle particolarita morfologiche 
sovra descritte risulti ben chiaro che durante questa accelerazione dello svi- 
luppo le tappe che vengono soppresse sono sempre quelle intermedie. Questo 
principio fondamentale, che domina la progressiva riduzione della generazione 
aploide durante l’evoluzione della meiosi da intermedia a terminale, domina 
anche ogni fenomeno di riduzione del gametofito femmineo delle Angio- 
spermae, ed  percid la chiave della sua interpretazione morfologica. 


Botanica (Citologia vegetale). — Contributo alla cariologia 
delle Asclepiadaceae“. Nota di Paota Parpi, presentata® dal 
Corrisp. E. Carano. 


Le Asclepiadaceae sono state fino ad oggi poco studiate dal punto di 
vista cariologico: di sole cinque specie infatti sono indicati nella letteratura ) 
i numeri dei cromosomi, e questi sono o approssimati o di valore assai di- 
scordante, di modo che non se ne puod dedurre nessuna conclusione: 


Asclepias tuberosa ios Cle ee inne 190 1 

» Sullivantii H-—=iCan 1S. mio innetgo2 

» verticillata i= ca., 825 Finn 1902 

» nirioce (= Cornu): nes 36 e Gager 1902, Finm1925 
Cynanchum acutum a 0), —t ranicin. 1827; 


Ho iniziato alcune ricerche cariologiche su questa famiglia e ho deter- 
minato finora i cariogrammi di 17 specie appartenenti sia alla sottofamiglia 
delle Periplocoideae, sia a quella delle Cynanchoideae. 

Il conteggio dei cromosomi é stato eseguito nella massima parte dei 
casi in cellule meristematiche della diplofase (apici vegetativi della radice o 
cellule dell’ovulo); in un solo caso (Gomphocarpus fruticosus) & stato ese- 
guito nel tessuto triploide dell’albume. Per la Stapelia maculosa & stato os- 
servato tanto il cariogramma della diplofase in cellule degli apici radical, 
quanto quello dell’aplofase durante lo sviluppo dello spermatangio (divisione 
del nucleo generativo da quello vegetativo nella germinazione della microspora). 
Nella Periploca graeca il numero aploide & stato osservato anche durante la 
meiosi “#), 

La tecnica usata @ stata la fissazione in liquido di Karpechenko e la 
colorazione con ematossilina ferrica. 


(1) Lavoro eseguito nell’Istituto Botanico della R. Universita di Pisa. 

(2) Nella seduta del 2 giugno 1933. 

(3) Tiscuter G., Pfangliche Chromosomen—Zahlen (Tabulae Biologicae, vol. 4, 1927; 
e Tabulae Biologicae periodicae, « Nachtrag», N. 1, 1931). 

(4) Parpr P., Embriologia della « Periploca graeca L.» («Nuovo Giornale Botanico 
Italiano», n. s., vol. XL, pp. 141-166, 1933). 
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Ecco !’elenco delle specie studiate e i numeri dei cromosomi relativi: 


1 2n 3n 
Sottofamiglia delle Periplocoideae : 
Periploca pracca loria nels Ate il on eames 24 — 
Criptosiegia gragaiforasks =Bts |4t eee ne 24. — 
Sottofamiglia delle Cynanchoideae : 
Arausia sericifera Brote «oon 2 wtloe 2. a ee 
Gomphocarpus physocarpus E. Mey. . . . . — 22 — 
» JRUPICOSUS RG CBs scum, pst Kn oh cee te a rene 33 
Asclepins curassayica Ls aad yeh) yao Wer ee ee eee 
» COnS ang UT Nea AStZe boct amy. aaa eae 22 — 
Vincetoxicum officinale Moench. . . . . . 3 — 292 — 
» Spectosmm Boiss. Sf a 
Koulinia J aequinit Decne... ce 6! 59 Sion toe ee 
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Dal punto di vista morfologico i cariogrammi non presentano partico- 
larita degne di nota, ad eccezione di due coppie di cromosomi in Hoya car- 
nosa e di una coppia in Stapelia maculosa che sono forniti di trabanti. I cro- 
mosomi sono sempre piccoli, a bastoncino, pil raramente incurvati ed attenuati 
ad un’estremita; quelli di Cryptostegia sono un poco pit lunghi e flessuosi. 
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Figg. 1-2 — Cariogrammi di: 1, Periploca graeca L. (2n= 24); 2, Cryptostegia grandiflora R. Br. 
(2n = 24) — Ingr. 2700 diam. 


Dai dati sopra riportati si pud dedurre che nella sottofamiglia delle Peri- 
plocoideae il numero cardinale dei due generi per ora investigati ¢ 12, mentre 
nella sottofamiglia delle Cynanchoidae, per ben quindici specie appartenenti 
a nove generi, il numero cardinale é sempre IT. 
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La costanza con la quale é stato riconosciuto questo numero cardinale 
rende desiderabile un ulteriore controllo delle osservazioni contenute nella 
letteratura. 

L’evoluzione progressiva nell’ Ambito delle Cynanchoideae fin’ ora stu- 
diate ¢ caratterizzata da una notevole uniformita cariologica anche fra generi 
sistematicamente in relazione abbastanza lontana fra loro. I rapporti cariolo- 
gici fra questi generi si possono, almeno per ora, classificare nel tipo Pinus, 
cioé nel tipo della uniformita dei numeri cardinali nell’ambito di un’ unitd 
sistematica pil o meno estesa (), 
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Figg. 3-17 — Cariogrammi di: 3, Arawja sericifera Brot. (2n = 22); 4, Gomphocarpus physocarpus E. Mey. 
(2n = 22); 5, Gomphocarpus fruticosus R. Br. (3n = 33); 6, Asclepias curassavica L. (2n = 22); 
7, Asclepias consanguinea Ktze (2n = 22); 8, Vinceloxicum officinale Moench. (2n = 22); 9, Vin- 
cetoxicum speciosum Boiss. (2n= 22); 10, Roulinta Jacquini Decne (2n = 22); 11, Ceropegia de- 
bilis N. E. Br. (2n = 44); 12, Ceropegia Woodit Scheich. (2n = 44); 13, Stapelia grandiflora Mass. 
(2n = 22); 14, Stapelia Browni (2n = 22); 15a, Stapelia maculosa Jacq. (n = 22); 156, Stapelia 
maculosa Jacq. (2n = 44); 16, Stephanotis floribunda R. Br. (2n = 22); 17, Hoya carnosa R. Br. 
(2n = 22) — Ingr. 2700 diam. 


(1) Vedi: Cutaruci A., La Cariologia nelle sue applicazioni a problemi di Botanica 
(« Atti della Soc. Ital. per il Progr. delle Scienze», XXI* Riunione, Roma, ottobre 1932). 
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Nel gruppo delle Ceropegiinae (Ceropegia e Stapelia), pur mantenendosi 
costante il numero cardinale 11 della sottofamiglia delle Cynanchoideae, si 
verifica una moltiplicazione delle specie nell’ ambito dei generi secondo il tipo 
Chrysanthemum, cioe secondo il tipo della poliploidia. Infatti le due specie 
di Ceropegia (C. debilis e C. Woodit) sono tetraploidi, e nell’ambito del ge- 
nere Stapelia si riscontrano specie diploidi con nm = 11 (S. grandiflora e 
S. Browni) e tetraploidi con n = 22 (S. maculosa). 

I cromosoni della specie diploide sono pressoché delle medesime dimen- 
sioni di quelli della specie tetraploide: i cariogrammi di quest’ultima sono 
pil grandi in rapporto con la maggiore grandezza del nucleo e della cellula. 

A tale proposito sono state eseguite misurazioni su cellule di forma ben 
definita, cioé sulle cellule stomatiche, e ne & stato poi calcolato il volume per 


mezzo della formula +x a b c, dove a,b,c rappresentano rispettivamente 
3 


la lunghezza, la larghezza e l’altezza delle cellule considerate approssimati- 
vamente come elissoidi. Da cio é risultato che tanto il rapporto delle lunghezze, 
quanto quello delle larghezze degli stomi tra S. Browni diploide e S. macu- 
tosa tetraploide sono presso a poco uguali a quelli riscontrati da KarpE- 
CHENKO “) tra Raphanus sativus L. >< Brassica oleracea L. diploide e Raphanus 
sativus L. & Brassica oleracea L. tetraploide. 

Il volume medio delle cellule stomatiche di Stapelia Browni é risultato in- 
fatti 3 5059, quello di Stapelia maculosa p3 7603. Pur non essendovi fra i due 
valori l’esatto rapporto che vi é tra il numero dei cromosomi, tuttavia 
essi dimostrano che il poliploidismo é legato a fenomeni di gigantismo cel- 
lulare, ai quali pero non corrispondono, nelle specie considerate, fenomeni 
di gigantismo somatico. 


(1) KarpecHENKo G. D., Poliploid hybrids of « Raphanus sativus L.» xX « Brassica 
oleracea L.» (« Bullettin of Applied Botany, of Genetics and Plant-Breeding», vol XVII, 


p- 305, 1927). 


Zoologia. — I corpi faringei degli ortotteri. - Prova sicura 
della esistenza di glandole endocrine negli artropodi. Nota di 
B. De Lerma, presentata“ dal Corrisp. U. PreranTont. 


E noto come alcune parti del sistema nervoso stomatogastrico degli 
Insetti siano state oggetto di varie e discordi.ipotesi sull’interpretazione del 
loro significato morfologico e funzionale. 

Quando, in seguito alle prime ricerche anatomiche di Hofer ©®) sul- 
l'argomento, furono posti in rilievo i rapporti intercedenti tra i ganeli di 
questo sistema ed il tubo digerente, si pensd subito ad una plausibile omolo- 
gia col simpatico dei vertebrati e di qui il nome di sistema stomatogastrico 
dato al complesso dei gangli viscerali degli Insetti; ma gli Autori che suc- 
cessivamente estesero le ricerche ai vari gruppi, restando appunto in questo 
ordine di idee, inclusero tra i gangli dello stomatogastrico anche altre forma- 
zioni di dubbia struttura gangliare, come i corpora allata ed i gangli faringei, 
dando rilievo principalmente all’esame dei rapporti di posizione tra questi 
organi e gli apparati vegetativi. . 

In un precedente lavoro %) ho potuto dimostrare ]a natura non nervosa 
dei corpora allata, proponendo, d’accordo col Nabert “, una interpretazione 
di glandole endocrine, desunta dallo studio della minuta struttura istologica 
degli organi. 

Riguardo ai corpi faringei, al contrario, gli Autori sono concordi nel 
considerarli come gangli della porzione pari del sistema stomatogastrico, 
destinati all’innervazione del vaso dorsale, eccettuato il De Sinéty %) che, 
sebbene ne mettesse in dubbio la natura nervosa, non riusci a darne una 
plausibile interpretazione essendosi egli limitato a considerarli come «un 
appareil de soutien pour le vaisseau dorsal et de reception pour les nerfs 
qui lui sont destines ». 

Nella presente comunicazione mi limito ad esporre brevemente 1 risul- 
tati delle mie prime osservazioni su questi organi, risultati che mi permet- 


(1) Nella seduta del 2 giugno 1933. 

(2) Horer B., Untersuchungen iiber den Bau der Spetcheldriisen und des dazu gehi- 
renden Nervenapparats von Blatta. « Nova Acta Ac. Leop. Car.», Bd. 51, 1887. 

(3) De Lerma B., Osservaziont sui «corpora allata» del Grillotalpa. « Arch. Zool. 
185,595, Wo 2G. SiC oe ye 

(4) Nasert A., Die « corpora allata » der Insekten. « Zeit. f. Wiss. Zool. », Bd. 104, 1913. 

(5) De Stnery R., Recherches sur la biologie et l analomie des Phasmes, «La cellule», 


to. 19, 1901, p. 116, 
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tono di darne, sin da ora, una sicura interpretazione di glandole a secre- 
zione interna. . 

Le mie ricerche riflettono principalmente Gryllotalpa gryllotalpa, di cui 
mi occupo da vario tempo nell’ intento di pubblicare una monografia com- 
pleta*sul sistema _nervoso di questo animale; ma sono state estese in se- 
guito, ad altri Ortotteri, cioe Periplaneta orientalis, Locusta danica e Dolicho- 
poda Linderi, per estendere maggiormente e controllare in altre specie i 
risultati ottenuti. 

In Gryllotalpa i corpi faringei raggiungono un notevole sviluppo nel 
senso longitudinale e sono costituiti da due lunghi cordoni posti sull’ eso- 
fago, dietro al cervello, che nel loro tratto pit distale si fondono in una 
massa unica incavata a doccia, alla cui superficie aderisce |’estremita cefalica 
del vaso dorsale. 


Fig. 1. - Esofago e corpi faringei di Gryllotalpa visti dal lato dorsale. x 10. 
cf=corpi faringei, go=ganglia occipitale, nca=nervus corporis allati, 
vd=vaso dorsale, ca=corpus allatum 


Anteriormente i due corpi vanno gradatamente assottigliandosi in due 
filamenti diretti alle facce-latero—occipitali dei lobi cerebrali; verso il loro 
terzo anteriore si notano inoltre due connettivi emergenti dai rispettivi mar- 
gini esterni degli organi e diretti ai corpora allata, cui corrispondono, sulle 
facce interne, due brevi e robuste commessure che li mettono in relazione 
col ganglio occipitale compreso fra essi (fig. 1). 

L’intimita di rapporti dei corpi faringei con i centri nervosi e col vaso 
dorsale da un lato, e la presenza, nella loro regione anteriore, di evidenti 
fasci di neurofibrille, spiega agevolmente come essi siano stati considerati, 
anche in lavori recentissimi, come gangli nervosi dello stomatogastrico; 


(1) In un lavoro sull’ innervazione del cuore di Periplaneta orientalis, ALEXANDROWICZ 
descrivendo il decorso dei nervi laterali del cuore, dice che «they join the first pair of 


ma l’attento esame della loro minuta struttura, most’ differenze notevolis- 
sime da quella dei gangli, anche nella regione anteriore “dei corpi Hind 
dove esistono indubbiamente, come ho gid detto, fasci di neurofibrille 

Queste ultime, infatti, penetrando in ciascun corpo dal relativo! ‘nervo 
proveniente dal cervello, ne fuoriescono, dopo breve decorso loneitudinake. 
dirette in massima parte, al ganglio occipitale ed ai corpora allata. Di esse 
soltanto un sottile fascetto continua ad estendersi nell’interno del corpo sfioce 
candosi tra cellula e. cellula e provvedendo, cosi, alla sua innervazione. 

La struttura dei corpi faringei ¢ omogenea, compatta, con elementi di 
forma irregolare a pareti cellulari non sempre ben delimitate, in cui si pos- 
sono scorgere degli aggruppamenti a forma di cordoni, abbastanza bene evi- 
denti nella regione ove gli organi sono fusi in una massa unica. I nuclei, 
piuttosto piccoli, ovali e forniti di un grosso nucleodo acidofilo, accentuano 
ancora meglio, con il loro orientamento, il senso in cui decorrono i cor- 
doni cellulari, diretti perpendicolarmente alla superficie dell’organo che éa 
contatto col vaso dorsale 

Questi dati richiamano analoghe strutture osservate in numerose © 
glandole endocrine dei vertebrati, im cui si riscontrano cordoni e noduli 
compatti di cellule (cordoni epiteliali del lobo anteriore della ipofisi, delle 
glandole paratiroidee, isolotti di Langerhans, tessuto interrenale ecc.); ma 
per essere maggiormente sicuro della esattezza della nuova interpretazione 
che ero per dare agli organi, ho voluto applicare anche i metodi di fissa- 
zione e di colorazione specifici per le glandole, come quello di Galeotti, 
per mettere meglio in evidenza le gocce ed i granuli di secrezione che gia 
intravedevo nei preparati colorati con l’ematossilina ferrica di Heidenein, ed 
1 risultati ottenuti, che ho subito esteso, riportandone conferma, agli altri 
Ortotteri citati, sono stati cosi brillantemente dimostrativi da eliminare ogni 


possibilita di dubbi. 


Fig. 2. - Sezione sagittale attraverso la regione distale di un corpo faringeo. 
x 225 Metodo Galeotti. 
s=gocce di secreto, nf=neurofibrille, vd=vaso dorsale. 
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stomatogastric ganglia» (corpi faringei’. ALExADROWICZ, I., The innervation of the;Heart 
of the cockroach, «J. Comp. neurol.», 1926, 41, p. 291. 
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La fig. 2 riproduce una sezione sagittale attraverso la parte dell’organo 
che @ a contatto col vaso dorsale: sul fondo verde dei plasmi cellulari spic- 
cano, colorate in rosso vivo, numerose gocce e filamenti di secrezione decor- 
renti tra cellula e cellula, formando delle correnti dirette verso il margine 
della glandola. Ivi il secreto si insinua attraverso le cellule del sottile endo- 
telio del vaso dorsale e si versa direttamente nel sangue, come mostrano 
con tutta evidenza, le numerose gocce rossastre contenute nel sangue che 
aderisce alle pareti del tessuto glandolare. 

I fatti esposti provano in maniera indubbia la funzione endocrina dei 
corpi faringei, desunta non soltanto dall’esame della sola struttura istolo- 
gica, ma appoggiata alla prova sicura della esistenza di una abbondante 
secrezione endocellulare. 

Se si da rilievo, poi, alle strette relazioni esistenti tra questi organi 
ed i centri nervosi — in particolare col ganglio occipitale - ed alla presenza, 
nella loro regione anteriore, di ammassi di neurofibrille, appare ovvio un 
ravvicinamento morfologico alle cosi dette neuroglandole“, a quei tessuti 
endocrini, cioeé, che contengono o sono a contatto anche con elementi ner- 
vosi (epifisi, ipofisi, tessuto cromaffine, ecc.) ed il cui studio va acquistando 
sempre maggiore interesse, secondo le piu’ recenti vedute®, perché rende 
conto delle correlazioni funzionali esistenti tra il sistema nervoso simpatico 
ed i tessuti a secrezione interna. 


(1) Diamare V., Sullo sviluppo e morfologia delle capsule soprarenali. « Boll. Soc. Nat. in 
Napoli», 1903, vol. XVII, p. 45. 

(2) Canetita M., Vita e psiche. I. Sistema nervoso e organismo. Zanichelli, Bologna, 
cfr. p. 40 & segg. 
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centrate di elettroliti forti. — Possibilita 
di estensione al calcolo dei coefficienti 
osmotici ». BoNINO G. B. e CEnrota G, 
734- 

— «La costituzione dell’acido bleu e le rea- 
zioni delle camere di piombo ». Camsi L. 


204. 
— «Chinolina e lignina». CasTIGLIONI A. 
412, 469. 


— «Sulla costituzione chimica della cole- 
sterina e€ su un suo nuovo isomero ». 
DE Fazt R. 98, 166. 

' — «Ricerche chimiche e cristallografiche 
sui cobaltinitriti di ammonio, di potassio, 
di rubidio, di cesio e di tallio», FrEr- 
RARI A. e CoLia C. 98, 390. 

— «Sulla importanza della forma cristallina 
nella formazione di soluzioni solide. 
IX. Analisi termica dei sistemi CoCl- 
SnCl, e FeCl,-SnCl, anidri». Ib. 231, 
ais 

— «Sulla importanza della forma cristallina 
nella formazione di soluzioni solide. - 
X. Analisi ‘termica dei sistemi CoCl, 
— PbCl, e FeCl; — PbCl, anidri». Ip: 
409, 473- 

— «Trasformazione amorfo-cristallino del- 
Varsenico e dell’antimonio ». Levi G. R. 
e GuirRON D. 565. 

— «Esame di depositi di cromo elettrolitici 

"coi ragegi X». Levi G. R. e Taper M. 
647. 

— «Sulla deidrogenasi degli acidi grassi supe- 
riori contenuta nel fegato». Mazza F. P. 
eC STOLE! G. 25051476) 

— «Sull’attivita deidrogenasica del “ B. Coli 
communis” sugli acidi grassi superiori». 
Mazza F. P. e Cimmino A. 960, 1086. 

— «Sullo spettro dell’anidride molibdica ». 
Piccarpi G. 654. 

— «Nuove bande nello spettro del monos- 
sido di vanadio». Ip. 734, 836. 
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Chimica. — «Sullo spettro delle stelle 


rosse, appartenenti ai tipi “M” ed 
“N”’», Prccarpi G. 847, 952. 

— «Sulla ricerca dell’europio e sopra tre 
righe di estrema sensibilita». Ip. 961, 
1092.” 

— «Azione degli ipoioditi alcalini sulle al- 
deidi pirroliche ». Praresi P. 98, 173. 

— «Sui prodotti di condensazione dell’ isa- 
tina coi pirroli (bleu di pirrolo)» Ip. 
847, 954. Nota Il, 961. 

— «Sopra l’aspergillina, il pigmento delle 
spore dell’Aspergillus niger ». QumLico A. 
e D1 Capua A. Nota I, 93. Nota II, 177. 

— «Sulla struttura cristallina del composto 
LaAl,». Rosst A. 98, 182. 

— «La struttura cristallina di LaSnz e 
LaPb;». Ip. 734, 839. 

— «Sui prodotti di demolizione del solfoni- 
troprussiato potassico ». SCAGLIARINIG, 
e GENTILE F. 398. 

Commemorazioni. — Commemorazione 
del Socio Eugenio Bertini. CASTEL- 
nuovo G. 745. 

— Commemorazione del Socio Guido Tiz- 
zoni. CESARIS DEMEL A. 749. 

— Commemorazione di S. d. R. Luigi 
Amedeo di Savoia Duca degh Abruzzi. 
DaINELLI G. 980. 

— Commemorazione del Socio Enrico d’O- 
vidio. Loria G. 996. 

— Commemorazione del Presidente dell’ Ac- 
cademia Antonio Garbasso. PuccianTI L. 
988. 

— Commemorazione del Corrisp. Secondo 
Franchi. STELLA A. 1010. 


F 


Fisica. — « Sulle deformazioni delle piastre 
elastiche». ALMANSI E. Nota III, 12. 
Nota IV, 197. Nota V, 425. Nota VI, 
691, 776. Nota VII, 886, 1031. 

— «Sulla radioattivita del potassio». Boc- 
CIARELLI D. 734, 830. 

— «Leffetto di Hall nel Berillio». Cic- 
CONE A. 230, 305. 

— «Sulla sensibilita e sull’approssimazione 
nelle misure del coefficiente di amplifi- 
cazione dei triodi». Der C. 93, 151. 

— «Sulla sensibilita e sull’approssimazione 


Se 
+ 


< 


nella misura della resistenza interna dei 
triodi». Det C. 951. 

Fisica. — « Sulla teoria unitaria dello spazio 
fisico». Dr Mira Fernanpes A. 165, 227. 

— «Sur la nature des forces électrodyna- 

- miques». Erpenscuiirz G. 93, 161. 
— «Righe proibite dovute a spin nucleare ». 
Ernaupt R. 552. 


— «Azione del campo magnetico terrestre 
sulla radiazione penetrante », Fermi E. 
e Rosst B. 203, 346. 

— «Su Vadozione del sistema assoluto di 
unita elettriche di misura ». LomBarn1 L. 
342. 

— «SulPazione di luce periodica su lamine 
metalliche sottili»n. Mayorana Q. 203, 
255- 

— «Ricerche sperimentali su un generatore 
di correnti continue e costanti ad alta 
tensione ». Mortara N. 730. 

— «Un metodo semplice per determinare 
il coefficiente di diffusione della ema- 
nazione di radio». Ip. 949. 

— «SulVimpiego dell’aria liquida per la pu- 
rificazione delle emanazioni di radio». 
Ip. 951, 1069. 

— «Sulle dilatazioni superficiali dei solidi 
elastici». Parermo D, 1077. 

— «Sull’intensita dello spettro di linee di 
raggi X del tungsteno ». PINcHERLE L, 
560. 

— «Determinazione del numero dei tensori 
isotropi indipendenti di rango nm», 
Racaw G. 230, 386. 

— «Sulla disintegrazione del piombo per 
effetto della radiazione penetrante ». 
Rossi B. 952, 1073. 

— «Sulla teoria del nucleo». WaTAGuIn G. 
645. 


Fisiologia. — «La colina dell’utero umano 
all’infuori della gravidanza, in gravi- 
danza, in travaglio di parto, in puerperio. 
(rapporti tra il contenuto in colina del- 
Putero umano e la contrazione ute- 
rina)». CATTANEO L. 864, 968. 

— «Azione della tiroide e della tiroxina sul 
decorso del digiuno e della rialimenta- 
zione dei ratti albini normali emitiroi- 
dectomizzati». GALAMINI A. 744. 

— «Sull’azione dellalcool etilico, del fenolo, 
della veratrina, della-stricnina, della ni- 
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cotina e della chinidina applicata local- 
mente sulle varie regioni del cuore di 
Bufo V.». Marsicita M. 99, 325. 

Fisiologia. — «Avitaminosi ed intossi- 
cazioni. Ill. Sindrome sperimentale da 
avitaminosi A ed intossicazione chi 
mica da metalli e metalloidi». Mrro- 
Lo M. 739. 

— «Modificazioni del contenuto in lipoidi 
del sistema nervoso centrale nello stato 
convulsivo », SANGIRARDI V. 744, 861. 

— «Sul valore nutritivo delle proteine dei 
semi di leguminose». ZaGamr V. e Fa- 
MIANI V. 332, 485. 

— «Osservazioni sul rapporto tra alimenta- 
zione ed allattamento ». Zacamr V. 864, 
973- 

G 


Geofisica. — «Considerazioni sopra gli 
ipocentri sismici dei Colli Laziali». AGa- 
MENNONE G. 227, 725. 

— «Periodicita diurno-notturna dei terre- 
moti». Ip. 729, 825. 

— «Sulla velocita apparente di propagazione 
superficiale dei terremoti in rapporto con 
Ja profondita ipocentrale », ALESSANDRI 
(Ce Oi aide 

— «Nuova esplorazione geofisica della Si- 
cilia, Risultati generali e cenni partico- 
lari sulle determinazioni geomagne- 
tiche », Fapranr R. e Perrucct G. 610, 
686. 

— «Emendamenti ad alcuni valori della va- 
riazione secolare di H nel Piemonte, 
dati in una Nota precedente ». PaLazzoL. 
203, 340. 

— «Fumarole vulcaniche» PoNnTE G. 93, 
147. 

— «Sui principi costruttivi delle bussole ma- 
enetiche». Tenant M. 552, 641. 
Geologia. — «Sull’esistenza dell’ Eocene 
superiore nel Gebel Cirenaico». FLo- 

RIDA G. B. 735. 

— «Rzehakina epigona” (Rzehak), fora- 

minifero a tipo “arcaico” nel ‘Torto- 
niano bolognese ». LipPARINI T. 99, 189. 

— «Intorno alleta della scaglia cinerea del- 
VY Appennino Centrale». PRINcrPI P. 231. 

— «Sui presunti carreggiamenti del Monte 
Pisano», Repini R. 1094. 


- Geologia. — «Contributo allo Nelo del 

Paleogene dell’isola di Rodi (Egeo) ». 
Reina C. 736, 847. 

— «Tettonica della montagna dei fon e 

rapporti col piegamento del terziario. 

Anticlinale di Acquasanta ». SoRREN- 

TINO S. 241, 318. 


— « Affioramento cenomaniano nell’alto val- 


lone del fiume Salso». Ip. 1094. 

— «Sull’ eta dei calcari bianchi marmorei 
del M. Pisano». VinassA DE ReeGny P. 
351. 

— «Sull’eta del calcare bianco della Mon- 
tagna del Casale presso Palermo». Ip. 
1038. 


M 


Matematica. — «Sulle direzioni concor- 
renti in una varieta Vn» AGOSTINELLI C. 
+ D3 


~— «Sulle proprieta ortogonali delle fami- 


glie naturali dilinee di uno spazio curvo». 
Ib. 692. 

— «Relazioni differenziali per |’ omografia 
di Riemann», Ip. 894. 

— «Sulla riduzione a forma canonica di una 
classe speciale di matrici». AMANTE S. 
Nota I, 31. Nota II, 385, 431. 

— «Vrevoluta della superficie dei centri di 
carena». ARRIGHI G. 267. 


— «Sui sistemi differenziali aventi integrali 


algebrici». BarBA G. 280, 355. 

— «Alcune osservazioni sui nuclei di. An- 
dreoli e di Evans». Ip. 810. 

— «Osservazioni geometriche sui tensori ». 
BIGGIOGERO G. 540, 611. 

— «Sull’ omografia di Riemann relativa ad 
uno spazio curvo ». Boccto T. 280, 368. 


ox > : ad 
— «Sulliterazione dell’ equazione x — ». 


dx 
Brocer U. 632, 696. 

— «Intorno ad alcune serie invarianti di 
gruppi di punti sopra una superficie ». 
CAMPEDELLI L. 37. 

— «Sulle linee di massima pendenza della 
funzione di Green». Carerri M. 712, 
784. 

— «Le trasformazioni pseudo-ordinarie sulle 
varieta abeliane reali». CHERUBINO S, 
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trasformazioni pseudo-ordinarie » 
RUBINO S. 280,362. = yy 

«Intorno alle a a yas di rete 
CrANIEe a2 use Se ; 
«Sui numeri di Bernoulli e di Euléro>. 
Ciprario M. 923. as 
« Sui polinomi di Bernoulli e di Eulero». 
Ip. 923. 
« Sulle successioni di funzioni convergenti 
verso una funzione olomorfa ». CIN- — 
QuInI S. 502. 

«Sulle equazioni funzionali del tipo di a a3 
Volterra». Ip. 540, 616. ee. 
«Quoziente di vettori e vettori mono- — 
geni». Cisorti U. 686, 764. 

« Maggiorazione dell’ errore nel calcolo 
col metodo dei minimi- quadrati della — 
soluzione periodica di un’equazione dif- 
ferenziale lineare ordinaria del secondo 
ordine ». CLEMENTE P. 216, 262, 2 
«Sopra un sistema lineare di equazioni 
a derivate parziali, che si integra con 
il metodo delle soluzioni fondamentali ». 
ConForTo F. 632, 701. Be 

« Osservazioni sul procedimento di arro- 
tondamento diSchwarz».DELCHIAROA- 
712, 788. eee 

«Su una disuguaglianza di Jetta ». Ib. 
923, 1044. : j ae: 

«Sur les tenseurs a divergence unique». 
DouBNoFrF J. 507. ia 

«Intorno alle serie continue composte ae 
involuzioni razionali di gruppi di punti 
sopra una superficie algebrica». ENRI- 
ques F. 109. 

«Soluzione con quadrature del problema 
di Cauchy-Kowalewsky per le equazioni 
di tipo parabolico». FANTAPPIE L. 713, 
897. 1S aes 

«Sur les racines des €quations algebri- 
ques». Fousianis C. 713, 794. It 
« Integrazione per Beek dell’ equa- = s 


zione differenziale = 


Stag Ja)> 5s 
Gennusa S, 713, a ia ies 
« Sur les équations aux différences finies», 
GHERMANESCO M. 280, 381. ea 
« Sur lanalyticité des solutions d’une cer- ee 


taine équation aux derivées partielles he 
non linéaire ». Ip. 509, 


~ fonctions harmoniques dans les espaces 

ae de Riemann ». GOLAB S./217, 377. 

-— «Sur un invariant intégral relatif aux 

-espaces métriques généralisés ». Ip. 515. 

— « Opérateurs linéaires, Matrices limi- 

Pe = tées». Gomes R.-L. qt. 

— «Encore sur les opérateurs linéaites ». 

Beet lo. 217,375: 

_— «Sur la transformation canonique simul- 
 tanée de plusieurs matrices non hermi- 
tiennes ni unitaire». Ip. 280, 436. 
-— «Encore sur les opérateurs linéaires. Re- 
marques complémentaires». Ip. 713, 

797: 

_ — «Sul trasporto per parallelismo lungo un 
circuito chiuso in uno spazio del Weyl». 
Gucino E. 45. 

— «Liintégration des équations aux dérivées 
partielles du 24 ordre avec 2’ fonctions 
de 2 variables indépendantes. - V. Systé- 
mes contenant deux derivées du second 

_ ordre, ou une seule ». Kourensky M. 52. 

— «Considerazioni e notizie intorno alla 

storia delle matematiche». Loria G. 

691, 768. 

= «Sulla irregolarita delle superficie multiple 
cicliche senza diramazione ». Lo Vor A. 
68. 

— «Applicazione delle varieta multiple ci- 
cliche allo scioglimento della torsione 
algebrica superficiale ». Ip. 68. 

— «Rotazionale di un vettore e divergenza 
dei plurivettori negli spazi Sn». MANa- 

__-RINI M. 632. 

-— «Rotazionale di un vettore negli spazi 
Sn». Ib. 706. 

— «Sulla divergenza dei plurivettori negli 
spazi Sn». Ip. 799. 

— « Ordine minimo delle serie lineari con- 
tenenti parzialmente, senza residuo fisso, 
una data serie lineare completa di una 

curva algebrica ». Maroni A. 216, 265. 

-— «Dimensione delle serie lineari di ordine 
minimo contenenti parzialmente, senza 
residuo fisso, una data serie lineare com- 
pleta». Ip. 518. 

— «Proprieta di un notevole funzionale li- 

neare € calcolo di esso per particolari 

funzioni analitiche ». Marris IN BID- 

DAU S, 216, 276, 


eanea ete « Sie une Vorintiete des 


121 — 


 Mateiistica. : = oak trasversali di a8 


sistema isotermo». Masorrt A. 523. 


— «Unteorema generale sulle successioni di 


funzioni convergenti verso una funzione 
olomorfa». Minertt S, 58. 

«Proficui legami tra i metodi di som- 
mazione delle serie e i problemi al con- 
torno per le equazioni differenziali, li- 


neari, alle derivate parziali, di secondo — 


ordine, di tipo ellittico». Mrranpa C, 
540, 622. 
«Sommazione per diagonali delle serie 
doppie di Fourier». Ip. 713, 803. 
«Le coniche geodetiche ». Mytrer A. 
THs 
«Sur les moyennes de Cesaro et Riesz 
des séries trigonométriques de Fourier». 
OBRECHKOFF N. 68, 211. 
«Sulle funzioni biarmoniche, come pro- 
dotti analoghi ai prodotti di Lamé, e 
sulle linee di forza dei campi Newto- 
niani». Opatowsxi I. 939, 1049. 
«Insiemi tensoriali generati da sistemi 
assoluti di Pascal—Vitali: relazione*con 
gli insiemi derivati». Pasrorr M. 61. 
« SulPespressione generale dei tensori iso- 
tropi». Ib. 385, 439. 
« Sur les équations aux dérivées partielles 
du second ordre non linéaires du type 
elliptique», RospnbLatr A. 385, 443. 
«Un teorema di calcolo funzionale ope- 
ratorio ». SarTort R. 540, 628. 
«Il termine generale di una successione 
ricorrente finita del secondo ordine ». 
ScHwat?T I. J. 632, go9. 
«Intorno alla Geometria sopra una va~ 
rieta algebrica ». SEGRE B. 207. 
« Sulla serie caratteristica d’una superficie 
sopra una varieta algebrica a quattro 
dimensioni». Ip. 917. 
«Completamento di un teorema di A. 
Hurwitz sulla base del modulo delle 
forme algebriche passanti per una va- 
rieta razionale normale». SENIGAGLIA E, 


66. 


— «Sulla compatibilita deisistemidi equazio- 


nialgebriche ed analitiche». SEVERIF. 3. 


— «La teoria delle serie di equivalenza 


sopra una superficie algebrica». ID. 354. 


— «lJ.a teoria delle carrispondenze a valenza 


sopta una superficie algebrica ». ID. 354. 


“Matematica. — aun: teo a -delle eee 

_. di equivalenza sopra una superficie alge- 
‘brica: invarianza del concetto fonda- 
0 RRNA Nota I. Severi F. 419. 

re ca — «La teoria delle serie di equivalenza ery 69, 


ae ' sopra una superficie algebrica: opera- — « Généralisation @un hedee 

eS =) zioni sulle serie». Nota II. Ip. 4g1. sur le mouvement brachistoc 
oe. ic — «La teoria delle serie di equivalenza ~ Caratutopory C. 10. 

aE sopra una superficie algebrica: i punti — «La riproduzione meccani 

e 4 di vista topologico e trascendente ». degli esseri alati. — Ramis 

Se Nota III. Ip. 597. tali e confronti con gli esseri ¢ 

— «Lateoria delle corrispondenze a valenza CasTAGNERIs G. 281. (a 
sopra una superficie algebrica: le cor- — « Ancora sopra una corrente tras 
y _ rispondenze a valenza in senso proiet- latoria in presenza di’ un ostacolo cir 


tivo». Nota I. Ip. 68r. colare munito di un -appien cee 
— «La teoria delle corrispondenze a va- indefinita». Crsort1 U. 881. — 
lenza sopra una superficie algebrica: le © — « Ancora sugli anelli vorticosi ru: 


corrispondenze a valenza in senso inva- Da Rios L. Sioa4..0' Ogee - 
riantivo». Nota II. Ip. 759. — «Sur le déplacement d’un n-uple et sur 3 
— «Lateoria delle corrispondenze a valenza une interpretation nouvelle des ¢ co 
sopra una superficie algebrica: il prin- cients de rotation de Ricei », Diewes P 
cipio di corrispondenza ». Nota III. Ip. 119. Ree Oa 
869. — «Sulla riduzione del rango dei_ 
— «Significato funzionale del gruppo vir- canonici». Ernaupi R. 546. 
tuale dei punti-uniti nelle corrispondenze — « Movimenti di superficie, linee, 
whe a valenza sopra una superficie ». Ip. 876. associati a gruppi di onde ». Finzi B. 4¢ 
— «Sulle algebre dotate di modulo com- — «Su di una rappresentazione geom: 
res poste mediante una loro semialgebra della teoria delletraviinflesse». F 
normale». SPAMPINATO N. 280, 449. 287. be 
— «Sur le problémie de M. Levi—Civita con- — «La dinamica delle vibrazioni liber 
cernant le mouvement moyen». STE- sversali delle travi, e la dinamica’ ¢ 
PANOFF W. 526. punti rappresentativi le linee elast 
— «Sullintegrazione delle equazioni di Max- negli spazi ad infinite dimensioni 
well-Hertz nei mezzi cristallini unias- 465. 


sici». TONOLO A. 532. 

— «Formule di rappresentazione degli in- 
tegrali delle equazioni di Maxwell-Hertz 
nei mezzi cristallini uniassici ». Ip. 632, 


— «Sulla curvatura geodetica delle 
torie dinamiche dei sistemi olono 
Gueino E. 640, 714. i 

— «Sopra una interpretazione meccanic 


ong: del parallelismo di Levi- beh », 
— «Integrazione delle equazioni di Maxwell- mMovicr M. §4t. 


Hertz nei mezzi cristallini uniassici». — «Sulle curve di pressione costante >. ine 
Ip. 806. 633. i 
— «Determinazione del valore asintotico di — «Le nombre des chocs dads le probl : 
- un certo integrale». TRicomr F. 116. des corps qui s’attirent inv rsement 
- — «Sur une généralisation de la sommation a une puissance quelconque de la di- 
‘i des séries divergeantes de M. Le-Roy ». stance ». KIvELIOVITCH Meat 6, 2 24. “4 
ViGNAUX J. C. 68. — «Parametri variabili e previsi nia = 
-  — «Sur la sommabilité totale per la mé- tiche in qualche problema . i mecca 
. . thede“de M.. Borel»: Ip; 216,'538: “Sev celesienye KRALL G. 1235 leon 
— «Un.teorema sug! integrali doppidi Abel- — «Sul moto di un sistema p 
< ‘Laplace ». Ip. 632, 1055. n +1 corpi rigidi», Ib. 927. 
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Meccanica. — «Sul moto di un sistema 
planetario di (m + 1) corpi rigidi. Suoi 
aspetti limiti stazionarin. Krati. G. 
939, 1060. 

— «Sulla quadratura che effettua Vintegra- 
zione dei sistemi canonici con un grado 
di liberta». LampariEtto G. 74. 

— «Sulla natura analitica delle soluzioni dei 
sistemi canonici integrabili per quadra- 
ture». Ip, 129. 

— «La similitudine meccanica nei moti re- 
golari dei liquidi viscosi». Letur M. 
640, 718. 

_— Pozzi simili ed omotetici». Ip. 640, 815. 

— «Teoria della turbolenza ». Mattiout G. 

DErar 217: 

— «Teoria della turbolenza. — Conseguenze 
analitiche e confronto con l’esperienza ». 
Ip. 141, 293. 

— «Sopra una condizione alla parete per 
Pequazione della turbolenza nei tubi», 
Ib. 932. 

— «Sulla formula fondamentale della Cine- 
matica dei sistemi rigidi». Petosr L. 
724, 935- 

— «Sur la formule d’Euler-Savary ». Sar- 
MENTO DE Beires R. 552, 637. 

— «Rotuazioni viscose forzate ». Sona L. 79. 

— «Intorno ad un criterio statistico per la 
stabilita dell’equilibrio elastico nei solidi 
caricati di punta». Tacitacozzo C. 299. 

— «Sopra linterpretazione geometrica dei 
sistemi meccanici», VRaNCEANU G. 92, 
135. ; 

— «Sur les sillages provoqués par des arcs 
circulaires ». WEINSTEIN A. 83. 

— «Sullaumento di massa di un pianeta 
per effetto di pulviscolo cosmico. = II. 
Caso generale». Zacar F. 88, 

Mineralogia. — «Sopra un geminato di 
andalusite ». Arorst P. 19, 

-— «I giacimenti minerali del Monte Rosso 
di Verra (gruppo del Monte Rosa)». 
CarPANESE T. 192. 

— «Contributo alla conoscenza petrografica 
della Sardegna. Sulle cosi dette quarziti 
del Sarrabus, ovvero su di un interes- 
sante fenomeno di metamorfismo indotto 
dai magmi granitici nei calcari dell’or- 
doviciano superiore ». CAVINATO A, 236. 


Mineralogia. — «Primi risultati dello 
Studio di rocce effusive della Sardegna 
sud-occidentale », Depeneperrt A. 659. 


e 


Paleontologia. — «Sui resti dei verte- 
brati terziari raccolti nella Sirtica dalla 
Missione detla Reale Accademia d'Italia 
1931». D’ERAsmo G. 656. 

Patologia. — «Ricerche preliminari sopra 
un’alterazione non parassitaria delle 
olive». Gicanre R. 99. 

— «Sui presunti attivatori della proteolisi 
nei tumori». Pozzi L. 744, 865. 

— «Influenza della dieta timica sulla cre- 
Scita neoplastica». Ronvont P. 783, 

meecora 

Personale accademico, — 104, 413, 
591, 754, 1020. 

Premi in corso di assegnazione. — 
675. 

Presentazione di libri. — 104, 251, 
414, $92, 754, 1020. : 

Presentazione di Note e Memorie. 


— 105, 251, 415, 592, 754, 1021. 


R 


Relazioni di Commissioni. — 
415, 1021. 


105, 


Z 


Zoologia. — « Ovogenesi abortiva e sper- 
matogenesi aberrante in molluschi pro- 
sobranchi del genere Valvata». ARTOMC. 
324, 481. 

— «I corpi faringei degli ortotteri. - Prova 
sicura della esistenza di glandole endo- 
crine negli artropodi». De Lerma B. 
967, 1105. 

— «Sul comportamento di “ Littorina neri- 
toides L.”’ mantenuta in ambiente sub- 
aereo ed in altre condizioni sperimen- 
tali», Parane L. 864, 96r. 

— «Esperimenti di incrocio fra uova di 
“ Ciona intestinalis” e spermi di “ Phal- 
lusia mamillata” ». Reversert G. 737. 
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* PRINCIPAL] PUBBLICAZIONI (as NY 
DELLA R. ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI 


_ 


Serie 1? — Atti dell’Accademia pontificia dei Nuovi Lincei. Tomo I-XXIII. 
- Atti della Reale Accademia dei Lincei. Tomi XXIV-XXVI. 
Serie 2" — Vol. I. (1873-74). — Vol. II. (1874- -75). — Vol. TL. (1875-76).— Parte 1? Transunti. 


— Parte 2? Memorie della Cis di Scienze fisiche, matematiche e naturali, — P: arte 3* Me- 

morie della Classe di Scienze morali, storiche e filologiche. — Vol. IV, VeVi) VIL Lbs 
Serie 3* — Transunti. Vol. I-VIII. (1876-84). 

Memorie della Classe di Scienze fisiche, matematiche e naturali Voll Gy 23'S (a, 2). 

— III-XIX. 


_Memorie della Classe di Scienze morali, storiche e filologiche. Vol. I-XIII. 

Serie 4*.— Rendiconti. Vol. I-VIIL. (1884-91). 
Memorie della Classe di Scienze fisiche, matematiche e naturali. Vol. I-VIl. 
Memorie della Classe di Scienze morali, storiche e filologiche. Vol. I-X. 

Serie 5° — Rendiconti della Classe di Scienze fisiche, matematiche -e naturali. Vol. I-XXAIIL. 
(1892-1924). 
Memorie della Classe di Scienze fisiche, matematiche e naturali. Vol. I -XIV. (1892-1924). 
Rendiconti della Classe di Scienze morali, storiche e fil lologiche. Vol. I-XXXUL. (1892- 1924). 
Memorie della Classe di Scienze morali, storiche e filologiche. Vol. I-X VII. (1892-1924). 
(parte 14). Vol. XIV-XVIIL. (1892-1924). ' 
Notizie degli Scavi di antichita. Vol. I-XXI. (1904- eat 

Serie 6° — Readicont; della Classe di Scienze fisiche, matematiche e naturali. Vol. I-XVIIL (1925-1933). 
Memorie della Classe di Scienze fisiche, matematiche e naturali. Vol. LV. (1925-1933 
Rendiconti della Classe di Scienze morali, storiche e filologiche. Vol. I-IX. (1925-193 a 
Memorie della Classe di Scienze morali, storiche e filol logiche. Vol. I-1V. (1925-1933). 
Notizie degli Scavi di antichita. Vol. LIX. (1925-1933). 


PUBBLICAZIONI VARIE 


Rendiconti Adunanze Solenni. Vol. I-IV. (1892-1933). | Breve storia dell’Accademia. 
Atti delle Assemblee Costituzion. Ital. 20 V olumi. Forma Urbis Romae. 
» » » » M3 Bollettini. 
L’ltalia Agricola e il suo avvenire. Fasc. 1°-2°. | Codice Atlantico di Leonardo da V 
Tabularum phytosophycarum. Prima Pars. Elenco degli Istituti corrispondenti con to 


Cinquanta anni di Storia Italiana. Vol. 1°-3°. cademia. (1908). 


Opere matematiche di E. Betti. Tomi 1°-2°. 
Comitato scientifico per |’ alimentazione. Bollettino 


Indice degli Atti Accademici (alfabetico per 
nomi autori) dall’inizio al rgio. 


to—1203 Indice degli Atti Accademici (allabetico per 
Annuario 1882-1933. _ nomi autori) dal gtr al 1924. } 
Monumenti Antichi. Vol. I-XXXIV, Indice delle Notizie degli Scavi, dall’ inizio 
Papiri Greco-Egizi. Vol. I-III. al 1927: in preparazione. 


PUBBLICAZIONI DELL’ANNO  1933-x1 


SERIES 6% 

Rendiconti Scienze fisiche, ecc. Vol. XVII (1° semestre 1933) in fascicoli bimensili. . L. 54 — 

» » » Deny Ole, OV LIT (Oo? » 1933) » » Meare eee 
Memorie » » oe Olt A 1aSCiCOl PLORresstVi esc ca! alae ee eee ee Oe 
Rendiconti Scienze morali, ecc.-Vol. IX, in fascicoli trimestraliy.: 6°... a Ba 
Memorie » » Deep VOM Vani TASCICOlL. DIOS CCSSIVEn at. cise tue erinp eee rs nO O mes 
Notizie degli Scavi; Vol. IX (58° dall’inizio) in: fascicoli trimestralt 20 2° 0+ eof se T20 
Remiicontousdinanzausoleinmen Ola LVartascicola 50 a, soccses arr ke sane pe) Le ee ees 
pabobe (eV aVoy od! a ease oa Ecce OG Ba ear al sage aN Ae a SCO CST GER aR NS 4— 
Monumenti antichi, Vol. DORN gh GGG iia Bice ae vay Sate eye ay, wiecieteen eres grtcre eee can oe OEM IEE 


N. B. - Le pubblicazioni dell’Accademia sono in vendita presso la LIBRERIA DI SCIENZE E LETTERE del 
Dott. Giovanni Bardi, Piazza Madama, 19-20, Roma (111). [ prezzi sono franco Roma. E concesso uno sconto ai 
Rivenditori. 

Nelle richieste indicare sempre: la pubblicazione, la serie, il volume e il fascicolo. Le richieste precise e scritte 
in italiano o in francese potranno essere espletate piu sollecitamente. Le vendite sono subordinate alle disponibi- 
lita esistenti. : 
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NE ied nae aN ee bal - Giugno 1933. 


Classe di Scienze fisiche,- matematiche -e naturali. 


4ery, > : by AEE 2 
Fascicolo del 18 giugno 1933 


PRE DEE Ee 


MEMORIE E NOTE DI SOCr 


BemporaD A. — Correnti steliari aAttOrae 4 138 ASR, 4. 52° deal = vk Pag. 
ALMaAnst E. — Sulle detormazioni delle piastre elastiche. Nota VII. Theres. 
Vinassa DE Regyy P. — Sull’eta del calcare bianco della Montagna del Casale presso 
Sep eases epee rl es Cregeen eee es 
Perret L. ~ L’azione jonizzante delle poltiglie fresche di tessuti vegetali e le radia- 
signi mitogenetiche 25 A ey cee Afi eae) oa Bae 


MEMORIE-E NOTE PRESENT Ate op SOCI 


Der Curaro A. = Su una disuguaglianza di Jensen (pres. dal Corrisp. L. Tonelli) 
Opatowsky I. ~ Sulle funzioni biarmoniche, come prodotti analognht ai prodotti di 
‘Lamé, e sulle linee di forza dei campi Newtoniani (pres. dal Socio C. Somigliana) 
Vicnavx J. C. -Un teoréma suglintegrali doppi di Abel-Laplace (pres. dal Socio 
ag ila Meee Sea arnt | oan MG 
Kratit G. — Sul moto di un sistema planetario di (2 + 1) corpi di. Suoi aspetti 
limiti stazionari (pres. da! Socio T. DOU CUA oe eg attateee 
Coiacevica A. Eccesso di colore é riga K del calcio nell’assorbimento lnterstellare 
(pres. dal Corrisp. G. Abetti)., . POE RO Ree eee REY Becca CLI 
Morrara NELLA. — Sullimpiego dell’aria liquida “per la purificazione della emana- 
zione di radio (pres. dal: Socio O. BES COPD, en oso et NL ea ae 
Rosst B. = Sulla disintegrazione del piombo per effetto deila radiazione penetrante 
(pres. dal Corrisp. E. Fermi)... 0. 22 Ute = | Seas ei tcae Siete 
Patermo D. = Sulle dilatazioni superficiali dei solidi elastici (pres. dal Corrisp. G. Scorza) 
Barsiert G. A. — Di un nuovo tipo di composti complessi delPargento bivalente 


(pres. dal Socio M. Betti) . Gunes era Mae ae Pisce 
Baroni A. ~ Sulle anidridi solfoniche miste. L Preparazione delle anidridi acetosol- 
_ foniche (press:dal Socio “Co Bruni) 2 = bie ob. Pte, (aks Seen ee 
Mazza F. P. e Cimino A. - Sull’attivita deidrogenasica Jel « B. Coli communis » 
“Sugli acidi grassi superiori (pres. dal Corrisp. G. Onagliarielle) .- 5; 7. - 


Piccarpt G. - Sulla ricerca dell’europio e sopra tre righe di, estrema_ sensibilita 


tpres. dal Cortisp.-Z.. Rolla) i? 4. 3,0 oh eos Sera tel tas ot ae ges en Pies NE 
Reoint R, — Sui presunti carreggiamenti del Monte Pisano e delle Alpi Apuane 
(pres. dal Corrisp. P. Vinassa de REY 5 at eter en et ae oe ee ae 
SORRENTINO S. — Affioramento cenomaniano nell’alto valione del fume Salso (pres. 


dal: Socio. A Mariel) 1.0 ee, eae Lene 
Cutarucr A, - Lo sviluppo del gametofito femmineo della « Weddellina squamulosa 

Tul. » (Podostemonaceae) (pres. dal Cortisp..E. Carano). 2 <5) 
Paror Paots ~ Contributo alla cariologia delle Asclepiadaceae (USS ei) tae aee es 
De Lerva B. — I corpi faringei degli ortotteri. ~ Prova sicura della esistenza di 

glandole endocrine negli artropodi (pres. dal Corrisp. U, Pieydniont) -.., 
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R. Morghen, Cuncelliere dell’ Accademia, Direttore responsabile. 
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